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A classification of orthogonaltransformation groups  

of low cohomogeneity 

Osam土 Yasukura  

Dedicated to Professor ＝chiro Yokota on his 60th birthdaY  

Con七en亡S   

l．エntroduction   

2．prel土m土nar土es   

3．Basic classification bY COhomogeneity   

4．Orthogonaltransformation groups of cohomogeneity at most 3  

1． 工n七roduct土on   

A Lie transformation group on a smooth manif01d M is  

a pair（G，M）of a Lie group G which acts srnoothlY On 班・This  

PaPeris concerned with the cohom9geneity（abbrev・COh）of（G・M），  

Whichis defined bY  

COh（G・M）＝dirnM－dimG＋min（dimGx；ⅩinM）・  

Where G is theisotropY Subgroup of G at x． Then X  

COh（G′叫 ≧d土mH－d土mG（＝：doh（G′叫）′  

（Ⅹin M；qOh（G，M）＝doh（G・M）＋dimGx）is an open subset of M，and  

coh（GO，M）＝COh（G，M）  

where GO is the identity connected component of G. 
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2  

rthogonaltransfomation  An o   9竺？り里（abbrev．9．t．g．）on  

anN dimensionalEuclidean space ENis definedas apair（G，EN）  

Of a connected Lie subgroup G of the fullorthogonalgroup o（N）  
N N 
on E．（G，E）is said to be containedin  ニ：一＝  

N 
anothero・t・g．（G・，E）  

on ENif thereis areallinearisometryl：EN→ゝENandaLie  

group monomorshism T：G J G・T such that  

T（9）l＝19 for allgin G．  

N 
＝f moreover Tis a Lie groupisomorphism，（G，E）is said to be  

N 
equivale竺t tO（Gl，E）・  

Let p be alinear representation on RNover the field R  
N 

of a11realnumbers of a Lie group G・We say（G，P′R）an  

orthogonal linear triple and p an orthoganal representation of 

Gif thereis a positive definiteinner product on RNwhichis  

invariahtunder the action of p（G）．Suppose p－is another  

N N 
orthogonalrepresentation of G．We call（G，P・′R）and（G，P′R）  

are equivalent as realrepresentationif p－ and p are equivalent  

as realrepresentations of G．  

N 
An orthogonallinear triple．（GIP，R）natura11Yinduces  

an0．t．g．（p（GO）′EN）血ichis welldefin占a up to equivalences  

and denoted bY O（G，P′RN）・We denote  
N N 

coh（G′P，R）＝COh（○（G，P′R）），  

doh（G．p，RN）＝doh（○（G′P′RⅣ））・  

＝f Gis compactr then anY realrepresentation of G is  

1－2   



3   

an orthogona・11inear representation，a・nd the corresponding o．t．g．  

1ineaT  is called a compac阜  

An o．t．g．i5   

g壬里旦旦・  

called maximal if it does not properly  

N 
⊂Ontain an o．t．g．of the same cohomogeneity．Suppose〔G，E〕is  

a maximal o.t.g. If it contains a compact linear group of 

the same cohomogeneityタ thenitselfis a compactlinear group・  
′ヽ  

In fact the closure G of Gin O〔N〕is compact and  
N N 

。。h〔，E〕＝。。h（G，王）  
ノヽ  

since（Ⅹin EN；G〔Ⅹ〕is compact（i．e．，G〔Ⅹ）＝G（Ⅹ〕〕，COh〔G，EN）  
N 

＝N－dimG＋dimG）is an open dense subset ofE．  
X  

Hsiang－Lawson［11］ga・Ve a Classification theorem of all  

COmPa，Ctlinear groups of cohomogeneity 2〔resp．3〕and maximal  

by means of the classification of compa・Ctlinear groups which has   

a non trivialisotropy subgroup at a，POint of，′a Principalorbit（  

Cf・Kramer［15】，Hsiang［10］and Hsiang－Hsiang【9］〕．As a result，  

all〔resp．most）of them can beinduced from thelinearisotropy  

representations of Riemannian symetric pairs of rank 2〔resp．3）．  

Conversely，thelinearisotropy representation of each  

Riemannia・n Symmetric pair of rank rinduces a compactlinear group  

Of cohomogen弓ity r〔cf．Taka．gi－Takahashi［19】）．Any ofits orbit  

in the repre5entation spaceis an R－SPaCein the meaning of  

Takeuchi［20］（cf．Takeuchi－Kobayashi［21］）．We define a princIPal  

R－SPaCe aS an  R－SPaCe Of the highest dimension among allR－SPa⊂eS  

a・SSOCiated with a glVen Riemannian symmetric pair・  

From tables of Takagi－Takahashi［19，TableIandII］，it  

appears that two principalR－SPaCeS aSSO．Ciated with  

1－5   



4  

two distinct Riemannian sYrnmetric pairs of rank2are no  

equivalent as Riemannian manif01ds nor Riemannian submanif01ds  

of a hypersphere of the representation space. Especially if 

two maximalo・t・g・ls of cohomogeneity2contain o・t・g．1s from  

two distinct Riemannian symmetric pairs of rank2respectivelY，  

then theY are nOt equivalent（cf・Ozeki－Takeuchit17；Th0Oreml，  

Theorem 2］）．  

However it is well known that the o.t.g. from the 

Riemannian sYrnmetric pair（G2，SO（4））of rank2is missedin a  
theorem of Hsiang－Lawson［ll；Theorem5］（cf．uchida【23］）．   

More than before′ Uchida［23］pointed out manY eXamPles of real  

reducible（i・e・′ nOnirreducible）compactlinear groups of coh3  

Which shows that another theorem of Hsiang－Lawson［ll；Theorem6］   

Shoud be properlY mOdified． uchida［23；Theorem］also gave a   

modified classification theorem of realreducible compactlinear  

groups of coh 3 and maximalin a correct form bY the use of a   

Classification of compact Lie groups whic・h act transitivelY On  

spheres（cf．MontgomerY－Samel占on［16］，Borel［3］，［4］）．  

＝n this paper，We StudY the classification of士eal  

0．t．g．Ts of coh at most 3 bY a direct method（cf・  土rreduc土ble  

Sato－Rimura［18］，Yokota［25］）・We haYe thelist of themin  

Section 4，Which shows that the other theorem of Hsiang－Lawson  

【ll；Theorem7・］should be properlY mOdified and also gives a  

modified classification of real irreducible compact linear groups 

of coh 3 and maximalin a correct form（cf．Theorem4．8，Remark   

4．10）．  

1－4   



5  

1     0ur results also・glVe a Pr0Of of the fact that a compact   

linear group of coh 2 and maximalis equivalent to an o．t．g．   

Whichisinduced from thelinearisotropY rePreSentation of a   

Riemannian symetric pair of rank 2． Top0logicallY，Asoh［2］has   

alreadY COmPleted the classification of compact Lie groups acting   

On SPheres with an orbit of codimension one′ Which properlY   

modified the result of H．C．Wang［26］（cf．Hsiang－Hsiang［8］）．   

RecentlY，Dadok【5］classified realirreducible compactlinear   

groups with certain propertY（SO－Called Tp01arTr whichis  

Satisfied bY eaCh compactlinear group of coh 2．  

1－5   



6  

2．preliminaTie5  

For each type of compact simple Lie algebra of dimension g  

a．nd rank k，We Shallinvestigate（⊂f・Goto－GrosshanS［6］）  

〔1）一Real－ complexirreducible representations of degree m such  

that  

do‥＝m－g皇3，  

（2〕Complexirreducible representations of degree m such that  

dl：＝2m－g≦4，  

〔3）一Quaternion－ complexirredu⊂ible representations of degree 2m  

such tha．t  

d2：＝4m－g三6・   

・We denote a⊂OmPaCt Simple Lie algebra of type Xk by Xk〔Ⅹ＝  

A，B，C，D，王，F，Or G）and the corresponding compact simply connected  

Liegroupby受k〔abbrev・Ⅹk〕・Acomplexirreduciblerepresentation  

of the highest weight＾is denoted by＾・Especially the trivial  

representationis denoted by O・The fundamentalweights with  

respect to the simple r0OtSα1，rα2，…，αk are denotedby  

Al，A2，‥了，Ak・  

〔A）  

The simple roots of Ak are glVen by  

α1－－－－α2－ …－－－αk〔k≧1）・  

〔1〕一Real－ complexirredu⊂ible representations of Ak are  
＋1 givenby＾＝2入1＾1〔ifk＝1〕，∑i＝入i〔＾i・＾k＿i．1 ）〔ifk：2h・2），  

h＋1 
入2h．ZAzh．Z・∑五＝ 入i（Ai・Ak小1 〕（ifk＝4h＋3〕・Or  

h＋2 
2入2h．3A2h．3・∑1＝ 入i（Ai・Ak小1）〔ifk＝4h・5），  

2－1   



7  

Where h and入i（i＝l・…′【（k＋1）／2］）are non－negativeintegers，and  

［p］denotes the maximalinteger at mo＄t P．  

propos土t土op2・1工fdo：＝d吋トk2－2k≦3′七henA土s  

equivalent as a complex representation of Ak（k≧1）t00ne Of the  

f0110W土n9S；  

do＜0：Az（k＝3）′0（k≧1）・  

do＝0：2Al（k＝1）′几1＋Ak（k≧2）′  

do＝2：4Al（k＝1）・  

Proof： ＝f 入．＞l for some i＝4′‥．′Or［（k＋l）／2］，then k＞7 and d∧＞ ・＞lfor somei＝4′‥・′Or［（k＋l）／2］・then k7and d  ≧ o≧ 1＝  
de軌－k2－2k≧ 2 

k＋1C4－k－2k＞7・＝f［（k＋l）／2］≧3and入3≧l，thenk≧5  
2 

anddo≧deg（A3＋＾k－2）－k2－2k＝（k＋2）（k＋l）2k2（k－4）／36－k－2k≧140・  

）－k2－2k＝（k＋1）2（k2－4）／4－k 
2  

＝f入22：1andk≧4′thendo≧deg（＾2＋＾k－1  

－2k＞5l・Therefore A＝0（k三1）r2入l＾l（k＝l），入1（＾1＋＾k）（k三2），Or  

入之＾之＋入1（＾1＋＾3）（k＝3）・＝f k＝1and入1之3，then do≧deg6＾1－3＝4・  
2  ＝fk≧2and入1≧2，thendo≧deg2（＾1＋＾k）－k2－2k＝k（k＋1）2（k＋4）／4－k  

－2k＞19・工fk＝3and入z三2′七h占n do≧d叩2A之－15＝5・工fk＝3and入1＝  

入2＝1′then do≧de9（Al＋A2＋A3卜15＝49・Q・E・D・  

（2）Complexirreducible representations of Ak（k≧1）are  

givenbY＾＝∑i＝至入i＾iWhere入i（i＝l，‥・′k）aren。n－negative  
土nte9erS．  

エfdl：＝2d叩摘2－2k三4′七henA土s  propos土t土on 2．2   

equivalent as a complex representation of Ak（k≧1）t00ne Of  

the f0110W土n9S：  

0（k三1）．Al（k三1）′ 2Al（k＝1′2）．A之（k三2）′  

－2A2（k＝2）・Ak－1（k≧4）′Ak（k≧3）・  

エf k＝land入1三3・then deg＾z・deg3＾1＝4and dl≧5・＝f k＝2  pr00f：  

2－2   



8  

and入1（Or入2）ヱ3，then deg＾三deg3＾1＝10and dl≧12・＝f k2・2，入1ヱI  

and入k≧1，then deg＾≧deg（＾1＋＾k）＝k（k＋2）and dl≧8・＝fk＞3and  

入1（or入k）≧2・then deg＾≧deg2＾1＝（k＋l）（k＋2）／2and dl≧5・＝f入i≧1  

forsomei＝3，・・・，k－2，thendeq＾2deg＾3＝k（k2－1）／6，k≧5anddl≧5・  
2 

＝f入2（or入k－1）≧2and2埜－1・thendeg＾tdeg2＾z＝k（k＋1）（k＋2）／12，  

≧land2＜k－l・then deg＾三deg（＾z＋  k＞3and dl≧25・＝f入2之l，入k－1   
22 

＾k－1）〒（k＋1）（k－4）／4′k≧4anddl≧126・＝f入1ヱl・入k－1≧landl＜  
2 

k－1，then 
工f入2之1′ 入k≧1and2＜k′七hen dl≧15・工f入1之1′入2三1（or入k－1≧1′  

入k≧l）and2＜k－l・then deg＾≧deg（＾1＋＾2）＝2k（k＋1）（k＋2）／3，dl皇56・  
Q．E．D．  

Remark 2．3 2＾1（k＝1），＾之（k＝3）are －real一． ＾1（k＝1）is  

．quaternion一・＾1，Ak（k≧2）（resp・＾2，＾k－1（k≧4）r resp・2＾l，2＾2（k  

＝2））are conjugate from each other．  

（3）一QuaternionT complexirreducible representations of  

）where  Ak（k≧l）aregivenas＾＝（2入2h．1＋l）＾2h．1・∑i入i（＾i・＾k＿土．1  
k＝4h＋l，入・and h are non－negativeintegers． 1  

Proposition2・4 ＝fd2：＝2deg＾－k2－2k≦8・thenAis  

equivalent as a complex representation ofAk（k≧1）t00ne Of the  

f0110W土n9S：  

d2＝1：Al（k＝1）′   

d2＝5：3Al（k＝1）・A3（k＝5）・  

2 
＝fk＝4h＋1ヱ6，thenk＞9andd2≧2deg＾2h＋l －k－2k＞2deg＾5－  pr00f：  

k2－2k＞405・Sok＝10r5・Supposek＝l・＝f入1三2，thend2＝2deg（  
2入1＋l）＾1－3三 2deg5＾1－3＝9． So ＾＝＾1Or 3＾1． Next supPOSe k＝5．  

＝f入2三1，then d2≧2deg（＾2＋机卜35＝343・＝f入12・1，  

2－3   



9   

then d2≧2deg（＾1＋＾5）－55＝3S・If入3三1，then dz≧2deg3＾3－3S＝192S・  

So A ＝ A3． q．E・D・  

（C）  

The simple roots of Ck are glVen by  

α1－－－1α2－ ‥・－－一憎k－1寧＝＝αk（k≧Z）・  

〔1〕一Real▼complexirreducible TePreSentations of Ck（k≧2）  

areglVenby＾＝∑i＝入i＾iWhere∑・                1：Odd入iis even and入i〔i＝1，‥・  

，k）are non－negativeintegers・  

Proposition2・5If do‥＝deg＾－k〔2k＋l〕≦5，then＾is  

equivalent as a complex representation of Ck〔k≧2〕to one of the  

followings：  

do＜0：0（k≧2〕，A之〔k≧2），   

do＝0‥ 2Al（k≧2）・  

Suppose k＞S・Then deg＾3＜deg＾ifori＝4，…，k and deg＾3  PTOOf：  

2 

－dimCk＝4k〔k－3k－7〕≧2O・deg3＾1－dimCk＝k〔2k＋l）〔4k－1）′3≧165・  
2 22 

deg〔＾1＋＾2〕一dimCk＝k〔8k－6k－11）′3≧265・deg2＾2－dimCk＝k〔4k－13  

）／3≧725・So＾：0，＾20r Z＾1・Suppose k＝4・Then the assertion  

holds since deg＾3－dimC4＝12，deg山一dimC4＝6，deg2＾之－dimC4＝272，  

deg5＾1－dimC4＝84and deg（＾1＋＾2〕－dimC4＝124・Suppose k＝3・Then  

the assertion holds since deg5＾1－dimC3＝35，deg（＾1＋＾z）－dimC3＝45  
・deg（＾1＋＾3）－dimC3＝49，deg2＾3－dimC3＝63and deg2＾ユーdimC3＝69・  

Suppose k＝2・Then the assertion holds since deg4＾1－dimC2＝25，  

deg2＾2－dimC2＝4and deg（2＾1＋＾2〕－dimC2＝25・ q・E・D・  

2－4   
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（Z）Complexirreducible representations of Ck（k≧2〕are  

givenby＾＝∑i＝至入i＾iWhere入i〔i：1，…，k）aTenOn－negative  
integers．  

Proposition2・6  If dl：＝2deg＾－k〔2k＋1）≦6，then＾is  

equivalent as a complex representation of Ck〔k≧Z）to one of  
the f01lowings：  

0〔k≧Z），Al〔k≧2），Aヱ〔k＝Z）・  

proof：  Suppose k＞5．If ＾is not equivalent to O nor ＾l，then  

2 

deg＾≧deg＾2・SOdl≧2deg＾2－dimCk＝2k－3k－2≧7・Supposek＝Z・  
The the assertion holds since2deg2＾1－dimC2＝10，2deg〔＾1＋＾2ト  

dimC2＝2Zand2deg2＾2－dimC2＝18・ Q・E・D・  

（3），QuaternionT complexirreducible representations of  

Ck（k≧2）aregivenby＾＝∑i：至入i＾iWhere∑・                    1：Odd 入iis odd and  

入i（i＝1，‥・，k）are non－negativeintegers・  

Proposition2・7If d2：＝2degA－k（2k＋1）≦6，then＾is  

equivalent as a complex representation of Ck（k≧2）to one of the  
followings：  

Al〔k≧2）・  

proof：  Suppo5e k＞3．If ＾is not equivalent to ＾1，then  

2 

deg＾ヱdeg＾2・SOdz≧2deg＾2－dimCk＝2k－3k－2＞7・Supposek＝2・  

If＾is not equivalent to＾1，then deg＾≧deg（＾1＋＾2）＝16，SO  

d2≧2Z・ q・E・D・  

（B）  

The simple roots of Bk are glVenby   

α1－α2－ … αk－1＝＝⇒αk〔k≧5〕・  

2－5   
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〔1）一Real－complexirreducible representations of Bk（k皇3）  

aregivenby＾＝∑i＝吾人i＾i（ifk＝4h・30r4h・4），2入k＾k・∑i：苦‾1 入i＾i  

〔otherwise）where h and入i〔i＝1，‥・，k〕are non－negativeintegers・  

Proposition2・8  If do：＝degA－k〔2k＋1）≦S，then＾is  
equivalent as a complex representation of Bk（k≧3〕to one of the  

followings：  

do＜0：几1（k≧3〕，Ak（k＝30T4），0（k≧3），  

do＝0：A2（k≧3）・  

入・＞1for somei＝3，…，k－1，then k＞4and do≧deg＾ヨー  1＝＝  PTOOf： If 入二＞1  

dimBk＝k〔2k＋1）〔2k－4）／3≧48・If入1≧2・thendo≧deg2＾1－dimBk＝2k  

≧6・If入之≧2，then do≧deg2＾2－dimBk＝〔2k＋3〕（2k＋1〕（k＋1〕（k－1）／3－  

k〔2k＋1）≧147・If入1≧1and入2≧1，then do≧deg〔＾1＋＾2〕－dimBk＝  

〔2k＋1〕〔k十1）（4k－3）≧84・Then＾＝＾l，＾2，＾k，Or＾2＋＾k（if k三4h＋30r  

4h＋4），＾10r＾2〔otherwise）since deg2＾k－dimBk＝2k＋1Ck＋1－k〔2k＋1）  

≧14anddeg（＾1＋＾k）－dimBk＝k2k＋1－k（Zk＋1）≧27・Ifk＝4h＋30r4h＋4  

，k≧5and入k≧1，thenk≧8anddo≧deg＾k－dimBk＝2k－k（2k＋1〕≧120・  
Ifk＝3〔resp・4），then deg（＾2＋＾k）－dimBk＝91〔resp・396）・Q・E・D・  

（Z〕Comple＝irreducible representよtions ofBk（k2＝3）are  

givenby＾＝∑i＝至入i＾iWhere入i（i：1，・‥，k〕arenon－negative  
integers．  

Proposition2・9  If dl：＝2deg＾－k（2k＋1）≦8，then＾is  
equivalent as a complex representation of Bk（k≧3〕to one of  

the followings：  

dlく0：Al〔k≧5），Ak（k＝50T4），0（k≧3）・  

入・＞1for somei＝2，…，k－1，then dl≧2deg＾2－k（2k＋1）＝  1＝  pTOOf： If 入．＞1  

l 
k〔2k＋1）≧21・If入1≧2，thend≧2deg2＾l－k〔2k＋1〕＝k（2k＋5）≧3▲3・  

2－6   
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If入k≧2・then dl≧2deg2＾k－k〔2k＋1〕王22k＋1Ck＋1－k〔2k＋1〕≧49・If  

入1≧1and入k≧1，thendl≧2deg（＾1＋＾k）－k（2k＋1）＝k2k＋2－k（2k＋1）≧75・  
Ifk≧5，then2deg＾k－k（2k＋1）＝2k＋1－k（2k＋1）≧9・Q・E・D・  
（3）TQuaternion－ complexirreducible representation5 0f  

Bk〔k≧5）aTegivenby＾＝∑i＝‡‾1入・＾・・（2入k・1川kWherek＝4h・Sor l1  

4h＋6，h and入i（i＝1，・・・，k）are non－negativeintegers・Then k≧5・  

Proposition 2・10   Thereis no －quatemion－ complex  

irreducible representation of Bk SuCh that d2：＝2deg＾－k（2k＋1〕≦8・  

Sincek≧5・d2≧2deg＾k－k（2k＋1）＝2k＋1－k〔2k＋1）≧9・0・E・D・  PTOOf：  

〔D）  

The simple roots of Dk are glVen by  

α1刊2‾ … k‾2刊k‾1（k≧4〕 
・  

αk  

〔1）一Real－complexirreducible representations of Dk（k≧4）  

l l  
aregivenby＾＝∑i：至‾2入・＾・・入k＿1（∧長＿1・＾k ）（ifk＝2h・S〕，∑i：吾入i＾i  

矢  

〔ifk三仙4），Or∑i三‾入iAi ・入A〔ifk＝4h・6），Where  大 吉2・入k＿1Ak＿1kk  
衆  

．大 入k＿1・入klSeVen，hand入〔＊〕とi：l，・・・，k）arenon－negativeintegers・ 1  

Proposition2・11If do：＝deg＾一k〔2k－1）≦6，then＾is  

equivalent as a complex repre5entation of Dk（k≧4）to one of  

the followings：  

do＜0：0（k≧4），Al（k≧4〕，山（k可〕，A3（k＝4〕  

do＝0：A2（七三4）・  

If入・＞1for somei＝5，・・・，Or k－2，then k＞5and do≧deg＾3－     1＝  proof：  

k（2k－1）＝k（Zk－1）（2k－5〕／5≧75．So入・亡O foTi＝5，‥・，k－2・                                         1  

2－7   
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sincedeg2Al－k〔2k－1）＝2k－1≧7，deg2＾2－k〔2k－1）＝k2〔4k2－13〕≧272and  
deg（＾1＋＾之）一k〔2k－1〕＝k（4k－S〕（2k＋1〕／3≧132，We have 入1＋入2≦1・  

suppose入去：ior入去＊〕≧1・Ifk≧8，then帰2k‾1－k〔2k－1〕≧8・If  
k＝7，then do≧deg（＾6＋A7）－91＝2912・Ifk＝6，then do皇deg〔＾5＋∧6）－  

66＝7260r do≧deg（2＾5）－66＝deg（2＾6）－66三11C6－66＝396・If k＝5，  

then do≧deg（＾q＋＾5卜45＝165・If k＝4and入l≧1，then do≧deg〔＾1＋机〕  
－28＝deg〔＾1＋＾3）－28＝28・If k＝4and入2≧1，then do≧deg〔＾2＋＾り－28  

＝ deg〔＾2＋＾3）－28＝132． So k＝4 and ＾＝ 机Or ＾3．  0・E・D・  

〔2）Complexirreducible representations of Dk（k≧4〕aTe  

givenby＾：∑i：至入i＾iWhere入i〔iご1，・‥，k〕arenon－negative  

integers．  

Proposition2・12If dl‥＝2deg＾－k〔2k－1）≦56，then＾is  

equivalent as a complex representation of Dk〔k≧4）to one of  

the followings：  

0〔k≧4〕，Al〔k≧4），A3（k＝4），Aパk＝4〕・；  

山（k＝5〕，A5（k＝5），A5〔k＝6〕，A6〔k＝6〕．  

for somei＝2・‥・，k－2，then d12＝Zdeg＾2－k〔Zk－1〕＝  

dl＜0‥  

Proof： If 入．＞1  
1＝  

k（2k－1）≧28・So that入i＝O fori＝2・・・・，kq2・ Since2degZ＾1－k（2k－1）  

＝（k＋2）（2k－1〕≧42，We have入1皇1・Suppose入k－1＋入k2＝1・Then k＜6  
k 

sincedl≧2deg＾k－k（2ト1）＝2deg＾k－1－k（2k－1）＝2－k〔2k－1）≧37ifk≧7・  

We have that入1＋入k－1＋入k≦1since2deg〔＾1＋＾k）－k〔2k－1）＝2deg〔＾1＋＾k－1）  

k －k〔2太一1〕＝〔Z－k）〔2k－1）≧町2deg（Ak－1＋Akトk〔2k－1〕叫2k刊［4（2k－  

Z）リ‡〔k－r＝〔k＋1）＝ト1］≧84and2deg2Ak－k（2k－1〕＝2d占g2Ak－1－k〔2k－1）＝               l  

ノ k〔2k－1）｛Z（2k－2）り〔kりZ－1｝≧42・q・E・D・  

Remark 2．13 ＾パk＝5）and＾5〔k＝5〕are conjugate．＾3（k＝4）  

and机（k＝4〕are Treal▼，and there are outer automorphisms Ti（i＝1  

2－8   
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，2）of D4SuCh that＾3oTland机oT2are equivalent as complex  

representations of D4tO＾1・Thereis a・1so an outer automorphism  

T3〔resp・T－）of D6〔resp・D5）such that＾soT3（resp・机oT叫〕and  

＾6〔resp・＾5）are equivalent as complex representations of D6（resp・  
D5）・  

〔3〕一Quaternion－ complexirreducible representations of  

至入i几iWhere入k＿1・入kisodd，  Dk（k≧4〕aregivenby＾＝∑i：  

k＝4h＋6，and h，入i〔i＝1，‥・，k〕are non－negativeintegers・  

propositlon 2．14  If d2：＝2deg＾－k〔2k－1）≦36・then＾is  

equivalent as a complex representation of Dk（k≧4）to one of  

the followings：  

d2＝－Z： A5（k＝6〕，A6〔k＝6〕・  

proof：The  assertion follows from Proposition 2．12 and  

Remark 2．13． q．E．D．  

〔苫〕   

The simple roots of ex⊂ePtionalLie algebras are glVen by  

G2：α1≡≡…劫之  

F4：α1－ α之⇒α3迂 α←   

㌔‥ α1‾‾‾‾‾ α2‾ 3‾ α－‾ α5  

α6   

E7：α1‾ α之‾ 3－ α叫‾ α5‾ α6  

α7   

E8：α1‾‾‾‾‾α2‾ 3‾ 勘州5州6‾ α7  
α8  

2－9   
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ition Z．15  PTOpOS  Suppose Ais a complexirreducible  

representation of an exceptionalLie algebra of dimension g・  

If do：＝deg＾－g三12，then＾is equivalent as a complex  

representation to one of the followings：  

do＜0：A2〔G2〕，机（F4），Al〔㌔〕，A5（㌔），A6（E7），  

do＝0‥ Al〔G2〕， Al（F4），A6〔㌔），Al〔王7），A7（E8）・  

PTOOf： Case  Gz）If＾is not equivalent to＾1nOr＾2，then  

do≧13since deg2＾1＝77，deg2＾2：27and deg〔＾1＋＾2〕＝64・堕F4〕  

If＾is not equivalent to＾1nOr A2，then do≧221since  

deg2＾1＝ deg〔＾l＋机）＝1053，deg2机＝324，deg＾2＝1274 a．nd deg＾3＝273．  

生三旦E6）If＾is not equivalent to＾1，＾5・nOr A6，then do≧273  
Sin⊂e deg2＾1＝ deg2＾5＝ deg＾2＝ deg山＝ 351，deg＾3＝ 2925，deg2＾6＝  

2430，deg（＾1＋＾5〕＝ 650 and deg（＾1＋A6）＝ deg〔＾5＋＾6〕＝1728．  

望望旦E7）If＾is not equivalent to＾1nOr＾6，then do≧779sin⊂e  

deg＾2＝8645，deg＾3＝36S750，deg＾4＝27664，deg＾5＝1539，deg＾7＝912，  

degZ＾1＝7371，deg2＾6＝1463and deg〔＾1＋＾6〕＝3920・生三三E8）If几is  

not equivalent to＾7，then do≧3627since deg＾1＝3825・deg＾之＝6696000  

，degA3＝6899079264，deg山＝146．325Z70，deg＾5＝2450240，deg＾6＝30380，  

deg＾8＝147250，and deg2＾7＝27000． 0．E．D・  

＾2（G2〕is Treal－of degree7・仇〔F4〕is  Remark 2．16  

Treal▼of degree26・＾1（E6〕and＾5（E6）are conjugate from each  

Other and of degree27・＾6〔E7〕is Tquaternion－of degree56・  

＾1（G2），＾l（F4〕，＾6（E6〕，＾1（E7）and＾7〔E8）are the adjoint  

representations，eSPeCially TrealIIOf degree14152J78，144I248  

respectively・Any A of dlOr d2≦12is containedin the above  

list since dl＝d2＞do・  

2－10   
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Next propositions are also usefulin section 5 and 4．  

Proposition 2．17 Each non trivial－real－ complex   

irredu⊂ible representation of degree at most 5 0f a compact   

Simple Lie algebrais equivalent as a complex representation   

to one of the fo1lowings：  

degree3：2＾1〔Al）・  

Proof：The assertion follows from Prop・2・11Z・5I2・8，2・11and  

2・1S since doisles5tha・n the degree whichis at most3・Q・E・I）・  

Proposition 2．18 Each non trivialcomplexirreducible  

representation of degree at most 3 0f a compa，Ct Simple Lie  

algebraisequivalent as a，COmPlex representa・tion to one of  

the followings：  

degree2：＾1〔Al），  

degree3：2＾1〔Al〕，＾1（A2〕，＾2〔Az〕・  

follows from Prop．Ts 2．2，2．6，2．9，2．12 and  Proof： The assertion  

2・15since dl＝2degree－g三2・3－5＝3・Q・E・D・  

Remark  2・19 ＾2（A2）is conjugate to＾1（A2）・  

Proposition 2．20 Each・nOn tTivial†quaternionT complex  

irreducible representation of degree aLt mOSt 6 0f a cbmpa．ct  

Simple Lie algebrais equivalent as a，COmPlex representation   

to one of the followings：  

degree2：＾1（Al〕，  

de豆ree4：3＾1〔Al），＾1（C2），  

degree6：S＾1〔Al），Al〔C3）■  

Proof： The assertion is trivialin the ca5e  Of Al■   

2－11  
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Otherwise，it follows from Prop・ls2・4∫ 2・7，2・10，2・14and  

2・15since d2＝2degree－gi2・6－8＝4・Q・E・D・  

2－12   
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3．Basic classification  

by ⊂Ohomogeneity  

Let（G，M〕be a Lie tranSformation group・For xin M，We  

denote G〔Ⅹ）the orbit of G throughⅩ，and G theisotropy X  

Subgroup of G at x・  

Lemma 3．1 Let〔G，M），（G，N）be Lie transformation groups  

and f be a・G－equivariant submersion from M onto N with   

the property：  

f－1（f〔Ⅹ〕）＝Gf回（Ⅹ〕  

at a fixed〕（in M． Then we have that  

dimM－dimG＋dimGx＝dimN－dimG＋dimG 
f（Ⅹ〕・  

dimM＝dimN＋dimf－1（f〔Ⅹ）〕＝dimN＋dimG 
f〔Ⅹ）（Ⅹ）＝  

pTOOf：  

dimN＋dimG 
f〔Ⅹ） 

－dimGxsince〔G 
f（Ⅹ）〕Ⅹ＝Gx・Q・E・D・  

Let R，Cand H be the set of realnumbers∫ COmPlex numbers  

and quaternions respectively・Naturally H⊂Ontains C，and C  

COntains R・The坤 司マof u＋jvin His defined by  
■         ■  

u＋コⅤ＝ u－ コV  

Where古is the complex conコugate Of u，u and v arein C・For  

H，the produ⊂t〔u＋jv）〔u一＋jv一）of them are  u＋〕Ⅴ，u－＋〕Ⅴ－in   

defined by  

〔u＋jv）（u－＋jv－）＝（uu－一子Ⅴリ＋j（vu－＋諒Ⅴリ．  

Let F be R，C，Or H・The set of all〔nl，n2〕－matrixes  

With coefficients Fis denoted by F〔nl，n2〕・For Xin F（nl，n2），  

We denote the con］ugate Of X with respect to the coefficients  

by雷，and the transposed matrix of Xby tX．We write Fn＝F〔n，1〕  

，F〔n〕＝F〔n，n），and denote theidentitymatrix of F（n〕byIn・  

3－1   
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we denote hF〔n）＝（Ⅹin F〔n〕；t雷＝X），PF（n）＝（ⅩinhF〔n〕；Ⅹis  

POSitive definite），a・nd use the following notations for  

Classicalgroups：  

GF（n〕＝｛ⅩinF〔n〕；t雷Ⅹ＝Ⅹt貢＝In｝・  

If F＝R or C，denote  

SF（n〕＝（Ⅹin GF（n）；detX＝1）．  

Then GR（n〕＝0〔n），GC〔n〕＝U（n〕，GH〔n〕＝Sp（n），SR（n〕＝SO（n）and  

SC（n〕＝SU（n）in usualnotations．Any subgroup of GF〔n）a・CtS On  

Fn linearly over right multiplications of F by usual manner and 

acts on hF（n〕（resp．pF（n））by  

A・Ⅹ＝AXt貫  〔3．1〕  

for Ain GF（n），Ⅹin hF（n〕〔resp．pF〔n〕〕．Each matrix of hF（n）  

Can be transformed to a diagonalform by the action of GF〔n〕  

（resp・SF〔n）〕・Similarly any subgroup of GF（nl〕ⅩGF〔n2）acts  

On F〔nl，n2）毎  

（A，B）・Ⅹ＝AXt訂  〔3．2）  

for〔A，B〕in GF〔nl〕ⅩGF（n2〕，Ⅹin F〔nl，n2〕・  

We use mappings k，k一‥H〔nl，n2〕一C（2nl，2n2），  

h‥H〔nl，n2）－JC（2nl，n2）andh一‥H（nl，nZ〕－－ケC（nl，2n2〕such that  

k（U＋jV）＝〔苫‾針叩＋Vj〕三〔＿筈針h〔U＋jV）＝〔針  

h7〔U＋Vj〕＝〔U，Ⅴ）for U，Vin C（nl，n2）・  

Then k，kT are rea・11inearinコeCtions such that  

t 耶町＝k（t冒〕，t訂て町＝k一（tF〕，k（PQ〕＝k〔P）k（q），kl（PQ）  

＝k一（P）kT〔Q）for PinH〔nl，n2〕，qin H（n2，n3），  

a・nd h〔resp．h一〕is alinear bijection over right〔resp・1eft〕  

multiplications of C such that h〔Pq）＝k（P）h〔q）（resp・h一（Pq）＝  

h－（p〕k〔U）．  

3－Z   
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For PinH（nl，n2）・We See that c0lumn－rankH（P）；＝n2－  
dimH｛QinHn2；PQ＝0｝＝（2n2－dimc｛QinHn2；PQ＝0｝）／2＝（rankck（P））／2  

＝（rankckT（P））／2＝（2nl－dimc（QinH（l・nl）；QP＝0‡）／2＝？1－dimH（Qin  

H（1，nl）；QP＝0）＝：rOW－rankH（P）・Note that thelinearindependence  

inHn2・＝（1′nl）0VerrightmultiplicationsofHis equivalentto  
C _ 

l  One OVerleft multiplications of fIrespectivelY OWing to pq＝q・P  

（p，qin H）・Therefore rankH（P）：＝C0lumn－rankH（P）＝rOW－rankH（P）  

is well－defined・Denote MF（nl，n2）＝（Ⅹin F（nl，n2）；rankF（Ⅹ）＝  

max（nl・n2））・Then k（皿（nl，n2））＝MC（2nl，2n2）nk（H（nl，n2））・  

Assune nl≧P2・ Denote f：MF（nl・n2）－一咋F（n2）such that  

f（Ⅹ）＝t激 forXinMF（nl，n2）・ThenfisGF（nl）ⅩGF（n2）－equivariant  
With respect to the action（3・2）on MF（nl′n2）and the f0110Wing  

action on pF（n2）：  

（A′B）・Y＝BYtす  

for（A，B）in GFぐnl）ⅩGF（n2），Yin pF（n2）・  

Lemma 3．2 （1）f is a submersion．  

（3．3）  

（2）f－1（f（Ⅹ））＝（GF（nl）Ⅹ｛＝n2｝）・ⅩforXinMF（nl，n2）・  

（3）＝fnl＞n2，thenf－1（f（Ⅹ））＝（SF（nl）Ⅹ｛＝n2｝）・Ⅹ・forXin  

MF（nl，n2）where F＝R or C・  

（l）Since anY diagonalmatrixin pF（n2）isin theimage  pr00f：  

Of flit f0110WS that f－is onto from the diagonalizabilitY bY  

theaction（3・3）・Toprovedfxo：F（nl・n2ト棚（n2）；Ⅹ→t更Ⅹ0＋t棄6Ⅹ  
is onto at xoin MF（nl・n2），if we use the action（3・2）of GF（nl）  

ⅩGF（n2），We maY aSSume that Xo has the following form for some  

non－ZerO X・in R（i＝l・・・・，n2）：             1  

Ⅹ○ ＝  

3－3   
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＝nfact・theaction（3・3）of｛＝nl｝ⅩGF（n2）transformst烹0Ⅹo to  

a diagonalformand the action（3・2）of GF（nl）Ⅹ（＝n2）gives a  

required form・Thenitis easY tO Show that dfxois onto・  
（2）Suppose f（Ⅹ）＝f（Y）・Denote X＝【Ⅹ1，・・・ ・Ⅹn2］，Y＝［Yl，…′Yn2］  

t 
wherexi， Yi inFnl′thent支iXj＝亨iYj（i，j＝l・・・・，n2）・Wecan  

t 
Yk（h，k＝n2＋1，・・・，nl）suchthat 

t－  
ch00SeXh， 貢iXh＝YiYh＝Oand   

t支hXk＝tihYk＝6hk・ThenXl＝ ［Ⅹ1，…′Ⅹnl］′Y・＝［Yl，‥・′Ynl】have  
－1 theinversematrices・For A＝Y一Ⅹ・・AisinGF（nl）since  

t t 
更・Ⅹ・＝守一Y一・Wehave（A，＝ 

n2 

x‖＝Ⅹ－・d土叩【1′…′1′de七X－－1］andY－・＝Y－・d土叩［1′…′1．detY－－1】are  

inSL（nl，F）・ThenB＝Y‖Ⅹ‖－1isinSF（nl）and（B，＝n2）・Ⅹ＝Yif  
n＞n 
l2・  

Q・E・D・  

The tensor product Fnlc［・．．宜FnS over F of Fnl′‥．′FnSis  
F F 

definedif F＝R or C．NaturallY Rnl臥．．伍RnS＝（zin Cnl正‥．ECnS；  
R R 

言＝Z）where denotes the complex conjugation extended natura11Y  

on cnl伍‥・伍CnS・＝f F＝H／then we consider the reallinear map・  

き：C2nl≡・・・≡c2ns－－ぺ2nl飢‥旺C2ns；∑iZi（h（Pil）麓・・・血（Pis））→ CCCC  

∑iZi（h（Pilj）c・‥Eh（Pisj）），Where・z・・inc andPitin＝nt（t＝1，・・・ 1  

′S）．Thenき2：id（if sis even）．。r－id（if sis。dd）．The tens。r  

product HnlF・‥鱒nS over right H of Hnl，．‥．HnSis defined bY  
H H  

HnlE．‥圧HnS：＝（Zin C2nl臥‥正C2ns；きz：Z）（if sis even），。r HHcc  
c2nlc．‥ⅢC2ns with the quaternion structureき（ifsis odd）． C 
．C  

＝f s＝1，thenきis the standardq。ater。i。n Str。。t。re OnC2nl＝h（Hnl）．  

＝f s＝2，then Hnl鷹Hn2is a realform of C2nl旺C2n之with respect  

t。therealstr。≡t。reき。nC2nl圧C2n2．F。ra≡evens，  
C Hnlc［・‥旺HnSis equivalent as realspaces to  
H H  

3－4   



22  

（Hnl恋Hn之）臥‥Ⅲ（HnS－1成nS）  
H  R R  H  

Since the complexifications areisomorphic over C．  

Let pIJ‥・／Ps belinear representations of Lie groups  

Gl，・・・，GsonFnl，・・・，FnSoverFrespectivelY・＝fF＝RorC，  

then the exterior tensor product pl金．  ・金ps望竺エア 土s def土ned  
F F 

as the representation of the direct product group Glx...xG 
s  

on the tensor prodict space Fnl軋‥皿FnS over F such that  
F f▼  

（pl金．  
F  ′ヽ ・冨Ps）（gl′…′吋；＝Pl（gl）芸…冨Ps（吋  

for（gl・…′gs）in GlX‥・ⅩGs，Where the right hand sideis the  

usualtensor product oflinear transformations． ＝f F＝H，then  

～ note thatJcommutes with the representation（k。Pl）金‥・＆（kops）  
C C  

ofGlX…ⅩG  onh（＝nl）E・・・血（＝nS）  
c c  

The exterior tensor product  

Pl金．   
H  ・喜Ps  

0Ver ricrht H．is defined as the representation of  

GlX・・・ⅩGs onHnln・‥伍HnS suchthat  
H H  

（pl金．  
H  

nl 

㌔）lH皿…斑HnS・       H H  

ノヽ ・冨Ps）（町…′吋：＝（（kopl）臥‥亙（kops‖（す1′…′  

＝f sis even′ thenitis equivalent as a realrepresentation of  

GlX・‥ⅩGsto（plP2）・・・ Next，WeStudYthecaseof  
霊霊霊（ps－1霊Ps）・  

S＝2in more detail． TheidentitY  representation of a Lie  

Subgroup K of GF（n）is denoted bY id． We consider the action   

（3．1）of X on pF（n）．  

Proposition3・3 ＝f Xis a Lie subgroup of GF（n2）and  

nlぎ2，then（l）c。h（GF（nl）xK，id昏id・Fnl翠FnZ）＝COh（K，PF（n2）），  
（2）coh（SO（nl）xK，id＆id・Rnl弧n2）＝COh（Ⅹ′PR（n2））・（3）＝fnl＞n2， RR  
thencoh（SU（nl）ⅩK・id＆id・Cnl亙Cn2）＝COh（K・PC（n2）），（4）coh（K，PF（n2 CC  
））＞coh（GF（n2），PF（n2））＝n2（＝COh（SF（n2）・PF（n2））if F＝RorC）・      ＋  
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pr00f：＝f F＝R or Clthe representation space Fnl伍Fn之is  
F  

identifiedwithF（nl，n2）bYthecorrespondence t：Fnl瓦Fn2－→ F  
lコ（土＝1′…・nl；〕＝1・‥・′n2）w土七h F（nl，n2）such thatl（ei亙ej）＝E‥  

respecttothestandardbases｛ei｝・｛ej｝・｛Eij｝ofFnl′Fn2・  

F（nl・n2）respectivelY・Throughl′the action ofGF（nl）ⅩK on  
F（nl，n2）isinduced as  

t 
（A′B）・Ⅹ＝AXB  

for Xin F（nl，n2），（A・B）in GF（nl）惑・The o・t・g・induced from  

this action is equivalent to one from the similar action of 

GF（nl）Ⅹ更where更＝（富；Bisin Klis the conjugationofXin  

GF（n2）・Hence the o・t・g・induced fromid曹idisequivalentt0  
0ne from the action（3・2）of GF（nl）ⅩK・When F＝Ⅱ′We COnSider  

l：C2nl伍C2n2→C（2nl，2n2）forthes‘andardbasisel＝h（el・）′・‥′ C  
2ni 血reel・′  eni＝h（eniT），eni＋1 ＝h（el－j），…・e2ni＝h（eni－j）ofC  

・・・，enTisthestandardbasisof＝ni（i＝l，2）・Thenwehave  
i  

～ 2n l（Hnl且Hn2）＝k（H（nl′n2）） H   111（ZiinCi），l（？z）＝JlT柁TtJ2（ZinC2nl琶C2n2） SinceJZ．＝J．Z．  
andk（H（nl，n2））＝｛ⅩinC（2nl，2n2）；Jl更tJ2＝Ⅹ｝ where  

0  －エ  

n土  n土  

工 O 
n土  n土  

（土＝1′2）．  J．＝  ⊥  

Throughl′the action of Sp（nl）xK on  
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k（H（nl，n2））isinducedfromtherepresentationidaidonHnl‡Hn2 H  
by〔A，B〕・k（Ⅹ〕＝k〔A）k〔Ⅹ）tk〔B）forXinH〔nl，n2），（A，B）inSp（nl）  
ⅩK・The o・t・g・induced from this actionis equivalent to the one  

Whichisinduced fromthe action（3・2）of Sp（nl）ⅩKonH（nl，n2），  

since t耶雷丁＝k（t雷）andk（A）k〔Ⅹ〕k〔tす）＝k（AXt百〕．  

Then（1）follows fTOm Lemma3．1and Lemma3．2〔0），〔1〕，（2〕，  

Since MF（nl，n2）i50Pen and densein F（nl，n2〕・〔2）follows fTOm  

〔1）since GR（nl〕0＝SO（nl）・〔3〕follows fromLemma3・1andLemma  

3・2〔0〕，〔1〕，〔3〕・（4）follows from that GF〔n2〕〔resp・SF〔n2）if  

F＝R or C）transforms any matrixin pF（n2〕to a diagonalform・  

q．E．D．  

Denote r〔nl，n2，n3）＝COh〔SO（nl）ⅩSO〔n2〕ⅩSO〔n3），id＆id＆id，   
R R 

RnlⅢRn之葦Rn3），C（nl，n2・n3）＝COh〔U〔nl〕ⅩSU〔n2）ⅩSU〔n3），id＆id＆id・ RCC  
cnl丑Cn之慧cn3），q〔nl，n2，n3）＝C。h（（S，（nl）xSp（n2））ⅩSO（n，〕，（id金id〕＆id，  
〔Hn蛸n国n・3〕．  
H  R  

Proposition 3．4  

（1〕r〔nl，n2・n3〕≧18ifnl≧n2望13≧3・  

（2）c〔nl，n2，n3〕≧6ifnl≧n2少3≧2・  

〔3）q〔nl，n2，n3）≧3ifn5≧3，nl少2≧l・  

〔4）q〔nl，n2，n3〕≧8ifn3≧3，nl≧2，nl望12≧1・  
入（nl，n2，n3〕＝dimpR〔n2n3）－dimSO〔n2〕ⅩSO〔n3〕（if  Proof： Denote   

nl≧P2n3〕ordimRnl弧n2nRn3－dimSO〔nl）ⅩSO〔n2）ⅩSO（n3）（otherwise）， RR  
K（nl，n2，n5）＝dimpC（n2n3）－dimSU（n2〕ⅩSU（n3）（ifnl望2n3〕or  

dimCnl丑Cn2亙Cn3－dimU（nl）ⅩSU（n2）ⅩSU（n3）〔otherwise〕，and CC  
V（nl，n2，n3）＝dimpR〔4nln2）－dimSp（nl）ⅩSp〔n2）〔ifn3≧4nln2），  

dimp＝〔n2n3トdimSp〔n2〕ⅩSO（n5〕（ifn5≦4nln2，n2n3≦nl）or  
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dim（＝nl区Hn2）aRn3－dirnSp（nl）ⅩSp（n2）ⅩSO（n3）（otherwise）・Then HR  
入（nl，n2，n3）≦r（nl，n2，n3），K（nl・n2，n3）≦C（nl・n2，n3）and  

u（nl，n2，n3）≦q（nl，n2・n3）bYProp・3・3since（Hnl広Hn2）ERn3is HR  
equivalentto＝nlⅢ（Hn之nRn3）asSp（nl）ⅩSp（n2）ⅩSO（n3）－SPaCeS HR  

2 
2－Ⅹ32＋Ⅹ2＋Ⅹ3）／2  overR・Since入（Ⅹl，Ⅹ2，Ⅹ3）＝（Ⅹ2Ⅹ3＋Ⅹ2Ⅹ3－Ⅹ2  

22  
（土fxl≧Ⅹ2Ⅹ3）or xlX2Ⅹ3＋（Ⅹ1＋Ⅹ2＋Ⅹ3－Ⅹ1－Ⅹ2－Ⅹ3 

K（Ⅹ1′Ⅹ2・Ⅹ3）＝Ⅹ22Ⅹ32－Ⅹ22－Ⅹ32＋2（土fxl≧Ⅹ2Ⅹ3）or2Ⅹ1Ⅹ2Ⅹ3－Ⅹ12－Ⅹ22  
2  

－Ⅹ3 2＋2（otherwise），andリ（Ⅹl，Ⅹ2，Ⅹ3）＝8Ⅹ12Ⅹ22＋2Ⅹ1Ⅹ2－2Ⅹ12－2Ⅹ2  
2 

－Ⅹ1－Ⅹ2（土fx3≧4Ⅹ1Ⅹ2）・2Ⅹ3Ⅹ22－Ⅹ3Ⅹ2－2Ⅹ22－Ⅹ2－Ⅹ3 2／2＋Ⅹ3／2（土fx3皇  
2 

4Ⅹ1Ⅹ2′Ⅹ3Ⅹ2≦Ⅹ1）or 4Ⅹ1Ⅹ2Ⅹ3－Ⅹ1（2Ⅹ1＋1トⅩ2（2Ⅹ2＋1トⅩ3／2＋Ⅹ3／2  

（otherwise），theY define continuous piecewise p01YnOmial  

3 
functionsonRifwetakexi（i＝l，・2√′3）asrealnumbers・  

（l）Since∂入／axi（Ⅹl，Ⅹ2，Ⅹ3）≧O forxlぎ2望3≧l（i＝1，2，3），We have  

入（nl，n2・n3）≧入しnl，n2，3）三人（nl・3・3）三入（3，3，3）＝18・（2）Similar to  

・（1），K（nlrn2，n3）≧K（2，2・2）＝6・（3）Since∂u／axi（Ⅹ1，Ⅹ2，Ⅹ3）≧O for  
土＝1′2′3∫Ⅹ1′Ⅹ2′Ⅹ3≧1（土f x3≧4Ⅹ1Ⅹ20rX3Ⅹ2皇◆Ⅹ1）′and帥／ax3（Ⅹ1′  

Ⅹ2′Ⅹ3）＝（4Ⅹ1Ⅹ2－Ⅹ3）＋1／2＞1／2′帥／∂Ⅹ2（Ⅹ1・Ⅹ2′Ⅹ3）＝4（Ⅹ1Ⅹ3－Ⅹ2ト1≧4Ⅹ1（  

Ⅹ3－1卜1≧3・帥／axl（Ⅹ1′Ⅹ2′Ⅹ3）＝4（Ⅹ2Ⅹ3－Ⅹ1トレー1forxl≧Ⅹ2≧1′Ⅹ3≧2  

（ifx3＜4Ⅹ1Ⅹ2andx3Ⅹ2＞Ⅹ1），We haveリ（nl，n2，n3）≧U（nl，n2，3）三  

リhl′1′3）＝両nl－1′1′3）＋aい／は1（nl－0ん3）（0＜8＜1）三り（nl－1′1′3）（s土nce  

リ（nl・1，3）andl‖nl－1，l，3）areintegers，and－l＜帥／∂Ⅹ1is also an  

integer，eSPeCially帥／axl≧0）≧リ（1，l，3）＝3・（4）Similar to（3），  

両nl′n2′n3）≧山nl′1′3）ヱリ（2′1′3）＝8・Q・E・D・  
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Let L be the Lie algebra of a connected Lie group G．We  

Write the sa・meletter for alinear representation of L and the  

COrreSPOnding representation of G．According toIwahori［12〕，  

thereis the following relation between realirTeducible  

representations of L（TeSP．G）and complexiTTedu⊂ible  

representations of L（resp．G）（cf．Goto－Grosshans［6】）．For a  

complex irreducible representation p on a complex vector space 

V，We denote the，realrestriction of p on the realrestricted  

VeCtOr SPaCe VR〔abbrev・V since V＝VR aS a Set）by pR〔abbrev・P〕  

，Whichis not realirreducibleif a・nd onlyif pis －real一，and  

r so we atta．ch to p a realirreducible representation p as  

follows．pr＝0〔if pis the complexificationJC ofa real  

representation u on a realform W of V，i・e・，Pis －rea・1T・）or  

P 
PR 〔otherwise）・Notethatplrandp2areequivalentasreal  
representationsif and onlyif pland p2are COn〕ugate Or  

equivalent as complex representations of L〔resp・G）・Conversely  

the complexification o onWC ofarealirreducible                    C   

representation o on a rea・1vector sparce Wis not complex  

irreducibleif and onlyif W has a L〔resp．G）一invariant complex  

structure〔thenitis unique〕，and so we atta，⊂h to o a complex  

irreducible representationoC as follows・UC＝0（ifWhas aL〔  

resp．G〕－invariantcomplexstructure）orJC（Otherwise〕・Note  

that prC and p（resp．ロCr and o〕are equivalent as’complex（resp・  

Teal）representations・  
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N 
Let（G，E〕be an o．t．g．Then the Lie algebra L of Gis  

a realreductive Lie algebra a・nd has a form：  

L＝LodLゾ…eLs  （3・4）  

Where Lois the center of L・and Li（i＝l，‥・，S）are simple  

ideals of L・Let Go，Gibe connected Lie subgroups of G  

0
 
 

争
U
 
 

，  

・
ュ
 
 
・
1
】
 
笹
じ
 
心
U
 
 

be the universal  

and智．aTe       l  

COrTeSPOnding to Lo，L・reSPeCtively and l  

COVering groups of Go，G・reSPeCtively，                               1  n
 
 

e
 
 

h
 
t
 
 compact（i＝1，．‥，S〕．Letid：G－－－「トSO〔N）be theidentity  

representation andia be the corresponding representation of  

e：＝eoX智1Ⅹ…Ⅹ篭s・  

N 
Inthis paper，We COnSider〔G，E〕incase thatidis a  

realirreducible representation of G・Then Gis compact〔cf・  

Kobayashi－Nomizu［14］），and so Go＝U（1）or the trivialgroupl・  

For tin RX：＝R－（0），We denote t：R－ニ瑚〔1〕the complex  

irreduciblerepresentationofRsuchthat t（Ⅹ〕＝e 2TXtiforxin  

R．We sha11decomposei苫Cinto an exでerior tensor product of  

complexirreduciblerepresentations of智i（i：0，・・・，S）・  

堕竺i）i苫C：i3C‥ ThenGoistrivial・and（と，iaC，CN）is  
equivalent as complex repTeSentations to some  

（篭lX‥・Ⅹ智s，Pl讐…讐Ps，CnlE・‥ロCnS） CC  
Where piis a self－COnコugate COmPle＝irreducible  

…ni：N，and  representationof巴・OnCni，ni≧2〔i＝1，…，S），ni＝ l  
＃（i；Piis－quaternion一）is even・Wemay assume pj〔j＝1，…，2r〕  
are Tquaternion－and pk（k＝2r＋1，・‥，2r＋q；S＝2r＋q〕are－real一，and  

oi denotes arealrepresentationof智iOnRniwho5e  
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COmPlexificationis p2r＋i 〔i＝1，・‥，q〕；Where r and q are  

non－negativeintegers・Then n2r＋i≧3〔i＝1，・‥，q〕，and  

〔智，i3，RN）is eq。ivalent as realrepresentation to  

（苫1Ⅹ…Ⅹ篭2TX七zT＋1Ⅹ…Ⅹと2吋 
〔pl票Pz）霊…霊〔p2r－1岩P2r〕霊 〈   

01霊‥・芝Uq， 
（Hnl′2屈Hn2／2）臥‥斑〔Hn2r‾1′2丑Hn2r／Z）ERn2r＋1凱‥BRn2r＋q）  

H  R R  H  R  R R  

〔3．5〕  

堕ii）i3C＝ia，Go叫1〕：Then〔智，iaC，C N／Z）is  

equiva，1ent a・5 COmPlex representations to some  

（Rxと1Ⅹ・・・Ⅹ智s，モきPl讐・・・きPs，C斑Cnl凱‥皿CnS〕 CCC  

Where tisin R，Pi is a complex irreducible representation of 

；ni＝N／2・So（篭，i3，RN〕is  智iOnCni，ni≧2（i＝1，…，S）andni＝  
equivalent as realrepresentation to  

〔Rx智1Ⅹ・・・Ⅹ智s， 〔t讐Pl讐…きPs）R，〔C冒Cnl冒・・・冒CnS〕R〕（3・6〕  

望望iii〕ia⊂＝ia，Go＝1：Then〔と，iaC，C N／2〕isequivalent  

as complex representations to some  

〔篭1Ⅹ…Ⅹモ5， Pl讐…讐Ps，Cnl冒…冒CnS〕  
where piis acomplexirreduciblerepresentationof篭iOnCni，  

；ni＝N／2・So〔智，i3，RN〕isequivalentas  ni≧2〔i：1，…，S）andni：  
realrepresenta・tionto  

（篭1Ⅹ・・・Ⅹ智s，（pl讐・・・きPs）R， 〔Cnl冒…冒CnS）R）〔3・7〕  
Wherepl・・・Psisnot’realT since（pl讐…きPs〕RISreal  
irreducible．  
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N 
Theorem3．5 Let〔G，E〕be an o．t．g．of cohomogeneity  

a．t most3．Ifid：G－ニ痛0（N）is realirreducible and s≧3〔cf・（3・4〕〕  

， then（篭，ia，RN）is equivalent as realrepresentation to  

（太1Ⅹ太1Ⅹ太1，（Al讐Al）竺〔ZAl）r，（＝姉娘3） （3・8〕  

H R  ▼T Tl   H R  

Especially  
N 

⊂Oh（G，王）＝3  

N 
proof：Supposeidis realirreducibleands＞3・ThenO〔G，id，R〕  

is containedin（1）0（〔Sp〔nl／2〕ⅩSp（n2／2〕〕ⅩSO（n3），（id＆id）aid， HR  

nln2n3， （Hnl／2蛸n2／2）ERn3）forsomenl，n2≧2，n3≧3；N＝nln2n3，〔2）0〔SO（nl） HR xso〔n2）ⅩSO（n3），id鮎d鮎d，Rnl事Rn2丑Rn3）forsomenl，n2・n3≧3；Nゴ RRRR Or（3）0〔U〔nl）ⅩSU（n2〕ⅩSU（n3〕，〔id＆id＆id）R，〔Cnl皿Cn2ⅢCn3〕R） CCCC  
for some nl， n2，n3≧2；N＝2nln2n30Wing to（3・S〕，（3・6〕and  
（5・7〕・On the other hand，COh（2）≧18，COh（3）≧6，⊂Oh（（1〕〔max〔nl，  

n2）≧4））≧8by Prop・3・4〔l）〔2〕（4〕・There Gois trivial，and  
N 

O〔G，id，R）is containedinO〔（Sp〔1）ⅩSp〔l）ⅩSO〔n3〕，〔id＆id〕＆id，   

H  

N 
〔＝軌Rn3）whichi5equivalenttoO〔SO〔4）ⅩSO〔n3），id飢d，RERn3）■  
Thenn，：5sincecoh〔G，王N）三3・SoO（G，id，R〕iscont≡inedno  

N 
（丑1Ⅹ丑lX瓦1，〔＾1＆＾1）金〔2＾l〕r，（HEH）蛸3）・Sinces≧3，智isisomorphi⊂ t。太1Ⅹ太1ⅩÅ1，andO号智，ia，RN）＝誓（A；ⅩAlXAl，（＾1愈＾l）愈（2＾1〕r，（H叫TR3〕・             H  HRHR  
Then（G，id，R〕and（5．8）are equivalent as realrepresentation  

Since ＾l，2＾1are Cha．ra．cterized by degrees of complex  

irTeduciblerepresentationsof太1，and12：22・3（Cf・Section2）・  
N 

And coh〔G，E）＝3byPTOP．3．3．0・王・D・  
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Supposes＝2：L：LoeLlbL2（cf・（3・4）〕・Then〔智，i3，RN〕is  

equivalent as real representation to one of the followings: 

迦Ⅰ）（智1Ⅹ智2，Pl 
r  r 
p  ，Rnl葦Rn2）；nl≧n2≧3，N＝nln2，Pi R  
l  

愈  

R  

is a －real－ complexirreducib  

is aと・一invariant realformof Cni（i＝1，2）． 1  

‡塑工‡〕〔智1Ⅹとz・Pl票P2，Hnl邸Hn之）；nl≧n2≧1，Nニ4nln2， Pi  
is a†quaternion†complexirreducible representation of G・On l  

C2ni，andHniisC 2niwiththeGi－invariantquaternionic  

StruCture（i・e・，the right multiplication of j）〔i＝1，2）．  

望巴ⅠII）〔Rx篭1X篭2，〔t苦PlきP2）R・（CECnl蔑Cn2）R〕； CC  
nl≧n2≧2，N＝2nln2， Pi 

is a complex irreducible representation 

of智i（i：1，2），tisinRX・  

迦土Ⅴ）（巴1Ⅹと2，〔plきP2）R，〔CnlⅦCn2〕R〕；nl≧n2≧2， C  
N＝2nn 
l2， Piis a complexirreducible representation of G・On l  
Cni〔i＝1，2），andpl即2isnot－rea17・  

Pi be alinear representation on Fmiof  Lemma 3．6 Let  

a compa⊂t Lie group Ki，anddenote d・＝21m・－dimK・Wherei＝0（if lll  
F＝R〕，1（if F＝C），Or 2〔if F＝H〕．Then  

＝＝1，thendoh（KiXGF（n），Pi雲id，FmiBFn）三 （1〕Ifl＜n＜m．  
di ＋n｛2i－1〔n－3）＋1｝（≧di＋3ifmoreovern≧3）・  

（2）Ifl禦＜mi・thendoh（KiXGF（h），Pi雲id・FminFn）三 F d・＋2i－1｛n（n－1）－2｝＋n〔≧di＋2ifmoreovern≧2andi≧1〕・  1  
doh（KiXGF（n），Pi空id・FmiEFn）三dimFmiEFn－dimK・ⅩGF〔n）                           －             －r l FF⊥  Proof：  

ヰ  

1nn－  
d・＋21〔n－1）mi一〔21－1）n－2；モ（                  1  1〕・Replacing mibyn（resp・n＋1〕，  

We have（1）〔resp．（2〕）． 0．E．D．  
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Supposes：1：L：LobLl（Cf・（3・4））・Then〔篭，i3，RN〕is  

equivalent as realrepresentation to one of the followings：  

迦Ⅴ）（竃1，Plr，Rnl）；nl≧3・N＝nl，Plis a TrealT  

COmPlexirreduciblerepresentationof智10nCnl，andRnli5a  

苫1－invariantrealformofCnl・  

迦VI）（Rx智1，（tきPl）R・（CBCnl）R）；nl≧2・N＝2nl，and C plisacomplexirreduciblerepresentationof篭lOnCnl・  
三望三VII）（el，Pl，Cnl）；nl≧2，N＝2nl，Plisacomplex  

irreducible representationofGlOnCnl，and plisnot－Teal一・  

Lemma 3．7  Ifnl≦n2，then GF〔nl）（＝GF〔nl）Ⅹ（In2‡in GF〔nl）  
ⅩGF〔n2）〕transformsanymatrixX＝t［Ⅹ1，…，Ⅹnl］inF〔nl，n2）〔Ⅹiis  

t inFn2fori＝1，…，nl）toaformY＝t［yl，‥・，ynl】inF〔nl，n2〕（yi  

isinF（1，n2）fori：1・…，nl）suchthattyi7j＝C・6‥forsomeci                                         ll〕  
′  

■－ in R（i・j＝l，・・・・nl）by the action〔3・2）・  

inGF（nl）suchthatAtransformsXt貢in  Proof： There is A   

pF（nl）to a diagonal玩rm  by the a．ction（3．1）．  

Then Y＝AX satisfied the desired property． Q．E．D．  

N Supposes＝0：L＝Lo〔⊂f・（3・4））・Then〔G・id・R）is  

equivalent as realrepresentation to one of the following5：  

聖望ⅤⅠⅠⅠ）（R，モR，CR）；tisinRX・  

TypeIX）（1，0，R）；1is the trivialgroup，and Ois  

the trivialrepresentation on R．  

Note tha・t the o・t・g・Of type VIIIis equivalent to  

o〔SO〔Z），id，R2）．  

3儀14   
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N 
Forgenerals≧0，theestimate ofcoh〔G，E）is givenin  

each ca5eSi），ii），iii〕，ifid：G一ゝSO〔N〕is realirreducible，by  

the following theorem．If moreover sヱ3，eSPeCially we have  
N 

coh〔G，E〕三S．  

Theorem 3．8  

〔1〕Incasei〕，COh〔G，EN）＝COh of〔3・5）≧4r・3q－6r－5q，  
〔2）Incaseii），COh（G，EN）＝COhof〔3・6〕≧2S＋1－3s－1，  
（5〕Incaseiii〕，COh（G，EN〕＝COhof〔3・7）≧2S＋1－3s－1・  
follows from〔2）・For〔2〕，We may aSSume nl≧・・・少s≧  Proof：〔5）  

2・If s＜5，then〔2）is trivial・Suppose s三3・If nl≧n2・・・ns，  

thenwe denote f〔nl，‥・，ns〕＝dim pC〔n2・・・ns）－dim SU〔n2）Ⅹ…ⅩSU〔  

2 ns〕＝n2…n 2 2 2  

s－n2 ・‥一ns2＋S－1・Thenaf／ani＝2ni〔n22…貧i‥・ns  

－1〕or O≧0・If nl望2・・・ns，then we denote f〔nl，‥・，ns）＝  
2  

dimCnl冒…琶CnS－dimU（nl）ⅩSU〔nz）Ⅹ…ⅩSU（ns）＝2nl・・・ns－n12－…一n 
s  

＋s－1・Then∂f／∂ni＝2〔nl‥・允・…ns－ni〕≧2（n2・・・ns－nl〕≧0・ 1  

Thereforecoh（3・6）≧f（nl，‥・，ns）≧f（2・・・・，2〕＝2S＋1－3s－1・  
（1）Suppose s＝2r＋qi2・If r，q皇1，then〔1）is trivial・  

If r＝0，q＝S＝2，then（1）follows from Prop．3．3．If s＝3，then  

（l）follows from Prop．3．4．Assume s＞4．Suppose r＝0：Then we  

may assume nl≧・・・≧ns≧3・If nl≧n2・・・ns， then denote f〔nl，・‥，ns）  

2 2 
＝dimpR〔n2・‥ns〕－dimSO（n2〕Ⅹ…ⅩSO〔ns〕＝〔n2‥・ns＋n2・‥ns－n2 

2  

2 2 2 

‥・－n5＋n2＋・・・＋ns）′2・Then∂f／ani＝ni（n2・・・負i …ns2－1）＋  

〔n2・・・免i‥・ns＋1）／20r O≧0・If nl≦n2・・・ns， then deIlote 
2  

2 
f（nl・…，ns〕＝dimRnlE・‥ERnS－dimSO〔nl）x・・・ⅩSO〔ns〕＝nl…ns－〔n1 RR  
＋…＋ns）′2＋（nl＋…＋ns）′2・Then∂f／ani＝nl・・・允i ・・・ns－ni＋1′2≧  

n2・‥ns－nl＋1／2≧1／2・Therefore coh（5・5〕≧f（nl，・・・，ns）≧  

3－15   
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f〔3，‥．，3〕＝3S－3s＝5q－3q． Suppose q＝0：Thenwe may assume  

nl≧…≧ns≧2・If nln2≧n3・‥ns，then denote g〔nl，‥・，ns〕＝  
dimpR〔n3・・・ns〕－dimSp（n3／2〕Ⅹ…ⅩSp〔ns／2）＝（n3 

2・・・n 2 s＋n3…ns  

2 2－n 
－n3－…－ns3 …－ns）′2・Sin⊂e∂g／ani≧0（i＝1，…，S〕，COh（3・5）  

2s－S＋2S－3 
≧g（nl・n2，n3・…，ns）≧g〔nl，nZ，2，‥・2〕＝2 －3（S－2〕＝  

22r〔22r－S＋2－ 
3卜6r＋6≧4r－6r・Ifnln2≦p3・・・ns・thendenoteh〔nl・  

…，ns）＝dim＝ nl／2…H nS／2－dimSp（nl′2〕Ⅹ…ⅩSp〔ns／2）＝nl・・・n 
s  

－〔n12＋…＋n 
2 

s＋nl＋…＋ns）′2・Since∂h／ani＝nl‥・允i・‥ns－ni－1／2≧  

n2… 2 ns－nl－1／2≧nln2－nl－1／2≧2・4－2－1／Z＞0（i＝1，…，S），COh〔3・S〕  
≧h（nl，‥・，ns）≧h〔n3，n3，n3・n4，・・・，ns〕≧h（n4，n4，n4，n4，n5，…，ns〕  

≧h〔2，…，2）＝25－5s＝4r－6r・Finally suppose r，q三l：Thenwe may  

assume nl≧…≧n2r≧2and n2r＋1≧‥・少2r＋q≧ 3・Ifnln2≧n3・・・ns，then  
denote g〔nl，…，ns）＝dim  ns）－dim Sp（n3／2）Ⅹ…ⅩSp（n2r／Z〕   

2. 2  ん 

n
 
 

′
し
 
 

R
 
 

p
 
 

－
 ⅩSO（n2r＋1 ）Ⅹ・・・ⅩSO〔n2r＋q ）＝（n3・‥ns＋n3…ns ．n｛‾…－n s‾n3‾・・・  

一n2r＋n2r＋l＋・・・＋n2r＋q ）／2・Since∂g／ani≧0（i－1，…，S〕，COh〔3・5）≧  
g〔nl，…，ns）≧g（nl，n2，2，・・・，2，昆〕＝22r・3q〔2 2r－S・3q・2－5）・6－  

6r－3q之4r・3q－6r－3q・Ifnln2≦P3‥？ns，thendenoteh（nl，…，ns）＝  
dim＝ nl／2E・‥荘＝n2r／2丑Rn2r＋1B・‥正Rn2r＋q－d・imSp（nl／2）Ⅹ‥・ⅩSp（n2r／  

2〕ⅩSO（n2r＋1）Ⅹ…ⅩSO（n2r＋q ）＝nl 
…ns－（n12＋・・・＋n2＋nl＋・・・＋n2r－ 5  

‥・－n 
2 

n2r＋1－ 2r＋q ）／Z・Since∂h／∂ni≧n2・・・ns－nl－1′2≧nl（n2－1）－1／2  

≧2〔22－1）－1′2＞0，⊂Oh（3・5）≧h（nl，・・・，ns）≧h（n5，n3，n3，n4，…，ns）≧  
h〔n4，n4，n4，n4，n5，・ ・・，ns）≧h（2，‥・，2， ）＝4r・3q－6r－3q・  

q  
q．E．D．  

3－16  
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4．Orthogonaltra．nsformation FrOuT〕S  

Of cohomogeneity aLt mOSt 3  

（I〕Let（G，EN）be a realirreducible o．t・g・Of typeI・  

pTOPOSitio竺4・1⊂Oh〔G，FN）≦3ifandonlyif（た，i苫，RN）is  

equivalent as realrepresentation to one of the followinFS：  

⊂Oh＝1：nOne，   

⊂Oh＝2：nOne，   

coh＝3：〔1〕〔AlXAl，（2Aユ）T金（2Al）r，R3雷R3〕， RR  
し2）〔A3ⅩAl，A2T金〔ZAl）T，R6弧3〕， RR  
〔3）〔C2ⅩAl，A2T金〔2Al）r，RS離3〕， RR  
〔4）〔革kXAl，AIT金〔ZAl）r，R2k＋1甘R3〕；k≧3， RR  
〔S）叩k彗，AIT怠〔2Al）r，RZk蛸3〕：k≧4， RR  
〔6）〔B3ⅩAl，A3T金〔2Al〕r，R8丑R3〕， RR   
〔7）〔D4ⅩAl，AiT霊〔2日T，R8丑R5〕；i＝5，4・                               R  
Suppose coh〔G，EN）三3．Then〔た，ia，RNlis equivalent as  pTOOf：  

realrepresentation to〔1〕，・‥，〔6〕，Or〔7〕owing to Prop．3．3〔2〕  

（r4〕，Prop・2・17，Lemma3・6〔1〕〔F＝R，i；0；n＝3ユ，3皇doh〔G，EN〕≧do＋3，  

prop・2・1（毎3），doh〔A摂1，〔Al・Ak〕T霊〔Z＝T，RdimAk蛸3〕＝2di卑3ま13 R  
（k≧2〕，Prop・2・5，doh〔CkXAl・〔2＾1〕r金〔2＾1〕r，Rd土mCk頂R3〕＝2dimCk－3≧17 RR  
（七三2），doh〔CkXAl，A2T金〔2Al）T，R2kC2－1丑R3）＝4k〔k†1卜6皇18〔七三3），PTOp・ RR  
2・8，doh（もkXAl，A2T金〔2Al）T，R2k十1C2丑R3〕＝Zd加太－3皇39（セ≧3〕，do叩4Ⅹ RR  

dimロk項  

Al山r金〔2Al）r，R16蛸3）＝9，PTOp・2・11，do叩kXAl，A2r机2∧1〕T，R RR入⊥R－ rl 
R3）＝2dimDk－3≧53（k≧4），theequivalenceofo・t・g・一s o（D4ⅩAl・  

4－1   
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A・r金〔2Al）r，R8ⅢR3）fori芝1，3，4（cf．RemaTk2■13），Prop・2・15，    ■l 1  
R  R  

Remark2・16，2dimE8－3≧2dimE7－3≧2dim㌔－3≧2dimF4－3≧2dimn2‾3≧25，  
7 

do叩4ⅩAl舟丁金〔2Al）T，RZ6蛸3）＝Z3，doh〔G2ⅩAl，A2r金（ZAl〕T，RⅡR3）＝4・ RRRR  
N 

converselyif〔G，E）isinduced from（1〕，・・・，〔5〕，Or〔7〕，  

3 

then〔G，EN〕canalsobeinducedfrom〔SO〔nl）ⅩSn〔3）・id飢d，Rnl耳R） RR  
N 

foTSOmenl≠4・Socoh〔G・F）＝3（cf・Prop・3・3（2〕〔4））・Ano・t・g・  

induced from〔6）is of coh 3．In fact Spin（7）ⅩSO（3）acts on  

R（8，3）throughlby the action〔3．2）〔cf．PTOP・3・3Proof），and the  

isotropy subFrOuP at  

，Where（Ⅹil（i：1，2，3）are non－ZerO distinct realnumbers，is  

locallyisomorphic to SU（2）（cf．Yokota［24，Theorem5・27，Theorem5・2  

1〕． ∩．E．乃．  

N 
〔II）Let〔G，E〕be a realiTreducible o．t．g．of typeII・  

coh〔G，FN〕三3ifandonlyif〔㌣，ia，RN〕is  Proposition 4．Z   

equivalent as realrepresentation to one of the followings：   

coh＝1：（8）（AlXAl，Al鋸1，＝誼〕，  
H H  

k 
〔9）〔CkXAl，Al餌，＝叫；k皇2，  

H H   

k2 
coh＝2：〔10）〔CkXC2，Al飢1，H蛸）；k≧2，  

H H  

2 
〔川（－Al叫，3Aユ食入l，H雨り，  

H H   

k3 

H 
coh＝3：〔12）（CkXC3，＾1＆＾1，H蛸）；k≧3，  

H  

k 

H  
〔13）（CkXAl，Al郎山，㌍頂H〕；k≧2・  

H  

4－Z   
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N 
coh（G，E〕三3・Thenn2≦5（⊂f・Prop・3・3（1〕（4〕）・  Proof：Suppose   

Assumen2＝3・ Then（e2・P2，Hn2）isequivalentas complex  
3 

representationto（C3，＾1，H〕owingtoPTOP・2・20andcoh（Sp（nl）Ⅹ  

Al，id＆5＾l，＝nl丑H3）三doh〔Al，P＝〔3））王12〔cf・Prop・3・3〔1））・So  〔篭，i払N）iseq。ivalentasrealre，reSentati。nt。〔12）。Wingt。            H  
■  

Lemma3・6（l）（F＝H，i＝2，m2＝nl，n＝n2ご3，di＋k｛2 i－1（k－3）＋1｝＝d2＋3），3≧doh〔G  

ご 

， 

H H  

Assumen2＝2・Then（智2，P2・＝n2〕is equivalent as complex  
2 2 

representationto〔C2・＾1，＝〕or〔Al・3＾1，H〕owingtoProp・2・20，  

2 

degpl＝2nl＞4（Cf・Prop・2・20anddoh（AIXAl，3＾1＆5＾1・H丑＝2）＝10〕・So                               H H （と，i3，RN）is eq。ivalent as realrepresentation to（10）or（13〕  
N 

owingtoLemma3・6〔2〕（F＝H，i＝2，m2＝nl＞n＝n2＝2〕，3≧doh（G・E）≧dz＋2，  

degpl＞4，Prop・・s2・4・2・7，2・10，2・14，doh（D6ⅩAl，＾i琵3＾1，H16nH2〕三  
doh（D6ⅩC2・＾i告＾1，鵜H2）＝S2〔i＝5，6），Prop・2・15，RemaTk2・16， 

doh（E7ⅩAl，＾6金3＾1，H28丑H2〕ヱdoh（E7ⅩC2・＾6＆＾1・H28蛸2〕＝59・   As≡。men2＝；．Then〔と2，。2，HH2）isどq。ivalentasc。mPlex  
representationto（Al，＾1，H）byProp・2・20・So（と，ia，RN）is  

equiva．1ent as realrepresentation to（8），（9）or（11）owing to  

Lemma3・6（l〕（F＝H・i＝2，m2＝nl，n＝1，di＋n｛2 i－1（n－3）＋1｝＝d2－3），3≧doh（G・EN）  

≧d2－3，Prop・2・4，COh〔A5ⅩAl，＾3a＾1，HlOEH）＝4（⊂f・Thelinearisotropy                       H H  
representation of the symmetric pair（E6，SU（6）・Sp（1〕〕of rank4  

is characterized as a real 40 dimensional irreducible almost 

faithfulrepresentation ofA5ⅩAlOWing to Section2），Prop・一s  

2・7，2・10，2・14，Remark2・13，COh叩6ⅩAl，＾i琵＾1，H16叫＝4（i：S，6〕〔cf・                                              H  

4－5   
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Thelinearisotropy representationof the symmetricpair〔E7，  

Spin〔12）・Sp（1〕）of rank4is characterized as a rea164  

dimensionalirreducible almost faithfulrepresentationofD6ⅩAl  
28  

OWingto Section2），Prop・2・1S，Remark2・16，COh（E7ⅩAl，＾6餌l，＝                                                     H  
打H〕＝4（cf・Thelinearisotropy representation of the symmetric  
H  

Pair（E8，王7・Sp（1））of rank4is characterized as a realllZ  

dimensional irreducible almost faithful representation of E7xA1 

OWing to Section 2）．  

Conversely a・n O．t．g．induced from〔8）or（9〕is of cohl  

by Prop・3・3〔1）〔4）〔F＝H・n2＝1・K＝Sp〔1））・An o・t・g・induced from〔10〕  

i50f coh2by Prop・3・3（1）（4〕（F＝H，n2ミ2，K＝Sp〔2））・An o・t・g・  

induced from〔12）is of coh3by Prop・3・3（1）〔4）〔F＝H，n2＝3，K＝Sp〔3〕）・  

An o・t・g．induced from（11）is of coh 2〔cf．Thelinea・risotropy  

representation of the symmetric pair（G2・，SO（4〕）of rank2is  

Chara⊂terized as a rea．18 dimensionalirTeducible almost faithful  

representation of AlXAlOWing to Prop・Ts2・1，2・2，2・4）・If（G，  

N N 
E）isinducedfrom〔13），thencoh（G・E〕＝COh（Al，PH（2）〕≧doh（Al，  

pH（2〕〕＝5〔cf・Prop・3・3）andcoh（G，EN〕三COh〔Al，hH（2〕）＝COh（Al，Or◎（4＾1）r  
5 ，R＆R5）＝1＋coh（Al，（4＾1〕r，R〕＝3〔cf・Thelinearisotropy  

representation of the symmetric pair（SU（5），SO（3〕〕of rank 2is  

Characterized as a realS dimensionalirreducible representation  

OfAlOWing to Prop・Ts2・1，2・2・2・4〕，Where the action ofAlOn  

PH〔2〕is given as Prop．3．3 and Lemma・3■2・ O・E・I）・  

4－4   
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N 
（III）Let〔G，E〕bearealirreducibleo・t・g・OftypeIII・  

㌍opositio些4・5 coh（G，EN〕三5ifandonlyif（苫，i3，RN）is  
equivalent as realrepresentation to one of the followings‥  

⊂Oh＝1： nOne，  

，C脛Ck＋1EC2）；k≧1，tinRX・  
C C  

，C脛Ck＋1皿C3）；k≧2，tinRX・  

，C≡c2k皿呂2）；k≧Z，tinRX．  

COh＝2：〔14〕〔RxAkXAl  ，t金Al金AI   
C C  

COh＝5：（15）（RxAkXA2，  t金Al虚AI   
C C  
t金Al金Al  （16）（RxCkXAl，  

，′【【N、  
C C  C C  

proof：  Suppose coh〔G，Fl）三3・Then n2≦3（cf・Prop・3・3（1）（4））・  

Assumen2＝3・Then（己2，Pz，Cn2〕is equivalenta5⊂OmPlex  

3 
representationto（A2，＾1，C〕owingtoProp・2・18，Remark2・19and  

coh〔U（nl〕ⅩAl，id金2＾1，CnlEC3）三doh〔Al・PC（3））＝6・Ifplis TrealT C  N 

andnl≧6，then⊂Oh〔G，E冒＝C。h（U（1〕Ⅹと1ⅩA2，id如1餌1，C耳Cnl斑。5〕＝ CCCC  
COh〔と1X（U（1〕xA2〕，Plr＆（id飢1）R，Rnl葦（C皿C3）R〕≧COh（SO（nl）ⅩU（3）， RC▲、RC  

id霊i；…，：三豊三≡1；○：：Uニ：：，ア：：；まて三：：h憲，pR〔6））＝12〔⊂f・PTOp・3・3 〕■                 Then〔己，ia，RN〕is  
equivalent as realrepresentation to（15）owing to Lemma3．6〔1）  

〔F＝C・i＝1，ml＝nl，n＝n2＝3），3≧COh（G，EN〕≧dl＋5，Prop・2・2〔＾2〔k＝3）is  

’real’ofdegree6），Relmark2・5，doh（RxAkXA2・モき2＾1＆＾l・C忍Ck＋2C2丘C3）                                         C C C  
＝〔k＋1）（2k－1）－8≧27〔k≧4），Prop・Z・6（＾2〔k：2）is －realT of degreell〕，  

4 23 

doh（RxC2ⅩA2，tきAl讐Al，C亙CⅡC3）＝5，COh（RxCkXA2，tきAlきAl，CⅢC㌔c）ヱ CCcc  
dimC耳C2k環C3－dimRxCkXA2＋dimCk－3＝6（cf・Anyisotropysubgroup CC  

COntains Ck－3），Prop・2・9（＾1〔k≧5）is －real－of degree≧7〕，doh〔Rx  

BkXA2・t掴Al，C丑C2k可C5）＝3・2k・1－2k2－k－9≧18（k≧3〕，Prop・2・12（＾1〔k≧4） CC  2k－1 k 
丑C〕＝3・2－  is・real－ofdegree≧8〕，doh〔RxDkXA2，t讐Airl・CEC C  

k（2k－1ト9≧11fori＝k，k－1〔if k≧4〕，Prop．2．1S，Remark2．16，  

4－5   
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7Ⅹ2・6 doh〔RxE6ⅩA2，t讐AlきAl，C荘C27母C3）＝75，doh〔RxEAtぎ＾ぎ＾1，C丑CS㌔c3〕＝                C  －C c c  
194．  

Assumen2：2・Then（と2，P2，Cn2）is equivalent as complex  

representationto（Al，＾1，C2〕byProp・2・18・If（己1，Pl，Cnl）is  

一real－ofdegreenl≧4，thencoh〔G・EN〕＝COh〔U〔1）Ⅹと1ⅩAl，i  d金pl金Al，   
しし  

N CⅡCnl忍C2）＝COh（と1Ⅹ（U〔1）ⅩAl），Plr金（id金＾l）R，Rnl頂〔C丑C2）R〕≧⊂Oh〔SO（nl）Ⅹ CCRCRC U（2〕，id霊idR，Rnl芸C2R）＝⊂Oh〔U〔2〕，pR〔4〕〕≧doh〔U〔Z〕，PR〔4）〕＝6・So （al，Pl，Cnl）isnot－realT ornl≦3・Then（と，ia，R）isequivalent  
as realrepresentation to〔14）or（16〕owing to Prop．2．18，Lemma  

3・6（Z〕（F＝C，i＝1，ml＝nl＞n＝n2＝Z），3≧COh（G・王N）≧dl＋2，Prop・2・2（＾z〔k＝3）  
is－real－ofdegree6），Remark2・3，doh〔RxAkXAl，t竺＾z空＾1，C斑Ck・1C2  z2 C  

。＝〔…）〔k＋5〕＿  
2 2 k・2C  

ⅢC〕≡k－4≧12〔k≧4），doh〔RxAkXAl，t空2＾1虚＾1・C茸C ／■「                                                                           ′1        ′一■  
C  

八 ⊥  
c c  c  c  

3≧5（k≧1），Prop・2・6〔＾之（k＝2〕is TrealT of degreell），Prop．2．9（＾1〔  

k≧3）is・real・ofdegree≧7），doh（RxBkXAl，trkg＾1，C丑C2k丑C2〕＝2k・2 CC  
k〔Zk＋1）－4≧7（k≧3），Prop・2・12（＾1〔k≧4）i5－real－ofdegree≧8，＾i〔k＝4）  

2k‾1 
丑C 

・－ C▲C fori：3，4areTreal－ofdegree8〕，doh（RxDkXAl，tきAiき＾1，CⅡC C  

〕＝2k＋1－k〔2k－1）－4≧15f廿ri＝k－1，k（ifk≧5），Prop・2・1S，RemaTk2．16，  

d。h（RxE6ⅩAl・tきAlきAl，C丑C27丑C2）＝26・doh（RxE7ⅩAl，モき＾6きAl，C葦C56EC2）＝                 C C c c  
87．  

Conversely an o・t・g．induced from〔14）（re5P．〔15））is of  

N 
⊂Oh2〔resp・3）（cf・Prop．3・3〔1）（4）〕．If（G，E）isinduced fTOm  

〔16），thencoh（G，EN）＝⊂Oh（U〔1〕ⅩCkXAl，id餌1愈＾l，C斑C2k環C2）＝COh〔U（1）Ⅹ CCCC  
〔CkXAl），id金〔＾1金＾1）C，C頼k叫C）＝COh（SO（2〕Ⅹ（CkXAl），id金仙餌1），R2迅（ CHCHRHR  
Hk叫）＝C。h〔CkX〔SO〔2）ⅩAl），＾1＆（id金＾1），H㌔〔R2如けトcoh〔SO（2）ⅩAl，PH（2〕） HHRHR  
＝⊂Oh〔SO〔2），PR〔2））＋COh〔Al，〔2＾1）r，R3）＝2＋1＝3〔cf・Prop・3・3〕・Q・王・D・  
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N 
（IV〕Let（G，E）be a realirreducible o・t・g・Of typeIV・  

竪roposition4・4 coh（G，EN〕三3ifandonlyif〔と，ia，RN〕is  
equivalent as realrepresentation to one of the followings：  

COh＝1：nOne，   

coh＝2‥（17〕（AkXAl，＾l飢1・Ck＋1亙C2）；k≧2，                                                                    ′「                    ′●－1  
，。k・1喜。3）；k≧5．  

▲、▲ 

C  

▲、－ 
C C  

proof：Suppose coh〔G，EN）三3．Then（智，ia，RN〕is equivalent as  

realrepresentation to〔17）or〔18）owing to Prop・4・3・In fa⊂t  
Z2■ 2 

〔CkXAl，＾1金＾1，Cc）（k≧2〕and〔AIXAl，＾1飢1，C斑C〕are TrealT， C  
C C C  

3 

50theyarenotrealirreducible，and⊂Oh（A2ⅩA2・＾1＆＾l，Cc〕＝4                                                                                                                                                                          ′l■1   
C  

to the linear   
3 

since〔U〔1）ⅩA2ⅩA2，id金＾1＆＾l・CⅢCc〕isequivalent  
C C  C C  

isotropy representation of the Hermitian symmetric pair〔SU〔6），  

S〔U（3〕ⅩU〔3）〕〕of rank 3 whose restricted root systemis of type  

C〔cf．Ta・Saki－Yasukura［22］，Helgason［7］〕．  

Conversely an o．t．g．induced from（17）（resp．（18〕）is of  

coh2〔resp・3）since〔U（1）ⅩAkXAl，id愈＾1＆＾l・CⅢCk十1丑C2〕ofk≧2〔resp・ CCCC 〔U〔1〕ⅩAhXA2，id金＾1＆＾1，C亙Ch＋lⅡC3）ofh≧3〕isequivalenttothelineaT             C C C C  
isotropy repTeSentation of the Hermitia．n symmetric pair（SU〔k＋3），  

S（U（k＋l〕ⅩU〔2）〕）of rank 2〔resp．〔SU〔h＋4〕，S（U（h＋1）ⅩU（3）））of rank  

3）whose restricted root systemis of type BC（cf・［22］，［7］）．  

q．E．D．  
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N 
（Ⅴ）Let〔G，E）be a・realirreducible o・t・g・Of typeV・  

onlyif（篭，i3，RN）is  N 
proposition4・S ⊂Oh〔G，E）三3ifand  

One Of the followings：  

r 
（20〕〔A3，A2，R〕，  

〔ZZ）〔Bk，AIT，R2k＋1）；k≧5，  
T 

（24）〔D4，Ai，R）；i＝5，4，  

16 
（Z6）〔B4，A∴R），  

equivalent as realrepresentation to   

coh三1：（19〕（Al，〔2Al）r，R3〕，  
r 

（Zl〕〔C2，A2，R〕，  
r 

〔23）〔Dk，Al，R）；k≧4，  

〔Z5）（B3，A3r，R8）  
r 

〔Z7〕（G2，A2，R〕，   

coh＝2：〔28）〔A2，〔Al＋A2〕T，R8〕，  
T 

〔50〕（C3，A2，R〕，  

r 
（32）（G2，Al，R），   

coh＝3：〔34）（A3，〔Al＋A3）T，R15），  
r 

（56）（C4，A之，R），  

（Z9）〔Al，（4Al）T，R5），  

（31）⊥〔C2，（2Al〕T，RlO），  
26 

（35）（F4，八∴R），  

（55）〔C5，（ZAl〕T，R21），  
T 

〔37）〔B5，A2，R）・  

c。h（G，EN）三3．Then（篭，ia，RN〕is equivalent as  Proof：Suppose  

realrepresentation to one of（19）rb（37）owing to Prop・2・1，  

coh〔Ak，（＾1＋＾k）r，RdimAk〕＝k，Prop・2・5，COh〔Ck，（2＾1〕r・RdimCk）＝k ・  

⊂Oh〔Ck，A2r，R〔k－1）（2k＋1））＝k一拍f・0（Ck，A之r，R（k－1〕〔2k＋1））is・  

equivalent to thelinearisotropy representation of the symmetric  

r 
pair（SU〔2k〕，Sp〔k））ofrankk－1〕，Prop・2・8，COh〔Bk・＾2，R ）＝k  

，Prop・2・11，COh（Dk・＾2r，RdimDk〕＝k，theequivalenceofO〔D4，＾ir，  
8 r r 
R〕foTi＝1，4，3，pTOp・2・15，CO叩4，Al，R）＝4，COh（㌔，A6，R）＝6，  

⊂Oh〔王7，Alr，R144）＝7，COh〔E8，A7T，R248）＝8・  

Conversely a．n o．t．g．induced from one of（19〕～〔24）is  

equivalent to（SO（n），id，Rn）for some n≠4，Whichis of⊂Ohl．  

An o．t．g．induced from〔2S），（26）or（27）is of cohl（cf・Yokota  

［24，Theorems 5．27，5．SO，S．3］． 0．t．g．一s〔28）rb〔33）are equivalent  

4－8   
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to thelinearisotropy representation of the symmetric pairs  

〔SU（3）ⅩSU〔3〕，SU（3〕），〔SU〔3），SU〔2）），（SU（6），Sp（3〕），（Sp（2〕ⅩSp（2），  

Sp〔2〕），（G2ⅩG2，Gz），（E6，F4）of rank2respe⊂tively（cf・Prop・一s  

2．1，2．5，2．15）．0．t．g．一sinduced from〔34）～〔37）are equivalent  

to thelinearisotropy representations of the symmetric pairs  

〔SU（4）ⅩSU〔4〕，SU（4）），〔Sp〔3）ⅩSp（3），Sp（3）），〔SU〔8〕，Sp（4〕〕，（SO〔7〕Ⅹ  

SO（7〕，SO（7））of rank3respectively（Cf・Prop・▼s 2・1，2・S，2・8〕・  

They are also characterized by their degrees among†real†complex  

irredu⊂ible repre5entations・ Q・E・D・  
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N 
（VI〕Let（G，E〕be a realirreducible o・t・g・．Oftype VI．  

Propositi9竺4・6 coh〔G，EN）≦3ifand onlyif（篭，i3，RN）is  
equivalent as realrepresentation to one of the followings：   

COh＝1：〔38）（RxAk，tき＾1，CⅢCk＋1）；k≧1，tinRX， C  
〔39）（RxCk・t讐Al，C耳C2k〕；k≧2・tinRX， C   

COh＝2：（40〕〔RxBk，モ＾1，C皿C 2k’1）；k≧3，tinRX，  
C  

〔41〕（RxDk，t讐Al，C丑C2k）；k≧4，tinRX， 
8 

（42〕世D4，tAi，CC〕；  

3 
〔43）（RxAl，t2Al，C皿C〕；  

6 
（44〕（RxA3，tA2，C葦C〕；   

C  

5 
（45〕（RxC2，モAヱ，C葦C）；   

C  

7 
〔46〕（RxG2，tA2，C丑C）；   

C  

8 
（47）（RxB5，モA3，C遼C）；   

C  

16 
〔48）（RxD5，tA5，C丑C）；   

C  

10 
〔49〕〔RxA4；t飢之，C亙C）；  

i＝3，4，tin RX，  

tin RX，   

tin RX，   

tin RX，   

tin RX，   

tin RX，   

tin RX，   

tin RX，  

coh：5：（50）（RxA2，t讐2＾1，C現C6）；tinRX， C   
（51〕（RxA5，t讐A2・C‡C15）；tinRX， C   
（52〕〔RxA6，t讐A2，C丑C21）；tinRX・ C   
〔53〕（RxB4，t讐仇，C遼C16）；tinRX，   
（54）（RxE6，t讐Al，C耳C27）；tinRX・                      C  

4－10   
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N N 
suppose coh（G，E〕三3．Then〔G，id，R）is equivalent as  proof：  

realrepresentation to one of〔38〕～〔S4）owing to Lemma3．6（1）〔F＝C，  

i＝l，n＝1），Prop・2・2，Remark2・3・COh（U〔1）ⅩAk，id金＾2，C環C k＋1C2〕＝［（k＋1〕  

C  

′2］〔cf・〔U〔1）ⅩAk，id餌2・C葦C C k＋1C2〕isequivalenttothelinear  
C  C  

isotropy representation of the symmetric pair〔SO〔2k＋2），U（k＋1〕〕  

Of rank［（k＋1）／2】），［〔k＋1）／Z］≧4（k≧7），pTOp・2・6，PTOp・2．9，PTOp・  

32 

C 
2・12，Remark2・13・COh〔U（1）ⅩD6，id金＾6，C丑C）三4〔cf・（U（1）ⅩD6，id畠＾6，   
32 

C C  

c皿C）is containedin thelinearisotropy representation of the  
C  

Symmetri⊂Pair（E7，Sp〔1〕・Spin（12）〕of rank4），Prop・2・15，Prop・  

2・16・COh（U（1）ⅩF4，id餌叫，C丑C26〕三7（cf・Eachisotropysubgroup C  
COntains a・grOuP Whichisisomorphic to SU（3）in G2⊂Spin（7〕⊂  

Spin〔8）F4by Yokota［24・PTOP・一s5・45，5・48，Thm－s S・33，S・27，  

5・2］），COh〔U（1）ⅩE7，id餌6，CEC56〕之4〔cf・（U〔1）ⅩE7，id金＾6，C丑C56〕is                   C C C C  
COntainedin thelinearisotropy representation of the symmetric  

pair〔E8，Sp〔1〕・E7〕ofrank4），doh〔U（1）ⅩG2，id＆＾1，C皿C14〕＝13・doh〔                                                                                                                                              ′■’ヽ            ′■■ヽ ヽノJ▲．■  
u〔冊4，id畠Al，CⅡC52〕＝51，d。h〔U（1）ⅩE6，id餌いC丑呂78） CCC  
id金＾1，C丑C135）＝132・doh〔U〔1〕ⅩE8，id餌7，C苛CZ48〕＝247・  C C C C  

C  

＝77，doh（U〔1〕＝E7  

Conversely coh〔38）＝⊂Oh〔39）＝1since SU（k＋1）and Sp（k〕are   

transitive on hyperspheresin the representa．tion spaces．〔40〕rb  

2 
（45〕are equivalent to（SO（2〕ⅩSO〔n〕，id鮎d，R耳Rn）for some n≠40f  

R R  

COh2・The o・t・g・induced from（46）is equivalent to O（SO（2）ⅩG2，  

r 
id＾2，RR）andtheisotropysubgroupat 〔αβ〕inR（2・7）＝  

27 
R重R〔α＞β＞0〕isisomorphic to SU〔2〕byYokota［24，Example5．1］，SO   
R  

COh〔46〕＝2〔cf．Prop．3．3（1）〔4））．The o．t．g．induced from（48）is  

equivalent to thelinearisotropy representation of the syn皿etric  

4－11   
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Pair（E6，U〔1）・Spin〔10）〕of rank2by Prop・2・12and Remark2・13  

5inceitis characterized byits degree up to equiva・1ence・Since  

［〔k・1）／2］＝2 for k：4，COh〔49〕＝2．The o．t．g．indu⊂ed from〔50）is  

equivalent to thelinearisotropy representation of the symmetric  

Pair〔Sp（3），U〔3〕〕of rank 3 by Prop．2．2 and Remark2．3． Since  

［〔k＋1）／2］＝3 for k：5 0r 6，COh（51）＝COh（52〕＝ 3．The o．t．g．induced  

r 
from（53）is equivalent to O（SO（2）ⅩSpin（9），id鋸h，R荘R）．Any  

R  R  

elementofR（2，16）＝R2R16totheform 
〔冒呂  

0
0
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22 
，and theisotropysubgroupisisomorphic to SU（3〕ifα≠β＋Y＋6 

＋∈20Wing to the use of the mapping fin Lemma3．2and Yokota［24，  

Theorems 5．51，5．27，5．2］． So coh（53）＝3． The o．t．g．induced from  

（54）is equivalent to thelinearisotropy representation of the  

Symmetric pair〔E7，U（1）・E6〕of rank3by Prop・2・15and RemaTk2・16・  

So coh〔54）＝5． q．E．D．  

N 
（VII）Let（G，E〕be a realirreducible o．t．g．of type VII．  

proposition4・7 coh（G，EN）≦3ifand onlyif（智，i苫，RN）is  

equivalent as realrepresenta，tion to one of the followings：   

coh＝1：（55）（Ak，Al，Ck＋1〕；k≧1，  
〔56）（Ck，Al，C2k〕；k≧2，   

coh＝Z‥〔57〕（D5，As，C16），  

〔58）・（A4両，ClO），   
coh＝5：〔59）〔A6，A之，C21）・  

4－1Z   
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s。PP。Se COh（G，EN）三3．Then（智，ia，RN〕is equi，alent as  pTOOf：  

realrepresentation to〔55〕rb〔S8）or（59）by Prop’．4．6．In fact  

〔Bk・＾1，C 
5 2k＋1），（Dk，＾1，C2k），（Al・2＾1，C3），〔A3，＾2・C6），〔Cz，＾2，C），  

7 8 16 
〔G2，＾2・C），〔B3，＾3，C），〔B4舟，C）are Treal－andnotreal  

6 
irredu⊂ible，SOtheyarenotoftypeVII，and⊂Oh（A2・2＾1，C）＝  

15 27 
coh〔A5，＾2，C）＝COh（㌔，＾1，C）＝4sincetherestrictedroot  

SySteTr＄of（Sp〔3〕，U（3）），〔SO〔12〕，U〔6）），〔E7，U（1）・E6）are of type  

BC〔cf．［7］，［Z2］〕．  

Conversely coh〔SS）＝ COh〔S6）＝1is evident．0．t．g．一5induced  

from（57），〔S8〕are of ⊂Oh 2 since the restricted root systemsof  

〔㌔，U〔1）●Spin〔10〕〕and（SO〔10），U（5））are of type BC・The o・t・g・  

induced from（S9〕is of coh 3 since the restri⊂ted root system  

Of（SO（14）．U（7））is of type BC（cf．［7】and［22］）． Q・E．D．  

Now we have the following result．  

N 
Theorem4．8 Let〔G，E）be an o．t．g．su⊂h that  

theidentity representationid：G－－－＞－SO（N）is realirredu⊂ible・  

N Then c。h（G，EN〕三5if and。nlyif（と，i3，R）is eq。ivalent as real  

representation to one of the f01lowings：  

COh＝1：（ⅠⅩ〕，〔ⅤⅠⅠⅠ），〔8），（9），（19），（20〕，〔21），（22），〔23〕，  

〔24〕，〔Z5），（26），（27），（58），〔59〕，〔55），〔56）．  

COh＝2：〔10〕，〔11），（14），（17），（28），（29），〔30），（31〕，〔32〕，  

〔53〕，（40），〔41），（42），（43〕，（44〕，（45），〔46〕，〔47〕，  

〔48〕，〔49〕，（57），（58）．  

coh＝3：〔5．7〕，〔1〕，（2），（5），〔4），〔5〕，（6），〔7），〔12〕，（13〕，  

〔1S），（16），（18），（34〕，〔55〕，〔36），（37），（50〕，（51〕，  

（S2），〔55），（54），（59）．  
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PTOOf：Unifying（3．7）of Theorem 5．5，Propositions 4．1～4．7 and  

type VIII，IXin Section 5，We have the result． O．E．D．  

Remark 4．9 0．t．g．一sinduced from〔25），〔26），〔27〕，（39〕，  

〔5S），〔56〕，〔17），（46），〔47），（57），〔S8），〔6），〔18），Or（59）are  

not maximal．0．t．g．一sinduced from（13），（16〕，Or（53〕are not  

obtained from the linear isotropy representations of any 

Riemannian symmetri⊂ Pairs・Others are equiva・1ent to thelinear  

isotropy representations of some Riemannia・n Symmetric pairs of   

rank at most 3if they a，re maXimal．（26）is obtained from the  

linearisotropy representation of（F4，Spin（9）〕・The o・t・g・  

induced from（24〕〔resp．（42），〔7〕）is equiva・1ent to one from  

（23）（resp．（41），（5〕）of k＝4．  

Remark 4．10 0．t．g．一sinduced from（13〕or（16）are missed  

in the Theorem 7 0f Hsia・ng－Lawson［11］if k and 5 are relatively  

Prime and k三4，Sin⊂e the dimension of the representation spaces  

Of（13）or（16〕is 8k and the others of cohomogeneity 3 are of  

dimension 3m for someinteger m except（53）of dimension16．  

4－14   
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