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Introduction   

Givenaspace E，anE－mandbldisaspacelocallyhomeomorphic toE，thatis，  

each pointhas aneighborhoodhomeomorphic（FY）toanopensubsetofE・Given  

aspace Eandadenseset FinE，an（E，F）－man的Idis apair（M，N）ofspaces  

SuCh thateachx∈MhasaneighborhoodUhomeomorphictoanopenset VofE  

wi七h（U，NnU）FS（隼FnV）・AsaspaceE，WemainlydealwiththeHilber七Cube  

Q＝ト1，1］∞，thepseudo－in七eriors＝（－1，1）∞ofQandtheHilbertspacee2（A），  

where Ais aninfinite set．The earliest non－trivialresultinInfinite－Dimensional   

TopologyisthehomogeneityofQ［Kel］・Itiswell－knownthatsishomeomorphic（母）  

totheHilbertspacee2＝e2（N）【Anl］・  

Concerning Q－manifolds，manyinterested results have been obtained，e・g・，the  

triangulation七heorem［Ch4］，thefactortheorem，thehomeomorphismsapproximation  

theorem［Ed］，theclassi丘cationtheorem［Ch3］，thecharac七erizationofQ－manifblds  

［Tb5］フetC・ItshouldberemarkablethattheexcellentapplicationsoftheQ－mani正）1d  

theorytootherbrancheshasbeenobtained，e．g．，thecomplemen七theoreminshape  

theory［Ch2］，theproofofthetopologicalinvarianceofWhiteheadtorsion［Ch5］，the  

proofofthe丘nitenessofthehomotopytypeofcompactANR，s［We2］・Aboute2（A）－  

manihlds，theclassificationtheorem［HS］（cf．［He2］），thefactortheorem［Tol］，the  

stabilitytheorem［AS］，theopenembeddingtheorem［Hel］，thecharacterizationof  
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e2（A）－mani払1ds［To6］andotherswerealsoestablished・   

Tocharacterizethepair（Q，S）or（Q，S）－mani払1d，thenotionofcap－SetSWaSintro－  

ducedbyAnderson［An2］（cf・［Chl］）・Inourresearch，thisnotionplaysanimpor七ant  

role．On七heotherhand，thishasbeenextendedto七henotionofabsorbersbydif一  

艶rent authors（cf．［Ba］，［BGM］っ［BM］，［Wel］，etC・）・They enable ustostudythe  

topologyofcertainincompletedensesubsetsofQore2（A）・InChapter2，WemOdify  

thcabsorbersinthesenseofBanakh［Ba］andextendsometheoremsonthem．  

Inthis七hesis，Wemainlystudyinfinite－dimensionalmanifbldsoffunctionsormulti－  

valuedfunctions．Let（X，d）and（㌣d′）bemetricspaces，Ⅰ＝［0，1］theunitinterval，  

Rtherealline，and戻＝ト∞，∞］theextendedrealline．TheproductspaceXxY  

admits thernetricpdefinedasfbllows：  

β（（∬，封），（∬′っy′））＝maX（d（∬，エ），d′（y，封′））・   

By2X，Wedenotethehyperspaceofnon－emp七yclosedsubse七SOfXendowedwiththe  

infinite－ValuedmetricdH definedby  

dH（且，ダ）＝IllaX（supd（z，ダ），Supd（z，且））・  
ヱ∈属 ヱ∈ダ  

Byexp（X），Wedenotethesubspaceof2XconsistingofcompactsubsetsofX・Then  

dHis a metriconexp（X）・Amulti－Valuedfunctionp：X→Yissaid七Obe upper  

semi－COntinuous（u．s．c．）ifthesubset（x∈XJp（x）⊂U）isopen良）ranyOPenSubset  

UofY・LetUSC（X，Y）bethespaceofu・S・C・multトvaluedfunctionsp：X→Ysuch  

thateachp（x）iscompac七っandlet  

USCC（X，Y）＝（p∈USC（X，Y）leachp（x）isconnected）■   

Byidenti＆ingeachfunctionp∈USC（X，Y）wi七hitsgraph，WeregardUSC（X，Y）as  

asubspaceof2XxY・IncaseXisnon－COmpaCt，WeCOnSiderthespaces  

USCB（X，Y）＝（p∈USC（X，Y）lU。∈XP（x）isbounded），  

－2－   



USCCB（X，Y）＝USCB（X，Y）nUSCC（X，Y）・   

ItshouldbenotedthatpHisametriconUSCB（X，Y）・IncaseY＝扱っw（∋（1cIlOt（？  

simplyUSCB（X）＝USCB（X，R）andUSCCB（X）＝USCCB（X，R）・   

ThroughChapter3to5）WeCOnSidercompactificationsofhlnCtionspaccs（H＝一  

compactumx．TheBanachspaceC（X）ofreal－Valuedcontinuousfuncti（）IIS（mX  

ishomeomorphictosby［4nl］and［Ka］・SincetheHilbertcubcQisaIlatural  

compactificationofs，WeCanregardQasacompactificationofC（X）・ItiswoI●thwhil（一  

COnSideringthe払1lowlng：   

Probleml．Howcanweobtainanaiuralcompac榔cationqfC（X）  

／り（プア  

Ontheotherhand，Fedorchuk［Fe2］showed七ha七ifXisalocallyconIle〔加（1（：（）In－  

pactumwithou七isolatedpoints七hentheclosureCH（X）ofC（X）in2XxIR（二（）iIl（：i（l（一H  

WithUSCC（X）．Healsoprovedthe払1lowing：   

Theoreml［Fe2］・HXis anirtPnitelocallyconnectedcompactmetricspa（：C，uL  

CH（X，Ⅰ）F3QandCH（X）；YQ＼（pt），henceα（CH（X））FdQ，Whereα（C‖（X））i．＝／L（！  

AJe∬α乃drq伊0†ほ－pO豆mまcom卵Cf訴cα如m〟CH（芽）．   

Andthen，heposedthe丘）1lowlngqueStion：   

Problem2［Fe2］・Fbr anirtPnitelocally connected corTWCtum X，arC  

（α（CH（方，Ⅰ））っC（ズ，Ⅰ））αmd（Q，β）加meomo叩九五c P  

ThesetwoprobremsarestudiedinChapter3・Consideringtheclosurc百（X）（）：F  

C（X）in2Xx面 asacompactificationofC（X），WeCananSWer七。Pr。brcmlasn，1l（，WS‥   

Theorem2［SU2］・HXis棚nite，locallyconnectedandcompactthen  

（e（ズ），C（ズ））牝（Q，β）．  

－3－   



Byapplyingthistheorem）Wehavethea鮎mativeanswertoProbrem2・Inthe  

above，ifXhasnoisolatedpoints，then百（X）coincideswithUSCC（X，盃）  

IncaseXisnotlocallyconnected，ifXisazero－dimensionalcompacumwithout  

isolatedpoints，thenthespaceUSC（首席）isacompacti丘cationofC（X）〔FKトBut，  

USC（X）isnotanANRin七hiscase，thoughUSCC（X）isanAR（thiswillbeshown  

inChap七er6）．ThespaceUSC（X）isstudiedinChapter4・Thefo1lowingresultis  

ob七ained：  

Theorem3．The space USC（X，Y）is a Q－manifbldifX andY arelocally con一  

犯eCfedcompαCねα化dyんαβ乃0如Jαねdpo戎mね．凡γ兢ermoγeタげy戎βCO乃几eCよed兢e乃  

USC（ズ，y）嵩Q・   

Itis one ofimportant probremsinInfinite－DimensionalTopology to determin  

whetheror whenthe homeomorphismgroupH（M）ofacompact n－manifoldMis  

anANR，andhenceane2－manifold・Forn＝1（orn＝2），itwasprovedthatH（M）  

isane2－mani丘）1din［An3］（or［LM］＋【Gel］＋［Tol］）・Thecasen＞2，thisprobremis  

Stillopen・InthecaseMisacompact Q－manifbld，itwasshownthatH（M）isan  

P2－manifbld（［Fer］，［To3］）．The丘）1lowingisrelatedwiththisprobrem：   

Probrem3［We3］・   

（1）ゐ班讃CgOβ祝reCIH（〟）血C（凡才，〟）αmAⅣ虎P  

（2）ムH（〟）九omoか叩yde花βe宜mcIH（〟）P  

Letfi（M）be七heclosureofH（M）inexp（M2）．Then豆（M）isacompacti丘cationof  

H（M）・WehavethefbllowingversionofProbrem3：   

Probrem4・血統e卯豆γ（貢（財）月（〟））α（Q，5）－mα花押dダ  

Ontheotherhand，thespaceR（M）ofretractionsofacompactn－manifbldMhas  

beenstudied・Itwasalsoprovedin［BS］（or［Ca2】）thatR（M）isane2－mani丘）1d壬br  

－4－   



n＝＝1（orn＝2）・Thecasen＞2isunknown．IncaseMisacompactQ－manifbld，it  

wasproved七hatR（M）isane2－manifbld（［Ch6］＋［Sal］）．Let豆（M）betheclosureof  

R（M）inexp（M2）．Then豆（M）isacompactificationofR（M）・SimilarlytoProbrem  

4，Wehave七hefo1lowlng：   

Probrem5・hthepair（豆（M），R（M））a（Q，S）rmandbld？   

Probrems4＝and5aboveareconsideredinChapter5．Incasen＝1，Wehave七he  

払1lowlngtheorems：   

Theorem4［SUl］．HGisagraph，then（if（G），H（G））isa（Q，S）manifbld．   

Theorem5［Ue2］．（豆（Ⅰ），R（Ⅰ））FY（Q，S）．   

Intheremainingpart，WeCOnSiderthespaceUSCCB（X）withoutassuming七hat  

Xiscompact・InChapter6，払racompletemetricspaceX，WeglVeneCeSSaryand  

Sufncientconditionsinorder七hat USCCB（X）is anAR［Ue3］．Asacorollary，We  

Obtain tha七USCCB（X）is anARwheneverXis compac七［Ue3］．We alsogive a  

necessaryandsufBcientconditionforXinorderthatUSCCB（X）isclosedin2Xx取  

［Ue3］・Furthermore，theconverseofTheorem2canbeproved，thatis，   

Theorem6［SU4］・HUSCCB（X，Ⅰ）FSQ，thenXisi頑nite，locallyconnectedand  

CC〉mpαCま．   

Chapter7isdevotedtothestudyofacompacti丘cationofthemulti－Valuedfunction  

SPaCeUSCCB（X）払racertainnon－COmpaCttOtallyboundedspaceX．Ametricspace  

X＝（X，d）（orame七ricd）hasPropertySifXiscoveredbyfinitelymanyconnected  

SetS Witharbitrarilysmalldiameters・Curtis［Cul］provedthatXadmi七SaPeano  

COrnPaCtificationXsuchthat  

（exp（鬼），eXP（X））謁（Q，S）  

－5－   



ifandonlyifXisconnected，locallyconnected，COmPletelymetrizable）nOWherelocally  

compactandadmi七SanadmissiblemetricdwithPropertyS・Wehavethe払1lowlng  

versionofCurtis）result：   

Theorem7［SU。］．AmetrizablespaceXhasametrizablecompac榔cation鬼such  

兢αま  

（USCC（鬼，Ⅰ），e曳（USCC（X，Ⅰ）））母（Q，S）   

げα花d o†和げズ豆βCOmpJefegy me汁まzαわJeタ mO†レCOm卯Cf肌dαdm豆ねαmαdm宜占β恵みge  

metricwiihPropertyS，Whereejt‥USCC（X）→USCC（鬼）isanaiuralisometric  

emわedd如d挿花edむye鬼（甲）＝Cl曳×取甲   

InChapter8，WeCOnSiderwhenthespaceUSCCB（X）ishomeomorphictoHilbert  

SPaCe．Itis said that Xis un的rmlylocally connectedifhr each E＞0七hereis  

6＞Osuchthateachpairofpointsx，X／∈Xwithd（x，XJ）＜6arecontainedinsome  

COnneCtedsetinXwithdiameter＜E・W占havethefbllowlng：   

Theorem8［SU3］・HXisanon－COmPaCtunifbrmlylocallyconnectedcompletemet－  

ricspace，thenUSCCB（X）ishomeomorphicioanon－SeParablemlbertspace．1hcase  

芽豆β5epαγαわ転USCCβ（芳）母ゼ2（2N）．  

ー6－   



CHAPTER 1 

Preliminaries  

Inthischapter，Weintroducesomedefinitions，andwepresen七SOmebasicresults．  

§1．1．GENERL DEFINITIONSAND NOTATIONS  

Allspacesinthis desertation are assumed to be a metric spaces．A continuous  

functioniscal1edamap．Thestandardsetsandspacesarelistedbelow：  

（1）N：thesetofnaturalnumbers，   

（2）R＝（－∞，∞）：thereallinewithusualmetric，  

（3）面＝ト∞，∞］：theextendedrealline，  

（4）Ⅰ＝［0，1］：theunitclosedinterval，   

（5）△n：thestandardn－Simplex．   

LetX＝（X，d）beaspace，A，B⊂XandE＞0・Weusetheh1lowingnotations：  

（6）（A，B）‥thepairofthespacessuchthatB⊂A，  

（7）cIxA：theclosureofAinX，  

（8）intxA：theinteriorofAinX，  

（9）axA：theboundaryofAinX，  

（10）w（X）‥theweigh七OfX，  

－7－   



（11）card（X）：thecardinalityofX，  

（12）diam（X）：thediameterofX，  

（13）mesh（u）＝SuP（diamUIU∈u‡，  

（14）cov（X）：thecollectionofopencoversofX，  

（15）dist（A，B）＝d（A，B）＝inf（d（a，b）［a∈4b∈B），  

（16）Bd（A，E）＝（x∈Xld（x，A）＜E）‥the openど－ballaboutA（wedeno七C  

βd（A，ど）＝βd（α，ど）ifA＝（α）），  

（17）膏d（A，E）＝CIxBd（A，E）（wedenote否d（A，E）＝否d（a，E）ifA＝（a））・  

Itshouldberemarkedtha七万d（A，E）≠（x∈Xld（T，A）≦E）ingeneral・LetKbea  

Simplicialcomplex．Wedenote：   

（18）Sd（K）：thebarycen七ricsubdivisionofasimplicialcomplexK，  

（19）JKl：thegeometricrealizationofK，  

（20）K（n）‥theγレSkeletonofK，  

（21）J（n）：then－faceofcT∈K．  

（22）cT＜TmeanSthatcTisaproperfaceofT．   

Foru∈cov（X），Wedenote：   

（23）N（u）：thenerveofu∈cov（U），  

（24）S七（A，u）＝∪（U∈叫AnU≠0）（wedenoteSt（A，u）＝St（a，u）ifA＝（a））．  

LetYbeaspace，C⊂Y，V∈cov（Y）andf，g：X→Yfunctions．Thenwedenote   

（25）fIA：therestrictionoffontoA，  

（26）acontinuousfunctionfiscalledamap，  

（27）id（oridx）：theidentitymaponX，  

（28）prx‥XxY→X，PrY：XxY→Y：theprojections．  

（29）WesaythatfisV－Close（orE－Close）iogif（f（x），g（x））iscon七ainedinsome  

memberofV（orifdY（f（x），g（x））＜E）foranyx∈X．  

（30）Amaph：XxI→Yiscalledahomoiopy・For壬∈Ⅰ，Wedefinethemap  

－8－   



ん七：ズ→yby九亡（∬）＝九（ご，封）．  

（31）ByX望Y，WemeanthatXishomotopicallyequivalenttoY，  

（32）X F3Y meanstha七Xis homeomorphictoY．Correspondingly，（X，A）Ft  

（㌢C）meansthatXishomeomorphictoYbyahomeomorphismh‥Xト→  

SuChtha七九（A）＝C・  

（33）f望gmeansthatfandgarehomotopic，i．e．，thereisahomotopyh：XxI→  

Ysuchthatf＝ho andg＝hl，  

（34）wesaythatfandgareu－（orE－）homotopicifthereisahomotopyh：XxI→  

Ysuch七hat（h（（x）×I）lx∈X）refinesu（ormesh（h（（x）×Ⅰ）（x∈X）＜E）  

Withf＝ho and9＝hl・   

Letp：X→Ybeamulti－Valuedfunction．   

（35）甲（方）＝∪。∈ズ甲（∬）⊂y，  

（36）piscalledboundedifdiamp（X）＜∞，  

（37）甲iscalledlowersemi－COntinuous（abbrev・1・S．C・）if（x∈XIp（x）nU≠¢）is  

OPeninXfbranyopensetofY，  

（38）piscalleduppersemi－COntinuous（abbrev・u・S・C・）if（x∈X［p（x）⊂U））is  

OPeninXfbranyopensetofY．  

§1．2．BASIC FACTSONANRTHEORY．   

Let X beaspaceandA⊂X．Amapr：X→AiscalledaretractionofXonto  

AifrIA＝id，namelyrisanextensionoftheidentitymapofA・ThenAiscalled  

a retractofX．A nei9hborhoodretrtLCtOfXisaclosedsetinXwhichis aretract  

ofsome neighborhoodinX．AspaceXiscalledanabsolutereiract（oran  

neighborhoodretract）ifXis aretract（oraneighborhoodretract）ofanarbi七rary  

－9－   



SpacewhichcontainsX asaclosedset．Weabbreviate anabsoluteretract（oran  

absoluteneighborhoodretract）toanAR（oranANR）・   

Inthissection，WelistsomeresultsofANRtheorywhichwillbeusedinthesequel．  

Theoreml．2．1（cf」【vM2］）・AcontruciibleANRisanAR・   

AsubsetA⊂XiscalledhomotopynegligibleinX，ifthereisahomotopyh：Xx  

I→Xsuchthatho＝idandht（X）⊂X＼Aforeach壬＞0・Correspondingly，Ais  

CalledhomoまopydenseinXifthecomplementX＼AishomotopynegligibleinX・  

Theoreml．2．2［To4トA加moム叩yde†もβeβ祝わβeまげα乃A局在e叩・AⅣ昂ノ戎βαgβ0肌  

A月什e叩．AⅣ虎ノ・  

Theoreml．2・3［To4トエeまXゐeαmAⅣ月αmdA⊂Xαβ祝わβef・r九e犯，兢eノbgわびか叩  

βねねme乃ねαγe明視五uαgeγ乙む  

（1）Aまβ加moわpyde†もβe什e叩・meタ軸戎鋸eノβe去れズ，   

（2）カγ飢eγy〟∈cov（X）αmdαm叩J‥Im→芽び豆兢′（∂Im）⊂A「re叩・∫（∂Im）⊂  

芳＼Aノ兢eγe e∬豆βねαm叩f‥Ⅰ几→A「γ叩．f‥Im→方＼AノβⅦC九加古  

fl∂Im＝J但Ⅰγとαmdfまβど－CJo5eわJフ   

（3）わγ飢eγyOpe几βefU扉∬，班讃βeまUnA豆占九omoねpyde7もβe作e叩・meタ軸乞わJeノ  

五花こJ．  

Theoreml・2・4［Bsk］・LeiY be an AⅣ兄，u∈cov（Y）andh：AxI→Y au一  

九omoわpy扉αCgOβedβefA虞犯α叩αCe芽．〝んo e∬feγ乙dβわαm叩J：方→y，兢e†もん  

e∬まe乃d占fα〟－加moま叩y九：AxI→yβ視C九加古克＝′．   

Recallthat a space Xis homotopy dominaied by a space Yifthere are maps  

f：X→Yand9：Y→Xsuchthatgf望idx．Incasegfisu－（orE－）homotopicto  

id丘）ru∈cov（X）（orE＞0），WeSaythatXisu－（orE－）homotopydominatedbyY・  

－10 －   



Theoreml．2．5［Haトfb†－αmefγ豆cβ匹Ce∬，〃ばルオg仇血クαγ・e叩鼻血αge乃£ご   

（1）ガむ…mAⅣ勘  

（2）釣†、eαCん〟∈cov（∬）7伽γe宜βαt9豆mpg豆c五αJcompJe∬〟βて化九兢αf∬よts〟一  

九omoか叩y加m豆乃αまedむγl呵；  

（3）鞠γeαCんど＞0，∬五βど－加mo坤〃dom豆γんαまedむyαγ乙A♪〃‡・   

A homotopycquiva，1cncef：X→Yissaidto t）C aPne homotopy cquivalcnceif  

払reach乙／∈cov（y），tIle工・eeXistsa・Il明）〟：y→∬stlCIlth如才〟aIl（二1〃Jare～ノーan（1  

J‾1（叫－honlOtOpyeq山valeIlttOi（11′～1，Il（＝（l∬，r（ミSpeCtively・   

Theoreml・2・6［Ko］・Lctf：ズ∴→Y bea mapjl・OmanANR X toaspaceY．H  

J（方）由deγ乙β仁王かょyα†乙d伽・だαC／ん〟∈ぐ：0V（y）紬肌用止血αm明り：y→芳．用〔：ん血ま  

g′宜βJ‾1（叫一加moか叩y叩血αge†乙ままoidズ，兢讃†九J豆．sα動c加†㍑0か叩y叩血αgemCeαmd  

y由α乃A〃毘．  

§1．3．HILBERTSPACE MANIFOLDSAND HILBERTCUBE MANIFOLDS．   

Le七月bea叩a（二：e・Aspa（：e凡才is（1e鮎1e（ltot）ean属一一mα恒榊difeac土1pOiIltユニ∈〟  

hasancighborhoodhomeomorphictoanopcnsubsetofE．TheIl，WCSaythatMis  

modelcdonE，andEisca11cdarTWdcIspacc．   

Asamodelspacc，WCmainlydealwiththcmlbertcube  

Q＝ト1，1］∞  

endowedwiththcmetricdde鮎1Cdby  

坤Ⅶ）＝∑2‾宜l∬定一肌卜  

壱∈N  
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Wbwi11studyalsothe良）1lowingsubspacesofQ：  

・β＝ （－1，1）∞‥thepβe祝do一宮乃知友げOfQ，   

・月（Q）＝Q＼β‥tbepβe祝do－わ0肌加γyOf（～，   

・∑＝（（∬壱）∈QIsup宜l可＜1）：theγαdまαJ宜乃ねrか汀Of（～，   

・CT＝（（xi）∈sI壬i≠Ofbr負nitelymanyofi）  

：thelinearspanoforthonormalbasisofQ．  

Weintroducethe払1lowingcharacterizationofQ－manifbldsthatwillbeusedquite  

ofteIl．   

Theoreml・3・1［To5］・A spaceXisaQ－man的Id什esp．XF3Q）ifandonlyげ  

（1）芳五βαgOCαgJycompαCまA〃R「re坤．ズ豆βαCOmpαC去A屈ノブ   

（2）わγαmy〟∈cov（ズ）αmdα乃ym叩J：Qx（0，1）→ズ班讃γe由αm叩タ：Qx  

（0，1）→ズβ祝C九兢αfタ豆β〟－CgOβeね′α乃再（Qx（0））ng（Qx（1））＝臥   

Intheabovecharacterization，thecondi七ion（2）isequivalenttothefbllowing；   

（2）′fbr anyE＞0，anyn∈Nandanymapf：Inx（0，1）→X thereisamap  

g：Inx（0，1）→XsuchthatgisE－Closetofand9（Inx（0））ng（Inx（1））＝臥   

Thccondition（2）’iscalledthed毎ointcellsproperty（abbrev．DCP）．   

AclosedsubsetA⊂Xiscal1eda（strong）Z－SetinXiffbreveryu∈cov（X）there  

isaInaPP：X→Xu－Closetoidwithp（X）nA＝¢（cIxp（X）nA＝＠）．Theunion  

Ofcountablymany Z－SetSis called a Zc，－Set．Anembedding e：X→Yis called a  

Z－embeddin9ife（X）isaZ－SetinY．Wealsointroducethefollowingcharacterization  

ofthepair（Q，β（Q））：   

Theoreml・3・2［An2］（cf．［Chl］．PbrasubsetM⊂Q，（Q，M）Fd（QっB（Q））ifand  

O†和げ〟‘由αZJ－βe孟夏几Qαmd占α子種eβ兢e脚goて〟五和CO犯d豆如mニ  

（♭）わrα叩卯戎γ（A，β）扉compαCね虞犯Qβ伽C九兢α壬β⊂〟αγ乙d伽α叩ど＞0，  

兢eγee∬戎βねαCgOβedemあe舶虞犯夕九：A→〟β朋C九兢αf叫β＝idα几d九戎βど－CgOβe  
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ねid．   

For aninfinite set r，1et f（r）be the set ofallnon－emPty丘nite subsets ofr・  

Then，f（r）is directedby⊂．Let x∈Rr be areal－ValuedhlnCtiononr・By  

∑7∈rX（γ）＜∞，Wemeanthat（∑7eFX（7））F∈7（r）isconvergent）Whencewedefine  

∑7ErX（7）＝1imF∈7（r）∑7EFX（7）・Bye2（r），WedenotetheHilbertspacedefined  

asfollows：   

・g2（r）＝（∬∈Rrl∑7。r巾）2＜∞）  

with七heinnerproduct〈x，y〉＝∑x（γ）y（7）・  

In［To6，Theorem3・1］（cf・［To7］），Toru丘czykcharacterizedHilbertspaceasthe  

払1lowlng：   

Theoreml．3．3［To6］・LeiAbeadiscretespaceandH＝（H，d）acompleteARuith  

we戎夕加Ⅷ（ガ）＝CardA■ r九e乃∬母ゼ2（A）げα几domgyげ兢e脚goて〃両地ocomd盲如花β  

αγeβα子宮頭edご  

（1）釣γeαC九m∈Nα乃d〟∈cov（ガ），eαCんm叩J：ImxA→ガ戎β〟－Cわ5eわα  

m叩g：Ⅰれ×A→ガβ祝Cん伽慮（タ（Imx（α））lα∈A）宜βd戎鋸γeまe虞犯ガ・  

（2）釣γα叩CO肌ね鋸e舟m軸（軋Im∈N）扉伽戎£e d豆me乃β血αg占戎mpJ豆c宜αg  

complexes with cardK（0）≦cardA andfbr anyu∈cov（H），eaCh map  

′‥Om∈Nl軋】→ガ五β〟－CgOβeねαm叩タ：0几∈NIj㍍I→ガ∴用C九翫ま  

（g（I軋I）lm∈N‡豆βd豆βCreまe乞几ガ，   

朋ノ九ere（Dγepγeβemね兢eわpog叩五cαgβ祝肌  

§1．4．HYPERSPACES  

By2X，Wedenotethehyperspaceofnon－emptyClosedsubsetsofXendowedwith  
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thein丘nite－ValuedmetricdHde丘nedby  

dH（E，F）＝maX（supd（z，F），Supd（z，E））・  
z∈且 z∈ダ  

ThisdHiscalledtheHausdorHmetricinducedbyd．Byexp（X）（or（2X）m），Wedenote  

七hesubspaceof2Xconsistingofcompact（orbounded）subsetsofX．ThendHisa  

metriconexp（X），andon（2X）m（cf．［Ku，P．214】）．IfXiscomplete，then（2X）misalso  

complete［Ku，P．407］．IncaseXiscompact，WeCanregard（2X）m＝eXp（X）＝2X．  

WhenXisunbounded，2X≠（2X）manddHisnotametriconthewhole2X（e．g．，  

X庭（2X）manddH（（x），X）＝∞foranyx∈X），butdHinducesthetopologyon2X．  

Infac七っA∈2Xhasaneighborhoodbaseconsistingof  

〈β∈2ズ座H（A，β）＜ど〉（＝〈β∈2ズIA⊂職（βっど），β⊂職（A，ど）〉）・  

§1．5．SpACESOFMULTI－VALUED FUNCTIONS   

TheproductspaceXxYadmitsthemetricpdefinedas払1lows：  

β（（∬，y），（ご′，封′））＝maX（d（ご，∬），d′（y，訂′））・   

Let2XxY admittheHausdorffmetricpHinducedbyp．ByUSC（X，Y），Wedenote  

thespaceofu．s．c．multi－Valuedfunctionsp：X→Ysuchthateachp（x）iscompact．  

Thefo1lowingproposi七ionunableustoidentifyeachfunctionp∈USC（X，Y）wi七h  

itsgraphGrp∈2XxY：   

Propositionl．5．1（c仁［FK］）・Letp：X→Y beamulti－Valuedhnctionwitheach  

甲（ご）宜βCOmpαC舌．me乃′G叩戌βCgOβed盲乃ズ×yげα乃do埴げ甲∈USC（ズ，y）・   

Bythisproposition，WeCanregardUSC（X，Y）asasubspaceof2XxY．wealso  

consider the subspaces 

・USCB（X，Y）＝（p∈USC（X，Y）IU症押（x）isbounded），   

・USCCB（X，Y）＝（p∈USCB（X，Y）leachp（x）isconnected）・  
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ItshouldbedenotedthatpHisametriconUSCB（X，Y）．IncaseY＝R，Wedenote  

simplyUSCB（X）＝USCB（X，R）andUSCCB（X）＝USCCB（X，R）．   

LetCB（X）bethesubspaceofUSCCB（X）consistingofboundedmaps．By  

‡げIl＝Sup（げ（∬）ト∬∈∬），  

wedefinethesup－nOrmOnCB（X）・ThespaceCB（X）withthesup－nOrmisaBanach  

SpaCe・Ingeneral，thetopologyofCB（X）（inducedbypH）iscoarserthan七he one  

inducedbythesup－nOrm，thatisっ   

Propositionl・5・2・タbγα叩′，ガ∈Cβ（∬），て〟e九肌elげ一釧≦紬げ，タ）－   

ProqflThis easily丘）1lowsby七hedefinition．□   

In case Xis compact，Since every map f：X→Yis bounded，We Writesimply  

C（X）＝CB（X）・Inthiscase，WemayaSSumethatC（X）hasthesup－nOrm，thatis，   

Propositionl・5・3・HXis compact，thenthetopologyqfC（X）inducedbythesup－  

mefrまc co五指C戎deβW離兢e o乃e宜m血ced極細．   

ProqflThis easily払1lowsbythecompactness．□  
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CHAPTER 2 

Remarks on absorbers   

ByJuO，Q∂＝ルイ1andこ㌔＝Al，Wedenote the class ofcompacta，the class of   

COmpletelymetrizablespacesandtheclassofcT－COmpaCta，reSpeCtively．Wesaythata  

ClassCistopolog2CalifitcontainsalltopologlCalcopleSOfeverymemberofC，andthat  

Cisclosed－hereditaryifitcontainseveryclosedsubspaceofanymemberofC．ByCg   

WedenotetheclasswhoseelementsarecountablcunionofitscloscdsetsbelongtoC．  

Apair（X，Y）issaid七Obestrongly（JuoっC）－universalifbreveryB∈ルイoandcvcry  

SubsetC⊆BwithC∈Cっanymapf：B→XwhichrestrictstoaZMembcddingon  

aclosedsubsetK⊂BcanbeapproximatedbyaZNembedding9：B→Xsuchthat  

βl∬＝刃打andタ‾1（y）＼∬＝C＼∬．   

Manykindsofabsorbershasbeendefinedinvariouspapers．Wcwillpicktwoof  

themout，Onein［BGM］andtheotherin［Ba］，andgiveothernamcstothem．   

Definition2・0・1［BGM］・WecallXasirong（JVLo，C）－absorberinMif；   

（1）thepair（M，X）isstrongly（JMo，C）quniversal，   

（2）Xiscontainedinacr－COmpaC七Zq－Set，  

（3）X∈C．  
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Definition2・0・2［Ba］・WecallXaweak（Juo，C）一absorberinMif；   

（1）thepair（M，X）isstrongly（Juo，C）－universal，  

（2）Xiscontainedinao－－COmpaCtZg－Set，  

（3）芽∈CJ．  

In［BGM］，thetopologicaluniquenessforstrong（JVlo，C）－absorbersinaQ－，S－Or  

∑－mani壬bld M was proved，七hatis，eVery tWO StrOng（ルイ0，C）－absorbersin M are  

homeomorphicbyahomeomorphismofMontoitself．ButT．Banakhmentionedin  

【Ba］thatthetopologicaluniqueness払rweak（Juo，C）－absorbersinQ－OrS－manifbldsis  

hold・However，Weak（JuO，C）－absorbersina∑－mani壬bldarenottopologicallyunique．  

Toavoidthisdefbct，Wede丘nehereas払1lows；   

Definition2・0・3・Wecal1Xan（JVto，C）－absorberinMif   

（1）thepair（M，X）isstrongly（Juo，Cu）－universal，   

（2）Xiscontainedinao－－COmpaC七Zc，－Set，   

（3）芽∈CJ．  

Itiseasytoseethatstrong（ルLo，C）－absorbersareweak（ルイ0，C）－absorbersand  

that（Juo，C）一absorbersareweak（Juo，C）－absorbers．Inaddition，OneShouldremark  

thatour（ルfo，C）－absorbersarenothingbutstrong（JVto，Cq）－absorbers．Thenwehave  

thetopologicalumiquenessofourabsorbers丘・Omtheresultof［BGM］．   

Theorem2・0・1・エefCみeαCgOβed一九eγed宜ねγyわpoJ叩宜cαgCgαββフ〟みeαQ－フβ－Or∑－  

mα乃的gdプ方αmdyわe抽0（ルーo，C）－αわ鍾γわeγβ宜m〟．ア九e化かe眠γyOpe乃CO∽r〟扉  

〟兢eγee∬戎βねα加meo7乃0叩九宜βm九：〟→〟β視C九f玩ま九（方）＝yαm＝レね〟－CgOβe  

ねid．  

In§2・2，WePrOVethatweak（JVto，C）－absorbersinQ－OrS－manifbldsare（〟0，C）－  

absorbersifCis aclosed～hereditarytopologicalclass，andthat the existenceofan  
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absorberinoneofQ－，S～Or∑－manihldimpliestheexistenceoftheabsorbersinal1  

Q－，S－and∑－manihlds．Moreoveracertainclassificationtheoremisprovedin§2・2・  

In§2・3，generalizingTheoreml－1in［Ba］，WeprOVethatifXisan（ルfo，C）－absorber  

inQ－，S－Or∑－manifbldM払racertainclassC，thenforeveryY∈AlandZ⊂Y  

withXuZ∈Cc，，theunionXuZisalsoan（ルlo，C）－absorberinM・Inourapproach，  

theexistenceofabsorbersin∑－manihldsis essential．Throughout thischapterっwe  

Willmakeuseofthe董bllowingpropositiondueto［BGM］・   

Proposition2・0・1・LetM beanANR，X⊂MandF⊂MbesuchthatM＼Fis  

んomoねpy†ほタJ盲伊豆むgeかも〟・〝C五βαCJoβed－んe†・ed血†・訂Cgαββαmd伽co叩geげ，グロ」Y）ぬ  

血相町側（ルio，C）一㍑γ血eγtSαg兢e化まゎeco叩Je（叫芳）由諭肌か叩油（ルイ0，C）－7上m血†・．SαJ．  

〟0†・eO脚・げガ豆βα乃（ノuo，C）－αわ細rわe†・ま†乙ダ，β0豆β肯虞犯〟．  

§2．1．CoMPARISONS BETWEEN ABSORBINGPAIRS   

Thcfbllowingtheoremismentionedin［Ba］，andwcwillgivcaskctchofproof．   

Theorem2・1・1・LetC beaclosed－hcreditarytopologicalclass，M beaQ－rTもαn帥Id  

Oγ肌β一肌α7も姉妹方肌dyわeまwo weαた（ノuo，C）－αわβ0†・わ即、tS豆†乙ルL 耶んe7乙わr紺e7、y  

OpemCOγer〟げ〟がほγe戌£α九om紺mO叩／ん毎m九：〟→〟β祝Cん兢αfん（∬）＝yα乃d  

んぬ〟一CgO占eわid．  

ProqflPutX＝∪≡1Xi，WhereXiisclosedinXandXi∈C払reveryi．Forevery  

7，We Cantake closedsubset EiOfM suchthat EinX＝Xi．Fromthe de丘nition  

WealsotakecompactZ－SetSA＝（AjIjELJ）suchthatX⊆UA・Withoutlossof  

generality，WCmayaSSumethatA＝（EinAj‡i，j∈u）・ThenフAinX∈C払revery  

i・Similarly，WeCantakecompactZ－SetSβ＝（Bili∈LJ）suchthatY⊆∪βand  
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BinY∈Cfbreveryi．Put fb＝id．Byinductionweshallconstructsequences of  

homeomorphisms差：M→Mandgi＝fi。・・・Ojbwiththeproperties：  

（1）ガロU；＝1Aゴ＝打1（y）nU；＝1AJ  

（2）飢（ズ）nU；＝1句＝ynU；＝1βゴ  

（3）机∪諾雄一1（AJ）∪ち）＝id   

Assumethatfihasbeenconstructed・WewriteK＝∪；＝1（gi（Aj）uBj）・Since七he  

ClassCistopological，WehaveC＝9i（Ai＋1nX）∈C・Hence，thepair（9i（Ai＋1）uK，C）  

belongsto（JuO，C）・Since（M，Y）is strongly（Mo，C）－universal，We Can£nd a Z－  

embeddingα：gi（Ai＋1）uK→Mthat丘ⅩeSKandhastheproperty；  

α‾1（y）∩飢（A机）＝C．  

Let＆beanextensionofαtOahomeomorphismofM・PutK／＝Ku（α。9i（Ai＋1））．  

Since七hepair（M，＆09i（X））isstrongly（JMo，C）－universalwecan負ndaZ－embedding  

β：∬′∪且叶1→〟七h孔t丘ⅩeS∬′suchtha七  

β‾1（＆0飢（ズ））∩β叶1＝ynβ仙．   

LetβbeanextensionofβtoahomeomorphismofM．Ifweputfi＋1＝β‾10＆  

thenonecaneasilyveri＆theinductionhypothesisfori＋1．Since＆andβandhencc  

fi＋1Canbechosenarbitrarilyclosetotheid，WernayaSSumethath＝1imi→∞9iis  

ahomeomorphismofM・ThefunctionhmapsXontoY・□   

Remark・Althoughweak（JVto，C）－absorbersarenotstrong（JVto，C）－absorbersingen－  

eral，it丘）1lows丘・OmTheorem2・1・1thatifthereexistsastrong（JuO，C）－absorberina  

Q－OrS－manifoldMthenweak（Juo，C）－absorbersinMarestrong（JVLo，C）－absorbers．  

Theorem2・1・1doesnothold払rweak（JVto，C）－absorbersin∑－mani払1ds．Forexam－  

pleっ1etX＝∑×Sbeasubsetof‡：たゴ∑×QandY＝∑×B（Q）×Sbeasubset  

Of∑F3∑×QxQ・ByProposition6・10f［BGM］，WeCaneaSilyveri＆thatbothX  
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andYareweak（JuO，g6）－absorbersin∑・Nevertheless，thepairs（∑，X）and（∑，Y）  

arenothomeomorphic，because∑＼Xiso・－COmpaCtbut∑＼Yisnot・If∑＼Yis  

cr－COmPaCt，SOispr（∑＼Y），Wherepr：∑×QxQ→QxQistheprojection．Hence，  

B（Q）×S＝Pr（Y）＝（QxQ）＼pr（∑＼Y）isaG6－SubsetofQxQ．Thisisacontradiction．  

Bytheway，inQ－OrS－mani丘）1dsthereisnostrong（ルイ0，Q6）TabsorberbytheBair  

CategoryTheoremasmentionedin［BGM，p・173］・Doesthereastrong（Juo，Q6）－  

absorberexistin∑－manifblds？Thisquestionisalsoansweredinnegative．Assume  

thatthereexistsastrong（JVto，g6）－absorberXina∑－mani丘）1dM∑．Thenthereexists  

s－manihldMSinwhichM∑isan（JuOJ㌔）－absorber（cf．［Chl］）．ByProposition2．0．1，  

Xisastrong（ルイ0，Q6）－absorberinMS．Thisisacontradiction．  

Wefirstprovethe丘）1lowlng：  

Proposition2・1・1・LetC be a closed－hereditary topologicalclass，M be a Q－，S－  

0γ∑－mαm的Jd，ズわe盲ねびeαた（ルーo，C）－αあβ0γわe†1∬みeαJ－CO〝岬αCfg－βe才虞犯〟α乃d  

C∈CJわeαβ視みβefげ∬・r九e乃兢eβefy＝（ズ＼∬）uC宜βαWeαた（〟0，C）－αわβ0γむer  

虞犯凡才．  

Proqf TheopensetU＝M＼KcanbewrittenasU≡1ft，Where都isclosedinM  

foreveryi・SinceXisaweak（Juo，C）－absorber，WeCanPutX＝〕罠1Xj，Where  

Xi∈CisclosedinX払reveryj・Then，theset彗nXjisclosedin蔦nXandbelongs  

toC丘）reVeryiandjbytheconditionofC・Hencethesets彗nX＝∪畏1（彗nXi）  

belong to Cg．In addition，itis easily seenthat the sets ftnX are closedin Y．  

There王breYbelongs toCq・ItisclearthatYiscontainedinaJ－COmpaCt Zc，－Set．  

Sincethepair（M＼K，Y＼K）＝（M＼K，X＼K）isstrongly（Juo，C）一universal，the  

pair（M，Y）isstrongly（JVto，C）－universalbyProposition2．0．1．Thus，Yisanweak  

（ルイ0，C）－absorberin且オ．ロ  

UsingTheorem2・1・1andProposition2・1・1）WeCanPrOVethefo1lowlng‥  
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Theorem2・1・2・ムefCみeαCJoβed一触柁d血γyわpoわgねαg CJαβ占肌d〟わeαQ－Or  

β一mαm的Jd・〝ズ宜βαWeαた（ルーo，C）－αわβ0γわeγ豆m〟フ兢e花芽豆βα乃（ルイ0，C）－αわβOrみeγ虞犯  

凡才．   

ProqflItsufBcestoprovethatthepair（M，X）isstrongly（ルイ0っCq）－universal．Let  

B be compact，KbeclosedinB，C∈Cq be asubsetofB，f：B→Mbeamap  

WhichrestrictsaZMembeddingonKandubeanopencoverofM・By［vM2］，Pick  

aLebesgue numberど＞Oforuwithrespect tof（B）．Wecanapproximatefto a  

Z－embedding9：B→MsuchthatglK＝fIK，andd（f，9）＜喜・ByProposition  

2・1・1，WeCan丘ndthat Y＝（X＼9（B））∪9（C＼K）isaweak（JVLo，C）－absorberin  

M＼g（K）・Simi1arly observe that X／＝X＼9（K）isaweak（Juo，C）－absorberin  

M＼9（K）・ByTheorem2・1・1，WeCangetahomeomorphismhofM＼9（K）whichis  

VnW－Closetoidsuchthath（Y）＝XI，WhereWisanopencovcrofM＼9（K）with  

mesh（W）＜喜，andVisaDugun4jicoverfbrM＼g（K）・By【AHW］，WeCaneXtendh  

toahomeomorphismh’：M→Mwithh／lg（K）＝id．Putp＝h′。g．Then，Pisa  

Z－ernbeddingsuchthatp．1（X）＼K＝C＼K，P＝fonKandd（p，f）＜ど．ロ   

Remark・For∑－mani丘）1ds，Theorcrn2・1・2doesnothold．IntheexampleofthcRe－  

markofTheorem2・1・1，∑×Sisawcak（Juo，Q6）－absorberin∑×Q．However，itisnot  

an（JuO，Q6）－absorber．Ifi七were，七hereexistsanembeddingf：Q→∑×Qsuchthat  

f‾1（∑×S）＝∑・Thcn，P∑Of（Q）iscompact，Wherep∑：∑×Q→∑istheprojection．  

Since（p∑。f（Q））×Siscompletemetrizable，SOisf（Q）∩（（p∑。f（Q））×S）＝f（∑）．  

But∑isnotcompletemetrizable．Thisisacontradiction．   

The壬bllowingisageneralizationof［Ba，Proposition2・1］・   

Theorem2・1・3・エeまCみeαCわ占ed－んeγed記αr訂f叩Og叩宜cαJc払ββ．ぶ叩pOβe兢α才ルr  

βOmeA∈（Q，β，∑）クが脚－ee∬戎βねα乃A－mαm的gd〟AαmdαWeαた（〟0，C）－αわβ0γわ即－  

ガ虞犯〟A．mem．かe眠γyβ∈（Q，β，∑）α乃dα乃yβ－mα乃榊dⅣβ兢eγe e∬由ねαm  

（〟0，C）－αみβ0γわeγy戎几Ⅳβ．  
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ToproveTheorem2・1・3，Weneedthe払1lowlngthreelemmas・   

Lemma2．2．1・LetA∈（Q，S，∑）．Hthere e∬ists an A－manifbldM and a戸1eSP．  

朋ノeαり（ルlo，C）－αみβOrわeγズ宜乃〟，兢e71わγe脚－yOpemβ祝む．se豪打げA鮎†・e e∬ねねα†乙  

「re坤．ぴeαり（ノuoっC）一αあーsoγわeγyわもU．血卵r£豆c祝gαrクAんαβαm「†－e岬・て上′eαり（ルイ0，C）一  

αわβOrわeγ．  

Proof WeconsiderthecaseofA＝Q・By［vM2］，therccxistsabasicopensubset  

WofMwhichcanbcwrittenasQx【0，1）・WewillprovethatX′＝XnⅥ′isan  

（weak）（ルイ0，C）－absorberinW・SinceWisanopcnsubsctofM，thcpair（Ⅵ1XI）  

isstrongly（Juo，C）－universal（［BGM】），andX′iscontainedinaq－COmpaCtZq－Setin  

Wby［vM2］．Assame astheproofofProposition2．1．1，WC Can丘ndthatY∈Cq．  

HenceX′isan（weak）（Juo，C）－absorbcrinWFt；Qx【0，1）・ThcnっX／isan（wcak）  

（Juo7C）－absorberinQx［0，1］Ft；QbyProposi七ion2．0．1．Similarlyasabovc，it丘）1lows  

thatthesubsetY＝X／nuisan（weak）（Juo，C）－absorberinU払ranyopensubsct  

UofQ・Ontheotherhand，inthecaseofA＝SOr∑，thcopencrnbeddingthcorcm  

（cf・［Chl］）andthcaboveargumentleadtotheproof．口   

Lemma2・1・2・LetA∈（Q，S，∑）－Hihereexistsanopcn．s7LbsctqfA∫anda（rcsp．  

ひe兢ノ（〟0っC）－αわβ0γ加r五m忌ま，伽γ乙伽e∽γ、yA－m画桝d財力伽†te e∬ぬねα「†叩．  

祝ノeαり（〟0，C）－αみ．soγわeγ戎m〟A．   

Proqf Wewillprovetheversionofweak（Juo，C）－absorbersonly．  

IncaseA＝SOr∑）MA canbeembeddedintoAasanopcnsetbytheopcn  

embeddingtheorem董br80r∑（see［Chl】）・Then，MAhasaweak（JVto，C）－a．bsorbcr  

byLenlma2．1．1．   

Wenex七COnSiderthecaseofA＝Q・SinceMQhasanopencoverby七hcsetswhich  

arehomeomorphictoopensubsetsofQ，byLemma2・1・1wecantake七hefamilyu  

OfopensubsetsofMAsatisfyingthepropertythat払reveryU∈uandeveryopen  
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subse七VofU，Vhasaweak（JuO，C）－absorber．Itisobviousthatuisopen－hereditary  

andthediscretesumofelementsofubelongstou．If坑Ulろbelongstou払revery   

Vl，鴨∈uっbyvirtueofso－CalledthelocalizationprlnCiple，OuraSSertioniscompletely  

proved（see［BP］）・   

Thus，1et巧andlちbeelementsofu．Thentqandlろhaveweak（Juo，C）－absorbers  

XlandX2reSPeCtively・WeshowthatY＝XlU（X2＼T4）isaweak（JuoっC）一absorber  

in巧Ulろ・Itissu茸kienttoverifythatthepair（坑Ulち，Y）isstrongly（Mo，C）－  

universal・NowletBbecompact，KbeclosedinB，CbeasubsetofBwhichbelongs  

toC，f：B→VlUlろbe amapwhichrestricttoaZ－embeddingonK，andube  

anopencoverof巧Ulろ・ThereexistsaLebesguenumberE＞00fuwithrespect  

tof（B）．Withou七lossofgenerality，WemayaSSumethatfisaZ－embedding．Put  

fo＝f，Ko＝＠，K／＝Kuf－1（t4＼鴨），B＼Kl＝∪≡0耽whereKiiscompactand  

垢⊂int（Ki＋1）fbreveryi，andEi＝min（2‾i十E，d（f（Ki），f（K）∪（坑＼鴨）））．By  

induc七ion，WeCanCOnStruCtamaPh：B→T4Ulろbreveryisuchthat   

（1）㌃1（斉2）∩垢＝Cn∬壱，   

（2）filKiisaZ－embedding，   

（3）ム！∬′∪瑞－1＝差＿1l∬′∪∬五＿1，   

（4）d（廉，差＿1）＜E壱．   

Assumethatfn－1hasbeenconstructed・Sincethepair（坑，X2）isstrongly（JVlo，C）－  

universal，fi－11郵canbeapproximatedbyaZ－embeddingpsuchthatp‾1（X2）＝  

Cn軋pl動－1＝fi－1lKiMl，andpiscloseenoughto fi＿1悔inordertohavea  

extensionsatisfyingtheinductivecondition．TheinductivesteplSOVer．   

Observethat9＝1imi→∞fi‥B→TqulちisaZ－embeddingsuchthat9－1（X2）＼  

K／＝9－1（VB）nC＼Klフd（f，g）＜喜，andglKI＝flKI・Similarly，bytheuniversality  

Of（坑，Xl），WeCanapPrOXimate9tOamaph：B→ⅥUlろsuchthath‾1（Xl）＼K＝  

Cnh－1（巧）＼K，hisequalto90n9－1（VB＼坑）uK，andd（9，h）＜喜・Then，gisa  
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Z－embeddingsuchtha七g‾1（Y）＼K＝C＼K，9IK＝flK，andd（f，9）＜E．□  

Lemma2．1．3．Hanyone qfQ，S and∑，hasawcak（Mo，C）－abtw・bcr，th（m all  

Q∫βα几d∑んαてノe（ルイ0，CトαわβOrわeγβ．  

ProqfItsufBcestoshowthattheた）1lowingstat（）InCntSarCC（luival（一rlt：  

（1）Qhasan（ルイ0，C）－absoI・ber，   

（2）βhasan（ノMo，C）rabsorber，   

（3）∑hasawealく（ノuo，C）－absorl）er，   

（4）∑hasaIl（ノuo，C）－absorber．  

Theimplications（4）⇒（3），（3）⇒（2）an（1（2）⇒（1）nR）1l（）WfI・（mlProI）（）Sition2．0．1  

andTheorem2・1・2・Tocompletetheproof，W（1wi11pr（）Ⅴ（1（1）⇒（4）．   

Write∑＝∪≡1QrいWhereQn母Q，CaChQnisaZ－SCtinQn＋1，n．n（lth（一tOW（汀  

（Qn）n∈Nhas七hecornpactabsorptionpropcrtyinthcs（〕rlS（10f［Chl］inQ．ByL（一Il‖Ila  

2・1・1and（1）っtheQ－mani丘）1dQn＼Qn－1hasan（Juo，C）－n，bH（）1、bcrXnhrcv（汀yn≧1．  

ThenX＝∪芸1X・rいisan（Juo，C）－absorberin∑．T（）prOVCthiH，W（”ha11Hh（）Wth雨  

thepair（∑，X）isstrongly（JuO，C。，）－universal．   

LctBbecompact）KbecloscdinBっCbcasubHCtOfBwhi（：hb（1loI聯t（）C打つ  

f：B→∑bcamapwhichrestrictsaZ－CmbcddingoIII｛，atl（lul・）…n（）Ⅰ）（†nC（）Ⅴ（n・（）f  

∑・Noticethatevcrycompapctsubsctof∑isZ－SCtin∑・Witlll（）utlosH（）fg（，Il（汀且1ity，  

WemayaSSumethatfisaZ－embedding・ThcrccxistsaL（一t）（Wgu（†Ilumt）（汀E＞（川肝u  

withrespecttof（B）・Wri七eB＼K＝∪芝oB7”WhcreB［）＝れBniscompactancIBn⊂  

intβ叫1fbreverym≧1・ForeveI・ym≧1，p11tど′rと＝血【1（2‾五・ど，喜d（′（町照り））  

andfo＝f・Byinduction，Wewi11constructmaps（L▲と）詰l：B→∑andin∈Nsu（：h  

tIlat   

（1）㍍1（∬）∩軋＝Cn駄7  

（2）fnlBnisaZ－embedding，  
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（3）んl凰い1＝ん－1Iβれ－1，  

（4）んIβ＼int凰叶1＝∫lβ＼int凰叶1，  

（5）ん（βれ）⊆QゎL，  

（6）壱m≧豆れ一1，  

（7）∂（ん，ん＿1）＜どm．  

Assumethatin＿1andf，L＿1have beenconstructed．Fromthecompact absorption  

property，thereexistsanumberinandanembeddingp‥Bn→QiTL SuChthatpis  

su伍cientlyclosetofn－1andrestrictstoん－10nBn－1・Sincethesetu；◆芸1Xjisan  

（JuO，CJ）－absorberinQ／＝∪；＝1QjbyProposition2・1・1，WeCanaPPrOXimateptoa  

Z－embeddingq‥Bn→Q／suchthatq－1（X）＝CnBn，qtBn－1＝fn－1lBn－1andq  

iscloseenough七OPtOhaveanextensionんsatis＆ingtheinductivecondition・   

Observethatthemaplimn→∞f，ListherequiredZ－embeddingtoshowtheuniver－  

Salityofthepair（∑，X）．□   

ProqfqfTheorem2．1．3．LetA，B∈（Q，S，∑），MAandNBareA－manihldandB－  

manifbld，reSpeCtively．AssumethatMAhasaweak（JMo，C）－absorber．ThenAhasa  

weak（ルfo，C）－absorberbyLemma2・1・1・HenceBhasan（Juo，C）－absorberbyLemma  

2．1．3．ThereforeNBhasan（Juo，C）－absorberbyLemma2．2．2．Thus，Theorem2．1．2  

isproved．ロ  

AsacorollaryofTheorem2・1・2，Wehavethe丘）1lowlng：   

Corollary2・1・1・ムe才βわeα乃αみβOg祝fe加γeg豆αmCgαββげ坤αCeβ，α乃dA∈（Q，β，∑）・  

rんeγ乙eUeγyA－mα乃的gd〟九αβα几（ノuo，β）－αわβ0γあeγX．〟oreoγeγげβ宜β0兢eγ兢肌  

兢ecねββノulフズ豆βαβか℃叩（JMo，β）－αみβOrわeγ・   

ProqfItiseasytoseethatsx∑isan（ルlo，Jul）－absorberinQxQ．Ontheother  

hand，thereisstrong（Juo，β）一absorberinQby［BGM，P・174］ifβisaBorelianclass  

Otherthanルtl．Then，Mhasan（Juo，β）qabsorberXbyTheorem2．1．3．Moreoverif  
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βisanadditiveBorelianclass，the（Juo，β）－absorberXisastrong（Juo，β）－absorber  

becauseof（β）q＝β．Ontheotherhand，1etβbeamultiplicativeBorelianclass  

Otherthanル11andr之beastrong（JuO，β）－absorberinQ・Sincenx∑belongsto  

β，f7×∑isastrong（Juo，β）－absorberinQxA・Bythetriangulationtheorem（see  

［Chl］），thereexis七SalocallyfinitesimplicialcomplexKsuchthatAxKFt3M．Since  

∑×KisJ－COmPaCt，0×∑×Kisalsoastrong（JVlo，β）－absorberinQxAxK；3M．  

There払re，Mhasastrong（JVto，β）－absorber・口  

§2．2．THE CLASSIFICATIONOFABSORBERS   

Theた〉1lowlngeaSyObservationwillbeused丘・equentlyinourargument・   

Proposition2・2・1・ぶ叩pOβe兢αfA∈（Q，β，∑）．エeまCわeαCJoβed一九eγed記αγy吻0－  

g叩戎cαgCJαββク〟みeαれA－mα乃的gdαmd∬わeα乃（ルイ0，C）－αむβOrわeγれ肌 r九e花兢eγe  

e∬豆βねα几（ノuo，二㌔）－αわβ0γわeγy虞犯〟β祝C九兢α吉見まβα几（ルIo，C）－αわβ0γみeγ豆my．   

Proqf By Corollary2・1・1，thereexistsan（ノuo，二㌔）－absorberGinM．SinceGisa  

∑－mani丘）1d，Ghasan（Juo，C）－absorberX′byTheorem2．1．3．ByProposition2．0．1，  

X’isan（ノVto，C）－absorberinM・Theorems2．0．1and2．1．1giveahomeomorphism  

h：M→Msuchthath（Xl）＝X・Then，Xisan（JVtoっC）一absorberinY＝h（G）．□  

ForBorelianclasses（see［BM］），Wehavetheた）1lowing：   

Corollary2・2・1・エeま』α什e叩・ルイαノわeα乃αdd正ぬe匝呪物J夏cα如eノβⅣeJ五α乃C払ββeβ  

わrαCO肌ね抽0γ豆宜乃αJαク〟みeαQ－，β－0γ∑－mα花押dα乃dズみeα乃（〟0，Aα）－  

αわ占Orわeγrα几（〟0，〟α）－αわβ打みeり豆m〟・me乃兢eγee∬五5ねαm（〟0，〟α）－αわβ0γわer  

「αm（ノuo，』α）－αわβOrわeりy虞犯』オβ祝C九如才ガリy由α乃（〟0，二㌔）－αわβOrわer豆乃〟．  
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Proqf Wefirst assumethatXis an（JVlo，Aα）－absorber・ByProposition2・2・1and  

Corollary2・1■1，Mhasan（Juo，二㌔）－absorberGinwhichXisas七rong（JVlo，Aα）－  

absorber．Observe that Gisa∑－manifbld．Then the pair（G，G＼X）isstrongly  

（JMo，Juα）－universalsincethepair（G，X）isstrongly（Juo，Aα）一universal．Thepair  

（M，G＼X）isstrongly（ノVto，JVtα）－universalbyProposition2・0・1because M＼Gis  

homotopynegligibleinM・Inaddition，G＼Xbelongsto（JMα）qsinceGisJ－COmPaCt．  

HenceY＝G＼Xisan（Juo，C）－absorberinM．Similarlywecanprovethecasethat  

Xisan（JMo，Juα）－absorber丘）rα＞1．   

WenextassumeXisan（Juo，Jul）－absorber．Wecanfindthatevery∑－manifold  

Fhasaweak（Juo，Q6）－absorberasaQ6qSubsetasfbllows．Thereexistsasimplicial  

COmPlexKsuchthatF望Qx∑×Kbythetriangulation七heoremandthestability  

theorem（see［Chl］）・Then，itiseasytoseethattheproductsx∑×Kissuchan  

absorberinQx∑×K2gF・Hence，aSSameaSWeSaWinProposition2．2．1っMhasan  

（JVtoっ二㌔）－absorberGinwhichXisaweak（JVto，Jul）－absorberandg6．Therefore，  

thecomplementY＝G＼XbelongstoAl・Thus，Yisan（Juo，Al）－absorber．ロ  

Nowweprovethe壬bllowlng：   

Theorem2・2・1・LeiA，B∈（Q，S，∑），MAbeanAJmandbld，MBbeaB－manifbld，  

α乃dガタyむeweαた（ル【0，C）－αわβOrわer虞犯〟A，〟βγeβ匹C血egy．r九em，∬宜β九omeom卯－  

p九戎cわyげ〟A宜β九omoわpye画γαge乃fわ〟β．   

Proqf WefirstconsiderthecaseofA＝B＝∑・By［Chl】，thereexists－mani董bldsSA  

andSBinwhichMAandMBare（JVto，為）－absorbersrespectively．SinceSA＼MAis  

homotopynegligibleinSA，byProposition2・0・1Xisaweak（Juo，C）－absorberinSA，  

andsimilarlysoisYinSB・Inaddition）WeCanfindthatSA望MA望MB望SBby  

［To4］・Then，itfbllows丘・Om［HS］thatSAFdSB．Thus，XFtY丘）1lows丘・OmTheorem  

2．1．1．  

Ontheotherhand，1etA，B∈（Q，S，∑〉・Sinceany（JuoJ㌔）－absorberinthese  
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mani払Idsis＝－manifbld，byProposition2・2・1thereexist∑－manifo1dsTAandTBin  

whichXandYareweak（Juo，C）－absorberssuchthatTA空MAandTB望MB，  

respectively・Therefbreitfbllows丘・OmtheabovecasethatXFtY・□   

AsacorollaryofTheorem2・2・1，Wehavethe払1lowingclassificationtheoremfor  

absorber．  

Corollary2．2．1．エefCわeαCgOβed一九ered血γyねpoわタ豆cαgC払ββぴん戎c九comね宜mβ兢e  

cgαββげαJg動豆まe－d血emβわ乃αgCOmpαCねm，Aっβ∈（Q，β，∑）ブ〟Aα乃d〟βαγeA－  

mα花押dα乃dβ一mα陀卿d∫αmd斉α花dyαγeぴeαた（ルlo，C）－αあβⅣわeγβ虞犯〃Aα乃d〟β  

γe5peC血eJy．r九e7l∫わgg皿，五指タβねまeme乃ねαreαgge印度γαJeTもまニ   

（1）ズ母y，   

（2）ズ望y，  

（3）〟A望〟β．  

Proqf Theimplication（1）⇒（2）isclear，（2）⇒（3）h1lowsfrom［Ba］and（3）⇒（1）  

fbllowsfrom Theorem2．2．1．口  

Remark．In theimplication（1）⇒（3）or（2）⇒（3）ofCorollary2．2．1，We need  

some conditions ofthe class Clike that C contains the class ofall負nite－dimensional   

COmPaCtum．Forexample，1e七C be a class whose elements consist ofat most one  

POint・Observethatacountabledensesubset D ofQis an（ルイ0，C）－absorberinit．  

Letp‥Q→IlbeaprojectionontothearstcoordinateofQ．Wecaneasilypicka  

pointx∈intIISuChthatp‾1（x）nD＝0・ThenDisan（Mo，C）－absorberalsoin  

Q＼p－1（x）．ButQ＼p－1（x）isnothomotopyequivalenttoQ．  

§2．3．ENLARGINGABSORBERS．   

The丘）1lowingisageneralizationof［Ba］・  
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Theorem2・3・1・LetC beaclosed－hereditarytopologicalclasssuchihaiCxQ∈C  

αmdAuC∈CJわγe即ery C∈Cα乃dA∈Al．Aββ祝me兢αま〟戎βαQ－ク∑－0γ  

β－mα乃的gdクαmdXね戎ね（ノuo，C）一αあβ0γわer．r九em伽eγeγyJ－COmpαCま祝my⊂〟＼ズ  

αmdeueγ封Z⊂yひ乞兢ガリZ∈CJ，兢e祝乃盲omガリZ五占α乃（ルーo，Cトαわβ0γわer虞犯〟．   

Proqf We丘rst assume that Mis a∑－manifold．By using Theorem2．0．1and o－－  

COmPaCtneSSOfM，WeCanPrOVethiscaseinthesamewayastheproofofthecaseM  

isaQ－manifbld（［Ba］）．Wenext assumeMisans－manifbld．ByProposition2．2．1，  

M hasan（JuOJ㌔）－absorberandhence∑－mani壬bldGinwhichXisan（JuO，C）－  

absorber・Bythe丘rstcase，Xu（ZnG）isan（ルイ0，C）－absorberinGbecauseZnGis  

CT－COmPaCt・SinceM＼GishomotopynegligibleinM，thepair（M，XuZ）iss七rongly  

（JVto，C）一universalby Proposition2・0・1・Hence，XuZis an（Juo，C）－absorberin  

〃． 口  
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CHAPTER 3 

AHilbertcubecompacti丘cationof  
theBanachspaceof   

real－Valued continuousfunctions   

Let X be a compact space．Recallthatthe Banachspace C（X）ofcontinuous  

real－Valuedfunctions ofXishomeomorphic七Othe pseudo－interiors＝卜1，1）W of  

theHilbertcube Q＝［－1，1］u bytheKadec－AndersonTheorem（［Ka］and［Anl］）・  

Thus，QisacompactificationofC（X）．In七hischap七er，WeCOnSidersuchanatural  

compactificationofthe BanachspaceC（X）・  

Identi＆ingamapf：X→R⊂面withthegraphoff⊂Xx面，WeCanregard  

C（X）⊂exp（Xx盃）．ByPropositionl・6・3，thetopologyofC（X）inherited丘・Om  

exp（Xx面）isthesameastheoneinduced丘・Omthesup－nOrm・Thentheclosureof  

C（X）inexp（Xx面）isacompactificationofC（X），Whichwedenoteby百（X）・The  

fbllowlnglSOurmainresultinthischapter：   

Main Theorem．Fbr alocallyconneciediT訴nitecompactumX，  

（e（X）フC（斉））母（Q，β）・  

After thenotation of［Fel］，the closureofC（X）inexp（XxR）is denotedby  

CH（X）（＝CH（X7R））．Oneshouldnotethat百（X）≠CH（X）andoure（X）isequal  
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toCH（X，R）・Fedorchuk［Fe2］（cf・［Fel】）provedthatifXislocallyconnectedand  

hasnoisolatedpointsthenCH（X）coincideswithUSCC（X），andCH（X，ト1，1］）＝  

USCC（X，ト1，1】）（thisisalsovalidincaseXisnon－metrizable［Fe2，Theoreml・9］）・  

HealsoprovedthatifXisinfiniteandlocallyconnectedthenCH（X，ト1，1】）Ftf Q  

andCH（X）Ft3Qx［0，1）R3Q＼（pt），henceα（CH（X））；Y Q，Whereα（CH（X））is  

theAlexandrofFone－pOintcompacti丘cationofCH（X）．However，inhisproofof［Fe2，  

Proposition2．3］（i・e・，CH（X，ト1，1］）；tQ），Fedorchukslippedupontheproofof（a  

versionof）Torudczyk’sdi扇ointn－Cellsproper七y（see§3・3・）．Inhisproofofthefact  

thatCH（X，ト1，1］）isanAR，thereisnoproblem（cf．［Fe2Proposition2・1］）・However，  

reprovlngthis払ctonthewaytoprovethemaintheorem，WeWillgiveanalterna七ive  

proof．ThusonecanreadthispaperwithoutFedorchuk，spaper［Fe2］・   

AsacorollaryofMainTheorem，WeCanPrOVethefo1lowlng：   

Corollaryl．βbγαgOCαggyCO乃meCねdかが乃豆fecomプ氾Cねm方，  

（CH（ズ），C（ズ））母（Qx［0，1），β×［0，1））・  

Bythiscorollaryand［Chl，Theorems6・4（1），6．6and6・2】，Wehave  

（α（CH（ズ）），α（CH（ズ））＼C（ズ））卍（Q，Q＼β），   

thatis，（α（CH（X）），C（X））FS（QフS）・ThuswehavetheafRrmativeanswerto［Fe2，  

Question2・6］，thatisっ   

Corollary2．fbγαgOCαggyCO†も乃eCねdわび乃記ecompαCねm方フ  

（α（CH（ズ）），C（ズ））母（Q，β） □  

Amapf：X→RisLipschitzifthereissomek＞Osuchthatlf（x）－f（y）Eく  

k・d（x，y）払reachこじ，y∈X・HerethemetricdforXcanbereplacedbyanyadmissible  

metric・ByLIP（X），WedenotethesubspaceofC（X）consistingofLipschi七zmaps．  

Then（C（X），LIP（X））母（s，∑）fbranyinfinitecompactumX［SWl］・The払Ilowing  

h1lows丘・OmMainTheoremand［Chl，LemmaJ4・3］：  
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Coro11ary3．Fbralocallyconnectedi頑nitecompactumX，  

（e（方），C（∬），LIP（∬））卍（Q，β，∑）・  ロ  

IncaseXisaEuclideanpolyhcdron，1ctPL（X）beth（一SubsI”・（：C（）fC（一T）（：（）nHiHfri咽  

ofPLmaps．Then（C（X），PL（X））母（s，0－）払ranycornpactEu（二Ii（、l（一～Ll・nいり1yll（一（lI・…l・Y  

withdimX≠0［Ge2］・Furthermorcっwchave  

（C（ズ），LIP（ズ），PL（芳））母（書，∑，げ），  

WhereXadmi七Sthcmetricinhcritedfl・OmEuclidcanspacc［Sa：う］．ByC（）1て）1l～u・y：i；l・Tl（1  

［CDM，Theorem2・4］，thiscanbeextcn（l（〕dasbllows‥   

Corollary4．爪〃、αCOmpαCま」机上CJ五deα†んpOg抽eか07も∬て1ノ掴ん（、IiIIl∴Ⅴ≠（），  

（C（ガ），C（方），LIP（∬），PL（∬））母（Q，ぷ，∑，可．  口  

Inourrcsults，thelocalconncctcdn（消SOfXiscsscntial．ForinHtl；l．rl”，il＝Vil＝）（†  

seen，e（X）isnotlocallypath－COnnCCte（1incascXisthc（二（．）m止）叩…（H（†（湖．2．）．  

§3・1・THEPAIRS（e（X），C（X））AND（Q，S）AR．EI一IOMEOM（ⅢP‡Ⅲ∴：   

To prove Main Theorem）WC uSe thc characterizati（）Il（）fth（一l棚11（l（トl）（＝1＝（liLry  

月（Q）＝Q＼βOfQ（Theoreml．3．2）．   

SinceXiscompactandlocallyconnectcd）ithasonly且nitclynlil・Ilyぐ（）m押Ⅲ（一†血  

ズ1，‥・，ズm．Then  

（百（芽），CH（恥C（X））嵩（口た1e（弟けに1CH（恥肢IC（項  

－32－   



SinceXisin丘nite）SOmeXiisnon－degenerate・Byuslngthefb1lowlngeaSyOrWell－  

knownfacts）WeCaneaSilyreduceMainTheorem andCorollaryl七OthecaseXisa  

Peanocontinuum（＝alocal1yconnectedcontinuum）：   

（1）incaseXisasingleton，CH（X）＝C（X）and（e（X），C（X））F3（豆，R）；   

（2）［0，1）×［0っ1）恕［0，1）×（0，1）鳥［0，1）×［0，1］；   

（3）（Qx［0フ1］，β×（0，1））母（Qx［0，1］，β×［0，1］）㍊（Q，β）．   

In therestofthissection，WeaSSumethat  

（b）Xisanon－degenera七ePeanocontinuum．   

Observethat（盃，R）鑓（ト1，1］，ト1，1））andCII（X，ト1，1］）isnotonlytheclosure  

OfC（X，ト1，1］）butalso七heclosureofC（X，ト1，1〕）inexp（Xxト1，1］）．（Oneshould  

no七ethatCH（X，（－1，1））istheclosureofC（X，（－1，1））inexp（Xxト1，1））．）Then  

wecanreplace（百（X），C（X））by  

（CH（ガ，ト1，1］），C（ズ，（－1，1）））．  

SinceXisaPeanocontinuum，X hasanadmissible convexmetricd（［Bi＝Mo］），  

Whence each twopoIntsx，X／∈X can bejoinedわ′an arCin XisomefIjc亡O the  

Segment［0，d（x，XI）】inR・RecallthatpisthemetriconXxト1，1】definedby  

β（（£，ま），（∬′っり）＝maX（d（∬，諾′），】ト壬¶  

andpHistheHausdorffmetriconexp（Xx［－1，1］）inducedbyp・ForF⊂Xxト1，1］，  

we denote  

勒げ，ど）＝〈g∈Xxト1，引β（zフグ）＜ど）⊂ガ×ト1，1］  

RecallthatpH（G，H）＜EifandonlyifG⊂Nb（F，E）andF⊂N；（G，E）because  

紬（G，叫＝inf〈ど＞呵G⊂勒（彗ど）andダ⊂垢（G，ど）〉・  
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Byp：Xxト1，1］→Xandq：Xxト1，1】→ト1，1］，Wedeno七e七heprojectionsofXx  

ト1，1］ontoXandト1，1］，reSPeCtively・Recallafunction（oramultiMValuedfunction）  

p‥X→ト1，1］isidentiaedwiththegraphofp，Whencep（x）＝q（pnp‾1（x））払r  

eachx∈XandpIA＝PnP‾1（A）払rA⊂X．Asisshownintheproofof［Fe2，  

Theoreml・9］，  

（H）叫（f，E）np－1（x）isconnectedhreachf∈C（X，ト1，1】），E＞Oandx∈X・  

SinceC（Xっ（－1っ1））isdenseinCH（X，ト1，1］）anditisanAR，Onemightthoughtit  

isaneasyobservationtoabsorbcompactsubse七SOfCH（X，［－1，1］）intoC（X，（－1，1））・  

However，One Should keepln his mind the董bllowlng eXample：Let U and V be  

nonempty disjoint opensetsin X suchthatdiam（UuV）＜E．Take：r∈U and  

y∈Vandletf，9：X→［0，1］beUrysohnmapssuchthatf（x）＝1，f（X＼U）＝0，  

9（y）＝1andg（X＼V）＝0・ThenpH（f，9）＜EbutpH（f，喜f＋喜g）＞喜，hencethe  

PathfromftoginC（X）definedby（1－ま）f＋tghasthediameter＞喜・Thisexample  

helpsonetounderstand七heproofbelow．   

Lemma3・1・1．Letf：K（0）→C（Xっ（－1，1））beamapqftheO－Skeletonqfalocally  

動如£豆mpg豆c豆αgCOmpge∬∬・r九em′e∬吉e乃dβねαm叩ん：i∬1→C（X，（－1，1））血潮  

（＊）  diam。Hh（cT）く4diampHf（cr（0））jbreveryo－∈K，  

ひゐereJ（0）＝Jn∬（0）   

Proqf ForeachJ∈K＼K（0），ChooseEq＞Osothat  

diampHf（J（0））＜eJ＜喜diampHf（0・（0））  

andEJ／くEqifo・／＜cr・Foreachv∈K（0），1et  

Ev＝min〈diampHf（q（0））IJ∈St（v，K）〉＞0，  
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whereSt（vっK）isthestara七vinK．SinceXhasnoisolatedpointsandKislocally  

finite，WeCanChooseafinitesubsetAvofXandanopensetUL，inX払reachv∈K（0）  

sothaりト）⊂勒（拍）np‾1（Aγ），どv），Av⊂仇and仇∩仇ノ＝机fγ≠γ′∈J（0）an（l  

o－∈K・Foreachv∈K（0），1etrv：X→［0，1］beaUrysoh工1mapSuChthatrv（Aて，）＝1  

aIl（17、′U（ズ＼Uu）＝0．   

TakethebarycentricsubdivisionSdKofK．ThebarycentcrofJ∈1｛is（1enotcd  

byb（J）．We丘rstextendftoamap9：fSdK（0）l→C（X，（－1，1））as払1lows：払1・CVery  

J∈∬，   

ガ（み（打））（∬）  

（di工‾nJ＋1）‾1∑′山如（（））拍ノ）（£）  if言ニ∈∬＼Ul，如〔（り坊り  

1一丁、γ（∬）  
∑榊）（∬）＋㌦（甜（′U）（二r）if∬∈UりaIldてノ∈J（0）  

w∈α（り）  

diIllJ＋1  

Thenobservethat g（b（cT））（a）＝f（v）（a）ifcr∈K，1｝∈0・（0）anda∈A．り．Sin（：C  

f（w）⊂NN（v），Eq）払rv，W∈0・（0），it丘）1lows凸・Om（！）that9（b（0））np－1（：r）⊂  

勒（拍），EJ）np‾1（∬）払reach∬∈方，henceガ（み（可）⊂叫（拍），ど汀）払Ⅰ・てノ∈α（0）   

Nextwccxtcnd9tOamaPh‥lKI＝lSdKf→C（X）asbllows＝   

γム  

ん（∑ニ。吊（打宜））＝∑ま豆湘（α五））  
宣＝O   

fbreachgo≦・‥≦oqn∈Kand壬i＞Osuchthat∑たoti＝1・Then  

紬（ん（z），J（可）＜ど。ifz∈lSt（てノ，Sd∬）lnJ．  

Infact，WeCanWritez＝∑迄。ti・b（cri），Wherev＝Cro≦0－1≦‥・≦0・n＜0－，  

ti＞O and∑芸0壬i＝1・Forevery a∈Av，We have h（z）（a）＝f（v）（a）bc－  

CauSeタ（わ（打宜））（α）＝拍）（α）肋each宜＝1，…，軋 Then拍）np」（A・lJ）⊂九（z），  

Whichimpliesf（v）⊂Nb（h（z），Ev）⊂Nb（h（z），E。）・Ontheotherhand，9（b（ui））⊂  
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Nb（f（v），どui）⊂Nム（f（v），EJ）払reachi＝1，…，n・Thenith1lows壬tom（H）that  

ん（z）np‾1（∬）⊂垢（拍），ど打）np‾1（£）払reach諾∈ガ，henceん（z）⊂垢げ（γ），どα）・   

Tosee（＊），払reachz，Z′∈q∈K，Choosev，V／∈q（0）sothatz∈lSt（v，SdK）laIld  

z／∈lSt（v／，SdK）l・Thenwehave  

伽（ん（z），ん（z′））く伽（ん（z），J（′び））十川げ（γ），∫（明）＋伽（ん（z′），拍′））  

＜EJ十diaIn州仲（0））＋ど。  

く…diam。［lf（0－（0））＋diampr．f（q（0））＋喜diampITIf（J（0））  

＝4diaIn抑仲（0））．   

There壬bre（＊）holds・□   

Lemma3・1・2・r玩γ・e e：ご夏βねα／もOmO£叩y  

7：CH（方，ト1，1】）×【0，1］→CH（∬，ト1，1】）  

片祝Cん兢α壬70＝i（1肌d7七（CrI（∬，ト1，1］））⊂C（芳，ト1，1））紳士＞0，†んαm軸〃ほ  

COmpgememfCrI（∬，ト1，1］）＼C（∬，（－1，1））豆t誓わcαggyんomoま叩〝†明和肋rJ．／ん．m．ノれ  

ClI（肯，ト1，1］）・   

Pγ、0げForeachm∈阿っ1e七彷とbe礼fhite operl（：0VerOfCI⊥Ⅰ（芳，ト1，1］）sl」1〔：IltIl～l，t  

diampHU＜（n＋1）－1fbreachU∈L／n．Wedc6ne  

伸1＝（打×（2‾1，1】仲∈仇〉 aIld  

γ軋＝押×（（m＋1）－1，（m－1）‾1）仲∈佑）b∬m＞1・  

ThenW＝Un∈NWnisalocal1y丘nitcopencoverofCH（X，ト1，1］）×（0，1］andu，L＝  

（p（W）‡W∈Wn）hreachn∈N・LetKbethenerveofWandg‥CH（X，［－1，1】）×  

（0，1］→JKIacanonicalmap，thatis，eaChg（甲，t）iscontainedinthesimplexspanned  

bya11verticesW∈Wcontaining（p，t）．Foreachn∈N，1etKn bethenerveof  
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WnUWn＋1・TheneachKnisa丘nitesubcomplexofKandK＝Un∈NKn・By  

choosingf（W）∈p（W）nC（X，（－1，1））払reachW∈K（0）＝W，Wehaveamap  

f：K（0）→C（X，（－1，1））suchtha七diam。Hf（0－（0））＜2（n＋1）‾1払reacho－∈Kn．  

ByusingLemma3．1．1，WeCaneXtendftoamaph：IKl→C（X，（－1，1））suchthat  

diam。Hh（0－）＜4diampHf（0－（0））・Thusweobtainthemap  

桓：CH（ズっト1，1】）×（0，1］→C（弟ト1，1））⊂CH（芽，ト1，1］）・   

Foreach（p，t）∈CH（X，ト1，1］）×（0，1］，Choosen∈NandW∈Wn sothat（n＋  

1）‾1＜tくγ「1and（p，t）∈W・Thenwehavecr∈Knsuchthatg（p，壬）∈qand  

W∈0－（0）．sinceh（W）＝f（W）∈p（W）nC（Xフ（－1，1））and甲∈p（W）∈un，We  

have pH（h（W），甲）くdiamp。P（W）＜（n＋1）」・Since h（W），h9（p，t）∈h（0・）and  

diampHh（cT）＜4diam。Hf（0－（0））＜8（n＋1）‾1っith1lowsthat  

βH（んg（甲，壬），甲）く伽（九ガ（甲，ま），九（Ⅳ））＋伽（九（Ⅳ），甲）  

＜8（乃＋1）‾1＋（m＋1）‾1＝9（m＋1）‾1＜鋸．  

Thenh9Canbeextendedtothedesiredhomotopyγby70＝id・  

UsingLemma3．1．2，WeCaneaSilyprovethefollowingFedorchuk）sresult［Fel，2】‥   

Proposition3．1．1．Fbralocallyconnectedi頑nitecompaciumX，  

CH（ズ，ト1，1］）卍Q・  

Proqf Since C（X，（－1，1））homotopydensein CH（X，ト1，1】）byLemma3・1・2and  

C（X，（－1，1））FY S，We CaneaSily veri付七hat CH（X，ト1，1］）is anARandhas七he  

d輔Ointcellsproperty，henceCH（X，ト1，1］）；t；QbyToruLczyk’scharacterizationof  

Q（Theoreml．3・1）．口   

ProqfqfMain Theorem．Since C（X，（－1，1））iscompletelyme七rizable，thecomple－  

ment  

〟＝CH（∬，ト1，1］）＼C（茸，（－1，1））⊂CH（ズ，ト1，1】）  
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isan・軋－Set，henceaZg－SetbyLemma3．1．2・ItremainstoprovethatMsatisfiesthe  

COndition（♭）inCH（X，ト1，1］），Whencetheresultfbllows血・OmTheoreml・3・2・   

Let（A，B）beapairofcompactainCH（Xフト1，1］）suchthatB⊂M（i．e．，Bn  

C（X，（pl，1））＝0），andletE＞0．De丘neamapα：A→［0，1jby  

α（甲）＝喜min〈1，ど，伽（中っ句〉・  

ByLemma3・1・2，WeCanfindamapf：A→CH（X，ト1，1】）suchthatf（A＼B）⊂  

C（X，（－1，1）），fJB＝idandpH（f（甲），P）＜α（p）breachp∈A＼B・SinceA＼Bis  

COmpletelymetrizableandC（X，（－1，1））母β，Wehaveaclosedembeddingg‥A＼B→  

C（X，（－1，1））suchthatpH（9（p），f（p））＜α（甲）foreachp∈A＼B．Letxo∈Xand  

defineh：A＼B→Mas丘）1lows：  

［g（甲）（∬），min（1，g（p）（∬）＋α（甲））］if∬＝利，  

9（甲）（x）  otherwise．  
ん（甲）（ご）＝  

Asiseasilyobserved，hiscontinuousandinjective・Foreachp∈A＼B，  

紬（九（甲），甲）く紬（九（甲），タ（甲））十紬（β（甲），J（甲））＋紬げ（甲），甲）  

＜α（甲）＋α（甲）＋α（甲）＝3α（甲）＝min（ど，紬（勘β））・  

Hencewecanextendhtothemaph：A→MbyhlB＝id．ThenhisE－Closeto  

id．SincepH（p，h（p））＜pH（甲，B）hreachp∈A＼B，h（A＼B）＝h（A＼B）doesnot  

meeth（B）．Theni七重bllowsthathisiqjective，WhenceitisanembeddingsinceAis  

COmpaCt．□   

Remark．Byonlyacoupleofa4justmen七SintheproofofLemma3．1．1，WeCanPrOVe  

thefollowlng：   

Lemma3・1・1，（duetotherefbreein［SU2］）・LetM＝CH（X，［－1，1］）＼C（X，（－1，1））  

わe兢ecompgemem古材C（ズ，ト1，1））れCH（芽，ト1，1］）．ア九e几eαC九m叩J‥Sれ→〟  

Cα乃あee∬fe乃dedねαm叩九‥B叫1→〟β0鋤い蜘m紬九（B叫1）く4diam押′（Sれ）・  
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SketchqFProqf Foreverys∈SnandeveryE＞0，thereexistanopenneighborhood  

GsofsinSnanda且nitesubsetAsofXsothatf（s／）⊂Np（f（s）np‾1（As），E）brevery  

SI∈Gs・Now）WeCan丘ndfinitelymanysl）S2）…，Sp∈SnsothatopensetsGi＝Gsi  

COVerSn・Then，givens∈Sn，thereexistsisuchthatf（s）⊂Nb（f（si）np‾1（Asi），E）・  

WecanmakeAsi＝AiPalrWisedi可oint・AsintheproofofLemma3．1．1，enlargethe  

SetSAitOOPenSetSt左⊂X whichare alsopairwisedisjoint．UsetheseAiandUi  

（replacingtheverticesvby七hepointssi，anddimq＋1byp）todenneh（0）inthe  

Waythatwehavedefinedg（b（cr）），WhereOisthecenterofthebal1Bn＋1．writeeach  

z∈Bn＋1inthefbrmts（s∈Sn，壬∈［0，1】）andde丘neh（z）＝tf（s）＋（1－i）h（0）．  

Thcn，h：Bn＋1→Misthedesiredone．□  

Sincc CrI（X，ト1，1］）isanAR（whichisprovedbyFedorchukin［Fe2］），aCCOrd－  

ing to［To4，Corollary3・3］，the abovelemma shows that the complement M＝  

CH（X，ト1，1］）＼C（X，（－1，1））isl・h・n・，henceitisaZg－SetinCH（X，ト1，1］）．Thuswe  

don’t necdLemrna3．3．2to prove MainTheorem．Butit壬bllows丘omLemma3．1．2  

thatCH（X，ト1，1］）isanAR・Namely，Lemma3．1．2givesusanalternativeproofof  

this restllt．  

Proqf qf Corollaryl（cf・Proof of［Fe2，Proposition2．4］）．By Main Theorem，  

（CH（∬，ト1，1］），C（方，ト1，1））卍（Qっβ），thatis，  

（CH（∬，ト1っ1】），CH（ズ，ト1っ1】）＼C（茸，ト1，1））㍊（Q，Q＼β）・  

Let  

D＝CH（X，ト1，1】）＼CH（X，（－1，1））⊂CH（X，ト1，1］）＼C（Xっト1，1）），   

WhereCH（X，ト1，1））istheclosureofC（X，（－1，1））inexp（Xx（－1，1））・ThenDis  

aZ－SetinCH（X，ト1，1］）Ft；Q・Foreachp∈CH（X，ト1，1］），P∈Difandonlyif  
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p¢Xx（－1，1），i・e・，maXP（x）＝lormin甲（x）＝－1払rsomex∈X．Wecande丘ne  

ahomotopyT7：Dx［0，1］→Das払1lows：  

仇（甲）（∬）＝（1－ま）甲（∬）＋まト1，1］  

＝［（1一丈）minp（x）－t，（1－t）maxp（x）＋t］foreach x∈X．  

Then770＝idandT71（p）（x）＝ト1っ1］払reveryp∈Dっi・e・，仇（D）＝（Xxト1，1］）．  

Therebre，Discontractible・ByChapman’sComplementTheorem［Ch2］，  

CH（X，（－1，1））＝CH（X，ト1，1］）＼DFjQ＼（pt）FSQx［0，1）．   

Itfbllows丘om［Ch17Lemma5・4andTheorem6．2］that  

（CH（方，（－1，1）），CH（方，ト1，1））＼C（ガ，（－1，1））  

母（Qx［0，1），Qx［0，1）＼β×［0，1））．   

Thus we have  

（CH（X），C（X））FS（CH（Xっト1，1）），C（X，ト1フ1））  

母（Qx【0，1），β×［0，1））・ □  

§3．2．REMARKS AND COUNTER－EXAMPLES  

InourresultsっthelocalconnectednessofXisessential．   

Example3．2．1．ThereexisisacontinuumXsuchthatCH（X，ト1っ1】）isnotlocally  

卯血一COmmeCまedク兢αま宜βク乃e豆兢即、C（∬，ト1，1］）乃OrC（∬，（－1，1））んαβ兢eg・九・乱COmpge－  

memま戎mCH（芽，ト1，1］）・   

Proqf．LetXbethecombspace，thatis，  

斉＝（（m‾1lm∈N‡∪（0））×【0，1】∪【0，1］×（0）⊂R2  
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and let 

po＝ズ×（1）∪（0）×［0，1］×ト1っ1）∪（（0，0））×ト1，1］∈exp（Xxト1，1］）．  

Foreachn∈N，Wedefinefn，9n∈C（X，ト1，1］）by  

－1  if∬＝m－1っ  

1  if∬く（m＋1）‾10r∬≧（m－1）十  

→2γL（m＋1）ご＋2m＋1if（m＋1）‾1くヱ∵≦m‾1っ  

271（m－1）∬－2m＋1ifγもー1くご≦（m－1）‾1，  

ん（£，封）＝  

and  

† 

－1  ifごく（m＋1）‾1，  

1  if£≧m‾＼  

2γも（m十1）∬－2γい1iりm＋1）‾1く∬く炉1  

タm（∬，封）＝  

ThenpH（ん，甲0）＝PH（gn，Po）＝nMl．Hencepo∈CH（X，ト1，1］）．Let  

Ⅳ＝〈甲∈CH（耳［－1，1］）l甲∩【0，1］×［1／2，1］×ト1／2，1／2】＝町  

ThenWisanopenneighborhoodofpoinCH（X，ト1，1］）・ForeachneighborhoodV  

OfpoinW，Choosen∈Nsolargethat fn，gn∈V．Bythe same wayasabove，We  

canshowthatthereisnopathinⅥ′connectingfn andgn．ThusCH（X，ト1，1］）is  

notlocallypath－COnneCteda七Po．□  

Remark・SinceC（X，［0，1］）pd C（X，［0，1））RゴS（cf・［Sa2］），WeCanShowsimilarlyto  

MainTheoremandCorollarylthatifXislocallyconnectedthen   

（CH（方，【0，1】），C（方，［0，1り）卍（Q，β）arld   

（CH（ズ潮1）），C（方，【0，1）））母（Qx［0，1），β×［0，1））・  

We cansummarize them as fbllows：  
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Corollary3・2．l・LetX be alocally connectedirポnite compacium andY⊂脱  

化Om－d印e7もeγαfe豆花王eγUαg・r九em∫（CH（X，y），C（ズ，y））豆占α（Q，β）－mα花押は  

NotethatC（X，Y）isans」nanifbldevenifYisanarbitraryseparablecompletely  

metrizableANRwithoutisolatedpoints［Sa2］・However，intheabovecorollary，Y  

CannOtbereplacedbytheunitcircleSl⊂R2eventhoughX＝［0，1】，thatis，   

Example3・2・2・Thepair（CH（［0，1］，Sl），C（［0，1］，Sl））isnota（Q，S）－man卿dpair．   

Proqf Letpbethemetricon［0，1］×Sldefinedby  

β（（£，y），（∬′，封′））＝maX掴－ご′t，d（飢封′）），  

wheredisthearc－1engthmetriconSl（whencethediameterofSlisequalto7r），  

andletpHbetheHausdorffmetriconexp（【0，1］×Sl）inducedbyp．First，WeShow  

thatCH（［0，1］，Sl）＝USCC（［0，1】，Sl），WhereUSCC（［0っ1】，Sl）isthespaceofofu．s．c．  

multi－Valuedfunctionsp：［0，1］→SIsuchthateachp（x）isacontinuum（＝anarC  

OrapOintinthiscase）．   

Toseetheinclusion“⊂”，1etp∈CH（［0，1］，Sl）．Thenpisu．s．c．becausepisclosed  

in［0，1］×Sl・Assumethatp（xo）isdisconnected払rsomexo∈［0，1］．Thenthereare  

di扇ointopensets11，鴨⊂SIsuchthatp（xo）⊂TqulろandⅥnp（xo）≠¢，thatis，  

thereareyi∈Ⅵnp（xo），i＝1，2．Sincepisu・S．C．，XohasanopenneighborhoodU  

in［0，1］suchthat甲（U）＝∪ヱ∈UP（x）⊂坑Ulろ・ChooseE＞Osothat  

勒（甲（∬0），ど）⊂Ux（ⅥUlち），  

andf∈C（【0，1】，Sl）sothatpH（f，P）＜E・Then七herearexl，X2∈［0，1】suchthat  

lxi－Xol＜Eandd（f（xi），yi）＜E，i＝1，2・SincetheE－neighborhoodofyiisconnected，  

i七iscon七ainedinⅥ，hencef（xi）∈Ⅵ，i＝1，2・Wemayassumethatxl＜x2・Note  

thatxlく£くX2impliesIx－Xol＜E，SOX∈U・Hencef（［xl，T2］）⊂tqUlち，Which  
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COntradictstotheconnectednessoff（［xl，X2］）・Consequently，P（x）isconnected払r  

eachニr∈［0，1］．   

Toseetheinclusion“⊃”，1et甲∈USCC（【0，1］，Sl）andE＞0・Choose  

ダ＝〈（ご宣，㌦）】豆＝1，…，m；ブ＝1，…，た（宜））⊂少，  

i） sothatpH（F，P）＜E，WhereO＝Xl＜x2＜…＜xn＜1andy皇，・・・，yH）∈p（xi）  

（i＝1，・‥，n）．Notethat xi＋1－Xi＜E，Whereこごn＋1＝1・Foreachi＝1，…，n，  

choose  

∬乞＝ごi宜）＜凄）＜… ＜＜叫1・  

Sinceeachp（［xi，Xi＋1］）＝∪＝E［xi，Xi．1】P（x）isconnected，WeCanCOnStruCtamap  

′：【0，1トSIsotha七拍！五））＝y！j）誹出），鵜】）⊂甲（ご宜）and榊駄制1］）⊂  

p（［xi，Xi＋1］）・Observe七hatpH（f，甲）＜E・Thus，P∈CH（［0，1］っSl）■   

Next，WeShow七hatCH（［0，1］，Sl）＝USCC（［0，1］，Sl）iscontractible．Let  

7：USCC（［0，1］，Sl）×［0，1l→USCC（【0，1］，Sl）  

beahomotopydefinedbyl′0＝idand7亡（p）（x）＝CIsl〃云（甲（x）っt7T）forま＞0，Whence  

71（p）＝［0，1］×Sl∈USCC（［0，1】，Sl）．  

Sinceeach甲（x）isconnectedanddisthearc－1engthmetriconSl，eaChl′t（p）（x）is  

COnneCted・Toseetheuppersemi－COntinuityofγ亡（甲）atxo∈【0，1］，1etVbeanopen  

neighborhoodof7亡（p）（xo）inSl・Choose6＞Osotha七Nd（7i（p）（xo），6）⊂V・Since  

Pisu・S・C・，WehaveaneighborhoodUofxoin［0，1］suchthatp（V）＝Ux∈UP（x）⊂  

N＆（p（xo），6／2）・Foreachx∈Uandy∈7士（p）（x），thereis someyl∈p（x）such  

七ha七d（y，y／）＜f7T＋6／2・Sinced（y／，P（xo））＜∂／2，Wehaved（y，甲（xo））＜t7T＋∂．In  

cased（y，P（xo））くi7T，y∈7t（p）（To）⊂V．Otherwise，We havey′′∈SIsuchthat  

d（y，yJ／）＜∂andd（y／／，P（xo））＝i7rbeca11Sedisthearc－1engthmetriconSl．Then  
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y∈Ni（7t（p）（xo），6）⊂V．There董breeach7士（甲）isu・S・C・Thus7iswell－de負ned・The  

COntinuityof71SeaSilychecked．   

Ontheotherhand，C（［0，1】，Sl）hasthehomotopytypeofSl・HenceC（【0，1］，Sl）  

hasnot七hel・h・n・COmplementinCH（［0，1］，Sl）．ロ  

Relatedwithourresul七S，thereisthefbllowlnggeneralproblem：   

Problem．th，・d（：r（L．nt節（：i川，／Iyg（U）・e川l（：OTI（IiIi｛・川，．／言17・daw血1・（l・l［uc（）］cumpac哺c（LIi〔川  

C（X，Y）qfC（X，Y）sothat（C（X，Y），C（X，Y））isa（Q，S）一maniJbldpair．  

Note七hat C（X，Y）is an s－mani払1difXisaninfinitecompactumandYisan  

SeParablecompletelymetrizableANRwithoutisolatedpoints［Sa2］・InChapter7，  

thisProbrem underthe conditionY＝Rwillbesoleved，thatis，WeWillprove七he   

converse ofMainTheorem．  

AppENDIX  

In［Fe2］，FedorchukprovedthatCH（X，ト1，1】）Ft3QandCH（X）FSQx［0，1）fbra  

locallyconnectedinfinitecompactmetricspace．ThisresultisreducedtothecaseXis  

anon－degeneratePeanocontinuum［Fe2，Propositions2・3and2・4】・Theproofof［Fe2，  

Proposition2・3】containsagap，Wherethemapdeisde丘nedbutitisnotcontinuous  

evenifX＝［0っ1］・Befbregivingacounter－eXample，WereCallthede丘nitionofde，  

Givenxo∈X andO＜E＜1っde：CH（X，ト1っ1］）→CH（X，ト1，1］）isde丘nedas  

払1lows：  

d亡（p）＝（1一亡）甲∪（諾0）×［min（1－∈）甲（∬0），maX（1一亡）甲（∬0）＋∈ト   

Inotherwords，  

（1一亡）甲（£）  if∬≠判っ  

［min（1一亡）甲（£0），maX（1一亡）甲（£0）＋〔］if∬＝∬0．  
d亡（甲）（∬）＝  
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Counter－eXample．LetX＝［0，1］andxo＝0・Foreachn∈Nu（0），W＝1血1（！  

甲m∈CH（ズ，ト1，1］）asた）1lows：   

甲0＝ズ×（0）∪（0）×［0，喜］and  

甲m＝ズ×（0）∪（1／m）×［0，喜］払r柁＞0・  

Then甲nCOnVergeStOPo・Asiseasilyobserved，Wehave  

d∈（靴）＝方×（0）∪（0）×［0，喜（1＋亡）】a・Il（1  

d∈（中れ）＝方×（0）∪（0）×［0詞∪（1／m）×［0，封1一亡）】肋71＞（）・  

It fbllows that  

紬（d亡（甲m），d∈（甲0））＞min（喜（1t－∈），∈）brstl用・（二ieI1tlyla榔7′′，  

Whichmeansthatde（pn）doesnotconvergetode（po）．  

Oneshouldremarkthatd∈isalwayscontinuousonC（X，ト1，1］）t）（一（‥…（！t，tl．（t（W；l，ト  

uationf－f（xo）iscontinuous・WehaveusedsucharnapirlOurI，）Ⅰて）（∬（）一川1（Ⅷl血I  

theorem．  
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CHAPTER 4 

Spaces ofmulti－Valuedfunctions  

Withcompact且bers   

LetXandYbelocallyconnectedcompac七a．RecallthatUSC（X，Y）isthespace  

Ofu．s．c．multi－Valuedfunctionsp：X→Ysuchthateachp（x）iscompact，Whence  

USC（X，Y）isendowedwi七h七heHausdor丘－metricpH・Inthischapter，itisproved  

thatUSC（X，Y）isaQ－manifbldprovidedthatYhasnoisolatedpoints・  

§4．1．THESPACEUSC（X，Y）FORLOCALLYCONNECTEDCOMPACTAXANDY   

The払1lowlnglSOurmainresul七‥   

Theorem4．1．1．エe舌∬α乃dyわeJocαggy CO71meCまed compαCね．β叩pO占e〃摘まy九αβ  

moまβOJαねdpo宜雨．ア九e乃フUSC（X，y）ねαCOm卯CfQ－mα花油gd・  

SinceXislocally connectedandcompact，ithasonlyfinitelymanycomponents   

Xl，…つXn．Then，WeCanWrite   

m  

USC（X，Y）FYIIusc（Xi，Y）・  
宜＝1  
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Hence，thetheoremabovecanbededucedtothecasethatXisaPeanocontinu11m．  

WemayassumethatthemetricpHisinducedbytheconvexmetricdfbrX（cf・［Bi］，  

［Mo】）・   

WeprovethatUSC（X，Y）isanANR・ForeveryfinitecollectionAofsubsetsof  

方×y，put  

〈A）＝（p∈USC（X，Y）rp⊂UAandpnA≠¢foreveryA∈A）．   

Then，thecollection  

β＝（〈A〉1FisafinitefamilyofopensubsetsofXxY）   

isanopenbase払rUSC（X，Y）．   

Lemma4・1・1・HXandYarelocallyconnectedcompacta，thenUSC（X，Y）islocally  

co乃乃eCまe（g．   

ProqflTakep∈USC（X，Y）andletubeaneighborhoodofAinUSC（X，Y）．There  

existsafini七efamilyVofopensubsetsofXxYsuch七hatA∈〈V〉⊆u・SinceXxY  

iscompactandlocallyconnectedっthereexistsafinitefamilyEofconnectedcompact  

SubsetsofXxYsuchthatA∈〈El〉⊆〈f〉⊆〈V〉，Wherefl＝（intEIE∈f）・Since  

XxYislocal1yconnectedcompact，WemayaSSumethatUE∈EEistheunionof  

finitelymanydisjointPeanocontinuaFl，．．．，ダm．   

We claimthat〈f〉is con七ractible．Foreachi≦m，there exists acon七raction  

ri‥2Fix【0，1］→2爪suchthatr三（A）⊆ri（A）forO≦s≦士≦1，r畠＝idand  

r壬（2蔦）＝（蔦）・Forany甲∈〈E〉andi≦m，putPi＝Pn軋Wedefinethemap  

γ：（ど〉×［0フ1】→〈ど〉by  
m  

γ壬（p）＝∪γ紬）・  

壱＝1  

Itis easily seen that ris well－defined，COntinuous，rO＝id and rl（〈ど〉）＝（UE），  

whencerisacontraction・Therefbre，〈E〉iscontractible・Thus，USC（X，Y）islocally  

connected．□  

－47 －   



Proposition4・1・1・ThespaceUSC（X，Y）is anANRげX andY arelocallycon一  

花ecまedcompαCね．   

Proqf To prove that USC（X，Y）is an ANR，We aim at applying Theorem5・2・12  

in［vM2］・Sinceβisclosedunder負niteintersections，itsufBcestoprovethatevery  

COmPOnentOfanelementofβishomotopicallytrivial・Tothisendっ1etUl⊃…，thL⊂  

XxYbenonemptyandopen，andconsideracomponentCofB＝〈（th…，軋）〉．  

SinceUSC（X，Y）iscompac七andlocal1yconnected，Cispath－COnneCtedbyTheorem  

5．3・13in［vM2］・For the veri丘cation that Cis hornotopically trivial，it sufBcesto  

consideracontinuousfunction9：Sn→C，Wheren≧1・Thefunction百‥2ST’一→  

USC（X，Y）de丘nedby百（A）＝Ux∈Ag（3；）iswellqdefined・ByCorollary5・3・7in［vM2】，  

百is continuous．Itis easily seen that百is an extension of9，and百（A）∈C fbr  

everyA∈2S”’．ByProposition5．3．11in［vM2】，thercexistsacontinuousfunction  

fn：Bn＋1→2ST7′suchthatfn（x）＝〈x）fbreveryx∈Sn・Thecomposition百。  

fn：Bn＋1→Cisrequiredextensionoff．Therefbre，USC（X，Y）isanANR．□  

Recallthattheconvexmetricdisdefinedby  

d（x，y）＝inf（diamCICisconnectedandcontains（x，y））・  

Lemma4．1．2．エe壬（ズ，d）わeαCOmpαCねm．〝d宜βαCO肌e∬me打戎cク伽m班沼m叩  

ら‥XxR→2ズd頭medわyわ（∬，り＝膏d（∬，ま）五βCOm血祝仇β．   

Proof TakeE＞0，X∈X andr∈R・Letx／∈Xandr’∈Rbepointssuchthat  

d（x，X′）＜EandIrpr′l＜E・Itiseasilyobtainedthat  

膏d（£，γ）⊂βd（∬′，γ＋ど）⊂βd（∬′イ＋2ど）．  

Recallthatthemetric払r2XisinducedbytheconvexmetricdfbrX，Whichhasthe  

propertythateachtwopointsx，X’∈X canbejoinedbyanarcinXisometricto  
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thesegment［0，d（x，X’）］inR・Then，Wehave  

月d（ご′，γ′＋2E）⊂月d（膏d（∬′イ），2ど）．   

Hence，膏d（x，r）⊂Bd（雷d（x′，r／），2E）．Conversely，膏d（x／，r／）⊂Bd（膏d（x，r），2E）．Ⅰ七  

払1lowsthatdH（否d（x，r），否d（xI，rJ））＜2E．There董bre，biscontinuous．ロ  

Put  

USCF（X，Y）＝（p∈USC（X，Y）Ieachp（x）is丘nite）・   

Proposition4・1・2・USCF（X，Y）ishomotopydenseinUSC（X，Y）・   

ProqflWeconsiderthehomotopydensesubset㌔＝（F∈2XxYIcardF＜∞）in  

2XxY（【vM2］）．Thereexistsahomotopyh‥2XxYx［0，1］→2XxYsuchtha七ho＝id  

andh（2XxYx（0，1］）⊂Jt。．De鮎ethehomotopy  

H＝USC（X，Y）×［0，1］→USC（X，Y）   

by  

叫甲，り＝ ∪ 膏（∬，紬（町妬再）））×（わ・  
（∬，封）∈九（p，七）  

Then，His well－de負ned．To the contrary，We aSSume that p（H（中っt））≠X払r  

some（p，t）∈USC（X，Y）×［0，1】，Where p：X x Y→Yis the projection・Put  

E＝PH（p，h（p，t））＋pH（X，H（p，ま））／2・But Bd（h（p，t），E）doesn’t containp・This  

isacontradiction．ItbllowsbyLemma4．1．2．七ha七Hiscontinuous・Ⅰ七iseasytosee  

thatHb＝idandH（USC（X，Y）×（0，1］）⊂USCF（X，Y），aSrequired・□   

Proposition4．1．3．LeiX andY belocally connected compacta・HY hasnoiso－  

latedpoint，then the complemeniUSC（X，Y）＼USCF（X，Y）is homotopy dense  

USC（Xフy）・   

Proqf Pu七E＝diamY・SinceYislocallyconnected，WeCande丘nethe admissible  

metricdY払rYby  

dY（y，y′）＝inf（E＋1，diamCICiscontinuumcontainingyandyl）・  
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WemayassumethatpHisinducedbydY．De負nethehomotopy  

H：USC（X，Y）×［0，1］→USC（X，Y）  

by  

ガ（甲，壬）（£）＝膏dY（p（£），け   

SinceYhasnoisola七edpoint，H（USC（X，Y）×（0，1］）nUSCF（X，Y）＝＠・Hence，H  

isrequiredonc．口   

ProqfqFTheorem4．1．1．ByusingPropositions4．1，1，4・1・2and4・1・3，WeaPPlyThe－  

oreml．3．1to obtainTheorem4．1．1．□   

IncaseYisconnected，Wehavethefollowlng：   

Corollary4．1．1．エeオズあeαわcα勒comれeCねdcompαC才祝mαmdyみeα花Omdeタe乃e†Ⅶ才e  

Peα乃OCO乃血肌m．r九e7も，USC（∬，y）盲β加m紺mO叩ゐgcわ兢e戯伽r才c視みe・   

Proqf．Let dY be aconvexme七ric丘）rY・Wemayassume七ha七diamY≦1・The  

homotopyH‥USC（X，Y）×［0，1］→USC（X，Y）definedby  

ガ（甲，壬）（∬）＝ぷdy（甲（∬），f）  

isacontraction．Hence，USC（X，Y）ishomeomorphictotheHilbertcubebyTheorem  

l．3．1．ロ  
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CHAPTER 5 

Hilbert cubemanifoldcompacti丘cations  
of some function spaces 

LetGbeafinitegraph（＝1－dimensionalcompactpolyhedron）inEuclideanspace  

Rn．Anderson［An3］provedthat the homeomorphism groupH（G）ofGwiththe  

topologyinduced by the sup－metricis an s－manifbld and Sakai［Sa4］showedthat  

thetriple（H（G），HLIP（G），HPL（G））islocallyhomeomorphicto（s，∑，CT）（i・e・，itisan  

（s，∑，CT）－manifoldtriple）フWhereHLIP（G）andHPL（G）aresubgroupsofH（G）consist－  

1ngOfLipschitzhomeomorphismsandPL homeomorphisms？reSPeCtively・Byiden－  

ti＆ingeachh∈H（G）withthe graphofh，Whichis acompact setinGxG，We  

canregardH（G）asasubspaceofthehyperspaceexp（GxG）．By百（G），Wedenote  

theclosureofH（G）inexp（GxG）．Then房（G）isacompactiacationofH（G）・In  

§5．1，WeShowthat肩（G）isaQ－manihld・Infac七っwecanprovethatthequadruple  

（貢（G），H（G），HLIP（G），HPL（G））islocallyhomeomorphicto（Q，S，∑，J）（i・e・，itisa  

（Q，Sフ∑，0－）－mani丘）1dquadruple）fbrany丘nitegraphG⊂Rn・   

LetE（Ⅰ，G）be七hespaceofembeddingsoftheunitintervalI＝［0，1】intoagraph  

G⊂Rn，Wher這E（Ⅰ，G）has七hetopologyinducedbythesup－metric．In［Sa4］，itwas  

alsoshown七ha七thetriple（E（Ⅰ，G），ELIP（Ⅰ，G），EPL（Ⅰ，G））islocallyhomeomorphic  
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to（s，∑，J）（i．e．，itisan（s，∑，Cr）－manihldtriple），WhereELIP（Ⅰ，G）andEPL（Ⅰ，G）  

arethesubspacesofE（Ⅰ，G）consistingofLipschitzembeddingsandPLembeddings，  

respectively．Similarlyasabove，COnSiderE（Ⅰ，G）asasubsetofthehyperspaceexp（Ⅰ×  

G）ofnonemptycompactsetsinIxG．Nowwe don’t assumethat Giscompact，  

SOeXp（Ⅰ×G）isno七COmpaCtingeneralbutitisloca11ycompact・Thentheclosure  

雷（Ⅰ，G）ofE（ⅠフG）inexp（Ⅰ×G）isalocalcompactificationofE（Ⅰ，G）．In§5．2，We  

canalsoprovethatthequadruple（豆（Ⅰ，G），E（Ⅰ，G），ELIP（Ⅰ，G），EPL（Ⅰ，G））islocally  

homeomorphic to（Q，S，∑，0－）（i・e・，itis a（Q，Sっ∑，CT）－mani董bld quadruple）払r any  

graphG⊂Rれ．   

Ontheotherhand，itwasprovedin［BS］thatR（Ⅰ）ishomeomorphictos，Where  

R（Ⅰ）be七hespace ofre七ractions f‥Ⅰ→Iendowedwith七hesup－metric・Wealso  

giveanaturalcompactification京（Ⅰ）ofR（Ⅰ）asaclosureofR（Ⅰ）inthehyperspace  

exp（Ⅰ×Ⅰ）．In§5．3，WeWillshow七hat（豆（Ⅰ），R（Ⅰ））FS（Q，S）．  

§5．1．A HILBERTCUBECOMPACTIFICATIONOFH∂（Ⅰ）   

WedenoteH∂（Ⅰ）＝（h∈H（Ⅰ）‡h［aI＝id），哨IP（Ⅰ）＝HLIP（Ⅰ）nH∂（Ⅰ），H冨L（Ⅰ）＝  

HPL（Ⅰ）nH∂（Ⅰ），and豆∂（Ⅰ）istheclosure ofH∂（Ⅰ）．Inthis section，WePrOVethe  

払1lowlng：   

Theorem5．1．1．The quadruple（肩（G），H（G），HLIP（G），HPL（G））islocallyhomeo－  

mo叩九宜cね（Q，β，∑，J）召．eリ豆ままβα（Qっβ，∑，可－mα乃的Jd押αか叩geノかα叩。紬如  

gγ叩んG⊂取れ・  

Bytheargumentsin［An3］（cf・［Sa4】），払ranyfinitegraphG，thereexistsacompact  

polyhedronKsuchthatH（G）FdH∂（Ⅰ）×K・By七he＄amehomeomorphism，Wehave  

HLIP（G）FY疇IP（Ⅰ）×KandHPL（G）F3HSL（Ⅰ）×K・Asiseasilyobserved，this  
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homeomorphismcanbeextendtoH（G）FdH∂（Ⅰ）×K・Consequently，  

（百（G），H（G），HLIP（G），HPL（G））母  

（百∂（Ⅰ）×∬，H∂（Ⅰ）×∬，H5IP（Ⅰ）×∬，H冨L（Ⅰ）×∬）．   

Since（QxL，SXL，∑×L，CTXL）F3（Q，S，∑，0－）hranycompactcontractiblepolyhedron  

L，Theorem5．1．1isreducedtothefbllowlngtheorem：   

Theorem5・1・2・（豆∂（Ⅰ），H∂（Ⅰ），HきIP（Ⅰ），哨L（Ⅰ））FY（Q，S，∑，0－）・  

Moreover，thiscanbereducedtothefollowlng：   

Theorem5．1．3．（豆∂（Ⅰ），H∂（Ⅰ））Fd（Q，S）．   

Infact，（H∂（Ⅰ），HきIP（Ⅰ），HSL（Ⅰ））Ft；（s，∑，0・）by［Sa4，Theorem3】．Ontheother  

hand，（百∂（Ⅰ），H∂（Ⅰ），HきIP（Ⅰ））；3（Q，S，∑）by［Chl，Lemma4．3］andTheorem5．1．3．  

Thenwecanapply［CDM，Theorem2・4］toob七ainTheorem5．1．2．   

Thus，tOObtainTheorem5・1■1，itsufRcestoproveTheorem5．1．3．   

PutUSC（Ⅰ）＝USC（Ⅰ，Ⅰ）andUSCC（Ⅰ）＝USCC（Ⅰ，Ⅰ）．Ⅰ七hllowsthat百∂（Ⅰ）⊂  

USCC（Ⅰ）・Identi秒ingeachp∈USC（Ⅰ）withthegraphofp，WeregardUSC（Ⅰ）asthe  

subspaceofexp（Ⅰ2）as壬bllows：  

USC（Ⅰ）＝〈p∈exp（Ⅰ2）1pl（p）＝Ⅰ），   

wherepl：Ⅰ2→Iistheprojectionontothefirstfactor．   

Lemma5・1・1・エef甲∈貢∂（Ⅰ）α花d（∬1，仇），（∬2，封2）∈p⊂Ⅰ2．r九em∬1＜ご2宜mp拓慧  

ylく封2・九0兢eγWOγdβ7maX甲（∬1）くmin甲（∬2）舟r∬1＜諾2．   

Proqf Wehaveasequencehn∈H∂（Ⅰ），n∈Nっwhichconvergestolβinexp（Ⅰ2）．Then  

wecanchoose（x㌘フy？）∈hnsothatlimn→∞（x㌢，y㌘）＝（xi，yi）っi＝1，2．Assumethat  

Xl＜x2・Thenギ＜埠fbrsufRcientlylargen∈N，Whence膵＝hn（埠）＜hn（堵）＝  

膵Sincehnisincreaslng・Therefbreyl＝1imn→∞yTく1imn→∞膵＝y2・□  
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Lemma5．1．2．Theree£istsahomotopy7：京∂（Ⅰ）×［0，11→H∂（Ⅰ）suchthaまrYo＝id  

α几d7士（豆∂（Ⅰ））⊂H∂（Ⅰ）か壬＞0フ乃αmeg封京∂（Ⅰ）＼H∂（Ⅰ）戎5gOCαggy加mo軸ym軍軸舶  

玩扁∂（Ⅰ）．   

Proqf Wede丘nethehomotopy7‥Ⅰ2×［0，1］→Ⅰ2ashllows：  

7七（∬っ封）＝（ト喜）（笹牒）＋喜（封，£）＝（（1一書）諾＋如，（ト喜）封＋喜∬）・   

Bythesamenotation7，Wedenotethehomotopy7‥eXP（Ⅰ2）×［0，1］→eXp（Ⅰ2）induced  

bytheabove7，七hatis，7七（p）＝（7t（r，y）l（x，y）∈甲）．Foreach甲∈貢∂（Ⅰ），Pis  

compactandconnectedsetinI2whichcontainsthepoints（0，0），（1，1），hence7士（p）  

is alsosuchasetinI2．Therefbre′γt（p）：Ⅰ→Iis au．s．c．mul七i－Valued function・  

Since70＝idexp（Ⅰ2）っtherestrictionof7WOuldbethedesiredhomotopyifwecould  

provethatγ七（甲）‥Ⅰ→Iisabijectivesingle－Valuedfunc七ion払rま＞Oandp∈茸∂（Ⅰ）．  

Infact，thismeans′†t（p）∈H∂（Ⅰ）since七hecontinuityofasasingle－Ⅴaluedfunction  

COmeS丘omtheuppersemi－COntinuityofasamulti－Valued軋nction・   

Now丘Ⅹ0＜亡く1and甲∈豆∂（Ⅰ）．Let（xl，yl），（x2，y2）∈7t（甲）⊂Ⅰ2．ItsufRcesto  

Showthatニrl＝X2ifandonlyifyl＝y2．Wecanwrite  

£1＝（1一書）α1十喜わい仇＝（1一書）む1＋喜α1；  

£2＝（1一書）α2＋喜わ2っγ2＝（1一書）ら2＋喜α2，  

where（ai，bi）∈p，i＝1，2・Assume：rl＝X2フthatis，  

（1一書）α1＋喜わ1＝（1一書）α2＋喜わ2・   

Sincel一書＞Oand喜＞0，ifal＜a2thenbl＞b2andifal＞a2thenbl＜b2，  

Which are contradictions by Lemma5．1．1．Thus we have al＝a2．Thenit fbllows  

that（al，bl）＝（a2，b2），henceyl＝y2・Similarlywecansee七he converse，thatis，  

仇＝馳implies∬1＝ご2・ロ  
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Remark．Intheaboveproof，Observetha七7七（p）∈H∂（Ⅰ）ift＞Oandp∈USCC（Ⅰ）  

satisfies the condition：  

（b）0∈p（0），1∈p（1），maXP（Tl）くmin～β（x2）ifxl＜x2・   

Thenitfbllowsthat  

豆∂（Ⅰ）＝〈p∈USCC（Ⅰ）Ipsatis鮎s（b））・  

Oneshouldalsonotethatγ1（p）＝idIforallp∈豆∂（Ⅰ），hence百∂（Ⅰ）iscontractible・  

Indeed，SinceH∂（Ⅰ）母β，itiseasytoverifythat貢∂（Ⅰ）isanARandhasthedi扇Oin七  

cells property，hence豆∂（Ⅰ）Fd Q byToruhczykフs characterizationofQ（Theorem  

l．3・1）．   

Now，WeShallproveTheorem5．1．3．   

ProqFofTheorem5．1．3．Asobservedintheabove，Brstnote七hatii∂（Ⅰ）Ft；Q．Since  

H∂（Ⅰ）iscompletelymetrizable，百∂（Ⅰ）＼H∂（Ⅰ）isan鳥－Set，henceaZg－Setin百∂（Ⅰ）  

byLemma5．1．2．Thusitremainstoprovethat百∂（Ⅰ）＼H∂（Ⅰ）satisfiesthecondition  

（♭）ofTheoreml．3．1in豆∂（Ⅰ），WhencewehavetheresultbyTheoreml．3．1．   

Let（A，B）beapairofcompactain百∂（Ⅰ）suchthatBnH∂（Ⅰ）＝¢，andE＞0．  

Defineamapα：A→【0，1］byα（p）＝喜min（1，E，PH（p，B））・ByusingLemma  

5．1．1っwecande丘neamapf：A→豆∂（Ⅰ）such七ha七f（A＼B）⊂H∂（Ⅰ），ftB＝id  

and pH（f（甲），P）＜α（p）fbr eachp∈A＼B・SinceH∂（Ⅰ）矢ゴβ［An3］andA＼B  

iscompletelymetrizable，Wehaveaclosedembeddingg：A＼B→H∂（Ⅰ）suchthat  

pH（9（p），f（p））＜α（p）foreachp∈A＼B・Nowwede丘neh‥A＼B→頁∂（Ⅰ）＼H∂（Ⅰ）  

as払1lows：  

〔1一α（甲），1】  ifご＝1，  

（1－α（p））g（p）（x）otherwise．  〈  
ん（p）（∬）＝  

Asiseasilyobserved，hiscontinuousandinjective・Foreachp∈A＼B，  

紬（九（甲），甲）く囲（九（甲）ブタ（甲））＋細（タ（甲），J（甲））＋紬げ（甲），甲）  

＜α（甲）＋α（甲）＋α（甲）＝3α（甲）＝min（ど，紬（甲っβ））・  
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Hencewecanextendhtothemaph：A→膏∂（Ⅰ）byhlB＝id，WhichisE－Closeto  

id．SincepH（p，h（p））＜pH（p，B）foreachp∈A＼B，h（A＼B）＝h（A＼B）does  

notmeeth（B），Whichimpliesthathisiqjective．ThenhisanembeddingsinceAis  

COmPaCt．□   

Remark．LetC（Ⅰ，Ⅰ）bethespaceof（continuous）mapsofI七oitselfandMb（Ⅰ）bethe  

spaceMb（Ⅰ）ofmonotonemapsf：Ⅰ→Iwithf（0）＝Oandf（1）＝1・Theclosureof  

H∂（Ⅰ）inC（Ⅰ，Ⅰ）isthespaceMo（Ⅰ），thatis，Mo（Ⅰ）＝百∂（Ⅰ）nC（Ⅰ，Ⅰ）・Itisshownthat  

Mo（Ⅰ）穴ゴβ［Gel］．Intheaboveproof，Observethath（A＼B）⊂豆∂（Ⅰ）＼Mb（Ⅰ）・For  

anypair（A，B）ofcompacta扇∂（Ⅰ）suchtha七BnMb（Ⅰ）＝軋and払ranyE＞0，We  

haveanembeddingh：A→M。（Ⅰ）suchthathisE－ClosetoidandhLB＝id．Thuswe  

obtain（豆∂（Ⅰ），几恥（Ⅰ））母（Q，β）・  

§5．2．AQ－MANIFOLDLOCALCOMPACTIFICATIONOFE（Ⅰ，X）  

Inthissection，WeShowthefbllowlng：   

Theorem5．2．1．Thequadruple（百（Ⅰ，G），E（Ⅰ，G），EuP（Ⅰ，G），EPL（Ⅰ，G））islocalty  

加meom叩九まcわ（Q，β，∑っげ）「豆．eリ五f豆βα（Q，5，∑，叶mα花押d押αか叩Jeノかα明  

タr叩九G⊂R几－   

Thisisacorollaryofthefbllowing：   

Theorem5・2・2．エe土方みeαgOCαJgycompαCまJ－d戎me陀如乃αJAⅣ毘wま摘花0由ogαねd  

poれねα乃dαJocαgg封CO几γe∬me汁豆cdク如才戎β，eαCんpo戎乃古材ガ九αβα乃細胞γ加od打  

βαま豆励如〃ほ榊Jow宜乃夕C椚適証わ軋  

（＊）かeαCた£，慰∈打，兢eγe乞βZ∈打β祝C九血壬d（£フZ）＝d（弘之）＝d（ごっ扇／2・  
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r九e㍑兢e叩αか叩ge（豆（Ⅰ，X），E（Ⅰ，X），ELIP（Ⅰ，ズ），EPL（Ⅰ，ズ））五5gOCαggγ加meom叩九五c  

わ（Q，β，∑，伊）召．e．′恵ま豆5α（Qっβ，∑，叶mαm的gd叩αdr叩geノ・  

Hereitisnaturallydefinedthatamapf：Ⅰ→XisPL（see［Sa4，p．1173］）・  

Proqf．Similarlyto［Sa4，Theorem4＝］，Theorem5・2・2canbereduced七OthecaseX  

isadendrite（＝1－dimensionalcompactAR）withaconvexmctricd・Let b（X）＝  

X2＼△X，Where△XisthediagonalofX2，andletβ：E（Ⅰ，X）→b（X）be七hemap  

definedbyβ（h）＝（h（0），h（1））．Intheproofof［Sa4，Theorem5】，WeCOnStruCteda  

homeomorphismp：E（Ⅰ，X）→b（X）×H∂（Ⅰ）suchthatprb（X）OP＝β，P（ELIP（Ⅰ，X））＝  

b（X）×HきIP（Ⅰ）andp（EPL（Ⅰ，X））＝b（X）×耶L（Ⅰ），Ⅰ七iseasytoseethatpcanbe  

extendtothehomeomorphism申‥豆（Ⅰ，X）→b（X）×貢∂（Ⅰ）．Thercfbrewehavc  

（豆（Ⅰ，ズ），E（Ⅰ，∬），ELIP（Ⅰ，ズ），EPL（Ⅰ，∬））母  

（わ（ガ）×貢∂（Ⅰ），み（ズ）×H∂（Ⅰ），わ（方）×H畠IP（Ⅰ），む（方）×H冒TJ（Ⅰ））・  

Sinceb（X）isaloca11ycompactANR，theabovequadrupleislocal1yhomcomorphic  

to（Q，β，∑⊃可・□   

Remark．Itisknownthat百（P）RjQ払r七hepseudoTarCP［Kaw］・HowcvcrH（P）≠s・  

Infac七っH（P）containsnonon－degeneratecontinua［Le］・   

Thecorrespondingresul七fbrthespaceC（X，Ⅰ）ofalocallyconnec七cdin且nitecom－  

PaCtumXtotheintervalIhasbeenobtainedinChapter3・However，aSisshownin  

Example3・2・2，theintervalIinthisresultcanno七bereplacedbythecircleSl，that  

is，七hecorrespondingresultforthespaceC（X，Sl）doesno七holdevenifX＝Ⅰ．Onc  

shouldnotethatTheorem5．2．1istheresultcontainingthespaceE（Ⅰ，Sl）．  
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§5．3．A HILBERTCUBECOMPACTIFICATIONOFR（Ⅰ）   

Inthissection，WePrOVethefo1lowlng：   

Theorem5．3．1．（豆（Ⅰ），R（Ⅰ））母（Q，S）・  

Weidenti＆each甲∈USCC（Ⅰ，Ⅰ）withitsgraphGr（p）⊂Ⅰ×Ⅰ，andassumethat  

the丘rst andsecondfactorofthe productIxIto bethe domainandthe range of   

P，reSPeCtively．Letplandp2：Ⅰ×Ⅰ→IbetheprojectionontotheArs七andsecond  

factor，reSPeCtively．Definemapsa，b‥eXp（Ⅰ2）→［0，1］by  

a（p）＝minp2（p），b（p）＝maXP2（p）・   

Observethat画［a（p），b（p）］＝id払reveryp∈R（Ⅰ）・Moreover，put  

P＝（p∈USCC（ⅠっⅠ）f a（p）≠b（p）⇒画（a（p），b（p））＝id）．   

Then，nOte that豆（Ⅰ）⊂P．In fact，Pis closedinUSCC（Ⅰ，Ⅰ），R（Ⅰ）⊂P and  

USCC（Ⅰ，Ⅰ）isclosedinexp（Ⅰ2）．   

For宜∈（0，1），put  

USCCi（Ⅰ，Ⅰ）＝（p∈USCC（ⅠっⅠ）li∈p（1－i）），  

C乞（Ⅰ，Ⅰ）＝C（Ⅰ，Ⅰ）nUSCC宜（Ⅰ，Ⅰ）．   

Forany甲∈USCCi（Ⅰ，Ⅰ）andE＞0，SimilarlytoTheorernl．9in［Fe2］，WeCantake  

amapf∈Ci（Ⅰ，Ⅰ）suchthatdH（甲，f）＜Eandf（1）＝0，tha七isっthesubsetCi（I，Ⅰ）  

isdenseinUSCCi（Ⅰ，Ⅰ）．BythesamemethodasLemma3．1．1and3．1．2，WeCa  

COnStruCtahomotopyGi‥USCCi（Ⅰ，Ⅰ）×【0，1］→USCCi（Ⅰ，Ⅰ）suchthatG呂＝idand  

G圭（USCCi（Ⅰ，Ⅰ））⊂Ci（I，Ⅰ）払reacht＞0．   

Eachp∈USCC（【a，b］，［cっd］）islinearlytransfbrredtotheelementofUSCC（Ⅰ，I）  

bythefunctionTE㌶：USCC（［a，b］，［c，d］）→USCC（Ⅰ，Ⅰ），thatis，  

鴫矩）＝〈（話‡っ㌍：）l（ごっ封）∈甲〉・  
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TheinverseofTE㌶isdenotedbyT‾1㍑：USCC（Ⅰ，Ⅰ）→USCC（［a，b］，［c，d］）・   

Thesefunctionswillbeusedinthefbllowlnglemma・   

Lemma5．3．1．ThereexistsahomotopyF：Px［0，1］→Psuchthaifb＝idand  

香（P）⊂R（Ⅰ）わγ壬＞0．   

Proqf First，WeWilldefineahomotopyH：Px［0，1］→PsuchthatHo＝idand  

ガ亡（P）⊂（甲∈アIp2（甲）∩（0フ1）＝¢orα（甲）＝あ（少））・  

Foreachp∈Pandeachi∈［0，1］，putnumbers  

α七（甲）＝（ト言）α（甲）＋言嘲  

柚）＝（ト言賄）＋喜α（甲），  

anddefinearetractionr（p，七）：Ⅰ→Iby  

α七（甲）ify∈【0，α七（甲）］，  

y  ify∈［α壬（甲）っわ七（甲）］，  

あt（甲）ify∈［み壬（甲），1ト  

γ（p，t）（y）＝  

fbreveryy∈Ⅰ・ThehomotopyH‥Px［0，1］→Pisdefinedby  

筏（甲）（ご）＝γ（再）（甲（∬））⊂Ⅰ  

払reveryp∈P，壬∈［0，1］andx∈Ⅰ・Observetha七月壱（p）＝Pforeachま∈［0，1］and  

eachp∈Psuchthata（p）＝b（p）．   

Next，byusingthehomotopyGi，WeaPprOXimatemulti－ValuedfunctionsHt（甲）by  

（single－Valued）continuo11SmaPS・Let  

エ壬（甲）＝（T‾瑞盈㌍）】 。鍔。鴫盈㍍）り（瑚刷0，α士（甲）］）⊂Ⅰ2and  

Rま（甲）＝（T‾籠紋㌍）］。G壬。咤～甜刷 ）（鞘紳士励1】）⊂Ⅰ2  
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払revery壬∈（0，1】and正）reVery甲∈Psuchtha七a（甲）≠b（甲）・Nowwedefinethe  

desiredhomotopyF：Px［0，1〕→Pasfbllows‥   

）瑚），  

瑚＝〈≡t（甲）∪叫（甲），刷∪柚）慧霊書  
ProqfqFTheorem5．3．1．SincePisclosedinexp（Ⅰ2），itfbllowsたomLemma5・3・1  

that豆（I）＝P．BecauseR（Ⅰ）ishomo七OPyCO－negligiblein豆（Ⅰ）（Lemma5・3・1）and  

R（Ⅰ）穴ゴ5（［BS］），WeCaneaSilyverifythat京（Ⅰ）isanARandhasthedisjointcells  

property，hence豆（Ⅰ）FdQbyToru丘czyk，scharacterizationofQ（Theoreml・3・1）・For  

conveniencesake，Weidenti＆豆（I）withQ，andassumeR（Ⅰ）⊂Q・Itiseasilyseenby  

Lemma5．3．1thatQ＼R（Ⅰ）isaZg－SetinQ・   

WewillprovethatR（Ⅰ）satisfiesthecondition（＊）・Letα：A→［0，1］bethemap  

definedbyα（p）＝喜min〈E，dH（甲，B））・ByusingLemma5・3・1，WeCandefineamap  

f：A→Qsuchthatf（A＼B）⊂R（Ⅰ），ffB＝idanddH（f（p），甲）＜α（p）foreach  

p∈A＼B・SinceR（Ⅰ）穴ゴ5㌢andA＼Biscompletelyme七rizable，Wehaveaclosed  

embedding9‥A＼B→R（Ⅰ）suchthatdH（9（p），f（p））＜α（p）fbreach甲∈A＼B・We  

mayassumethatg（A）doesn，tintersectthesubset Rc（Ⅰ）consistingofallconstant  

mapsbecauseRc（Ⅰ）FtIisacompactsubsetofR（Ⅰ）Ft3S，WhenceitisaZ－SetinR（Ⅰ）・  

Nowwedefineh：A＼B→Q＼R（Ⅰ）as壬bllows：  

［由）（£），min（ゐ（甲）っg（甲）（£）＋α（甲））］if£＝α（や），  
9（p）（x）  otherwise  〈  

ん（甲）（∬）＝  

（recallthata（p）＝minUx∈IP（x）andb（甲）＝maXU。∈IP（x））・Asiseasilyobserved，  

hiscontinuousandinjec七ive・Foreachp∈A＼B，  

dH（九（甲），甲）く壷（九（甲），タ（甲））宛（タ（甲），′（甲））＋dHげ（甲），甲）  

＜α（甲）＋α（甲）＋α（甲）＝3α（甲）≦dH（甲，月）・  

Hencewecanextendhtothemaph‥A→QbyhLB＝id．SincedH（p，h（p））＜  

dH（甲，B）foreachp∈A＼B，h（A＼B）＝h（A＼B）doesnotmeeth（B）・Thenit  
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fbllowsthathislqjective，WhenceitisanembeddingsinceAiscompact．Thuswe  

havethedesiredembeddingh・ByTheoreml・3・2）Wehavetheresult・□  
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CHAPTER 6 

Spacesofmulti－Valuedfunctionsonmetricspaces   

ThischapterisdevotedtostudythespaceUSCCB（X）notonlyinthecaseXis  

COmPaCtbutalsointhecaseXisnon－COmpaCt．   

Fedorchuk［Fel，2］provedthatifXisanin丘nitelocallyconnectedcompactmetric  

SpaCe then USCC（X，Ⅰ）ishomeomorphic to the Hilbert cube Q and USCC（X）F5  

Q＼（0）（FdQx【0，1））（cf・Chapter3）・In§6■1，WeprOVetheconverseofthisresult・  

Inparticular，underthecondi七ionXiscompact，USCC（X）isclosedin2XxIRifand  

OnlyifXislocallyconnected・Itisworthwhileconsideringwhe七her七heconditionX  

is compact canbe deleted．Bu七っthisisnot the case．In§6．2，Wegive a necessary  

andsu氏cientcondi七ion董braspaceXinorderthatUSCCB（X）isclosedsetof2Xx  

WealsogiveanecessaryandsufBcientconditioninorderthatUSCCB（X）isanAR  

（§6．3）．  

§6．1．THECONVERSEOFFEDORCHUK，sRESULT  

The払1lowlnglSOurmainresultinthissection：  
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Theorem6．1．1．j屯rαme行宮c叩αCeズ′兢eカgわび戌喝αγee叩戎γαge花子ご   

（a）USCC（ズ，Ⅰ）母Q；  

（b）USCCB（X）FSQ＼（0）（FYQx［0，1））；   

（c）方まβわポ乃宮古eクJocαggyCO花乃eCねdα乃dcompαCま・   

To proveTheorem6．1．1，WeShowthefbllowlng：   

Proposition6・1・1・PbralocallycompactmeiricspaceX，USCCB（X，Ⅰ）is closed  

玩2ズ×Ⅰ如乃do埴げX夏βgOCαggyCO乃乃eCまed．   

Proqf The“if”partisprovedin［Fe2］・   

To see the“onlyif”part，aSSume that Xis notlocally connected．Then some   

Xo∈Xhasacompac七neighborhoodBosuchthatanyneighborhoodof二ro COntained  

inBoisnotconnected．Let6＝d（xo，X＼Bo）＞0．Thenwehavedi房Ointnon－emPty  

ClosedsetsAlandBlinXsuchtha七Bo＝AlUBl，d（xo，Al）＜2‾16andxo∈Bl．  

Infac七，SinceBoiscompact，theintersectionofclopensetsinBocontainlngXoisthe  

COmPOnentOfBo，Whichisnotaneighborhoodofニro．ThenwehaveaclopensetBlin  

Boandxl∈Bo＼BIWithd（xo，Xl）＜2M16，WhenceAl＝Bo＼BlandBISatisfythe  

COndition．Usingthesameargumentinductively，Wehavedisjointnon－emptyClosed  

SetS An andBninX，n∈N，SuChthat Bn－1＝AnuBn，d（xo，An）＜2‾n6and  

Xo∈Bn．Foreachn∈N，1et   

れ  

中れ＝UA宜×（0）∪駄×（1）∪（ズ＼i叫㌃軌）×Ⅰ∈USCCβ（考Ⅰ）・  

乞＝1   

Notethatpn（intxBo）＝（0，1）．Since2BoxI＝ eXp（BoxI）iscompact，（pnIBo）n∈N  

hasasubsequence（鞠牒0）i∈NCOnVergingtosome～β′∈2BoxI．Then（pni）i∈NCOn－  

vergestop＝〆∪（X＼intxBo）×Iin2XxI．since（xo，0）∈pn払ralln∈Nっwe  

have（xo，0）∈p．Foreachn∈N，Choosexn∈Ansothatd（xn，Xo）＜2‾n6．Since  

p（（xo，1），（xn，1））＜2‾n6and（xn，1）∈pn，Wehave（xo，1）∈p・However（xo，喜）締  
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becauseBox（0，1）npn＝¢払ranyn∈N．Thismeansthatpn（xo）×Ⅰ（i．e．，P（xo））  

isnotconnected，hencep¢USCCB（X，I）．Thisisacontradiction・□  

ForaspaceX，thereexiststhenaturalclosedembeddingix‥X→USCCB（X，Ⅰ）  

de負ned as fbllows：  

抜（∬）＝ズ×（0）∪（∬）×Ⅰ⊂ズ×Ⅰ払reach霊∈ズ，  

Whenceeachix（x）∈USCCB（X，Ⅰ）isdefinedby  

（0）汀y≠∬，  
抜（∬）（封）＝   

if封＝∬．  

ObservethatpH（ix（x），ix（x′））＝d（x，X′）ifd（x，X／）＜1，henceixislocallyisometric．  

Itiseasytoseethatix（X）isclosedinUSCCB（X，Ⅰ）．   

ProqfqfTheor℃m6・1・1・Theimplications（c）⇒（a）and（c）⇒（b）aretheFedorchuk，s  

result【Fel，2】（cf・AppendixinChapter3）・   

（a）⇒（c）：Byusing七heembeddingixabove，XcanbeembeddedinUSCCB（X，Ⅰ）  

as aclosedset，hence Xis compact．By Proposition6．1．1above，Xislocallycon－  

nected．IfXisasingle七On，thespaceUSCCB（X，Ⅰ）ishomeomorphictothehyper－  

spaceofsubcontinua（i．e．，Closedsubintervals）ofI，SOUSCCB（X，Ⅰ）F3Ⅰ2（cf．［Du，  

§3］）．Hence，ifXis丘ni七ethenUSCCB（X，Ⅰ）FYI2n，Wherenisthenumberofpoints  

OfX．Therefbre，Xmus七bein丘nite．   

（b）⇒（c）：SinceUSCCB（X）islocallycompact，Po＝Xx（0）∈USCCB（X）hasa  

compactneighborhoodNinUSCCB（X）・Choose6＞Osothateveryp∈USCCB（X）  

wi七hpH（p，Po）＜6belongstoN・Then，USCC（X，［0，6］）⊂NandUSCC（X，［0，6］）is  

ClosedinUSCCB（X）．HenceフUSCC（X，Ⅰ）Ft；USCC（X，［0，∂】）iscompact・Asseenin  

theabove，it丘）1lowstha七Xiscompactandlocallyconnected・Since  

USCCB（X）＝USCC（X）母USCC（X，（0，1））⊂USCC（X，Ⅰ），  
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USCC（X，Ⅰ）isinfinite－dimensional，WhichimpliesthatXisinfinite・□  

ByCB（X），Wedeno七etheBanachspaceofboundedcontinuousreal－Valuedfunc－  

tionsofX withthesup－nOrmandlet C（X，Ⅰ）＝（f∈CB（X）［f（X）⊂Ⅰ）・Aト  

thoughCB（X）⊂USCCB（X）assets，theBanachspaceCB（X）isnotasubspaceof  

USCCB（X）incaseXisnon－COmPaCt（cf．［FK，Remark3・6］andSupplement）・In  

Chapter8，i七isalsoshown七hatifXislocallyconnectedandhasnoisolatedpoints  

thentheclosuresofC（X，Ⅰ）andCB（X）in2XxIareuscc（X，Ⅰ）andUSCCB（X），  

respectively・Incase Xislocallycompact）the converse also holds by Proposition  

6．1．1above．   

Corollary6．1．1．PbralocallycompactmetricspaceX，  

c12XxZC（X，Ⅰ）＝USCC（X，Ⅰ）and／or c12Xx且CB（X）＝USCCB（X）   

げαmdo†乙gyげズまβgOCαJgyco7も乃eCまedαmd九αβ乃0まβOgαfedpo豆雨・□  

§6．2．THECLOSEDNESSOFUSCC（X）IN2Xx腿   

LetX＝（X，d）beaspace・Throughoutthechapterっweusethenota七ion  

βg（β，ど）＝ズ＼βd（且，E）   

fbrE⊂X．IncaseE＝（x），WeuSeBf（x，E）＝Bf（E，E）・Themainresultinthis  

sectionisthe fbllowlng：   

Proposition6・2・1・Thefbllowingstatementsareequivalent・  

（1）USCC（X）isclosedin2Xx汲  

（2）拘rα喝ど＞0，α叩∬∈ズα犯dα乃yβe押e乃Ce（軌）是1qfcJope㍑β祝むβeねま花  

房。（∬，ど）血統叶‰声）→0α乃d∬¢駄かαggmフ伽呵脚Ce（月締っど）∪  

駄‡畏10γ（郎（∬，ど）∪（β拍，ど）＼軋））芝1血eβ乃クまco乃γe7耶豆乃2ズ・  
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Proqf Toprove（1）⇒（2），aSSumethatthereexistE＞0，Xo∈Xandasequence  

〈En）芝1COnSistingofclopensubsetsof否d（xo，ど）suchthatd（En，Xo）→0，Xo¢En  

肋allれ，月g（恥ど）∪軌→且in2ズand郎（恥ど）∪（否d（∬0，ど）＼且m）→ダin2ズ・  

Observethatxo∈EnFandEuF＝X．Foreachn∈N，definepn∈USCC（X）by  

継†デフ1］  

Then，Pn→P∈USC（X），Where  

ifご¢月d（恥ど），  

ifご∈βズ（称ど）＼且m  

if£∈βズ（恥ど）∩且れ・  

【0，1】if∬¢βズ（∬0，ど），  

† （ 

if∬∈ダ＼且，  

ifこr∈属＼ダ，  
甲（ご）＝  

し0，1）if£∈且∩ダ∩βズ（恥ど）・   

Thenっp¢USCC（X）．Thiscon七radictsto（1）・   

For（2）⇒（1），SuPpOSethatUSCC（X）isnotclosedin2XxR・Thereexistp∈  

2Xx股＼USCC（X）and（pn）芸＝1⊂USCC（X）suchthatpn→P・Wemayassume  

thatp∈USC（X）＼USCC（X）sinceUSC（X）isclosedin2XxR・Wecantakex∈X  

suchthatp（x）isnotconnected，Whencewecantakeanon－degenerateclosedinterval  

［s，壬］⊂RandE＞Osuchthat（膏d（x，E）×［s，i］）∩甲＝¢，（－∞，S］np（x）≠¢and  

［i，∞）np（x）≠＠・Withoutlossofgenerality，WemayaSSumethatpn（x）⊂［t，∞）and  

恥（膏d（∬，ど））∩（膏d（∬，ど）×【β，印＝¢払rallm・  

Put   

且＝p（膏d（£，ど）×ト∞，β】∩甲），  

ダ＝p（膏d（ご，ど）×［壬，∞）np），   

駄＝p（膏d（∬，ど）×（－∞フβ】∩甲m），   

j㌔＝p（膏d（£，E）×［ち∞）∩甲m），  
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Wherep：XxR→XistheproJeCtion・Observetha七Enand凡aredi房0intclopen  

subsetsin否d（xっE），andthatユニ¢En，Enu乱＝否d（x，ど）払reachn．Then，We  

haveBf（x，E）uEn→Bf（T，ど）uEandBf（x，E）ufL→Bf（x，E）uF．Thisisa  

contradiction．□  

IncaseXislocal1yconnected，Xsatisfiesthecondition（2）．Infact，ifx∈Xhasa  

COnneCtedneighborhoodcontainedin膏x（x，E），thereisnosequence（En）asin（2）．  

Henceっwehavethe払1lowlng：   

Corollary6・2・1・HXislocallyconnecied，ihenUSCC（X）isclosedin2XxR．□  

ButtheconverseofCorollary2isnottrue．Forexample，1et  

ん＝（（ま，りm）∈R2l才∈［1／乃」］）乃∈凡  

ThesetXo＝（（0，0））リリ芝1Llisendowedwiththemetricde丘nedby  

匝－∬′lif（（諾，封），（∬′，y′））⊂ん払rsomen，  

T＋x／ifotherwise．  
d（（ご，封），（ご′，封′））＝  

Then，Xoisno七locallyconnected・However，SinceXo satisaesthecondition（2）of  

Proposition6．2．1，USCC（Xo）isclosedin2XoxR  

§6・3．THECONDITIONTHATUSCCB（X）ISANAR   

LetX＝（X，d）beacomple七emetricspace・Inthissection，aSWeSaWintheabove，  

WeWillgiveanecessaryandsufBcientconditioninorderthatUSCCB（X）isanAR・   

Forafini七esubsetf⊂USCC（X），themulti－Valuedfunctionconv（f）：X→Ris  

definedby  

conv（f）（x）＝［minUp（x），maXUp（x）］  
甲∈ア  p∈ア  
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fbreachx∈X・Then，itiseasytoseethatconv（f）∈USCC（X）．   

Weconsiderthefo1lowlngCOndition：  

（＊）払reveryE＞Oandeveryp∈USCC（X）thereexists6（E，P）＞Osuchthat  

PH（f，P）＜6（E，P）andpH（g，P）＜6（E，P）implyconv（f，9）⊂Bp（p，E）払rany  

∫，タ∈USCC（ズ）．   

Itiseasilyseenthatthecondition（＊）isequivalenttothe丘）1lowing：   

（＊）’払reveryE＞Othereexistsalocallyfini七eopencoveru（E）ofUSCC（X）such  

thatconv（f，g）⊂Bp（f，E）払reveryp∈USCC（X）andf，g∈St（p，u（E））．   

Intheabovestatements，Observetha七COnV（f，9）⊂Bp（f，E）ifandonlyif  

紬（conv（J，タ），J）＜ど．   

Foreveryp，4，∈USCCB（X），壬∈［0，1］っdefinethemulti－Valuedfunctions壬pand  

甲＋ゆasfbllows：  

毎（霊）＝（か∈温け∈甲（∬）），  

（甲＋ゆ）（∬）＝（γ＋β∈Rlγ∈甲（ご）フβ∈ゆ（諾））・  

Itis easyto seethat毎，P＋4，∈USCCB（X）．One shouldremarkthat the map  

USCCB（X）×USCCB（X）∋（p，4，）トナP＋4）∈USCCB（X）isnotcontinuous   

Lemma6．3．1．fbreachn∈Nandeachsubset（pl，・・・，恥）⊂USCCB（X），themap  

た：【0，畔→USCCβ（茸）d綿花edあy（ま1，‥・ん）卜→ま1甲1十…＋f几恥由co乃血祝仇5・   

Proqf Byl・JH，WedenotetheHausdor仔metricon2汲inducedbytheusualmetric・   

Firstweprovethecasen＝1．Takeanyp∈USCCB（X）・Sincepisbounded，  

thereexistsM＞Osuch七hatsup。∈XmaX（lrl＞Olr∈p（x））＜M・Chooseany  

E＞Oandanyconvergen七SequenCe（ai）畏1⊂［0，1］・Pu七壬＝1imi→∞ai・Foreach  
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x∈X，WeCanWriteaip（x）＝（（ai一子）r＋ir∈R［r∈p（x））．Hence，  

紬（坤），九（αi））＝紬（毎，α宜甲）  

くSup卜lガ（坤（£），α壱甲（諾））  
霊∈ズ  

くSup（l（α元一嘲≧0け∈甲（∬））  
£∈ズ  

くtα五一可〟→0．   

Nex七assume that thelemma holds払rl，…，n．Take any E＞0，any Subset  

（甲1，…，Pn＋1）⊂USCCB（X）andanysequence（ai）畏1⊂［0っ1］n＋1withai→ま∈  

［0，1］叫1．Then，  

伽（坤），んわ五））＝裡（ま1甲1十‥斗ま叫1勘叶1，α呈甲1＋‥・＋αた＋1勘叶1）  

く紬（壬1甲1＋…＋壬叫1拘叶1，fl勘＋…＋ま雄花＋αた＋1拘叶1）  

＋紬（ち甲1＋…＋壬誹㍑＋舐＋1恥＋1，αi甲1＋…＋舐＋1恥＋1）・  

Sincea；→ち（i→∞）foreachjくn＋1，itiseasilyseenbytheinductivehypothesis  

thatpH（h（t），h（ai））→0・There丘）re，thelemma払1lowsbyinduction・□   

Lemma6．3．2．Let（X，d）becomplete，andletf：K（0）→USCCB（X）be a map  

qf兢eO－βたegeわ花扉αJocαggy伽記eβ豆mpg豆c戌αgCOmpge∬∬．r九e乃Je∬まe乃dβねαm呼  

ん：！呵→USCC月（ズ）β祝Cん兢αま   

（♭）diam。Hh（JcTI）く3max（pH（conv（p，ゆ）フP）＞OIp，4，∈f（cr（0）））  

わre眠ryJ∈∬フW九eγeJ（0）＝Jn∬（0）   

Proqf Take the barycentricsubdivision SdK ofK．The barycenterofcT∈Kis  

denotedbyb（u）．Wefirstextendftoamap9‥SdK（0）→USCCB（X）as  

タ（わ（打））＝COnVげ（伊（0）））．   

Observe七hatf（v）⊂9（b（J））andg（b（q））⊂B。（f（v），E）hreachJ∈K，V∈q（0），  

whereE＝maX（pH（conv（f（v），4，），f（v））≧OJゆ∈f（cT（0）））．  
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Nextweextendg七Oamaph：fK［＝lSdKl→USCCB（X）asfo1lows：   

■n．  

たは廟）か［∑抽n腑），抽Ⅹ腑）］  
盲＝0 宜＝0   

foreachx∈X，（vo，・・・，Vn）＝Cr∈SdKand∑≡oii＝1with壬i＞0・Then，Observe  

thath（∑迄otiVi）＝to9（vo）＋‥・＋in9（vn）・Hence，themaphiscontinuousbyLemma  

6．3．1．  

Finallywe willverify七hecondition（♭）・TakeanycT∈Kandr，S∈lcTト Put  

E＝maX（pH（conv（p，ゆ），甲）≧Ol笹座∈f（cT（0）））≧0．Choosev，W∈cT（0）and  

FLっ7－∈SdKsuchtha七（r，V）⊂lFLI⊂lo－L and（s，W）⊂l71⊂lcTLIt丘）1lows丘・Om  

theconstructionofhthath（v）⊂h（r）andh（w）⊂h（s）．Similarly，Wehaveh（r）⊂  

h（b（cT））⊂Bp（h（v），E）andh（s）⊂h（b（cT））⊂Bp（h（w），E），WhencepH（h（a），h（v））く  

E and pH（h（b），h（w））くE．Itis easilyseentha七PH（h（v），h（w））≦E．There払re，  

紬（九（α），九（わ））く3ど．口  

Lemma6・3・3・H（X，d）isacompletemetricspacesaii励ingthecondiiion（＊），then  

USCCβ（∬）戎βα乃AR．  

Proqf WehavethehomotopyH＝USCCB（X）×［0，1］→USCCB（X）de丘nedby  

筏（甲）（ご）＝［（1－りmin甲（∬），（1－ま）max甲（∬）］，  

henceUSCCB（X）iscontractible．Tocompletetheproof，WeWillshowtheHanner，s  

COnditionfora spacetobeanANR（Theoreml．2．5），thatisっfbranyE＞Othere  

existalocallyfinitesimplicialcomplexK，maPSP：USCCB（X）→lKlandq：fKl→  

USCCB（X）suchtha七q。PisE－homotopic七0七heidentityofUSCCB（X）・Wewill  

Verify七his conditionsimilarly七Othe proofofLemma3．1・2．Foreachれ∈N，七ake  

alocallyfini七e OPenCOVeru（赤）ofUSCCB（X）asinthecondition（＊）′・Put  
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乙ん＝u（訂恭平）・Wedefine  

wl＝押×（喜，1］岬∈仇）and  

耽＝〈打×（ふ）∴岬∈項肋m＞1・  

ThenW＝UneNWnisalocallyfiniteopencoverofUSCCB（X）×（0，1］and‰＝  

（pr（W）lW∈Wn）foreachn∈N，Wherepr：USCCB（X）×［0，1］→USCCB（X）is  

theprojection．LetKbethenerveofWand9：USCCB（X）×（0，1］→lK（acanonical  

map，thatis，eaChg（p，t）iscontainedinthesimplexspannedbyallverticesW∈W  

COntaining（甲，i）．Foreachne N，1etKn be七henerveof耽UWn＋1・Theneach  

KnisasubcomplexofKandK＝Un∈Nj㍍・Choosingf（W）∈pr（W）払reach  

W∈K（0）＝W，Wehaveamapf‥K（0）→USCCB（X）suchthat  

max（紬（conv（甲，車），甲）＞0】甲，ゆ∈腑（0）））＜  

foreachcT∈Kn．ByLemma6．3．2，WeCaneXtendftoamapq：IKl→USCCB（X）  

such that  

2ど  

＝ど／2㍑  diam細曾（グ）＜3   
3・2γ叶1   

払reachJ∈Kn．AssameaswesawinLemma3．1．2，qOgCanbeextendedtothe  

homotopyH：USCCB（X）×［0，1］→USCCB（X）suchthat呵USCC（X）×（0っ1］＝  

q。g andHb＝id・Foreveryp∈USCCB（X），there existsafamilyofsimplices  

‡Jn∈Knln∈N）suchthatg（（p）×（0，1］）⊂∪芸10－n・Hence，  
∞  

ガ（（甲）×［0，1］）⊂（甲）∪曾叩㈲）×（0，1］）⊂（甲）uUヴ（Jれ）・  
m＝1  

There鮎reっ  

00 （⊃0 ∞   

diamH（（p）×［0，1］）くdiamUq（gn）く∑diamq（qn）く∑E／2nくE・  
m＝1 γも＝1 ヶ1＝1  

Thus，qandp＝9lUSCC（X）×（1）aredesiredmaps・□  

WecallasubsetE⊂XEqdiscreteifwehaved（x，y）≧Efbranydistinctelements  

ご≠y∈ズ．  
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Theorem6．3・1・エe舌（ガ，d）ゐeαCOmpgefe me抒豆c呼αCe．ア九em兢eメbgJoて〟豆mgβαγe  

叩混血JcT′・fニ   

（1）USCCβ（ズ）由α托A勘  

（2）USCCβ（ズ）豆βわcαJJypα統一CO乃花eCfed，  

（3）カr e眠γ封ど＞0αmd帥ery2ど－ゐcreまeβe押e71Ce（∬m）是1⊂ガタげか花＝  

βd（ごm，ど）宜βWγ招e几朋がほ肌血かm＝駄Uj㌔uGmuGL扉d豆わ0豆mまcgope71  

β祝わβeねガ刀n占領C九兢αfごれ∈且1，兢eγも兢e肌m占erβ  

αm＝min（蕗（駄UGれ∪かg，凡UGmuヱ）gト  

宛（且几UGLリガごっ凡UGLu瑠））  

加eβ乃クfco乃U叩eわ∂フび九ere刀g＝β㌘（∬几，ど）ク  

（4）ズβα子種eβ兢eco几d豆如m（＊）・   

Proqf Theimplication（1）⇒（2）isclear・Theimplication（4＝）⇒（1）h1lowsby  

Lemma6．3．3．  

To see（2）⇒（3），aSSume tha七there eェist E＞O and a2E－discrete sequence  

（xn）芝1⊂XsuchthateachDn＝Bd（Tn，E）canbewrittenasDn＝EnuFnuGnuGL  

similarlyto（3）butαn→0・Wecandefinepn∈USCCB（X）by  

［0，2］if諾射⊥∈N刀m，  

O  if諾∈し⊥∈N且几，  

2  if諾∈Um∈N軋，  

O  if諾∈∪鴫NGれ，  

2  if諾∈しム∈NGL・   

甲（諾）＝  

LetEo＝min（1，E）・Takeany6＞Owi七h6＜Eo・Sinceαn→0，thereexistsa  

numberno∈Nsuchthatαn。＜6．De丘ne車∈USCCB（X）by  

梱＝ 
†曇（£）  

if諾∈且m。，  

if諾∈軋。，  

ifotherwise．  
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Observethat七hatpH（p，ゆ）＜αn。＜6．LetP‥［0，1】→USCCB（X）⊂2XxIRbeapath  

h．omptoゆ・TheunionUiE［0，1］ P（t）⊂XxRcannotbecontainedinBp（p，Eo）・Tothe  

COntrary，ifU吋0，1］⊂B。（p，Eo），thenthereexistsio∈（0，1）suchthatP（壬0）∩（Dn。×  

（－∞，1））isanon－emptyClopensubsetofDn。×（－∞，1），andP（to）∩（否d（xo，Eo／2）×  

ト∞，1））＝臥ThisimpliesthatPl［0，io］isnotcon七inuous・Hence，USCCB（X）isnot  

locallypath－COnneCtedatp．   

Finally，WeWillprove（3）⇒（4）．Assumethatthereexist6＞0，P∈USCCB（X），  

ん，9n∈USCCB（X）andxn∈X（n∈N）such七hatpH（fn，P）＜1／2n，PH（9nっP）＜  

1／27l，  

COnV（ん，タm）l〈ごm）¢βp（甲，∂）・   

Then，thesequ・enCe（xn）是1hasnoconvergentsubsequence．Iffact，ifthereexists  

（xni）毘1⊂（xn）芸＝1SuChthatxni→Xoforsomexo∈X，thenfni（xnl）and9ni（xni）  

arecontainedin［min甲（xo）－6，maXP（xo）＋6］払rallibutfinitelymanyi，Whence  

COnV（fni，9ni）l（xni）⊂Bp（p，E）・Thisisacontradiction・Therefbre，bythecomplete－  

nessofX，（xnln∈N）hasaninfinite2E－discretesubset丘）rSOmeO＜E＜6・Thus，  

Withoutlossofgenerality，WemayaSSumethat（xn）芝1is2E－discrete，P（fn，P）＜E  

andβ（gm，少）＜ど．   

Foreveryn∈N，Since  

ん∪タ几⊂ββ（甲，ど）but conv（んブタm）l（ごm）¢βp（甲，ど），   

七hereexistsaclosedinterval［ln，un］⊂Rsuchthat  

（否d（笹侶ど）×［gm，祝几】）∩ん＝¢，  

（膏d（£几，ど）×ド乃，祝m］）ng几＝¢，  

（膏d（諾れ，ど）×ト∞フJ几］）∩ん≠¢and（膏d（∬几，ど）×［祝几，∞））∩タm≠団  

（or，（膏d（∬m，ど）×（－∞，り）∩タm≠¢and（膏d（ご乃，ど）×【祝m，∞））∩ん≠町  
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Letp：XxR→Xbetheprojection．Put  

β几＝p（ん∩岬mx（－∞，gm］））np（タmn（かmx［祝m，∞））），  

j㌔＝p（gmn（刀mx（－∞，り））np（ん∩（かれ×［祝m，∞））），  

Gれ＝p（ん∩（かmxト∞フgm］））＼且m，  

GL＝p（gmn（かmx［‰，∞）））＼乱，   

whereDn＝膏d（xn，E）．Itisclear七hatEn，Fn，GnandGLaredisjointclopensetsin  

DnandDn＝Enu軋UGnuGLforeachn．ExchanglngEnandj㌔ifnecessary，We  

mayassumethatxn∈Enforeachn・NotethatdH（p（A），P（B））＜dH（A，B）forany  

A，B⊂XxR．Hence，fbrsufBcientlylargen，Wehave  

転（軋UGれ∪ヱ）g，軋∪（㍍∪かg）く紬（ん，タ几）＜1／m，  

転（駄∪軋∪かご，軋UGごエリヱ）g）く紬（ん，タm）＜1／m．   

There払re，αn－iO．Thisisacontradiction．□   

Remark・IntheproofofTheorem6・3・1，WeneedthecompletenessofXfbr（3）⇒（4）  

Only・Buttheimplications（4）⇒（1）and（2）⇒（3）arevalidforanymetricspaceX．  

Bythestatement（3）ofTheorem6．3・1，Wehavefbllowing：   

Corollary6・3・1・HXiscompact，thenUSCCB（X）isanAR・u  
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CHAPTER 7 

A compacti丘cationofmulti－Valuedfunctionspaces   

LetX beadensesubset ofametricspaceY，Wehavethenaturalisometricem－  

beddingeY：USCB（X）→USCB（Y）definedby  

ey（甲）＝ClyxRや・  

TheneY（USC（X，Ⅰ））⊂USC（㌢Ⅰ），But，ingeneral，  

eY（USCCB（X））¢USCCB（Y）nor eY（USCC（X，Ⅰ））¢USCC（i－1Ⅰ）・  

For example，1etY＝SlbetheunitcircleofEuclideanplaneR2withthe usual  

metric，X＝Sl＼（（1，0）），andf：X→Rbethemapdefinedbyf（x，y）＝yifxくO  

andf（x，y）＝y／b［ifx＞0・TheneY（f）（1，0）＝〈－1，1）isnotconnected・IncaseY  

islocallyconnected，itwillbeshownthat  

eY（USCCB（X））⊂USCCB（Y）and／or eY（USCC（X，Ⅰ））⊂USCC（ユ1Ⅰ）  

ifandonlyifthecomplementY＼Xislocallynon－SeParatinginY，thatis，UnX≠¢  

isconnectedfbreachnon－emPtyCOnneCtedopensetUinY・WegeneralizeTheorem  

6．1．1七OpalrSaS丘）1loⅥ唱：  
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TheoremA・Le壬X beadensesubsetqfalocallyconnectedmeiricspaceYwithihe  

Jocαggy乃0乃－βepαγα血ダCOmpJeme†もf豆乃y・r九eγ乙兢eわggowま喝αre明視血ge乃む   

（a）（USCC（㌣Ⅰ），eY（USCC（X，Ⅰ）））卍（Q，S）；  

（b）（USCCB（Y），eY（USCCB（X）））Fd（Qx［0，1），SX［0，1））；   

（c）ズ≠yフガ由G∂宜myαmdyまβCOm卯Cま．  

Intheabove，itshouldbeobservedthatifYislocallyconnectedandY＼Xis  

locallynon－SeparatinginYthenXisdenseinY．   

AmetricspaceX＝（X，d）（orametricd）hasPropertySifXiscoveredbyfinitely  

manyconnectedsetswitharbitrarilysmalldiameters．Itshouldberemarkedthata   

metricspacewithPropertySistotallybounded，hence acompleiemetricspacewith  

PropertySis compact・Thesubspaceof2X consistingofcompactaisdenotedby  

exp（X）．IncaseXiscompact，eXP（X）＝2X．In［Cu2］，CurtisprovedthatXadmits  

apeanocompacti丘cation鬼suchtha七（exp（曳），eXp（X））記（Q，S）ifandonlyif  

isconnected，locallyconnected，COmPletelymetrizable，nOWherelocallycompactand   

admitsanadmissiblemetricdwithPropertyS．WehavethefbllowlngVerSionofthi∈   

Curtis）result：   

TheoremB．Ame古rまgαわge叩αCe芽んαβαme行宮zα抽compαCf訴cα如乃鬼β祝Cん血ま  

（USCC（慮っⅠ），e鬼（USCC（X，Ⅰ）））FY（Q，S）  

げα乃d o乃Jyげ方由compgeねJy meまrまgαあge∫几0γレCOm匹Cまα乃dαdmぬα乃α血豆ββ豆むJe  

meか玄cび首班PγOpeγ相方．  

One should note tha七SOme admissible me七ric d払r X cannot be extended to X  

evenifdhasPropertyS．Forexample，1etX＝（0，1）and鬼＝［0，1］．Then7XF5  

Sl＼（（1，0））・ThemetriconXinherited丘・OmSlhasPropertySbutcannotbe  

extendedtoX・ThefbllowlnglSadirectconsequenceofTheoremsAandB：  
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Corollary．Let X be compleiely meirizable，nOn－COmPaCt and admits an admissi－  

わge me打戎cび豆兢PγOpeγ物β・r九emズ九αβαmeまr豆cて〟最cゐ豆乃血ceβ兢eわpog叩y O71  

USCCB（X）suchthatUSCC（X，Ⅰ）Ft；USCCB（X）Fde2．□   

Intheabove，thetopologyofUSCC（X，Ⅰ）isnotdefinedbyusingacompletemetric  

OnX・InChapter8，itwillbeprovedthatthespacesUSCCB（X）andUSCC（X，Ⅰ）  

arehomeomorphictoanon－SeParableHilbertspaceた）rauni払rmlylocallyconnected，  

non－COmpaCt and complete me七ric space X（evenifXis separable）．One should  

Observethat USCCB（R）isnon－SeParablebutUSCCB（（0，1））isseparable，WhereR  

and（0，1）havetheusualmetrics．  

§7．1．A coMPACTIFICATIONOF MULTI－VALUEDFUNCTION SPACES  

ON A TOTALLY BOUNDED SPACES   

First，WeShowthefbllowlng：   

Proposition7・1・1・エeま∬わeαde7もβeβ祝わβeまげαJocαg7yco†乙meC吉edmeまγ豆c叩αCey．  

rんe7も′兢eカJg仇血タαγee卯血ge乃まニ   

（a）eY（USCC（X，Ⅰ））⊂USCC（YI）；  

（b）eY（USCCB（X））⊂USCCB（Y）；   

（c）y＼ズまβわcαggy几Om－β叩α相加g宜几y．   

Proげ（c）⇒（b）：SupposeeY（USCCB（X））¢USCCB（Y），thatis，thereexistsp∈  

USCCB（X）suchthateY（甲）¢USCCB（Y）・TheneY（p）（y）isnotconnectedfbrsome  

y∈Y＼X，Whencewehaveま1＜ま＜ま2SuChthatま1，ま2∈eY（p）（y）butL¢eY（p）．  

SinceeY（p）isclosedinYxIandYislocallyconnected，Wehaveaconnectedopen  

neighborhoodUinyinYand6＞Osuchthat  

打×（舌－∂，け∂）ney（甲）＝¢，  
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whencei¢p（x）fbrallx∈UnX，il＜ト6andt2＞壬＋6．Bythede丘nitionofeY（p），  

wehavexi∈UnXandsi∈p（xi），i＝1，2，SuChthatiβ1一子if＜6，Whenceま¢少（xi）  

andsl＜i＜s2・Sincep（xi）isconnected，P（xl）⊂（－∞フi）andp（x2）⊂（ま，∞）．  

Since甲1Su．S．C．，  

坑＝（ご∈打l甲（ご）⊂（－∞，壬））and こち＝（ご∈U‡甲（∬）⊂（f，∞））  

areopeninU・It壬bllowsthatU＝坑∪こち，Ulnこち＝¢andxi∈UinX，i＝1っ2．  

Hence，UnXisnotconnected，WhichmeansthatY＼Xisnotlocallynon－SeParating  

in y．   

（b）⇒（a）：Thisisobservedas払1lows：  

eY（USCC（X，Ⅰ））＝eY（USCCB（X））nUSC（YI）  

⊂USCCB（Y）nUSC（YI）＝USCC（γⅠ）．   

（a）⇒（c）：First，nOtethatXisdenseinY・Otherwise，eY（p）（y）＝¢払reach  

P∈USCC（X，Ⅰ）andy∈Y＼cIX・Now，SuppOSethatY＼Xisnotlocallynon－  

SeparatinginY，thatis，thereexistsaconnectedopensetUinYsuchtha七UnXisnot  

COnneCted・（NotethatUnX≠¢becauseXisdenseinY．）LetUnX＝Ulnth，Where  

UlandUiaredi房ointnon－emPtyOPenSetSinX・NotethatcIxUlnCIxUb⊂X＼U．  

Let  

P＝（X＼U）×Iu坑×（0）∪こち×（1）∈USCC（X，Ⅰ）．   

SinceU≠UnX，Wehavey∈U＼X．Theny∈cIYUlnCIYU2becauseXisdensein  

Y・It壬bllows七hateY（p）（y）＝（0，1）・ThuseY（p）¢USCC（㌣Ⅰ），Whichcontradictsto  

eY（USCC（X，Ⅰ））⊂USCC（YI）・There正）re，Y＼Xislocallynon－SeParatinginY．口   

Proposition7・1・2・エe舌ズあeαde乃βeβ視みβefげαgOCαggyCO肌eCまedcom卯Cfmefr豆c  

β卯Ceyひ首班娩egocαgJy几0几－5e卯m舌如compgememfy＼ズ宜乃y．ア九e花見豆占G∂五指y  

qandonlyifeY（USCCB（X））isG6inUSCC（Y）．  
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Proqf The“onlyif”part永）1lows色・Om  

宜y（ズ）＝豆y（y）ney（USCCβ（ズ）），  

WhereiY：Y→USCC（YI）⊂USCCB（Y）isthenaturalclosedembedding．   

Toseethe“if”part，1etX＝nn∈NUL，WhereeachULisopeninY・Foreach  

mフm∈N，1et  

Gm，m＝〈甲∈USCCβ（y）！紬（甲，ey（釦‰））＜1／m〉・   

SinceeY（USCCB（X））＝nm，n。NGm，n， itsu氏cestoshowthateachGm，nisopenin  

USCCB（Y），OreaChFm，n＝USCCB（Y）＼Gm，nisclosedinUSCCB（Y）・   

Assumethat asequencepi∈Fm，n，i∈N，Whichconvergestop∈USCCB（Y）・  

Sincepisbounded，P⊂Yxトa，a］払rsomea＞0・Then，WemayaSSumethat  

Pi⊂Yxトa，a］払ralli∈N・Sinceeach鞘iscompact，WeCanChoose（xi，ii）∈pi  

so that  

β（（£i，り，ey（顧軋））＝βH（平定，ey（甲壱l〔ん））≧1／m．   

SinceYxトa，a］is compact，WemayaSSumethat（xi，ti）converges to（xo，io）∈  

Yxトa，a］，Whence（xo，壬0）∈p・Weshowthatp（（370，io），eY（鉦‰））≧1／m，Which  

meansthatp∈ヱ㌦，n・Then，j㌦，nWOuldbeclosedinUSCC（ilトa，a］）・   

Now，aSSume thatp（（xo，io），eY（p［UJ）＜1／m・Then，Wehave（yo，So）∈pIUn  

SuChthatp（（ro，io），（yo，So））＜1／m・Let  

∂＝min〈d（yoフy＼軋），喜（1／m－β（（∬0，わ），（封0っ軸）））〉＞0・   

ChooseisolargethatpH（pi，P）＜6andp（（xi，fi），（xo，tO））＜6・Then，We have  

（yi，Si）∈piSuChthatp（（yo，So）っ（yi，Si））＜6・Since d（yo，yi）＜d（yo，Y＼Un），i七  

fo1lowsthatyi∈UL，hence（yi，Si）∈pi防・Therefbre，  

〆（諾i，り，（飢，β宜））≧β（（∬ゎりっclyxI両軋）＞1／m・  

－79－   



Ontheotherhand，   

β（（£ゎり，（凱十舅））くβ（（∬ゎり，（妬ま0））＋β（（∬0，ま0），（紬軸））＋β（（紬β0），（肌，5五））  

＜2∂＋β（（∬0，壬0），（恥β0））＜1／m，  

Whichisacontradiction．Theproofiscompleted．□  

Now，WeprOVeTheoremsAandB．   

ProqfqfTheoremA・（a）⇒（b）：Assawintheproofof［Fe2，Proposition2．4］，D＝  

USCC（yI）＼USCC（Y（0，1））isacontractibleZ－SetinUSCC（㌢Ⅰ）andthen  

USCC（㌢（0，1））p5USCC（γⅠ）＼DFdQx［0，1）．   

Itfbllowsh・Om［Chl，Theorem6・6］that  

（USCC（Y（0，1）），eY（USCC（X，Ⅰ））＼D）光（Qx［0，1），5×［0，1）），   

Whereitshouldbenoted七hateY（USCC（XフI））＼D≠eY（USCC（X，（0，1））but  

eY（USCC（X，Ⅰ））＼D＝〈eY（p）Ip∈USCC（X，（a，b））払rsomeO＜a＜b＜1）・   

ByTheorern6・1・1，Yiscompac七っWhenceUSCCB（Y）＝USCC（Y）andthereexistsa  

homeomorphismh：USCC（Y）→USCC（Y（0，1））suchthat  

h（eY（USCCB（X）））＝〈eY（p）lp∈USCC（X，（a，b））fbrsomeO＜a＜b＜1）・   

Consequently，Wehave  

（USCCB（Y），eY（USCCB（X）））Fd（USCC（Y（0，1）），eY（USCC（X，Ⅰ））＼D）  

卍（Qx【0，1），β×［0，1））・  

（b）⇒（c）：ByTheorem6・1・1，thecondition（b）implies thatX≠YandYis  

COmpaC七andlocallyconnectedbyTheorem6・1・1・Moreover，Y＼Xislocallynon－  

Separatingln YbyProposition7・1・1andXisG6inYbyProposition7．1．2．  
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（c）⇒（a）‥WefirstconsiderthecasethatYisconnected，henceitiHa・Pc皿0（：（）‡1ti工卜  

uum．Inthiscase，USCC（YI）istheclosureofC（γⅠ）incxp（YxI）＝2YxI［F（，2，Th（一－  

oreml．10］．Since（USCC（YI），C（YI））F3（Q，S）（Theorem3・1・1），thc（：（）一叩l（モⅠIl（一‡1t  

USCC（YI）＼C（㌣Ⅰ）isaZg－SetinUSCC（γⅠ）．ByProposition7・1・2，町（USCC］J（・Y））  

isG6inUSCCB（Y），Whence  

eY（USCC（X，Ⅰ））＝eY（USCCB（X））nUSCC（11Ⅰ）  

isalsoG6inUSCC（yI）．Then，thecomplemcnt  

M＝USCC（㌢Ⅰ）＼eY（USCC（X，I））  

isF；inUSCC（YI）andM⊂USCC（㌢Ⅰ）＼C（YI），hcnccMisaZq珊tinUSCC（i：，Ⅰ），  

Let（A，B）beapairofcompactainUSCC（㌢Ⅰ）suchthatB⊂Man（lど＞（）．恥  

allthesamewayastheproofofTheorem3・1・1，butusingar）OiIltJ：（）∈Y＼X，W（一  

Can define an embedding h：A→M suchthat hlB＝i（1aIl（lh，iHどq（：los（11・，（）i（1．  

ApplyingthecharacterizationofB（Q）＝Q＼s［An2］（cf・［Chl，L（一ⅠⅠ＝1～l，8．1】），W（＝1…  

（USCC（YI），M）Ft3（Q，B（Q）），hence  

（USCC（YI），eY（USCC（X，Ⅰ）））FY（QフS）．  

In七hegeneralcase，WeWriteY＝∪迄1‡㌔，Whereeachllisa．coI叩（）Il（一Ilt（）fl；，  

WhichisclosedandopeninYbecauseoflocal1yconnectedncssofY・Sin（：（一Y＼Xis  

locallynon－SeparatinginY，eaChXi＝Xnilisacomponcnt（）fX．Thcn  

（USCC（”），eY（USCC（瑚））母（n迄1USCC鶴Ⅰ）此1C刷SCC（Xi，I）））・  

Incase羊isasingleton，Xi＝Y；andUSCC（坑，Ⅰ）ishomeomorphictothchyp（汀叩肛（一  

OfsubcontinuaofI，henceUSCC（翫，Ⅰ）FdI2（cf・［Du，§3］）・HeIICethegeneralcasc  

Canbe ob七ainedthe connected case．□  
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ProqfqfTheoremB・First，aSSumethatXiscompletelyme七rizableandhasanad－  

missibleme七ricwithPropertyS・Then，Xhasonlyfinitelymanycomponents，Which  

are closed andopeninX・Replaclngthe metric，Wemay aSSume thatthe distance  

betweenanytwocomponentsofXispositive・Thus，aSintheproofofTheoremA，  

i七Su氏cesto七reatthecaseXisconnec七ed．Inthiscase，XhasaPeanocompactifica－  

tion鬼withalocallynon－SeParatingremainder曳＼Xby［Cu2，Proposi七ion2．4］．By  

COmpletemetrizabilityっXisG6inX．Then，the“if”partfb1lowsftomTheoremA．  

Conversely，aSSumethatXhasacompacti丘cationXsuchthat  

（USCC（鬼，Ⅰ），e鬼（USCC（X，Ⅰ）））FS（Qっs）．   

ByTheoremA，X≠X，Xis G6inX，Xislocally connected andtheremainder  

鬼＼Xislocallynon－Separatingin鬼．ThenXiscomple七elymetrizableand，aSis  

easilyobserved，eaChcomponentofXisaPeanocompactificationofacomponentof  

Xwithlocal1ynon－Separatingremainder・By［Cu2，Proposition2．4］，X admitsan  

admissiblemetricdwithPropertyS・ThusWehavethe“onlyif”part．□  

§7．2．SuppLEMENT   

Asmen七ionedbe払re，七heBanachspaceCB（X）isnotasubspaceofUSCCB（X）in  

CaSeXisnon－COmPaCt（cf・［FK，Remark3．6】）．Hereweshowthe丘）1lowing：   

Proposition7・2・1・1hthehllowingcases，兢etopologyjbrC（X，Ⅰ）inducedbythe  

β叩一花Orm宜βd飾reγもf伽m兢eo乃eれ血cedわy班讃肋祝β血γガme汁乞cβHニ  

（1）芽盲βmO乃－COmpge桓   

（2）ズ九αβα乃0几－ねねJgyわ0肌dedcompome鴫  

（3）芽九αβ戎頑乃戌fegymαmyCOmpO乃emね茸わ宜∈Nフβ祝C九兢αまi鴎∈Ndiamズi＞0  

α乃dinf五和dis七（Xゎろ）＞0・  
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Proqf（1）In七hiscase，Xhasanon－COnVergentCauchysequence（xi）i∈N・Then，払r  

eachn∈rg，Wehavem＞nsuchthatd（xi，Xj）＜喜d（xn，Xm）払ralli，j＞m・In払ct，  

xnisnot anaccum111a七ionpointof（xi）i∈N，Whencethereissome6＞Osuchthat  

d（xn，Xi）＞∂払ralmostalli∈N・Since（xi）i∈NisCauchy，WeCanChoosem＞nsuch  

thatd（xr”Xm）＞6andd（xi，Xj）＜喜6ifi，j＞m，Whenced（xi，Xj）＜吉d（xn，Xm）  

hralli，j＞m・There丘）re，bytakingasubsequence，WeCanaSSumethatd（xi，Xj）＜  

喜d（xnっTn＋1）払ralli，j＞n・Foreachn∈N，1etEn＝喜d（xn，Xn＋1）・Thenthe  

COllection（B（xnっEn）恒∈N）isdiscreteinXand  

U即寓舟）⊂β（∬仙2どm）⊂ズ＼∪β（∬J，どブ）・  
宜＞几  ブくm  

Wcde負neamapf∈C（X，Ⅰ）asfollows：  

1一定＿1d（£，∬2m＿1）if∬∈β（∬2れ＿1，ど2れ－1）っm∈N，  
0  0therwise．  〈  

∫（∬）＝  

Note that f（x2n＿1）＝1and f（x2n）＝0払r each n∈N・Then，any rnaP9∈  

C（X，Ⅰ）withsupx∈Xげ（xト9（x）l＝6＜喜isnotuni払rmlycontinuous，becaus∈  

1inlm→∞d（∬2m＿1っ諾2γと）＝Obut  

liIn‡g（諾2乃＿1）一夕（∬2m）l≧（1－∂）－∂＝1－2∂＞0・  
12--t00 

However，foreachE＞0，thereexistsaunifbrmlycontinuousmaph∈C（X，Ⅰ）with  

pH（f，h）＜E・Infact，Choosen∈Nso七hatE2n＜Eandde丘neamaph∈C（X，Ⅰ）as  

払1lows：  

1－ど言1d（∬，∬2叫1）if∬∈月（∬2叫1，2どれ）っ  

f（x）  otherwise・  
・l  ＋  

（2）Le七Xobeanon－tOtallyboundedcomponentofX・Thenwehave6＞Oandxi∈  

X。，i∈N，SuChthatd（xi，Xj）＞6ifi≠j・Foreachi∈N，1et6i＝min（i－1，喜6）＞0・  

Wedefineamapf∈C（X，Ⅰ）asfbllows‥  

君可＝〈三‾∂㌃1軌）芸；e慧舶∈Ⅳフ  
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SinceXoisconnectedanddiamXo＞6，thereareyi∈Xo，i∈Nっsuchthatd（xi，yi）＝  

6i，Whencef（yi）＝0・By七hesamereasonasthecase（1），anymapg∈C（X，Ⅰ）with  

supx∈X［f（x）～9（x）1＝6＜妄isnotunifbrmlycontinuous・However，hreachE＞0，  

choosen∈Nsothatn－1＜Eandde丘neaun旅）rmlycontinuousmaph∈C（X，Ⅰ）  

definedby  

1－min（E，6）－1d（T，Xi）ifx∈B（xi，min（E，6）），i＞n，  

f（x）  otherwise・  
九（ご）＝ 

〈  

Similarlyasthe above，there are zi∈Xo，i∈N，SuChthat d（xi，Zi）＝min（E，6），  

whenceh（zi）＝0・ThenitiseasytoseethatpH（fっh）＜E・   

（3）Foreachi∈N，takexi∈Xi・Choose6＞Osothat6＜infi∈NdiamXiand  

6＜inf励dist（Xi，Xj）・Then，replacingXobyXiintheproofofthecase（2），We  

havetheproofofthiscase．□  
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CHAPTER s 

Multi－Valuedfunctionspaces homeomorphic  

totheHilbert spaces  

Inthis chapterっwe consider the case Xis non－COmPaCt bu七COmplete．Itissaid  

七hat Xis unifbrmly（or d－unifbrmly）locally connectedif，fbreachE＞0，thereis  

6＞O such that each pairofpointsこr，X／∈X with d（x，X′）＜6are containedin  

someconnectedsetinXwithdiameter＜E．Letm（ore∞）betheBanachspaceof  

boundedsequencesinRwiththesup－nOrm・Notethatmisnon－Separable・Indeed，  

m矢〃2（2N）【BP，Ch．VII，Theorem6・1】・ByapplyingToru丘czyk7scharacterizationof  

Hilbertspaces【To6］（cf・Theoreml・3・3），We PrOVethe払1lowing：   

Main Theorem．HX＝（X，d）isaun的rmlylocallyconnected，nOn－COmPaCtand  

complete metric space，thenUSCC（X，Ⅰ）andUSCCB（X）are homeomorphic to a  

乃0乃－βe卯和銅e戊伽γま叩αCe．九cαβe芽宜ββepαm晦  

USCC（X，Ⅰ）FYUSCCB（X）Ftm宍ゴe2（2N）・  

In七heabove，theword㍑unifbrmlyHcanno七beremoved？tha七is，theMainTheorem  

isnotvalidfbralocallyconnec七edcomple七emetricspaceXwithnoisolatedpoints・  
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Example・Thejbllowin9ClosedsubspaceX qfEuclideanplaneR2islocallypath－  

COnneCtedandhasnoisolatedpoinis，buiUSCC（X，Ⅰ）andUSCCB（X）arenoilocally  

CO花乃eCまedフ九eγ1Ce娩eyαreケ10fAⅣ記なニ  

X＝Rx（0‡uU（m，乃＋2‾れ）×Ⅰ⊂取2・  
・7l．∈N  

Proqf Wede丘neamapf：X→Iby  
r2壬   

†喜  

ifβ∈N and Oく壬≦喜；  

ifβ∈N and書くま≦1；  

Otherwise．  

′（β，ま）＝  

ForeachE＞0，Chooseno∈Nsothat2‾n（）＜ど，anddefine9：X→Iby   

ニー＝ 
＝  

∴ 

Then pH（f，g）＝ 2‾nO ＜E but g cannot be connectedwith f by any pathin  

USCCB（X）withdiameter＜喜・口  

Intheabove，XRjY＝Rx（0）uNxI⊂R2，butUSCC（X，Ⅰ）≠USCC（㌣Ⅰ）  

becauseUSCC（YI）FY22（2N）bytheMainTheorem．   

Throughout七he chapter，the open E－ballin X＝（X，d）centered at x∈Xis  

denotedbyB（x，E）（orBd（X，E））andtheclosureofB（x，E）inXby否（x，E）・Onthe  

O七herhand，tOaVOidconfusion，theE－neighborhoodofasubsetF⊂XinXisdenoted  

byⅣ（ダフど）（or〃云（ダ，ど）），thatisフ  

Ⅳ（ダ，ど）＝∪βk，E）＝〈封∈方l轍，ダ）＜ど）⊂ズ・  
£∈ダ  

ForF⊂XxRandA⊂X，Wedeno七eFIA＝Fnpr妄1（A）＝FnAx腿and  

F（A）＝Pr股（F（A），Whereprx‥XxR→Xandpr汲：Xx脱→腿aretheprojections・  

工ncaseA＝（x），WedenoteFf（x‡＝FixandF（〈x））＝F（x）・  
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§8．1．RELATIONSAMONGCB（X），USCCB（X）AND2Xx   

Le七X＝（X，d）beame七ricspace．Recallthat（2X）misthehyperspaceofnon－  

emptyboundedclosedsubsetsofXwi七htheHausdorfFmetricdH definedbyd・IfX  

iscomplete，then（2X）misalsocomple七e［Ku，P．407］・IncaseXiscompac七，（2X）m  

is the hyperspace2X ofnon－emPty ClosedsubsetsofX・WhenXis unbounded？  

2X≠（2X）manddHisnotame七riconthewhole2X（seePreliminaries§1・4）・   

ThespacesUSCC（X，Ⅰ）⊂USCCB（X）areregardedassubspacesofthehyperspace  

2XxR．ItshouldbenotedthatUSCC（X，Ⅰ）¢（2Xx腿）mifXisunbounded，and七hat  

pHisnotametricon2XxRbutitisametriconUSCCB（X）．   

OneshouldremarkthatadifFerentmetricdIonxde丘nesnotonlyadifferentspace  

（2X）mbutalsoadifferenttopologyof2XevenifdrinducesthesametopologyofXas  

d．However，ifd／isunifbrmlyequivalen七tod，thendhinducesthesametopologyon  

2X asdH．Letd＊betheboundedmetriconXdefinedbyd＊（T，y）＝min（1，d（x，y））．  

No七ethateveryclosedsubsetofXisboundedwithrespecttod”・Sinced品isame七ric  

onthewhole2X，thespace2Xismetrizable・Moreover，ifdiscomplete，thensois  

d＊，hencedaisalsocomplete（cf・［Ku，P・407］）・   

The丘）1lowlnglSelemen七ary，butweglVeaPrOOffbrcompleteness．   

I，emma8・1・1．Let甲∈USCCB（X）andA⊂X．HAis connected，iheniheimage  

甲（A）盲βαJβOCOm乃eCまed・   

Proqf Assume that p（A）is disconnected・Thenwe haveま∈R＼甲（A）suchthat  

ト∞，L）np（A）≠田and（t，∞）np（A）≠軋whence～β（x）⊂（－∞，壬）or甲（x）⊂（t，∞）  

fbreachx∈Abecauseofconnectednessofp（x）．LetU＝（x∈XIp（x）⊂ト∞，i））  

andV＝（£∈方l少（£）⊂（ち∞））・Then打∩Ⅴ＝¢，A⊂打nV，AnこJ≠¢and  

AnV≠＠．Sincepisu．s．c．，theseUandVareopensetsinX．Thiscontradictsthe  

connectednessofA・Hence甲（A）isconnec七ed．ロ  
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Withou七anycomple七enesscondition，the払1lowingcanbeproved（cf．【FK，Theorem  

3・3（a）］）．   

Proposition8・1・2・HXislocaltyconnecied，ihenUSCCB（X）isclosedin2XxR，  

henceUSCC（X，Ⅰ）isclosedin2XxI   

Proqf Letp∈c12Xx駁USCCB（X）・Then，aSiseasilyobserved，P⊂Xx［－a，a］fbr  

SOme a＞0・Ifp（x）＝¢（i・e・，Pn（x）×R＝O），then B（T，E）×Rnp＝¢払r  

SOmeE＞0・Foranyゆ∈USCCB（X），Since車（r）≠¢，PH（4，，P）≧E，Whichisa  

COntradiction・Therefore，甲（x）≠¢fbreveryT∈X．Since甲isclosedinXxR，it  

fo1lowsthat甲：X→Risu・S・C・Weshowthateach甲（x）isconnected，Whichimplies  

that甲∈USCCB（X）．   

Assumethatsomep（xo）is notconnected．Thenwecanfindsome壬1＜io＜t2  

SuCh七hatil，壬2∈p（xo）andま0¢p（xo）．ChooseE＞Osothat  

β（∬0，2ど）×（わーど，玩＋ど）∩甲＝¢，  

Whencep（（x，tO），甲）≧Eforeachニr∈B（xo，ど）．SinceXislocal1yconnected，Xohasa  

COnneCtedneighborhoodU⊂B（xo，E）・ThenUcon七ainssomeB（xo，∂）⊂U，Whence  

6くE・Foreach4）∈USCCB（X）withpH（4，，P）＜6，Wehavesome（xi，Si）∈ゆっi＝1，2，  

SuChthatd（xi，Xo）＜6andけi－Si［＜6，Whenceこrl，X2∈U，Sl＜io ands2＞to．  

Since車（U）isconnectedbyLemma8・1・1，i七重bllowsthatto∈［sl，S2］⊂車（U），thatis，  

壬0＝4）（x）払rsomeT∈U⊂B（xo，E）・Then，PH（ゆ，P）≧p（（x，tO），P）≧E，Whichisa  

COntradiction・There払re，eVeryP（x）isconnected・Thuswehavep∈USCCB（X）．□  

BytheremarkinthebeginnlngOfthissection，thefbllowlngeaSilyfo1lowsfrom  

Proposition8．1．2．   

Corollary8・1・3・HXiscompleteandlocallyconnected，thenUSCCB（X）iscom－  

pgeねタ九e乃Ceβ0由USCC（方，Ⅰ）．ロ  
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LetCB（X）betheBanachspaceofboundedcontinuousreal－Valuedfunctionsof  

Xwiththesup－nOrmlandletC（X，Ⅰ）＝（f∈CB（X）lf（X）⊂Ⅰ）．IncaseXis  

COmpaCt，eVeryCOntinuousreal－ValuedfunctionofXisbounded，Whencewedeno七e  

CB（X）＝C（X）・ForacompactspaceX，Fedorchuk［Fel，2］provedthatifXis  

locallyconnected and has noisolatedpointsthen C（X）and C（X，Ⅰ）are densein  

USCC（X）andUSCC（X，Ⅰ）フreSpeCtively・Thishasbeengeneralizedin［FK］tonon－  

COmpaCtSPaCeSWithsomecompletenesscondition．HereisglVenaPrOOfwithoutlocal  

COnneCtednessnoranycompletenesscondition．   

Lemma8・1・4・Fbr each甲∈USCC（X，Ⅰ）andE＞0，there exists alowersemi～  

CO乃血祝0祝β「g・β・C・ノm朋払uαJ祝ed動乱C蕗o孤軍ど‥ズ→Ⅰ5祝Cん伽まeαC九甲ど（諾）由αCJoβed  

宜乃feγγαJクp⊂甲どα乃dβH（甲，Cl∬×Ⅰ甲ど）くど．   

Proqf Foreachニr∈X，1et  

鴨＝（min甲（諾）－どっmaXp（£）＋ど）∩Ⅰ．  

Sincepisu・S・C・，WeCanChoose6x＞Osothat6xくEand～ク（x／）⊂鴇ifこrI∈B（x，6x）  

（i・e・，d（x，X／）＜6x）・Letゆ：X→Ibethemulti－Valuedfunctiondefinedby  

伸）＝∪（鴨Id（∬，封）＜∂封）肋each∬∈芽・  

We definethe multi－Valuedfunction甲E‥X→IbypE（x）＝Cl工ゆ（x）．Then p⊂  

4，⊂pE・Asiseasilyobserved，PH（p，CIxxI4，）くE．SincecIxxI甲E＝CIxxI4，，We  

havepH（p，CIxxIPE）≦E・Ifd（x，y）＜6ythenp（x）⊂鴨・Sincep（x）and鴨are  

COnneCted，eaCh4｝（x）isconnected，hencesoispE（x）．   

ToseethatpEisl・S・C・，1etVbeanopensetinIandx∈Xsuchtha七pE（x）nV≠臥  

Thenwehavei∈ゆ（x）nV・Bythedefinitionofゆ，We Canfindy∈Xsuchthat  

1Asin［FK，Remark3・6〕，althoughCB（X）⊂USCCB（X），theBanachspaceCB（X）isnota  
SubspaceofUSCCB（X）incaseXisnon－COmpaCt・  
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d（x，y）＜6y andt∈鴨・Ifd（x，X／）＜6y－d（x，y）thend（x′，y）＜6y，hencelち⊂  

4，（x］）⊂pE（x／）by七hedefinition．Thuswehaveま∈pE（x／）nV・Therefbre，PE：X→I  

isl．s．c．口  

Remark・Intheabove，PE≠cIxxIゆ・Forexample，1etp＝Ⅰ×（0）∪［喜，1］×Ⅰ∈  

USCC（Ⅰ，Ⅰ）andE＝喜・Thenl七＝［0，去）fbrx＜喜and鴨＝Ihrx＞喜・Define¢as  

abovebyuslng  

∂㌫＝〈重‾£‡；；；喜：  

Observethatd（0，y）＜6yimpliesy＜喜，andthatifx≠Othend（x，喜）＜6喜＝喜・  

There丘）re，ゆ＝‡0）×［0，喜）∪（0，1］×Ⅰ＝Ⅰ2＼（0）×［喜，1］，hencecIxxI車＝Ⅰ2・Onthe  

Otherhand，P喜＝（0）×［0，引∪（0，1】×Ibecause里（x）＝ClIゆ（x）foreachェ∈Ⅰ・  

Theorem8．1．5．Thefbllowin9areequivalentfbranymetricspaceX＝（Xフd）：  

（a）C（X，Ⅰ）isdenseinUSCC（X，Ⅰ）；  

（b）CB（X）isdenseinUSCCB（X）；   

（c）ズ九αβmO由0払まedpo宜几ね・  

Proqf（a）⇒（b）：Thisfbllows缶・Omthefactthateachp∈USCCB（X）iscontained  

insomeUSCCB（Xっ卜a，a］）・  

（b）⇒（c）‥WhenXhasanisolatedpointxo，1etp＝Xx（0）∪（xo）×Ⅰ∈  

USCCB（X）．Then，aJSiseasilyobserved，  

紬（甲，∫）≧min〈喜，d（勘ト音＼（勘）））＞0 払ranyJ∈Cβ（ズ），  

whichimplies七hatCB（X）isnotdenseinUSCCB（X）・  

（c）⇒（a）：Foreachp∈USCC（X，Ⅰ）andE＞0，1etpE‥X→Ibethel・S・C・multi－  

valuedfunctionobtainedbyLemma8・1・4・Chooseadiscre七eclosedsubse七Dofpso  

thatp（（x，ま），D）＜E／2fbrany（x，壬）∈p，WhencepH（甲，D）＜E／2・NotethatprxID  
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isfinite－tO－Oneandprx（D）isdiscreteinX．SincepEisl．s・C・andXhasnoisolated  

points，breach（T，t）∈pE，thereareinfinitelymanyy∈Xsuch七hat  

d（∬っy）＜E／2 and 甲ど（y）∩（ま－ど／2，ま＋E／2）≠臥   

Thenwecanconstruc七adiscreteclosedsubsetfofpESuChthatprxJfisiqjective  

andpII（D，f）＜E／2，hencepH（p，f）＜E．ThenA＝prx（f）isdiscreteinX and  

f：A→Iisamap2whichisaselectionfbr～βEIA（i．e．，f（x）∈pE（x）foreachx∈A）．  

BytheMichael，sSelectionTheorem［Mi］，WeCaneXtendftof∈C（X，Ⅰ）which  

isaselection払rpE．Forany（x，壬）∈甲，P（（x，L），f）くP（（x，t），f）くPH（p，f）＜E．  

Sincef⊂cIxxIPEandpH（甲，CIxxIPE）くE，it正）1lowsthatp（（x，壬），甲）くEfbrany  

（xっま）∈f．ThuswehavepH（f，甲）くど．Consequen七1y，P∈c12XxIC（X，Ⅰ）・ロ  

CombiningTheorem8・1・5withProposition8・1・2）WehavethefbllowlngCOrOllary：   

Corollary8・1・6・fbγα几yJocαJJyco乃几eCfedmeまγ豆c岬αCeズw批乃0豆占Ogαfedpo乞几ねブ  

USCCB（X）什esp．USCC（X，Ⅰ））isihe closureqfCB（X）（resp・C（X，Ⅰ））in2XxR  

什e坤．2ズ×Ⅰノ．□  

Oneshould noticethat anycompletenessis not assumedin七he above（cf・［FK，  

Theorem3．3（a）］）・  

§8．2．THEAR－PROPERTYOFUSCCB（X）ANDUSCC（X，Ⅰ）  

In this section，uSing Borgesフcharacteriza七ion ofARつsin［Bo】，We prOVe that  

USCCB（X）andUSCC（X，Ⅰ）areAR，sifX＝（X，d）isunifbrmlylocallyconnected・   

Now，WedefineanewmetricdconXasfo1lows：  

inf（diamdC‡c∈C（x，X′））ifC（x，X／）≠¢；  

l  otherwise，  〈  

d。（∬，諾′）＝  

2Recal1amapisidentifiedwithitsgraph・  
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where  

C（Tっ3＝／）＝〈c⊂XIcisconnected，X，XJ∈CanddiamC＜1〉・  

Asiseasilyobserved，ifXisunifbrmlylocallyconnected，thendcisuniformlyequlV－  

alenttod，hencedcinducesthesametopologyof2Xx汲asd・Then，byreplaclngd  

bydc，WeCanaSSume七hat   

（★）ea，Chpairofpointsx，X’∈Xwithd（x，X／）＜E＜1arecontalned血aconnecfed  

se七C山方Ⅵ流通diamC＜ど．   

1emma8．2．1．ア九ecoγ乙繭ま0†も（★）豆mpg豆eβ兢e舟gわび豆几gCO乃d豆如花ニ  

（H）N；（p，E）（x）isconnectedjbreachp∈USCCB（X），0＜E＜1andx∈X・   

Proqf Letま1＜t2∈Np（p，E）（x）and壬1＜ま＜ま2・Thenwehavexl，X2∈Xand  

si∈p（xi）（i＝1，2）suchthatd（xi，X）＜EandlsiP壬iE＜E・Let  

ま2－ま  ま－ま1  

β汗  β2・  β ＝  

By（★），X has connectedsets ClandC2SuChthat xi，X∈CianddiamCi＜E・  

SinceC＝ClUC2isconnected，S∈p（xo）fbrsomeTo∈CbyLemma8・1・1・Then  

d（∬0，ご）＜ど・Observe  

士2－ま  才一ま1  

い  f2．  ま＝  

Then，it払1lowsthat  

ト引く －β1－小 lβ2一項＜L  

Hence，（xっt）∈N；（p，E），i・e・，i∈N；（障）（x）・There放）re，N；（p，E）（x）isconnected・□   

By△n‾1，Wedenotethes七andard（n－1）－SimplexinRn，thatis，  

△れ－1＝〈（ま1，…，り∈叫壬壱≧0，∑迄1まi＝1）・  
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ItissaidthataspaceYishyper－COnneCtediftherearefunctionshn：Ynx△n－1→Y  

（n∈N）whichsatis＆thefollowingconditions：  

（i）ifま宜＝Othen  

九m（仇っ・‥，yれ；わ，‥．，㍍）  

＝んm－1（y17…，y壱－1，飢＋1，…，封几；ま1，…，ま宜－1，壬叶1，…，㍍）；  

（ii）△n‾1∋（tl，…，tn）H hn（yl，・．．，yn；il，…，tn）∈Yiscontinuous丘）reaCh  

（封1，…，yれ）∈ym；  

（iii）each neighborhood U of？／∈Y contains a neighborhood V ofysuchthat  

九m（Vmx△れ‾1）⊂打払revery†も∈N．   

Itshouldbenoticedthateachhnneednotbecontinuous・ItisprovedbyC，R．Borges  

［Bo］thatametrizablespaceXisanARifandonlyifXishyper－COnneCted・3we  

applythischaracteriza七iontoprove七hefollowlng‥   

Theorem8．2．2．拘rα几y肌的γmgy gOCαggy CO乃几eC古ed me行宮cβ卯Ce芽＝（芳，恥  

USCCB（X）andUSCC（X，Ⅰ）areAR’s・   

Proqf Since USCC（X，Ⅰ）is a retract ofUSCCB（X），itis su侃cient to prove tha七  

USCCB（X）isanAR・   

Byreplacingthemetricdbyd。，WeCanaSSumethecondition（★）・Eachpointof  

△n‾1＼（bn－1）canbeuniquelyrepresentedasfbllows：  

（1一子）みm＿1＋z，Z∈∂△m‾1，0＜亡く1，  

wherebn－1isthebarycenterof△n－1and∂△n－1istheboundaryof△n－1・We  

shallinductivelydefinehn：USCCB（X）nx△n‾1→USCCB（X）（n∈N）・First，1et   

3R．Cauty［Ca］introducedthelocalhyper－COnneCtednessdeferentfromtheoneof［Bo］andshowed  
thatametrizablespaceXisanANRifandonlyifXislocal1yhyper－COnneCted・Theresultsof［Bo】  
and［Ca］holdfbrstratifiablespaces・  
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hl（p，1）＝Pforeveryp∈USCCB（X）．Assumethathl，．．．，hn＿1havebeende丘ned，  

andde丘nehn as払1lows：  

んJ早い…，恥；む㍑－1）（£）＝［minU≡1甲壱（ご），maX〕た1甲五（瑚  

and，払rz∈∂△れ′－1andO＜壬く1，  

んれ（甲1，…，pm；（1－ま）わm－1＋呵（£）  

＝（1一榊れ（早目‥・，恥；わ几－1）（ご）＋兢m（甲1，…，甲几；Z）（£），  

Wherehn（甲1，…，Pn；Z）isdefinedbythecondition（i）・Thentheconditions（i）is  

Clearlysatisfied・SimilarlytoLemma6・3・1，thecondition（ii）hllows．Weshowthat  

九Jβ細（甲，ど）mx△m‾1）⊂βpH（甲，ど）  

払reachp∈USCCB（X）andO＜E＜1・Forpl，…，Pn∈BpH（p，E）andz∈△●n‾1，  

Sincepl，‥・，Pn⊂N；（p，E），itfbllowsf王omLemma8・2・1andthede丘nitionofhnthat  

ゐ乃（甲1，…，甲m；Z）⊂九れ（甲1，・・・フ甲m；われ－1）⊂叫（甲，ど）・  

Ontheotherhand，Sincehn（pl，・・・，Pn；Z）containssomepiandp⊂N；（甲i，E），We  

havep⊂Nb（hn（plっ・・・，Pn；Z），E）・Therebre，  

紬（んJ拘っ…，恥；Z），甲）＜ど（i・e・，九m（早い…フリ几；Z）∈月pH（甲，E））・  

Thusthe condition（iii）also holds．Consequently，USCCB（X）ishyper－COnneCted，  

henceitis an AR．□  
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§8．3．MuLTI－mLUEDFUNCTIONSPACES   

HOMEOMORPHIC TO THE HILBERT SPACES   

ToprovetheMainTheorem）WeuSetheた）1lowlngVariantofTbru丘czyk？scharac－  

terizationofHilbertspace［To6］（Theoreml．3．3）：   

Lemma8・3・1・LetAbeadiscretespaceandH＝（H，d）acompleteARwiihweighi  

叫旦）＝CardA・r九emガ母ゼ2（A）げα乃domgy卯九eJbJわび虞犯タCO几d戎如乃まβ5αま榔edニ  

（＊）舟γαmy Opem C抑eγ〟げガフ兢eγe e£五βねαm叩′：∬×A→ガβ祝C九兢α孟  

（ん（ガ）lα∈A）戎βd由cγeねま几ガαmdeαCんん乞β〟－CgOβeわid∫   

w九eγeJα：∬→ガ由d頭medん（ご）＝J（∬，α）．   

Proqf Obviously，the condition（＊）implies七hecondi七ions（1）and（2）inTheorem  

l．3．3，hence we have the“if”part．The“onlyif”part easilyfbllowsたomthe fact  

tha七theprojectionprl‥HxH→Hontothefirstfactorisanearhomeomorphism  

（cf・［Sc】）・□   

Lemma8．3．2．Assumethe condition（＊）in§8・2andihatXhasnoisolatedpoints  

α乃d兢eγee∬ね古か⊂Xα乃d∂，ど∈（0，1）β祝Cん兢αfd（αっα′）≧どかα≠α′∈刀α乃deαCゐ  

α∈か九αβαCO几乃eC舌ed me豆g舶or加odw批d宜αmeまeγ＞∂・r九emフルγα叩Ope†もCOγer  

uqfUSCCB（X），ihereexistsamaph：USCCB（X）×2D→USCCB（X）suchihat  

（hF（USCCB（X））（F∈2D）isdiscreteinUSCCB（X）andeachhFisu－Closetoid，  

wherehF：USCCB（X）→USCCB（X）isd所nedbyhF（p）＝h（p，F）・   

Proqf LetVbeanopenstar－re丘nementofu．SinceUSCCB（X）isanAR（Theorem  

8．2．2），WehaveasimplicialcomplexKwithmaps  

p‥USCCB（X）→LKland q：EK［→USCCB（X）  

suchthatqpisV－Close七Oid．Letα：USCCB（X）→（0，1）beamapsuchtha七α（p）＜  
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min（6，ど）払reachp∈USCCB（X）and  

〈否pH（p，2α（甲））l甲∈USCCβ（弟）ペソ・  

BysubdividingK？WeCanaSSumethe払1lowlngtWOCOnditions‥  

（1）diam。Hq（cr）＜吉αq（y）ify∈cr∈K；   

（2）c岬（y）＜2α拍′）ify，y′∈J∈∬．   

Infact，払reachp∈USCCB（X），1et  

l％＝β相（甲，去α（甲））∩〈ゆ∈USCCβ（ズ）t書α（甲）＜α（ゆ）＜喜α（p）），  

andsubdivideKsothateachsimplexiscontainedinsomeq－1（†隼）・   

Foreachv∈K（0），Wede丘nef（v）∈USCCB（X）asfo1lows：  

拍）＝頼）uU可α，喜明（棚×［わ（叫α），柚α）］，  
α∈か  

wbere  

f（町α）＝Supq（相可αっ喜呵（棚）；  

み（γフα）＝infヴ（州否（α，喜呵（棚）・  

ObviouslypH（f（v），q（v））く喜呵（v）・IfuandvareverticesofthesamesimplexofK，  

then  

細け（祝），∫（γ））く紬げ（祝），ヴ（可）＋紬（曾（視）フヴ（γ））＋紬げ（γ），ヴ（可）  

＜言明（祝）＋喜αヴ（γ）＋言明（℃）  

＜去呵（γ）＋去呵（γ）＝喜呵（叶  

Forthevarycenter含ofeacho・∈K，Wedefinef（a－）∈USCCB（X）by  

紳）（£）＝［minUγ∈げ（。）拍）（ご），maXUu∈。（0）拍）（瑚・  
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ThenっbyLemma8・2・1，f（a－）⊂NH（v），喜αq（v））hreachv∈0－（0）．observethatif  

O＜γくminv∈抑喜α曾（γ），then  

J（含）厚（α，γ）＝膏（α，γ）×［む（∂，α）っ壬（倉，α）］触eachα∈玖  

Whereb（a．，a）＝minv∈。（0）b（v，a）and壬（含，a）＝maXv∈g（0）t（v，a）・   

Wede丘neama．pf‥圃→USCCB（X）asfo1lows：   

た  

胸）（£）＝∑β宣伸i）（ご）  

壱＝1  

＝［∑た1β挿in紳豆）（∬）っ∑た1β挿aX柚）（ユ≠  

wherey＝∑E＝1Si6i，CTl＜…＜gk∈K，SiくOand∑た1Si＝1・Intheabove，nO七e  

that喜αq（y）＜aq（v）foreachv∈J£0）．Then，foreacha∈Dっ  

拍）1否（α，志α由））＝膏（α，志αヴ（州×【min胸）（α）っmax拍）（α）】・   

Foreachy∈圃，Choosev∈q（0）so七haty∈ZSt（v，SdK）卜Sincef（v）⊂f（y）⊂  

f（a・）⊂垢（拍），喜αq（v）），WehavepH（f（y），f（v））＜喜αq（v），hence  

紬（J（封）フ拍））く紬（J（封），′（可）＋紬（J（γ），ヴ（可）＋紬（曾（γ）フ由））  

＜喜αq（γ）＋喜α曾（γ）＋喜呵（γ）  

＜言明（γ）＜喜α由）・  

Now，fbranyF∈2D，WedefinehF：USCCB（X）→USCCB（X）by  

九ダ（p）＝据甲）uU（α）×［maxJp（p）（α）っmax潮汐）（α汗喜α邸（少）】・  

α∈ダ   

ThenhFisu－Closetoid．In払ct，hFisV－Closetoqpbecause  

紬（九ダ（p），押（甲））く裡（たダ（甲），∫p（p））＋紬げp（甲），qp（甲））  

＜喜α押（甲）＋喜α押（甲）＝2α即（甲）・  
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ToseethecontinuityofhF，1etpn→甲inUSCCB（X）asn→∞．Sincefpand  

aqparecon七inuous，fp（侮）→fp（p）andαqP（pn）→αqP（甲）・LetO＜r＜左αqP（p）・  

Then，r＜去αqP（pn）fbrsufBcientlylargen，Whencefbreacha∈F，  

fp（pn）厚（a，r）＝膏（a，r）×［minfp（pn）（a），maXfp（pn）（a）】and  

ね（甲）厚（α，γ）＝膏（αっγ）×［minJ如甲）（α），maX舟（河（α）］．   

Hence，maXfp（pn）（a）→maXfp（p）（a）fbreacha∈F．Bythede£nition，itfbllows  

that毎（恥）→ゐダ（甲）．   

We show that（hF（USCCB（X））1F∈2D）is discretein USCCB（X）．Sup－  

pose contrary that there exist p，Pi∈USCCB（X）and Ft∈2D（i∈N）such  

that hFi（pi）→甲aSi→∞and吾≠flifi≠j・Theninfi∈NαqP（pi）＞  

0．Otherwise，limn→∞αqP（pi，L）→O fbr someil＜i2 ＜ …．As sawin the  

above，PH（h書冊（pin），qP（pin））＜2αqP（pilL）・Thenitた）1lowsthatqp（pin）→P，hence  

c噂p（p）＝1imn→∞αqP（pin）＝0，Whichisacontradic七ion・   

LetEo＝infi∈N去αqP（pi）＞0・Foranytwodistincti≠j∈N，thereexistsa∈D  

SuChthata∈彗＼f）ora∈Fi＼彗・Withoutlossofgenerality，WemayaSSumethat  

a∈巧＼ft・Forsimplicity，Wedenotebi＝b（p（pi），a），壬i＝L（p（pi），a），bj＝b（p（pj），a）  

andtj＝t（p（pj），a）・Then，  

ん彗（甲宜）厚（α，Eo）＝否（α，ど0）×［毎鳥］and  

毎（甲ゴ）犀（α，ど0）＝否（α）Eo）×［わj，ち］∪（α）×【ち，ち＋明p（鞘）］・  

Incaseまiくtj＋喜cw（鞘），Wehave  

紬（九裾毎）≧β（（αっ壬ゴ＋α卿（鞘）），九彗）≧min†恥喜α押（朽））＝恥  

Recallthatahasaconnectedneighborhoodwithdiameter＞6・SinceEo＜畠6，We  

havec∈Xsothatd（a，C）＝Eo／2．Incaseまi＞ち＋喜αqP（pj），it丘）1lowsthat  

細（九和転）≧p（（c沃＝転）＞min（ど0／2，喜α即（鞘）‡＝ど0／2・  
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Consequen七1y，PH（hFi（pi），h巧（pj））≧Eo／2ifi≠j，Whence毎（pi）isno七COnVergent．  

Thisisacontradiction・Theproofiscompleted・口   

上emma臥3・3・Aβ餓me伽まX豆β几0まねねggyわ仇乃ded・穐reαC九乃∈Nブgeまかれみeα  

mα£血αJβ祝むβefげズβ≠C九混まd（笹牒）≧2‾mかα竹d由如cfpoれね£，封∈かれ．47「九emク  

W（USCCB（X））＝Supn∈N 2CardDn・1hcaseXisseparable，W（USCCB（X））＝2No．5   

ProqfForeachn∈N，1etQn＝（2．nmfm∈N）⊂R・ThenDnxQnisdiscretein  

XxR・SinceXisnottotallybounded，eaChDnisin丘nite，hencecard（DnxQn）＝  

CardDn・Bythemaximalityっd（x，Dn）＜2‾nfbreveryx∈X，hencep（z，DnxQn）＜  

2－nforeveryz∈XxR・ForeachEE2XxRandn∈N，let  

ダ＝〈z∈か几×軌1β（z，且）＜2‾m〉∈2βTlX軌⊂2ズ×R  

ThenpH（E，F）≦2‾n・Hence，Un。N2DnxQnisdensein2Xx汲・Sincetheweight  

w（2Xx汲）isequaltothedensityof2XxR，i七fo1lowsthat  

可2ズ×侠）くCardU脚 2βTLX咽れ  

くSupCard2DTLX吼＝Sup2Card（DnxQn）＝Sup2CardDn 
几∈N 71∈N   

whichimpliesw（USCCB（X））≦supn∈N2CardDn   

Ontheotherhand，払reachm∈ⅣandF∈2Dn，1et  

几∈N  

抑＝ダ×Iuズ×（0）∈USCCβ（芽）・   

SincepH（抑，PFl）≧2～nhreachF≠F′∈2DTL，（BpH（pF，2－n．1）［F∈2DTl）is  

palrWisediqjoint・There正）re，  

w（USCCB（X））≧card2DTL＝2CardDn，  

4TheexistenceofsuchDn⊂XisguaranteedbyZornつsLemma・  
5Ingeneral，SuPn∈N 2card D, ≠2SuPn∈F！ CardDn＝2W（X）  
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hencew（USCCB（X））≧supn∈N 2CardDn 口   

ProqfqfMainTheorem・WeapplyLemma8・3・1七OShowthatUSCCB（X）母e2（A），  

WherecardA＝W（USCCB（X））・WehaveprovedthatUSCCB（X）isacompletely  

metrizableAR（Corollary8・1・3andTheorem8・2・2）．Itremainstoconstructamap  

f：USCCB（X）×A→USCCB（X）suchasinLemma8．3．1．Letebethecollection  

OfallcomponentsofXandtakeDn（n∈N）asinLemma8．3．3．Then，Observethat  

CardeくW（X）＝CardUn∈NDn＝SuPCardDn・                           m∈N  

（1）Thecasecarde＝W（X）：SinceXisunifbrmlylocallyconnected，CardDn＞  

Carde＝W（X）fbrsu氏cientlylargen∈N・Ontheotherhand，CardDnくW（X）払r  

alln∈Nbythedefinition・Thenwehavesupn∈N2CardDTl＝2W（X），hencecardA＝  

w（USCCB（X））＝2W（X）byLemma8．3．3．   

Wecanwrite e＝Ui∈Nei，Whereeinej＝¢ifi≠jandcard¢i＝W（X）  

foreachi∈N．Foreachi∈N，1et ri‥USCCB（X）→m（ei）bethe mapdefined  

byri（p）（C）＝SuPP（C）（くP（X））foreachC∈ei．Sincem（ei）FYe2（2ei）（［BPフ  

Ch．VII，Theorem6．1】）andw（USCCB（X）×A）＝2W（X）＝Card2ei，Wehaveaclosed  

embedding9i：USCCB（X）×A→m（ei）suchthat‖9i（p，a）－ri（p川＜2Miforeach  

（p，a）∈USCCB（X）×A・Itshouldbenotedthat（（9i）。（USCCB（X）））a∈A）is  

discreteinUSCCB（X）・   

ForanyopencoveruofUSCCB（X），1etα：USCCB（X）→（0，1）beamapsuchthat  

（BpH（p7α（p）l甲∈USCCB（X））＜u・Now，Wedefineamapf：USCCB（X）×A→  

USCCB（X）as王bllows：  

p（£）＋仇（甲，α）（C）－r壱（p）（C）  
払r∬∈C∈¢乞and2‾叶1＜α（甲）；  

甲（£）＋2五（α（甲）－2‾り（飢（拘牒）（Cトγ宜（甲）（C））  

払r∬∈C∈取乱nd2‾壱くα（p）く2‾症1；  

甲（ご） otherwise・  
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Thenfaisu－Closetoid．Infac七，払reveryC∈ei，  

l飢（甲，α）（Cトγ宜（甲）（C）lく他壱（甲，αトγ宜（河＝＜2‾宜，   

hencepH（jk（p），甲）＜α（p）．   

We prove that（h（USCCB（X））‡a∈A）isdiscreteinUSCCB（X）．Onthe  

COntrary，aSSumethatthereisasequence（pk，ak）∈USCCB（X）×A（k∈N）such  

thataた≠ak′ifk≠k／，andfaん（鞘）convergestosomepo∈USCCB（X）．Thenthereis  

SOmeio∈Nsuchthat2－io＋1＜α（pk）hrallk∈N・Otherwise，limj→∞α（pk（j））＝O  

fbrsomek（1）＜k（2）＜…，Whencelimj→∞PH（f叫ゴ，（pk（j）），Pk（j））＝0・Itfollows  

that侮（j）COnVergeStOPo，SOα（po）＝li叫→∞α（pk（j））＝0，Whichisacontradiction．  

ForeachC∈C宜。）  

γi。（ムた（侮））（C）＝SupJ（鞘，αた）（C）  

＝Sup甲た（C）＋飢。（甲たっαた）（C） －γ宣。（陶）（C）  

＝飢。（鞘，αん）（C）＝（飢。）恥（鞘）・  

Sinceri。iscontinuous，（gi。）ak（鞘）＝ri。（faん（pk））convergestori。（po），Whichcon－  

tradictsto the fact that（（9i。）a（USCCB（X））L a∈A）isdiscreteinUSCCB（X）．  

Therefbre，（fa（USCCB（X））la∈A）isdiscreteinUSCCB（X）．   

（2）The case carde＜w（X）：Since Xis unifbrmlylocally connected，Wemay  

assumethecondition（★）in§8．2．LetXo bethesetofisolatedpointsofX．Then  

d（x，X＼（x））＞1払reveryx∈Xoby（★）．Asiseasilyseen，  

USCCB（X）；t；USCCB（Xo）×USCC（X＼Xo）・   

Foreachn∈Nっ1e七DL＝Dn＼Xo・SincecardXoくCarde＜w（X）＝Supn∈NCardDn，  

wehavecardXo＜cardDnfbrsufBcien七1ylargen∈N，WhencecardDL＝CardDn・  

ByLemma8．3・3，Wehave  

w（USCCB（X＼X。））＝Sup2CardDニ＝SuP2CardDn ＝W（USCCB（X））・  
れ∈N  n∈N  
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Inthecase（1）above，WehaveshownthatUSCCB（Xo）ishomeomorphictoaHilbert  

SpaCe，henceitisacompletelymetrizableARwithw（USCCB（Xo））くW（USCCB（X））．  

By［To2，Theorem3・1］，itsu氏cestoshowthatUSCCB（X＼Xo）ishomeomorphicto  

aHilbertspacewiththesameweight．ThuswecanassumethatXhasnoisolated   

POints．   

Foreach6＞0，1ete（6）＝（C∈eldiamC＜∂）．Let  

現＝刀れ＼Uc（2‾花）払reachm∈凡   

ItshouldbenotedthateachpointofD£hasaconnectedneighborhoodinXwith  

diam＞2．n becauseitis containedinacomponent ofX withdiam＞2．n・Each  

memberofe（2‾n）containsatmostonepointofDn・Recallthatcarde＜w（X）＝  

SuPn∈NCardDn・Then？fbrsu氏cientlylargen∈N，  

card（DnnUe（2‾n））くCarde（2－n）くCarde＜cardDn，   

whencewehavecardDn＝CardD£．Therefbre，ith1lows免・OmLemma8・3・3that  

card（Un∈N｛n｝×2Di）＝慧Card2DL＝Sup2CardDi れ∈N  
＝Sup2CardDn＝W（USCCB（X））．  

れ∈N   

Thuswemayassumethat  

A＝∪（乃巨2現  

m∈N   

ForanyopencoveruofUSCCB（X），1etVbeanopenstar－re丘nementofu・SinceX  

isnottotallybounded，WeCanaPPlyLemma8・3・2toobtainamap9：USCCB（X）×  

N→USCCB（X）suchthat（9n（USCCB（X））In∈N）isdiscre七einUSCCB（X）  

andeach9nisV－Closetoid・ChooseanopenrefinementWofVsothatthestar  

st（町W）ofeachW∈Wmeetsatmostoneofgn（USCCB（X））・ApplyingLemma  

8．3．2again，WeObtainmapshn：USCCB（X）×2Di→USCCB（X）（n∈N）suchthat  
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i（hn）F（USCCB（X））［F∈2Di）isdiscre七einUSCCB（X）andeach（hn）Fisl小close  

toid・Thenwedefineamapsf：USCCB（X）×A→USCCB（X）by  

拍，（m，ダ））＝九几（タ（甲，花）っダ）（i・e・，∫（町ダ）（甲）＝（んm）即gれ（甲））・  

Eachf（n，F）is乙んclose七OidbecauseitisW－Closetogn・   

We showthatthecollection（f（n，F）（USCCB（X））l（n，F）∈A）isdiscre七ein  

USCCB（X）・Eachp∈USCCB（X）iscontainedinsome W∈W．ThenthisⅣ  

meets at，mOS七one member of  

〈封USCCβ（芽）×（花）×2叫tm∈叶  

Infact，iff（n，F）（＊），f（nI，F′）（ゆ′）∈Wforsome4，，4，／∈USCCB（X），n≠nl∈N，  

F∈2DLandF／∈2DLl，then9n（7b）っgnl（ゆ′）∈st（町W），Whichisacontradiction．In  

CaSe  

Ⅳ∩仰SCCβ（X）×（㍑）×2現）≠¢，   

wecanchooseaneighborhoodW10fpsothatWl⊂WandⅣImeetsatmostone  

Of（hn）F（USCCB（X））・Since  

f（n，F）（USCCB（X））＝（hn）F。gn（USCCB（X））⊂（hn）F（USCCB（X）），   

W′meetsatmostoneoff（n，F）（USCCB（X））・Thus（f（n，F）（USCCB（X））［（n，F）∈A）  

isdiscreteinUSCCB（X）．  

Finally，WeShowthatUSCC（X，卜1，1］）FSe2（A），（i・e・，USCC（X，Ⅰ）記e2（A））・Let  

B＝〈p∈USCC（X，［－1，1】）Iinfp（X）＝－lorsupp（X）＝1）・  

ThenBisclearlyclosedinUSCC（X，卜1，1］）and  

USCC（X，ト1，1］）＼BRjUSCCB（X）FYe2（A）・  
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WeshowthatBisastrongZ－SetinUSCC（X，卜1，1］），WhenceUSCC（X，ト1，1］）母  

e2（A）by［To7，TheoremBl］（c£［Tb2］）・Foranymapα：USCC（X，ト1，1］）→（0，1），  

Wedeaneamaph：USCC（X，ト1，1］）→USCC（X，ト1っ1］）by  

柚（ご）＝（ト喜α（甲））・甲（∬）・  

ThenwehavepH（h（p），P）＜α（p）払reachp∈USCC（X，ト1，1］）．Foreachelement  

PoOfclh（USCC（X，ト1，1］）），thereisasequence卯∈USCC（X，Ⅰ）（k∈N）suchthat  

h（鞘）→Po・Thenb＝infkENα（鞘）＞0・Otherwiseっ1imj→∞α（pkj）＝0forsome  

kl＜k2＜・・・，thenpkj COnVergeStOPo，SOα（po）＝1imj→∞α（絢）＝0，Whichisa  

COntradiction．Foreachk∈N，  

Sup］£∈ズ九毎た）（£）＝（ト喜α（甲た））・SupU。錨鵜（£）くト喜む，   

hencesupU。∈XPo（x）く1～喜b＜1・Similarly，Wehaveinf比∈XPo（x）＞－1＋喜b＞  

－1．There丘）reフPo¢B．Thismeansthat  

Bnclh（USCC（X，ト1，1】））＝臥  

ThusBisastrongZ－SetinUSCC（X，卜1，1】）・Theproofiscompleted・□   

Remark．LetPbetheconvexsetintheBanachspaceCB（X）2＝CB（X）×CB（X）  

defined as fbllows：  

P＝（げ，g）∈Cβ（方）2lタ（∬）≧0払rallヱ∈茸）・   

ThenitiseasytoseethatifX＝（X，d）isadiscretemetricspace（i・e・，inf（d（x，y）I  

x≠y）＞0），thenUSCCB（X）卍∴P，Infact，払reachp∈USCCB（X），Wedefine  

mp，γ甲∈Cβ（∬）by  

m甲（∬）＝喜（min甲（∬）十ma叩（諾））；  

γp（∬）＝喜（ma叩（£トmi叩（∬））・  

－104－   



ThenthedesiredhomeomorphismE：USCCB（X）→PcanbedefinedbyE（p）＝  

（m甲，γp）・  

§8・4・REMARKSONTOPOLOGIESFORCB（X）ANDC（X，Ⅰ）   

Al七houghthe spaces CB（X）and C（X，Ⅰ）with the sup－metric are AR，sfbr an  

arbitrary metricspace X，the example ofIntroduction alsoshows thatthespaces  

CB（X）andC（X，I）withtheHausdorffmetricpHarenOtANR，sevenifXislocally  

COnneC七ed．Oneshouldalsoremarkthat CB（X）isnotatopologicallinearspacein  

thistopology・Infact，itcanbeeasilyderived丘・Om［FK，Remark3．6］thattheaddition  

CB（R）2→CB（R）（（f，9）－f＋9）isnotcontinuouswithrespecttotheHausdorfF  

metric．However，WeCanPrOVethefo1lowlng：  

Theorem8．4．1．動γ肌y㍊m帥γmgy gOCαggyCO肌eCまedme汁豆c叩αCeズ＝（茸，軋兢e  

β卯CeβCβ（方）α氾dC（方，Ⅰ）w離班β月血β加げme汁五cαreA属な・   

A subset Z ofa space Yis said to be homotopy densein Yifthere exists a  

homotopyh：YxI→Ysuchthatho＝idandh壬（Y）⊂Z払rt＞0・Asiseasiユy  

observed，ahomotopydensesubsetofanAR（resp・ANR）isalsoanAR（resp・ANR）・  

ByTheorem8・2．2，inthe caseXhasnoisolatedpoints，Theorem8・4・1isdeduced  

丘omthefbllowlng：  

Theorem8．4・2．FbranyunifbrmlylocallyconnectedmetricspaceX＝（X，d）wiLh  

noisolatedpoinis，CB（X）什esp．C（X，Ⅰ））ishorTWtOPydenseinUSCCB（X）什esp・  

USCC（芽，Ⅰ）ノ■  

Asacoro11aryofTheorem8．4．2，Wealsohavethe丘）1lowlng：  
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Corollary乱4・3・エe若芽＝（ガ，d）あeα乃榔乃如グーCOm匹Cまcompgeねme摘c叩αCeブ  

W最c九まβαβざ祝medねみe祝花押rmJyJocαggyCO乃乃eCまed盲乃Cαβe方言川0花－COmpαC才．me陀  

Cβ（ズ）α乃dC（∬，Ⅰ）ひ戎娩兢e肋祝βdo櫛meわ、まcαγe加meoT花叩九豆cねα戯伽r£β卯Ce．  

Toprove Theorem8・4・2）We need the followlngnOn－COmpaCt VerSionofLemma  

3．1．1：   

Lemma8・4・4・Assumethecondition（＊）in§8・2andthatXhasnoisolatedpoints．  

エe古か茸（0）→Cβ（ズ）みeαm叩扉鮎0－βたege加ガαJocαJgy錘毎β血pg戎c豆αgCOmpge∬  

∬β視Cゐ〃は才diamp。仏（グ（0））＜りbre腔r訂J∈∬∫ぴんereJ（0）＝Jn∬（0）．乃e乃ふ  

e∬才eれdβわαmαタメ：l∬1→Cβ（方）β鋸Cゐ班αま  

diam。Hf（q）く4diam。Hf。（cT（0））jbreveryJ∈K，  

W九ereCβ（芽）んαβ班護ねpog相即虞犯血cedわyβH．   

Sketch qfProqf ByLemma8・2・1，We have七heproper七y（H）Thentheproofis all  

thesameproofasLemma3・1・1，Where C（X，ト1，1））isreplacedbyCB（X）．Now，  

Since Xis not compact，We CannOt take Av⊂X asafinite setinthe proofっbu七  

Since Kislocallyfinite and X has noisolated points，We Can七ake Av⊂X as a  

discretese七withthesameproperty，thatis，f（v）⊂Nb（f（v）lAいEv）（inotherword，  

f（v）lAv＝f（v）np．1（Av）isEv－denseinf（v）），andeachAvhasanopenneighborhood  

ULinXsuch七hatU。nUL／＝¢ifv≠v／∈cr（0）ando・∈K．Anyotherchangeisnot  

necessary．□   

Remark・Intheabove，ifcardS七（v。，K）＞cardXatsomevertexvo∈K（0），itis  

impossibletoobtaindiscretesetsAv⊂X，V∈K（0），SuChthatAvnAv。＝¢fbrevery  

v∈St（vo，K）（0）．Thenthelocalfini七enessofKisassumed．  

We canapply Lemma8．4．4to prove the fbllowlnglemmaby the sameway as  

Lemma3．1．2  
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Lemma8・4・5・LetX＝（X，d）beaun的rmlylocallyconnectedmetricspacewiih  

乃0加Jαfedpo豆乃ね肌d∫：y→USCCβ（茸）αm叩げαβe卯m抽me行宮zα古ge坤αCe  

y．rんeγも兢eγe e∬まβねα九omo頓y九：yXI→USCCβ（ズ）占視Cゐ混ま九0＝∫α乃d  

九士（y）⊂Cβ（芽）舟γ壬＞0．   

Proqf Byreplacingthemetricdbydc，WeCanaSSumethecondi七ion（★）in§8・2．For  

eachn∈N，1etunbeanopencoverofUSCCB（X）withmeshpHun＜（n＋1）十Since  

Yisseparableme七rizable，theopencoverrl（un）ofYhasacountablestar－finite  

openrefinementVn，WhencethenerveofVnislocallyfinite・Wedefine  

Wl＝〈打×（2‾1，1］匪∈仇〉 and  

W托＝〈ux（（m＋1）‾1，（乃－1）‾1）匪∈‰）払rm＞1・  

Thuswehaveastar－finiteopencoverW＝Un∈NWnofYx（0，1］・LetKbethenerve  

ofWand9：Yx（0，1］→lKIacanonicalmap，thatis，eaCh9（y，t）iscontainedinthe  

simplexspannedbyallvertices怖T∈Wcontaining（y，i）・ThenKislocallyfinite・For  

eachn∈N，1etKnbethenerveofWrLUWn＋1・TheneachKnisas11bcomplexofK  

andK＝UnENKn・NotethatK（0）＝UnENWn・ForeachW∈Wn，SinceprY（Ⅳ）∈  

Vn＜f‾1（un），WeCanChoose7T（W）∈unsothatfprY（W）⊂7T（Ⅳ）・SinceCB（X）is  

denseinUSCCB（X）byTheorem8・1・5，WeCanalsochooseko（W）∈7T（W）nCB（X），  

whencepH（ko（W），f（y））くmeshpHun＜（n＋1）‾1丘）ranyy∈prY（Ⅳ）・Thuswe  

haveamapko：K（0）→CB（X）suchthatpH（ko（Ⅳ），f（y））＜（n＋1）‾1払rany  

Ⅳ∈K㌘）＝Wnandy∈prY（W），hencediampHk。（J（0））＜2（n＋1）‾1hreach  

q∈Kn．ByusingLemma8．4．4，WeCaneX七endkotoamapk：lKl→CB（X）such  

七hatdiam。Hk（0－）＜4diampHko（cr（0））・Thusweobtainthemap  

k9：Yx（0，1］→CB（X）⊂USCCB（X）・  

Foreach（yっま）∈Yx（0，1】，Choosen∈NandW∈Wnso七hat（n＋1）‾1＜まくn－1  

and（y，t）∈Ⅳ・Thenwehaveo－∈監suchthat9（y，i）∈qandⅣ∈cr（0）・Since  
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k（W），kg（y，t）∈k（cT）anddiampHk（q）＜4diam。Hk（cr（0））＜8（n＋1）‾1，it丘）1lows  

tbat  

紬（毎（y，壬），拍））く紬（た訳y，ま），た（Ⅳ））＋紬（た（Ⅳ），J（封））  

＜8（乃＋1）‾1＋（m＋1）‾1＝9（m＋1）‾1＜9ま．  

Thenk9Canbeex七endedtothedesiredhomotopyhbyho＝f．□   

Remark・In the abovelemma，theseparabilityofYis necessary because thelocal  

丘nitenessofKisassumedinLemma8．4．4．NotethatUSCCB（X）isnon－SeParable．   

ItissaidthatZ⊂YislocallyhomotopynegligibleinYifeveryneighborhoodUof  

eachpointT∈XcontainsaneighborhoodVofxsuchthateachmapf：（Zn，∂Zn）→  

（VV＼Z），m∈Nishomotopicin（U，U＼Z）toamap9Withg（Zn）⊂U＼Z［To4］・By  

uslngLemma8・4・5，itiseasytoseethefbllowlng：   

Corollary8・4．6．動γα叩肌的rmgyJocαgJy coれ花eCまed叩αCeズ＝（ズ，d）ひ離几O  

isolaiedpoinis，USCCB（X）＼CB（X）islocallyhomotopynegli9ibleinUSCCB（X）．□   

ProqfqfTheorem8．4．2．SinceUSCCB（X）isanARbyTheorem8．2．2，aCCOrdingto  

Theoreml．2．3，Corollary8．4＝．6impliesthatCB（X）ishomotopydenseinUSCCB（X）．   

By smalla4justments，We Can See that Lemmas8・4・4and8・4・5are valid fbr  

USCC（X，Ⅰ）．Then，it fbllowsthat C（X，Ⅰ）is homotopy denseinUSCC（X，Ⅰ）fbr  

anyuni丘）rmlylocallyconnectedmetricspaceX＝（X，d）withnoisolatedpoints・ロ   

ProqfqfTheorem8．4．1■LetXo betheset ofallisolatedpointsofX・Since Xis  

uniformlylocally connected，thereis6＞O such七hat d（a，X＼（a））＞8fbrevery  

a∈Xo．Itiseasytoseetha七  

Cβ（芽）母Cβ（Xo）×Cβ（ズ＼方0），   

where七hetopologyofeachspacesisinducedtheHausdorffmetricpH・ByTheorems  

8．2．2and8．4．2っCB（X＼Xo）withtheHausdorffmetricisanAR・Ontheotherhand，  

－108－   



CB（Xo）withthe Hausdorffmetricis alsoanARbecausetheHausdorぼme七ricon  

CB（Xo）inducesthesametopologyasthesup－nOrm・Therefbre，CB（X）withthe  

Hausdor仔metricisanAR・Moreover，C（X，Ⅰ）withtheHausdorffmetricisalsoan  

ARbecauseitisanretractofCB（X）withtheHausdorffmetric．口   

Proqfqf Corollary8・4・3・In case Xis compact andinfinite，the Hausdorffmetric  

inducesthesametopologyasthesup－metric・TheseparableBanachspaceC（X）＝  

CB（X）ishomeomorphictotheseparableHilbertspacee2［BP，Ch・VI，Theorem5．1】．  

The spaceC（X，Ⅰ）ishomeomorphictotheclosedunitballC（X，ト1，1】）ofC（X），  

henceC（X，Ⅰ）FYe2［BP，Ch．VI，Theorem5・1］・   

IncaseXisnon－COmPaC七っaSTheorem8．4．1，itreducesthecaseXhasnoisolated  

POints．Thenitsu用＿CeStOShowthatUSCCB（X）＼CB（X）isan鳥－SetinUSCCB（X）．  

Infact，USCCB（X）＼CB（X）wouldbeZq－Se七inUSCCB（X）byTheorem8・4．2，hence  

USCCB（X）Ft；CB（X）by［Cu3，Corollaryl］．Moreover，SinceUSCC（X，Ⅰ）＼C（X，Ⅰ）  

WOuldbealsoan島－SetinUSCC（X，Ⅰ），itwouldsimilarlyfbllowthatUSCC（X，Ⅰ）嵩  

C（ズ，Ⅰ）・   

SinceXisoq－COmpaCt，XhascompactsubsetsXl⊂X2⊂…WithX＝UnENXn・  

Foreachn∈N，1et  

Fn＝〈p∈USCCB（X）l］x∈Xn suchthat diamp（x）≧1／n）・  

ThenUSCCB（X）＼CB（X）＝Un∈N軋・ToseethateachFnisclosedinUSCCB（X），  

1et pi∈乱，i∈N，andassume pi→P∈USCCB（X）asi→∞・Thenall甲iand  

parecon七ainedinsomeXxトr，r］・Foreachi∈N，WehaveTi∈Xnsuchthat  

diam甲（xi）≧1／nっwhencetherearesi＜壬i∈p（xi）with壬i－£i＞1／n・SinceXnand  

トr，r］arecompact，WemayaSSumethatxi→XinXn，Si→Sandti→tinトr，r］・  

Then壬－S＞1／nands，t∈p（£）．Thuswehavediam甲（x）≧1／n，hencep∈fL・  

Therefore，USCCB（X）＼CB（X）isan鳥－Se七inUSCCB（X）・ロ  
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LetC富（X）bethesubspaceof七heBanachspaceCB（X）consistingofunihrmly  

con七inuousfunctionsand CU（X，Ⅰ）＝C（X，Ⅰ）nC富（X）・IncaseXis compact，  

C富（X）＝C（X）and CU（X，Ⅰ）＝C（X，Ⅰ）．Asjusthaveseen，theBanachspace  

CB（X）isnotasubspaceofUSCCB（X），butC富（X）canberegardedasasubspace  

OfUSCCB（X），thatis，   

Proposition8．4・7・TheiopologyqfC冨（X）inducedbyihesup－nOrmtl川coincides  

び首班兢eo乃e戎乃血cedわy肋e肋祝β加γガme汁豆cpH．   

Proqf Letf∈C富（X）・Bytheuni払rmcontinuityoff，払reachE＞0，thereexists  

6＞Osuchthatd（3＝，y）＜6impliesげ（∬）－f（y）・＜E／2・Let9∈CB（X）suchthat  

PH（f，g）＜min（E／2，6）・ForeachT∈X，Sincep（（x，9（x）），f）＜min（E／2，6），WeCan  

Choosey∈Xsothat  

β（（∬，タ（∬）），（肌拍）））＝maX〈d（£，y），l拍卜拍）け＜min（ど／2，叶  

Sinced（x，y）＜6，Wehaveげ（x）－f（y）1＜E／2．Hence，it払1lowsthat  

げ（£トタ（∬）‡くげ（∬ト紬）けげ（yトガ（ご）t＜喜亡＋喜ど＝ど・  

There正）re，Jlf～釧＜E・ConverselyっiflLf一釧＜E七hen  

紬（′，タ）＝maX〈sup。∈ズβ（（∬，拍）），砧sup£。ズβ（（ェ，由）），〃〉  

くSupげ（ご）一夕（£）I＝帰一釧＜ど・ ロ  
諾∈＿方   

Comparing withthe resultin Chapter3，One mayWant七O rePlace C（X，Ⅰ）and  

CB（X）inTheorem8．1．5（orCorollary8．1．6）byCU（X，Ⅰ）andC富（X），reSpeCtively，  

Since they are subspaces ofUSCC（X，Ⅰ）and USCCB（X），reSPeC七ively・However，  

CU（X，Ⅰ）isnotdenseinUSCC（XっⅠ）evenifXislocallyconnec七edandhasnoisolated  

POint・Infac七，1etX＝Un∈N［n－nql，n］⊂Randde丘nef∈C（X，Ⅰ）⊂USCC（X，Ⅰ）  
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byf（n一子）＝niifO＜t＜γrl・Thenanyg∈C（X，Ⅰ）withpH（f，9）＜喜isnot  

uniformlycontinuousbecause去，喜∈g（［n－n－1，n］）bralln∈N・Asananother  

example，1etX＝R＼‡0）andandde丘nef∈C（X，Ⅰ）⊂USCC（X，Ⅰ）byf（x）＝0  

払rx＜Oandf（x）＝1fbrx＞0．Thenanyg∈C（X，Ⅰ）withpIi（f，9）＜去isnot  

uniformlycontinuousbecauseg（T）＜去ifx＜Oandg（x）＞喜ifx＞0・  
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