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Introduction  

TheconceptofshapewasintroducedbyBorsuk［Bol］asageneralizationof  

homotopytheory・In manystudies，Shapetheoryhasbeendevelopedasabig  

branchofgeometrictopology（cf・［Bo3］，［Bo4］，［MS2】）・UsingHilbertcubeman－  

ifolds（Q－manifblds）theory，Chapman［Chal】establishedtheso－COlledcomple－  

menttheorem，thatis，七wo乙setsinQhavethesameshapeむ岬eifandonly  

iftheircomplemen七S arehomeomorphic．   

Ontheo七herhand，Mengermanifo1d（FLn＋1－manifolds）wereintroducedand  

investigatedbyBestvina［Be］．Frommanystudies（cf・［Chi4］，［Chi5］，［Dr］etc・），  

ithasbecomeclear七hatpn＋しmanifoldsare“（n＋1）－dimensional”analogues  

OfQ－manifolds・In［Chil］，Chigogidzeintroducedtheconceptofn－Shapefor  

COmPaCtaandprovedthen－Shapeversionofthecomplementtheorem，thatis，  

七woZIsetsinpn＋1havethesamen－ShapetYPeifandonb，iftheircomplements  

arehomeomoTPhic．OnecanseeasurveyonFLn＋1－manifo1dsin［CKT］・The  

complementtheoremsaresurveyedin［Sh4］and［Sh5］．   

Inthispaper，Weintroducesomevariationsofn－Shapetheoryandinvesti－  

gatetherelationbetweenthem・Theseresultswereobtainedin［Akal］，［Aka2］，  

［Aka3］，［Aka4］and［AS］・   

InChapterl，We glVe七erminologyandnotation，andpresentsomebasic  

properties which willbe neededin the sequel・The n－homotopy extension  

theoremisstrengthenedforpalrS・   

W白discusspn＋1－manifoldpalrSinChapter2andadapttheZ－SetaPPrOX－  

imationtheoremand theZ－SetunknottingtheoremtopalrS・  

Ⅴ   
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Theconcep七OfshapewasextendedtocompactpairsbyBorsuk［Bo3］（cf．  

［Bo4］）andbyMarde白i6andSegal【MSl］（cf．［MS2］），bu七theirde丘nitionsdonot  

coincide（see［Ma］）・TheshapeofpairsinthesenseofMarde畠i6－Segalisdefined  

byuslnglnVerSeSyStemS，butitcanbealsode丘neduslngtheBorsukapproach  

（cf・［KO］）・In［Fb］，FelttriedtogeneralizeChapman，scomplementtheoremto  

COmpaCtPairsbyusingthede丘nitionofshapeinthesenseofMarde畠i6－Segal．  

However，hisproofcontainedagap，Whichwasrecoveredin［Sa］．InChapter  

3，WeglVethedefinitionofn－ShapeofcompactpalrSWithdimensionatmost  

n＋1byMardc自i6－Segal｝smethodandgeneralizetheChigogidzeフscomplement  

theoremforcompact pairs．   

PropertyUV∞aroseinthestudyofcellularityandisconnectedwithshape  

theorythroughtheresultthatacompactmetricspaceXhasUV∞ifandonly  

ifXhastheshapeofaslngleton・PropertySUV∞wasintroducedbyHartley  

［Ha］asanoncompactvarian七OfpropertyUV∞．In［Shl】，Sherdefinedproperty  

SUVnasa鮎1ite－dimensionalvariantofpropertySUV∞，andprovedthatifa  

CloscdconnectcdsubsetXofapiecewiselinearn－manifoldhasSUVn，thenX  

hasSUV∞・InChapter4，Wede鮎1ethenotionofpropern－Shapeforlocally  

COmpaCt SPaCeS and propern－Shape categoryn－SHpL：K；・Usingthis notion，  

WeglVethecharacterizationofpropertySUVn・Asacorollary，Strenthenlng  

Sher’sresult【Shl］，ifalocallycompact connectedspacewithdimcnsionat  

mostnhasproperty SUVn，thenithaspropertySUV∞．   

In Chapter5，We glVe the other approach toproper†レShape and proper  

n－Shapecategoryn－S町“（n＋1）whoseobjectsarelocallycompactspaces  

Withdimensionat mostn＋1・Le七n－SHpL：K（n＋1）be afu11－Subcategory  

Ofn－SHpL：K：whose objectsareatmostn＋1dimensional・Weconstructa  

CategOricalembeddingfromn－SHpLK（n＋1）ton－SH；L：K：（n＋1）・Moreover，  

Strengthenlngn－Shapeofcompact palrS，Weintroducethenotionofrelative  

n－Shape．Thenweprovethatiftwolocallycompactspaceswithdimensionat  

mostn＋1，Whoseq11aSi－COmPOnentSPaCeSareCOmPaCt，havethesameproper   
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n－Shapetype，thentheircompactpalrSOfFreudenthalcompactificationsand  

thespacesofendsarerelativen－ShapeequlValent・UsingtheresultofChapter  

4，WeCOnCludethatifalocallycompactspace withdimensionatmostn＋1  

hasSUVn，thenitsFreudenthalcompacti丘cationhasUVn．   

InChap七er6，applyingpropern－Shape，WeCOnSiderZ－SetSinpn＋1－manifolds  

andproveaFLn＋1－manifoldversionoftheresultof［Sh2］，thatis，iftwoZ－SetS  

inFLn＋1－manifoldsarepropern－ShapeequlValen七っthentheyhavearbitrarily  

smallhomeomorphicpn＋1－manifoldclosedneighborhoods・   



Chapter 1 

Preliminaries  

Thepurposeofthischapteristointroducebasicnotationandterminology・In  

Particular，Wediscussthen－homotopyextensiontheoremfbrpairs・  

1・1Theresultsof〃n＋1－mani払Idtheory   

Allspacesinthispaperareass11medtobeseparableandmetrizable，andmaps  

tobecontinuous・Letu＝（0，1，2，…）denotethesetofnaturalnumber．Let  

Q＝［0，1］W betheHilbertcubeandpn＋1七he（n＋1）－dimensionaluniversal  

Mengercompactum・AFLn＋1－manifbld（resp・aQ－manifold）isatopological  

manifoldmodeledonpn＋1（resp．Q）．AclosedsetAinaspaceXiscalleda  

Z－Seiiftheidentitymapidx：X→Xisapproximablearbitrarycloselyby  

maps∫：ズ→ズ＼A・   

Apair（ofspace）（X，Xo）meansthatXisaspaceandXoisaclosedsetin  

X・Letf，g：（X，Xo）→（Ym）be（proper）mapsofpairs・Byf巴g（fcYpg），  

WemeanSthatfis（properly）homotopictog・Wesaythatf，9：（X，Xo）→  

（㌣Yb）are（prpperly）n－homotopicanddenotef巴ng（f空言9）iffα巴9α  

（fα巴p9α）forany（proper）mapα‥（Z，Zb）→（X，Xo）ofapair（Z，Zo）with  

dim≦乃．   

Nexttheoremsareob七ainedbyBestvina［Be］．  

1   
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Theoreml・1・1（TheZ－Setunknottingtheorem：eStimatingversion）  

エeま〟∂eα〃叫1－mαm的gd．動reαC九opeれCOUer乙イげ〟がほree∬豆βねαm叩em  

r所meme†もまVβα紘的宜mタ兢eカggoび夏用タ■〝′：A→β由α加meoγ乃Orp九由mわe一  

血ee†lZ－βeね哀れ〟び最cたねV－CgOβeわidん兢eγ乙′e∬ねmdβねα加m紺mOγ甘ん由m  

ヂ‥〃→〟β祝Cん兢αげ由〟－CgOβeねid〟．□   

Theoreml・1・2（TheZ－Setunknottingtheorem：n－homotopyversion）  

上eま〟わeα〃叶1－mαれ的gdαmd∫：A→βらeα加meomo叩九由mわe如ee㍑Zっeね  

哀れ〟・げJ巴芸idA宜陀凪がほmJe∬feれゐねα加meom叩最5mf：〟→〟  

痛けギid〃・ロ  

Theoreml・1・3（TheZ－SetaPPrOXimationtheorem）Le才M beaFLn＋1  

mαm的Jd∫ガαgOCαggy COmpαC舌叩αCeひ助dim≦m＋1αmdAαCgOβedβe士官柁  

ズ・〝J：X→凡才由αpγOpermqpび最cゐγeβ才r盲cねわαg－emあedd豆mタOmA，  

班eγ乙J由叩prO∬戎mα鋸eαZ－emゐeddれタグ‥∬→〟β祝C九兢αりIA＝glA．□  

Amap f：X→Ybetween spacesis called n－inveriibleiffor anymap  

α：Z→Y from any space Z with dimZ≦n to Y，there exists a map  

＆：Z→Xsuchthatf＆＝α・ItiseasytoobservethatiffandαareprOPer，  

then＆isalsoproper．   

Theoreml・1・4（［Chi3］）77Lereis an（n＋1）－inveriibleUVn－Surjeciionf：  

〃叫1→Qβ祝C九班迫ま兢e豆m∽rβe宜mαタe q′αZ－βe舌虞犯Q由αZ－占eま血〃叶1  

αれd伽揮er£αre加meom叩九戎c（母）ね亘叶1．肋reo眠r′がば戌肌er£e血叩eq′  

Qo＝（（£壱）∈Ql∬1＝0）虞β加m紺mO叩九豆cね〃叫1．ロ  

Let描＋1beaZ－Se七inpn＋1andhomeomorphictopn＋1andM＝FLn＋1 ＼  

描＋1・BytheZ－Setunknottingtheorem，WemayaSSumef‾1（＊）＝描＋1for  

SOme＊∈Q（apointisaZ－Se七inQ）．ThefollowingfollowsfromTheorem  

l．1．4．   

Propositionl・1・5T7Lereisan（n＋1）－invertibleproperUVnqsurjectionf：  

〟→Q＼（＊）β視C九統αf班讃邦erβαreg－βeね肌d加m紺m叩最cね〃叫1．口   
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Theoreml．1．6拘γeαC九几≧0ク班沼ree∬由ねα関れ一飯∬eγま蕗ge打Vm‾1－β祝わec抽m  

ん：（〃m，描）→（Q，Qo）・□   

Remark．Let（X，Xo）beanarbitrarypairofspaces．Wecanassumethat  

X⊂QandXo＝XnQo．Thenwehaveapair（Z，Zo）＝（f；1（X），f；1（Xo））  

ofspaceswith dim≦n and ann－invertibleproper UVn－1－Surjectionα＝  

hI（Z，Z。）：（Z，Zo）→（X，Xo）・Itiseasytoseethatf巴n gfortwomaps  

f，g：（X，Xo）→（Yt％）ifandonlyiffα巴gα・  

1．2 Then－homotopyextensiontheorem   

Inthissection，WetreatPalrSOfspacesinsteadofspaces．Therefore，Weneed  

toextendsomewell－knownresultsto palrS．ApalrOfLCn spacesissimply  

CalledanLCn－Pair．  

● 1．2．1 The extensiontheorem払rpalrS   

Lemmal．2．1Let（X，Xo）beapairqfspaceswithdim≦n＋1and（㌢Yb）  

αmエCれ一匹れムe舌（A，Ao）わeαCgOβedpα豆r慮れ（ズ，ズ0）w鵡Ao＝An∬0・乃em  

蝕粥川明り‥（A，Ao）→（㌣端）加βαれe∬血涙mダ‥（U，抗）→（il坑）ノひ加re  

U由αれ軸肋r加odげA哀れズαれd抗＝Unズ0・肋reo眠rげ（㌣端）豆5α  

Cmn上′Cm－pαれ兢emJ加βαれe∬ねれβ加ダ‥（ズ，ズ0）→（㌣垢）・   

ProqfSincedimXo≦n＋1and‡ちisLCn，themapflA。‥Ao→ybextendsto  

amapg：th→yb，WhereUbisaneighborhoodofAoinXo［Hu］・NotethatUb  

isclosedin（X＼Xo）uUb・SinceYisLCn，themapgUf：UbUA→Yextends  

toamapF：U→㌣whereUisaneighborhoodofthUAin（X＼Xo）∪仇・  

ThenUb＝UnXo．Consequently，（U，Ub）isthedesiredneighborhoodandFis  

thedesiredextensionoff．Theproofoftheadditionalstatementissimilar・□   
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Lemmal・2・2Let（Yyb）beanLCn－Pair・77LeneVeryOPenCOVeruqFYhas  

anopenr頭nemeniVofusuchiha柑（X，Xo）isapairqfdim≦nihenany  

如oV－CgOβeγn叩β∫，タ‥（ズ，ズ0）→（㌣％）αre乙／－加moま叩五c．   

Proqf SinceYisLCn，eVeryOPenCOVeruOfYhasanopenrefinementVsuch  

thatforanytwoV－Closemapsf，g：X→YofaspaceXwithdimX≦n，  

anyV－homotopyh‥XoxI→Yfromflx。tOglx。eXtendstoa乙仙omotopy  

H：XxI→Yfromftog［Hu，P・112］・Moreover，SinceYbisalsoLCn，there  

existsanopencoverVoofiちsuchthatifflx。，glx。：Xo→ybareVo－Close，then  

WeCanfindaV－homotopyh：XoxI→YbconnectingfLx。tO9Lx。．Nowlet  

f，g：（X，Xo）→（YYh）bemaps・IffandgareVpcloseinYandflx。andgLx。  

arelんclosein‡も，thenthereexistsau－homotopyH：（X，Xo）×I→（YYb）  

COnneCtingfandg・ForeveryV∈仇thereexistsanopense七VIinYsuch  

thatV＝V′∩‡も・Putl亮＝（V′lV∈仇）∪（Y＼yb‡．Thecommonopen  

refinementofVandl亮isthedesiredcoverofY．□   

Corollaryl・2・3エef（㌣端）わeαmエCm一卯れmem兢eree∬由ねαれOpemCOUer  

〟げyβ祝C九兢α才αれy如0乙／－CJoβem叩βd頭medomαmαrわかαry卯乞rq′叩αCe5  

αre†い加moわp官C．口   

ThefbllowingisduetoChigogidze［Chil，Proposi七ion2・1］：   

Propositionl・2・4Le壬YbeLCn・TheneveryopencoveruqFYhasanopen  

r頭れe†m即lまVβαま乞的豆mガ兢eJbggow豆喝COれ血豆omご   

（＊）乃釣rαmαrわかαr封印αCeズw五紙dim≦乃＋1αmdαm詳細oV－CgOβem叩β  

伽mαCgOβedβeま五和∬ノげ0†le q′兢em eこじね相加ねαm叩伽m芳，兢eγも  

兢e o兢erαgβOe∬まeγもdβねαm叩舟omズ，W九五c′も由〟－Cわβeね肋eわrmer  

e∬ねれβ豆0れ．   

Remarkontheproof・In［Chil］，SPaCeSareSeparablecompletelymetriz－  

able・HowevertheproofofProposition2・1in［Chil］isvalidwithouttheas－   
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SumPtionofcompletemetrizabilitysinceeveryspacecanbeembeddedina  

linearsubspa・CeOftheHilbertspacee2aSaClosedset．   

Asacorollarywehavethefbllowlng‥   

Lemmal・2・5EveryopencoveruofanLCnspaceYhasanopenrqfinemen壬  

Vβαま哀訴／血夕兢eJbggou宜mタCO乃d戎如れ了   

（出花β岬卯βe兢αり，タ：ズ→yαreV－CgOβem叩5クα‥Z→ズ由αm叩ノ  

dimZ≦乃ノA由cgoβed虞犯ズノダ‥α‾1（A）×J・→y由αV－加moま呼野ひ鵡  

甲0＝掴α－1（A）αmd甲1＝タαレ1（A）・me叩e∬ねmゐねα〟一加moわp封  

¢：ZxJ→〟∽助¢0＝∫ααれd¢1＝タα．  

Proqf Let W be an open star－refinement ofu．By Propositionl．2．4，  

WhasanopenrefinementVsatis＆ing（＊）n・Wbextendptothemap甲′：  

α‾1（A）×1uZx（0，1）→Mbyd（z，0）＝fα（z）and甲′（z，1）＝9α（z）for  

each z∈Z・Sincepis aV－homotopyand9islんclose七Of，dislんcloseto  

theres七ric七ionofthemapfαPrz‥ZxZ→Y，Whereprz‥ZxI→Zisthe  

PrOjection．By（＊）n，PIextendstoamap¢：ZxI→YwhichisW－Closeto  

fαPrz・Itiseasytoseethat¢isthedesiredhomotopy．□  

1．2．2 Then－homotopyextensiontheoremfbrpairs   

Then－homotopyextensiontheoremwasestablishedbyChigogidze【Chil，Propo－  

Sition2・2］・Westrengthenitbyincludingacoveringestimate，Whichmight  

beusefu1insomeapplications．AlthoughwehavenotusedthecoverlngeSti－  

mate，WeglVeadetailedproof，WhichwillhelpthosewhohavesomedifRculty  

COnCerningtheRrstsentenceinChigogidze’sproof・   

Theoreml．2．6（Then－homotopyextensiontheoremforpairs）S叩POSe  

兢αま（㌣坑）由αgOCα勒co叩αCfエCm一匹れ（ズ，■杭）由αわcα勒co叩αC才卯盲r  

血塊dim≦几＋1α陀d′，タ：（4Ao）→（㌢端）α柁pr叩er〝叩£扉αCわβed印度r  

（A，A。）血（ズ，端）び鵡Ao＝Anズ0？〃最cゐα柁pr叩e勅花一加moわp戎c・〝J   
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e∬励dβね叩rOperm叩f‥（∬，ズ。）→（㌣恥侮陀タαgβOe∬ねm飢0叩rOper  

m叩否：（ズ，ズ0）→（㌣坑）び九戌cん由propergym一加mo壬叩五cねf．  

Toprovethen－homotopyextensiontheoremforpairs，Wefirstgeneralize  

thestandardtrickofbridgemaps（cf・【Hu］）．   

Lemmal・2・7エeまズ1，…，見たわecgoβed5eね五和ズ5祝C九伽まズc＝∩宜∈Cズ五官β  

エCγと炉αれ封C⊂（1，…，りクひ九ereズ¢＝ズ．乃emeαC九叩eれC仇er〟げズ  

んαβαれ叩eれr所memeれまVβαま五励れタ兢eノbgJoⅧ慮れタCOmd富加m了   

（α）γl助cゐV∈V豆βCOれ才α疲れed慮れβOmeこ／∈〟β祝C力血才蝕erym呼′：ぶ壱→  

Vnズc（0≦宜≦几；C⊂（1，…，可）e∬才emdβねαm叩f：β机→Unズc．  

ProqflLe七Wbeanopenstar－refinemen七Ofu・ForeachC⊂（1，‥・，k），  

XcisLCn，hencewehaveanopencover抜OfX suchthat eachV∈Vbis  

COntainedinsomeWb∈Wsatisfying   

（a）nceachmapf‥Si→VnXc（i＝0，…，n）extends七OamaPf：Bi＋l→  

lγbn∬c．   

LetVbeanopencoverofXwhichre負nesal11七（C⊂（1，・・．，k））・ThenVis  

thedesiredre餌emen七Ofu．Infact，1etV∈V・ForeachC⊂‡1，・‥，k），Vis  

containedinsomeWb∈Wsatis秒ing（a）nc・SinceWisastar－refinementof  

u，Ucc（1，…，k）WciscontainedinsomeU∈u・Then（a）nissatis鮎d・□   

Lemmal．2．8LetXl，．‥，Xk beclosedinX・TheneachopencoveruqfX  

んαβαmOpe†lr飾れemem舌Vβ祝C九兢αf   

（わ）Ⅴnn（端lズ宜nV≠¢）≠¢か細CんV∈V祝融鬼Vnn緩Cズ宜≠¢，   

αmdV由gocαggy動記eげβ0豆β〟・  

ProげForeachC⊂（1，…，け1et  

Vc＝押＼∪ろ岬∈〟，Unn薫≠¢），  
J痘C  緩C   
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WhereVb＝（U∈ulUnUtl薫＝＠）・ThenV＝Uc。（1，…，k）鞍isthe  

desiredrefinementofu・Infact，foreachV∈V，ChooseC⊂‡1，‥．，k）so  

thatV∈Vc・InthecaseC＝軋ⅤnUた1Xi＝臥InthecaseC≠軋  

bythedefinitionof抜，VnnieCXi≠¢andVnXj＝¢ifj¢C，namely  

C＝（il先nV≠0）・Thus（b）issatisfied．Theadditionalstatementis  

clear．□  

Lemmal．2．9LeidimX≦n＋1andXl，・‥、Xk beclosedinX suchthai  

Xc＝∩ま∈C端虞βエC叩かαれyC⊂（1，‥・，可クび九ereズ¢＝芳．乃eれかeαC九  

叩eγもCOUer乙／げガタ兢eree∬吏βまαgOCαggyJ和正eβ豆叩g盲cぬgcompge∬∬び五紙dim≦  

m＋1ブ5祝わcompge∬e占〃1，…，∬た扉ⅣJm叩βp‥ズ→圃α乃d曾：圃→耳  

β祝C九血まp（ろ）⊂悔しヴ（悔l）⊂ちα乃d押由〟－Cわβeねid∬・  

Proqf ByLemmal．2．7，WehaveasequenceofopencoversofXasfollows：  

（α）れ－1 （0 〟＝紘サ佑，払＿1，…，祐空1ん， ＊＊   

（ 

whereuvmeanSthatVisarefinement。fusatis＆ing（a）jinLemma  

＊ 1．2．7andu＞VmeansthatVisastaトrefinementofu．SincedimX≦n＋1，  

Ⅵhasalocallyfiniteopenstar－refinementVofordV≦n＋2satis＆ing（b）  

byLemmal．2．8．LetK＝N（V）bethenerveofVandKi＝N（Vi）nerves  

OfVブ＝（V∈VIVnXi≠¢）（j＝1，…，k）・NotethatKisalocal1yfinite  

simplicialcomplexwithdim≦n＋1andK；saresubcomplexesofK・Let  

p：X→iKfbeacanOnicalmap・Thenp（Xi）⊂卜矧foreachj＝1，・・・，k・   

Ⅵねconstructq‥IKI→Xbytheskeleton－Wiseinduction・FbreachV∈  

V＝K（0），1etXv＝〔（XiIXinV≠0），WhereXv＝XifVnUS＝1Xi＝臥  

ThenVnXv≠¢by（b）．Bychoosingapointq（0）（V）∈VnXv払reach  

V∈K（0），WeCandefineq（0）‥！K（0）l→X．FbreachT∈K（1），1etXT＝∩（Xi雪  

q（0）（∂7－）⊂Xi），WhereXT＝Xifq（0）（∂T）¢Xiforanyi＝1，・・・，k・Thenthere  

existsV∈Ⅵsuchthatq（0）（∂T）⊂VnXT，By（a）0，q（0）18TCanbeextendedto  

amapqT：T→UnAlfbrsomeU∈LL・Thenwecanex七endq（0）toamap   
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q（1）：LK（1）ト→Xsuchthatq（1）（lK51）l）⊂Xjforeachj＝1，…，kandq（1）maps  

eachT∈K（1）intosomeU∈L＋．Assumethatq（i）：lK（i）l→Xhasbeendefined  

suchthatq（i）（14i）l）⊂Xjforeachj＝1，…，kandq（i）mapseachT∈K（i）  

intosomeU∈叫－∞・ForeachT∈K（i＋l），1etXT＝［（端Iq（i）（∂T）⊂Xi），  

whereXT＝Xifq（0）（∂T）¢Xiforanyi＝1，・・・，k．Since祐＿1芸  

q（i）（∂T）⊂VnXTforsomeV∈Ⅵ・By（a）i，q（i）L∂TCanbeextendedtoa  

mapqT：7－→UnXrforsomeU∈u）・Thenwecanextendq（i）toamap  

q（叫：l∬（叫l→ズsuch七bat曾（叫（l可叫t）⊂旦パ加eachJ＝1，…，たand  

q（i＋1）mapseach7－∈K（i＋l）intosomeU∈叫・ThuswecaI10btainthedesired  

mapq＝ヴ （叶1）：l呵→ズ・□   

We11SethefollowlngWelトknownfact‥   

IJemmal．2．10Eachk－dimensionalmetrizable坤aCeX can be embeddedin  

αた一d血e乃β宜0れαgエCた‾1me打豆zαわge叩αCe且（ズ）αβαCわβedβeちⅧ加reげズ由  

gocαggyCOm卯C老醜em且（∬）cα乃ゐeわcα勒co汀岬αCf・  

ProqfForcompleteness，Wegiveaproof・Intheproofof［Ko，Theoreml］，  

KodamaCOnStruCteda（k＋1）－dimensionalANRM（X）＝MuX，WhereX  

isclosedinM（X）andMisacellcomplex・ReplacingMwiththek－Skeleton  

M（k），WeObtainak－dimensionalsubspaceE（X）＝M（た）uxofM（X）■Then  

M（k）isanANRwhichisopeninE（X）．ToseethatE（X）isLCk－1a七  

eachx∈X，1etUbeaneighborhoodofxinM（X）・Bythedefinitionof  

thetopologyforM（X），UcontainsaneighborhoodWofxinM（X）such  

thatTnW■≠¢implies7－⊂UforanycellTOfM・SinceM（X）islocally  

con七ractible，Wcon七ainsaneighborhoodVofxinM（X）whichcontractsin  

W．Theneachmapf：Si→VnE（X）（i＝1，…，k－1）extendstoamap  

9：Bi＋1→W．Foreach（k＋1）－CellTOfM，Chooseamapf，：9‾1（T）→∂T  

sothatfT［g－1（∂T）＝gl。－1（∂T）・ Wecandefineamapf‥Bi＋1→UnE（X）by  

flg－1（T）＝fTforeach（k＋1）－CellT∈M・ClearlyfisaneXtenSionoff・Thus  

且（ズ）isエCた‾1．ロ   
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Nowweprovethefollowlngγレhomotopyextensiontheorem：   

Tbeoreml．2．11∫叩pOβe伽まy由αれエCm叩αCe，〟由αmOp帥COVer扉y7  

ズ戎βα軍αCeび五紙dim≦m＋1，α：Z→ズ由αm乃一血er捕gem叩伽mαβ卯Ce  

dim≦町ノ4由cわβed亘れズαれdJ，タ：A→yαrem叩ββ祝C九触りαレ1（A）  

豆β〟一加mo吻豆cねgαレ1（A）・∬Je∬まemdβわαm呼子：ズ→y，伽mタαgβO  

e∬まeれdβわαm叩否：ズ→yβ祝C九触りααれd如αreSt5〟一九omoわがC■  

Proqf Wedividetheproofintothreecases．Ineachcase，1etp：α‾1（A）×  

I→Ybeau－homotopysuchthatpo＝珂α－1（A）andpl＝gα7a－1（A）・   

Casel：（X，A）isapolyhedralpair・LetKbea七riangulationofXwith  

Lasubcomplextriangula七ingAsuchthatfmapseachsimplexofKinsome  

member ofu，and9maPS eaCh simplex ofLin some member ofu．Since  

dimZ≦n，Wehaveamapα′：Z→LK（n）Lwhichiscontiguoustoα，henceα  

andα′arehomotopicbyahomotopywhoseeachhomotopy七rackiscontained  

insomesimplexofK．Bythen－invertibilityofα，Wehaveamap7‥lK（n）トZ  

suchthatα7＝id・Then甲′＝P（7lα一1（A）×idI）‥lL（n）lxI→Yisau－homotopy  

SuChthat琉＝flLL（n）？andpl＝gltL（n）l・SinceYisLCn，甲′extendstoau－  

homotopyゆ′：lK（n）lxZ→Ywith中乙＝fIIK（n）l・Thus，Wehaveauqhomotopy  

4）＝ゆ′（α′×idI）：ZxZ→YsuChthat＊。＝fα′and軌＝4｝iα′．Now，WeCan  

extendgtoamap否‥X→Yasfollows‥姉呵＝現and鈍＝（4）Iufx（0））hq  

foreachn－SimplexcT∈K＼L，Wherehq：CT→∂cTUqx（0）isahomeomorphism  

SuChthath（x）＝（x，1）foreachx∈∂q．Bythedefinition，卓mapseachsimplex  

ofKintosomememberofst2u，Whence4）1＝否α′iss七2u－homo七opicto扇α．  

Ontheotherhand，SincefmapseachsimplexofKinsomememberofu，  

＊0＝fc！isu－homotopic七Ofα・Therefbrefαand卓αareSt3u－homotopic．   

Case2：（X，A）is anLCn－Pair・SinceYisLCn，uhasanOpenre丘ne－  

ment Wsuch that anytwo W－Closemaps血・Om aSPaCeWith dim≦n are  

u－homotopic・ByProposi七ionl・2・4，WhasanopenrefinementVsatis＆ing  

（＊）n・UsingLemmal・2・9，Wehaveacountablelocallyfinitesimplicialcomplex   
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Kwithdim≦n＋1，aSubcomplexLofK，andmapsp：（X，A）→（（K［，fL7），  

q：（tKL，lLL）→（X，A）suchthatgqprAisV－Closetogandiqpαisu－homotopic  

tofck．Letβ‥Z／→lK［beann－invertiblemap，WheredimZ′≦n・Bythe  

n－invertibilityofβandα，Wehavemaps＆：Z→Z／andβ：Z→Z′such  

thatpα＝P＆andqβ＝αβ・Sincefqβlβ－1（lLl）＝fαβfp－1（lLr）isu－homo七OPic  

togαβ（β－1（lLl）andfqhLIeXtendsto七hemapfq，itfollowsfromS七epltha七  

9qfILlalsoextendstoamap9／：lKl→Ysuchthatfqβisst3u－homotopic  

七ogIβ．Then否＝9／p：X－－＞Yis an extension of9qPIA：A→Y・Since  

9qPiAis V－Closeto9，9also ex七endstoamap卓‥X→Ysuchthat卓αis  

u－homotopicto否α．Ontheotherhand，fαisu－homotopictofqpα＝fqβ＆，  

whichisst3u－homotopicto9／β＆＝9／pα＝否CY．Consequently，fαand否αare  

st4u－homotopIC・   

GeneralCase・Wecanembed（X，A）inan（n＋1）－dimensionalLCn－pair  

（E，F）as aclosedpairsuchthatA＝XnF・（Infact，丘rst embed Ain  

SOmeFasaclosedsetandthenXuFinsomeEasaclosedset．）SinceY  

isLCn，WemayaSSumethat f and9are definedonanopenneighborhood  

VofAinF and fis de丘nedon anopen neighborhoodW ofXinEsuch  

that WnF＝V・Letβ‥ZI→E be ann－invertible propermap，Where  

dimZ／≦n・（Theexistenceofsuchamapfollowsfromresultsin［Dr］．Refer  

theproofof［Chil，Proposition2・1］andRemarkon七heproofofProposition  

l・2・4・）Thenwehavemaps＆‥Z→Z（andβ‥β－1（X）→Z suchtha七  

α＝P＆andβlβ－1（X）＝αβ・SinceYisLCnandβisproper，theu－homotopy  

車＝P（β×idI）：β－1（A）×Z→Yextendstoa乙仙omotopyextendstoau－  

homotopy¢‥β‾1（AJ）×Z→Ysuchthat¢0＝fPIp－1（A′）and¢1＝gβfβ－1（Ar），  

WhereA／isanOPenneighborhoodofAinV・LetX／＝W＼（F＼A／）．Then  

（X’，A／）isanLCn－Pairwithdim≦n＋1，fand9arede丘nedonA／，the  

extensionfoffisdefinedonX／，fPJβ～1（A′）isu－homotopic七09PJβ－1（A′）．By  

Case2，9eXtendsto amap葺：X／→Ysuchthat fβand∂βare st5u－  

homotopic，Whencefα＝fβ＆and卓β＆＝5cvarealsost5乙仙omotopic．This   
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COmPletestheproof．口   

Remark・Intheabovetheorem，ifXandYare］ocal］ycompact，α，f，9  

andthehomotqpy血〕m掴α－1（A）tO9αl。－1（A）arePrOPer，七hen七hehomo七ppy  

kom舟α－1（A）tO紳α－1（A）Canbeproper．Infact，SubdividingKinCase  

l，WemayaSSumethatforanytwocontiguousmapsfromalocallycompact  

SPaCetOJKJ，ifoneofthemisproperthentheotherisalsoproper．Then  

allmaps andhomotopiesareproper．Incase2，takeanopen re且nementuJ  

OfusuchthatanymaP血・OmalocallycompactspacetoYisproperifitis  

uI－Closetoapropermap，andle七Wbeanopenrefinemen七OfuIsuchthat  

any七woW－Closemapsfromaspacewithdim≦nareu／－homotopic，Whence  

ifoneoftwo W－Close mapsisproperthenthe otherandthe homotopyare  

alsoproper．HenceallmapsandhomotopleSCanbeproper．InGeneralCase，  

embed（X，A）inan（n＋1）－dimensionallocallycompactLCn－Pair（E，F）as  

aclosedpairsuch七hatA＝XnF，andβ：Z／→Ebeproper．ThenXIis  

local1ycompactandallmapsandhomotopiescanbeproper・  

The作止omotopyextension七heoremforpalrSCanbeprovedbyreplacing  

spaceswithpalrSintheproofofTheoreml・2・11・   

Theoreml．2．12Let（Y％）beanLCn－Pair，uisanopencoverqfY，（X，Xo）  

豆βαpα豆r∽軌dim≦几＋1∫α‥（ZフZo）→（ズ，ズ0）豆5肌乃一血e祓わgem叩伽m  

叩α豆rひ乞兢dim≦mブ（4Ao）由αCgO5e如α五r戌几（X，ズ0）∽抽Ao＝AnXo，α乃d  

J，タ‥（A，Ao）→（㌣端）αre〝叩ββ㍑C九触りα】（α－1（A），α－1（A。））由〟一九0γ乃0わp豆c  

わβαl（α－1（。），α－1（A。））・〝Je血d5わαm叩f‥（ズ，ズ0）→（㌣坑）鮎几タαg50  

e∬加dβねαm叩身：（ズ，ズ。）→（y鴇）5祝C九兢如才α由st5乙／一ゐomo吻盲cわ錘・  

Proqf Whenspacesarereplacedbypairs，WeVerify七hat allmapsand  

homotopleSineachcasesarerelative・  

InCasel，KandLarealsoreplacedbypairs，Whencethemapsα／，rY  

andpcanberelative・Nowremarkthatαandα／arerelativelyhomo七Opic  

bythesamehomotopy．Since（YtYh）isanLCn－Pair，WeCaneXtenddtoa   
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relativehomotopy4，l：（lK（n）l，lK6n）l）×I→（㌣瑚．Thusthehomotopy4，  

isalsorelative・Bythedefinition，否isnaturallyrelativeandfo！isrelatively  

homotopicto5c！・SincethehomotopyfromαtOα′isrelative，thehomotopies  

fromfαtOfα′andfrom5cvto如′arealsorelative．Consequently，fαand  

葺α′arealsorelativelyhomotoplC．  

InCase2，1etWbeanopenrefinementofusatisfyingtheconditionof  

Lemmal・2・2，WhenceanytwoW－Closemapsfromapa，irwi七hdim≦nare  

relativelyu－homotopic・UsingPropositionl・2・4twice，Wehaveanopenre－  

finementVofWsatis秒ing（＊）nforpairs．Thenitiseasytoseethatal1maps  

andhomotopleSarerelativewhenallspaces，KandLarereplacedbypairs・  

Lemmal・2・9guaranteesthatallspaces，KandLcanbereplacedbypalrSin  

this Case2．  

InGeneralCase，丘rstembed（A，Ao）inan（n＋1）－dimensionalLCn－Pair  

（F，Pb）asaclosedpairsuchthatAo＝AnFb，andthenembed（XuF，XouFb）  

inin an（n＋1）～dimensionalLCn－Pair（E，Eo）as aclosedpairXoufb＝  

（XuF）nEo，WhenceXnF＝AandXonfb＝Ao．Thensimi1arlyto  

Theoreml・2．11，thegeneralcasecanbereducedtoCase2．□   

Remark・Simi1arlytoTheoreml・2・11，if（X，Xo）and（Yyb）arelocally  

COmPaC七，α，f，9andthehomotopyfrom珂（α－1（A），α－1（A。））tO9αl（α－1（A），α－1（A。））  

areproper，thenthehomotopyfromfck［（α－1（A），α－1（A。））tO如l（α－1（A），α－1（A。））Can  

beproper．ThuswehaveTheoreml・2．6・   



Chapter 2 

pn＋1－manifoldpalrS                                                          ●  

Inthischapter，WeStudyZ－PalrSinFLn＋l－manifoldpalrSandadapt七heZ－Set  

approximationtheoremandtheZ－SetunknottingtheoremtoZ－PalrS．  

2・1Z－pairsinFLn＋1－mani払1dpair   

Letpg＋1beaZ－SetinFLn＋1whichishomeomorphictoiLn＋1．wbcal1（A，Ao）  

aZ－Pairin（X，Xo）ifAandAo are Z－SetSinX andXo，reSPeCtively，and  

Ao＝AnXo・Forapair（X，Xo）ofspaces，Xoisassumedtobeaclosedset  

in．方．   

Apair（M，Mb）issaidtobeaFLn＋1－manifbldpairifMandMbarepn＋1一  

皿anifoldsandMoisaZ－SetinM．Forexample，（pn＋1，P冒＋1）isaFLn＋1－manifold  

pair．Wesay（4Ao）Z－Pairinapair（X，Xo）ifAandAoareZ－SetSinXand  

Xo，reSpeCtively，andAo＝AnXo・   

Anembeddingf‥（X，Xo）→（M，Mb）isaZ－embeddin9if（f（X），f（Ah））is  

aZ－pairin（〟，鳩）－   

Lemma2．1．1Lei（A，A。）and（B，Bo）beZ－Pairsin（pn＋1，IL訂1）andleif：  

（4Ao）→（β，哉）わeα加meom叩ん由m・撒em′e∬ねmゐねα加meom叩旭m  

ん：（〃叫1，描＋1）→（〃叶1，〃旨十1）－  

13   
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Proqf BytheZ－Setunknottingtheorem，f［A。：Ao→Boextendstoahome－  

OmOrPhismhI：描＋1→FLg＋1・ThenfUh／‥Au描＋1→BuFLg十1isa  

homeomorphismbetweentwoZ－SetS・Again，bytheZ－Setunknottingtheorem，  

fuh’ex七endstoahomeomorphismh：（pn＋1，FL蒜＋1）→（FLn＋1，P冒＋1）．□   

Proposition2・1・2Lei（M，Mo）beaFLn＋1－manifbldpairand（X，Xo）aclosed  

卯豆r豆乃（叫爪先）β祝C九兢α書方由α＆βe壬豆乃〟．m帥かαmy叩e乃CO眠r〟げ財  

兢eree∬由ねα加meom叩ん由m九‥〟→〃β㍑C九統αま九α陀did〟αre〟一CgOβeブ  

叫ズ。＝idガ。α氾d九（ガ）∩爪先＝ズ0．   

ProqfBy［AHW，Lemma3】，M＼Xohasanopencoveru／suchthatifahome－  

OmOrPhismh：M＼Xo→M＼Xoisu／－ClosetoidMIX。thenhcanbeextended  

toahomeomorphismh‥M→Mbyhfx。＝idx。．LetVbeacommonopen  

refinementofun（M＼Xo）andul・BytheZ－Setunkn0七tingtheorem，Vhasan  

OPenrefinementWsuchthatif9：Zl→Ziisahomeomorphismbetween七wo  

Z－SetSinM＼Xoand9isW－Closetoidzl，thengex七endstoahomeomorphisIn  

否‥M＼Xo→M＼XowhichisV－ClosetoidM＼X。・SinceMb＼XoisaZ－Set  

inM＼Xo，i七fo1lows丘om［Be，2・3・6，2・3・8］thatthereexistsaZ－embedding  

fl‥X＼Xo→M＼XowhichisW－Closetoidx＼X。andfl（X＼Xo）∩（Mb＼Xo）＝＠・  

Thenthehomeomorphismfl：X＼Xo→fl（X＼Xo）extendstoahomeomor－  

Phismf2：M＼Xo・・－・M＼XowhichisV－ClosetoidMIX。・Bythepropertyof  

uI，thereexistsahomeomorphismjら：M→MsuchthatjらI叫X。＝f2and  

展Ix。＝idx。．Since品（X＼Xo）∩（Mb＼Xo）＝O，Wehavejら（X）nMb＝Xo・  

Thenj；isthedesiredhomeomorphism．□   

ByProposition2・1・2andtheZ－SetapPrOXimationtheorem，Wehavethe  

払1lowlng：   

Corollary2．1．3助eryco叩αCまpα豆r（ズ，ズ0）扉dim≦几＋1cαmわeemわedded  

玩（〃叫1，描＋1）αβα風脚れ□   
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Proposition2．1．4Lef（X，Xo）beaZ－Pairin（pn＋1，P冒＋1）・T7LenJbrevery  

opeれれ吻肋r加d（U，仇）げ（ズ，Xo）血統抗＝打∩〃訂1∫〟ほree∬由ねαCO叩αCま  

〃叫1－mαm桝d卯戌r（叫几布）占祝C九伽まズ⊂〟⊂U，ズ0⊂爪先⊂仇α柑d  

爪先＝〟∩〃訂1   

ProqFSincedimX≦n＋1，itcanbeassumedthat（X，X。）⊂（J2（n＋1）＋2，I2（n＋1）＋1）  

andXo＝XnI2（n＋1）＋1．ByLemma2．1．1，WeCanaSSumethat（FLn＋1，FL；＋1）  

isobtainedfrom（I2（n＋1）＋2，I2（n＋1）＋1）bytheconstructionof［Be，Chap・2］so  

that（X，X。）⊂（FLn＋1，iL；＋1）．Takeanopenpair（隼Vb）in（J2（n＋1）＋2，I2（n＋1）＋1）  

suchthat U＝FLn＋1nvandUo＝FL；＋1nvb．Thenthereexistsaregular  

neighborhood（R，Ro）of（X，Xo）in（I2（n＋1）＋2，I2（n＋1）＋1）suchthatR⊂Vand  

Ro＝Rnlろ．Consequently，thedesired（M，Mb）isobtainedfrom（R，Ro）by  

theconstruCtionof［Be，Chap・2］・□   

Proposition2．1・5Le壬（X，Xo）be a compacipair wiih dim≦n＋1and  

（〟，弧）αCOm卯Cま〃叫1一肌αれ的gdpαれ エef（㌣坑）わeα乙卯豆r豆乃（叫〃b）  

αmdJ：（ズ，ズ0）→（叫爪先）αmqp・me几カrαmy己＞0兢ere e∬由ねαみ  

eγ前ed成mg九：（ズ，ズ0）→（〟＼㌣皿先＼端）ひ豆兢d（′，可＜E・   

ProqfBytheZ－Setunknot七ingtheorem，thereexis七S6＞0（6＜E／2）suchthat  

ifα：Zl→Z2isahomeomorphismbetweenZ－SetSinMwithd（α，idzl）＜6，  

thenαeXtends to ahomeomorphism反：M→M withd（反，idM）＜E／2・  

Since（yYb）is aZ－Pairin（M，Mb），there exist Z－embeddingsgo：Xo→  

Mb＼端⊂M＼Yand9：X→M＼Ysuchtha七d（go，flx。）＜∂／2and  

d（9，f）＜∂／2（＜E／2），henced（gog‾1l。（X。），id。（X。））＝d（go，9lx。）≦d（go，flx。）＋  

d（flx。，glx。）＜∂・ThenthehomeomorphismidYU909－1I。（X。）：Yug（Xo）→  

Yugo（Xo）be七weenZ－Se七SinMextendstoahomeomorphismh／：M→M  

withd（hI，idM）＜E／2・Observethathlg（X）⊂M＼Yandh’g（Xo）＝go（Xo）⊂  

Mb＼坑．ByProposition2・1・2，thereexistsahomeomorphismh′′‥M→M  

suchthatd（h′′，idM）＜E／4，h”［hI。（X。）＝idhI9（X。）andh”（h19（X））nA4b＝   
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h′′（hI9（Xo））．Weobtainthedesired Z－embeddingh＝h′′h／g‥（X，Xo）→  

（M，Mb）because   

d（九，′）≦d（九′′的，九′g）＋d（兢闇）＋d（タ，J）＜ど／4＋ど／2＋ど／4＝ど・口  

Proposition2．1．6Lei（Z，Zo）beacorTTPaCipairwithdim≦nand（M，A4b）  

αCOm卯Cま〃叫1－mαm榊dpαれ ムeま（y端）わeαgザ扇r血（〟，怖）α乃dガ：  

（g，筑）×∫→（叫几布）α加mo舌叩yβ祝C九血ま鞠（Z）ny＝¢αれd玖（Z）ny＝臥  

r九e円かeαC九ど＞0兢eree∬由ねα加moわp訂鬼：（Z，Z。）×J→（〟＼㌣爪先＼坑）  
βuC九加古仇＝岳，且＝島αmdd岬，動＜ど・  

Proqf Since（M＼YMb＼％）isLCn－Pair，byLemmal・2・2，thereexistsa  

opencoveringVofM＼YsuchthattwoV－Closemapsfrom（Z，Zb）to（M＼  

YMb＼yb）areE／3－homotopic・SinceHo（Z）uHl（Z）iscompactinM＼Y，  

thereexistsaLebesguenumber∂＞0（6＜E／3）suchthatd（x，y）＜6，Where  

x∈Hb（Z）uHl（Z）andy∈M＼Y，impliesthatx，y∈VforsomeV∈V・By  

Proposition2．1．5，thereexistsaZ－embeddingH／‥（Z，Zo）×I→（M＼㌣Mb＼Yh）  

whichis6－ClosetoH．ThenthereexistE／3qhomotopiesF（i）：（Z，Zo）×I→  
（〟＼㌣鳩＼坑川＝0，1）sucbtbat甜）＝私畔＝札付）＝ガiand  

再1）＝Hl．SinceZiscompact，thereexistsま0＞OsuchthatdiamH（（x）×  

［0，t。］）＜E／3，diamH（（E）×［1－tO，1】）＜E／3，diamH／（（x）×［0，ま0］）＜E／3  

anddiamH／（（x）×［1－ま0，1］）＜E／3，foreachx∈Z・Wedefinethedesired  

homotopyHasfollows：  

（0≦壬≦普），  

（普≦壬≦わ），  

（玩≦士≦1一子0），  

（1－ま0≦壬≦1一軒  

（1一号≦ま≦1）・  

〆0）（∬，孟ま）  

ガ′（∬，2壬一子o）  

ガ′（∬，ま）  

打（∬，2亡＋壬0－1）  

F（1）（∬，孟（ま－1）＋1）  

鬼（∬，ま）＝  

Toseethatd（H，ji）＜E，1et（x，t）∈ZxZ・IfO≦ま≦壬0／2，then   

d（恥岬（∬，壬））≦d（〆0）（泄醐）＋d（恥0）舶り）  

＜ ど／3＋ど／3＜ど・   



〃叫1一皿a最ゐJd叩aユⅢ  17  

Ifま0／2≦f≦士0，then  

d（郎再），ガ（∬，ま））≦ d（打て∬フ2モーま0），灯（諾，0））  

＋d（〆0）（∬，1），〆0）（∬，0））＋d（叫∬，0），叫諾，り）  

＜ ど／3＋E／3＋ど／3＝ど・   

Ifl一壬。≦f≦1，WeCOnCludethatd（葺（x，壬），H（x，壬））＜Ebythesame  

arguments．If壬0≦壬≦1－io，then  

d（葺（∬，壬），月■（∬，壬））＝d（灯（∬，f），叫∬，り）＜∂＜ど／3＜ど・□   

Corollary2．1．7ムeま（ズ，ズ。）わeαCOm卯Cま卯豆rαmd（〟，脇）αCOmpαC壬〝叫1－  

mα陀御dpαれエeま（㌣鴇）わeα乙卯戎r哀れ（叫几れ）αmdJ，g‥（ズ，ズ0）→（〟＼  

㌣鳩＼端）m叩占．me乃J竺れ甘夏m（叫鳩）豆叩g壱eβ伽り崇mタ虞犯（〟＼㌣爪先＼  

坑）・□  

2．2 TheZ－pairapproximationtheorem   

Inthissection，WeeX七endTheoreml・1・3totheZ－palrapprOXimationtheorem・   

Tbeorem2．2．1エef（叫掴も）ゐeα〟叫1－mαm脚dpαれ（ズ，ズ0）αわcαggyCOm一  

匹Cま卯戌r乱肋dim≦m＋1，（A，Ao）αCわβed匹豆rれ（ズ，ズ0）び抽Anズ0＝Ao  

αれdgeり（ズ，芳0）→（〟，爪先）わeαprqperm叩5祝C九伽りl（A，A。）豆βαZ－  

emわedd両．me乃かα氾yOpemCO眠γ〟げ叫J戎5〟－CわβeわαZ－emあedd吻  

タ（方，ズ0）→（〟，爪先）β祝C九触りl（4A。）＝タl（A，A。） αれdかαmyprOperm叩  

α（Z，Z。）→（X，Xo）扉α卯哀rび鵡dim≦れブ兢ere由αprOpeγ〟一加moま呼野  

p：（Z，筑）×J→（叫爪先）β視Cん加持0＝極少1＝βααmd中電l（α－1（小一1（A。））＝  
掴（α－1（A），α－1（A））炉αgg舌∈J′mαmegyタメα巴〟βαreg■（α‾1（A））α‾1（Ao））・九  

卯r舌血れJ由regα血eg封prOpe軸m一加moま叩哀cわg・  

ByLemmal・2・5，WeCaneaSilyprovetheabsolutecaseofTheorem2・2・1，  

whichstrengthenstheZ－SetaPprOXimation七heorem・   
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Theorem2．2．2LeiM beapn＋1－manifbld，X alocallycorwac才spacewiih  

dim≦m＋1∫AαCgOβedβef哀れズαれdgeり：X→〟わeαprOperm叩β祝Cた  

紬如月A由αZ－eγ雨ed血タ・me乃かα相即Ope乃CO∽r〟げ〟，J戎β〟－CgOβeね  

αZ－emわed血叩g：ズ→〟β㍑C九兢αりIA＝タIAαれdげα：Z→ズ由αprOper  

m叩肌ddimZ≦乃兢em兢eγe乞5αprOper〟一加m血椚叩：ZxJ→〟び鵡  

靴＝Jα，勘＝タα肌d甲tレ1（A）＝J可α－1（A）かαggま∈J∫九eれCe′α巴〟gα  

reg．α‾1（A）αれdJα巴pタαreg・α‾1（A）・  

Proqf Replacingubyarefinement，WemayaSSumethat，ifoneoftwo  

u－ClosemapsffomanylocallycompactspacetoMisproper，thentheother  

oneisalsoproper．ByLemmal・2．5，uhasanopenrefinementofVsatisfying  

（H）n．BytheZ－SetapprOXimationtheorem，fisV－ClosetoaZ－embedding  

g：X→Msuchthatf［A＝g［A・Applying（i）ntof，9andtheconstan七  

homo七OPyfαPr。－1（A）‥α‾1（A）×I→M，WeCanObtainthedesiredhomotopy  

甲・口   

Now，WeCanPrOVeTheorem2・2・1・   

ProqFqf77LeOrem2・2・1・AsintheproofofTheorem2・2・2，WemayaSSume  

thatifoneof七wou－Closemaps ofalocallycompactspacetoMisproper  

then theotherisalsoproper・ByLemmal・2・5）uhasanopenre丘nement  

Vsatisf＊ing（H）n．Letulbeanopenstar－refinemen七OfV・ByProposition  

l．2．4，ulhasanopenrefinementVISatisfying（＊）n・ByTheorem2・2・2，flx。is  

Vl－ClosetoaZ－embeddinggo：Xo→MosuchthatflA。＝goLA。andthereis  

avl－homotopy甲：ZoxI→A4bsuchthatpo＝川z。，Pl＝90αLz。and  

甲tレ1（A。）＝川α－1（A。）forall壬∈J・  

Theng。UfLA：X。UA→MisaZ－embeddingbecausef（Ao）⊂90（Xo）nf（A）⊂  

f（A）nMb＝f（A。）・Since90UflAisVl－Closetoflx。UA，90UflAeXtendstoa  

mapfl：X→Mwhichisul－Closetof・BytheZ－Se七approximationtheorem，  

flisul－ClosetoaZ－embedding91‥X→Msuchthatgllx。UA＝fllx。UA＝  

g。Uf［A．Itshouldberemarkedthat91：（X，Xo）→（M，Mb）isanextension   
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offandboth91：X→Mandgllx。＝go：Xo→MbareZ－embeddingsbut  

91isnotthedesiredone，becauseitcanhappenthat91（X）nMb≠91（Xo）．   

By［AHW，Lemma3］，WehaveanopencoverWofM＼gl（A）（＝M＼  

f（A））suchthat，ifh：M＼91（A）→M＼gl（A）isahomeomorphismW－  

Closetoid几拍1（A））thenhUidgl（A）：M→Misahomeomorphism・Wemay  

assumethatWrefinesul．ByProposi七ion2・1・2，Wehaveahomeomorphism  

h‥M＼91（A）→M＼gl（A）W－ClosetoidMbl（A）SuChthathI。1（X。）＝id91（X。）  

andh（gl（X））nMb＝91（Xo）・Letg＝h91：（X，Xo）→（M，Mb），Where  

h＝huidgl（A）‥M→M・ThengisthedesiredZ－embedding・Infact，9isul－  

Closeto9l．Recallthatglisul－Closetoflandflisul－Closetof．Consequently，  

gandfarestul－Close，hencetheyareV－Close・Sincehl。（X。UA）＝id，Wehave  

glx。UA＝h91lx。UA＝91lx。UA＝90UflA・Ontheotherhand，thehomotopy  

pcanbeextendedtoahomotopy申：（Zouα‾1（A））×I→Mby中心1（A）＝  

f司α－1（A）forallま∈Z・Then申isaV－homotopysuchtha七  

向＝珂g。∪。↑1（A）and申1＝（gouル）αlz。∪α－1（A）＝タαlz。∪α－1（A）・   

Byusing（＃）n，WeCaneXtend申tothedesiredhomotopy¢・ロ  

2．3 The Z－Pairunknottingtheorem   

Inthissection，WeprOVe the Z－Palrunknottingtheorem as an extensionof  

Tbeoreml．1．2．   

Theorem2・3・1Lei（M，Mb）be a〃n＋1－manifbldpairandf‥（4Ao）→  

（叫爪先）αg－e†乃わed血タ0′αZ一卯か（4Ao）血（〃，几れ）・∬∫由regα抽軸  

p叩e勅和一加moま叩五cねid（A，A。）玩（彿J協）′兢emJe∬f帥dβわα加meom即㌧  

p九五βmf：（叫弧）→（叫几‰）∽九豆c九由re拗ね軸prope殉m一加moわp豆cね  

id（叫怖）・   

Proof Siepl．Inthisstep，itisnotassertedthatfisproperlyn－homo七OPic  

（＝芸）toid（M，M。）・Letα：（Z，Zo）→（M，Mb）beann－inver七iblepropermap   
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ofapairwithdim≦n．ByTheoreml．2．6，fextendstoapropermapf：  

（M，Mo）→（M，Mb）whichisproperlyn－homotopictoid（M，Mb）・ByTheorem  

2．2．2，thereexistZ－embeddings90，gl：弼）→Mb suchthatgo‡A。＝idA。，  

glIA。＝f，gOαlz。〇ごpα！z。rel・C（1（Ao）andglαlz。＝ごpfαlz。rel・α‾1（Ao）・  

SincegoぢidM。inMbandglギ出場寄idM。inMb，byusingtheZ－  

setunknottingtheorem，Wehaveahomeomorphismh：Mb→A先suchthat  

九伽＝鉦Tben叫A。＝九伽IA。＝gllA。＝仙。and叫g。＝ごp毎0αtz。＝glαlゐ  

rel．α－1（Ao）．Sinceh（Mb）nf（A）＝f（A）nMb＝f（Ao），huf‥MouA→M  

isaZrembedding．Observethat   

（九∪〃αlg。山一1（A）巴p（飢リアわIg。∪α－1（A）巴pfαlg。Uα－1（A）rel・α‾1（A），   

hence，huf＝芸id加ゎUA・UsingagaintheZ－Setunknottingtheorem，Wehave  

ahomeomorphismi：M→MsuchthatflM。∪。＝huf，i．e．，flM。＝hand  

ft。＝f．Thenf：（M，Mb）→（M，Mo）isthedesiredhomeomorphism・   

S吻2．ByTheoreml．2．6，fextendstoamapf‥（M，鳩）→（M，Mb）  

whichisproperlyn－homotopictoid（M，A4b）・ByTheorem2・2・1，WehaveZ－  

embeddingsfb，fl：（M，Mb）→（M，Mb）suchthat  

jbl（A，A。）＝id（A，A。），fh空言id（M，M。），flf（A，A。）＝fandfl空言f空言id（M，Mb）・   

ApplyiIlgStepltotheZ－embeddingflHl‥（ふ（M），jb（且布））→（M，Ml），We  

haveahomeomorphismh‥（M，Mb）→（M，且布）suchthathfh＝fl・Thenhis  

thedesiredhomeomorphism・Infact，hI（A，A。）＝hgol（A，A。）＝gll（A，A。）＝fand  

九空言鳩＝ムギid（妬㈲in（賭場）・口  

Remark．Inourapproachasabove，WeCan’tgiveacoverlngeStimate  

toTheorem2・3・1・TheproblemremainstoestablishtheZ－palrunknotting  

theoremwithacoverlngeStimatelikeinTheorem2・2・1・   



Chapter 3 

The complement theorem in 

n－Shapetheoryforcompact  

Pairs  

TheconceptofshapewasintroducedbyBorsuk［Bol］・Inmanystudies，Shape  

theoryhasbeendevelopedasabigbranchofgeometric七OPOlogy（cf・［Bo3］，  

［MS2］）・UsingQ－manifoldtheory，Chapman［Chal］establishedtheso－Called  

COmplemen七theorem，thatis，   

TheoremA HXandYareZ－SetSinQ，ihenXandYareshqpeequivaleni  

げα乃domg訂げQ＼ズαれdQ＼yαre九omeom叩最c・口  

Atthesametime，heintroducedthenotionofweakproperhomotopyand  

proved the following theorem: 

TheoremB LeiSdenoteihecatqgoryqFZ－SeisinQandshqperTWrPhisms，  

αれdgeまアdemoね兢ecα吻Oryげc抑岬gememね扉Z－βeね虞犯Qα乃dⅧeαたpr叩er  

加mo壬叩yCgα占βeβげprqperm叩5．meれ兢eree血βαCα吻叩由om叩最βm了「  

如mβomわアβ祝Cゐ兢αまr（ズ）＝Q＼ズかeαC九g－£e子方五和Q・口  

21   
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Ontheotherhand，FLn＋1－manifoldswereintroducedandinvestigatedby  

Bestvina［Be］・Frommanystudies，ithasbecomeclearthatFLn＋1－manifolds  

are“（n＋1）－dimensional”analogues ofQ－manifolds・In［Chil］，Chigogidze  

in七roduced七heconceptofn－Shapeforcompactaandprovedthen－Shapeversion  

ofTheorem byuslngFLn＋1manifoldtheory・   

TheconceptofshapewasextendedtocompactpairsbyBorsuk［Bo3］（cf・  

［Bo4］）andbyMardegi6andSegal【MSl］（cf・［MS2】），buttheirdefinitionsdonot  

COincide（see［Ma］）・Theshapeofpairsin七hesenseofMarde自i6－Segalisde丘ned  

byuslnglnVerSeSyStemS，butitcanbealsode丘neduslngtheBorsukapproach  

（cf・［KO］）・In［Fe］，FelttriedtogeneralizeChapman’scomplementtheorem  

tocompactpairsuslngthedefinitionofshapein七hesenseofMarde岳i6－Segal・  

However，hisproofcontainedagap，WhichwasrecoveredbytSa］・   

Inthischapter，Weintroducethenotionofweakpropern－homotopyand  

provethe恥ShapeversionofTheoremB．Moreover，WegeneralizeChigogidze’s  

COmplementtheoremtocompac七palrS・   

Let描＋1be aZ．setin〃′n＋1whichishomeomorphictoJJn＋1・Wecall  

（A，Ao）aZ－Pairin（X，Xo）ifAandAoareZ－SetSinXandXo，reSPeCtively，  

andAo＝AnXo．Forapair（X，Xo）ofspaces，Xoisassumedtobeaclosed  

setinX．Apair（M，Mb）issaidtobeapn＋1－mαnifbldpairifMandMbare  

pn＋1－manifoldsandMbisaZ－SetinM・Anembeddingf：（X，Xo）→（M，Mo）  

isaZ－embeddin9if（f（X），f（Xo））isaZ－Pairin（M，弼））・   

ThefollowlnglSOurmaintheoreminthischapter・  

TheoremC 77LereeXisisacaie90ricalisomorphismせPomihen－Sh叩eCai－  

e卯ry私rq′g－pα豆rβれ（〝叫1，〝訂1）わ伽びeαたpropermr加moねpycα廟ry  

ア品irq′c叩JememねげZ一匹如β視C克兢扇甘（ズ，ズ0）＝（〃刷＼ズ，〃訂1＼恥  

匝eαC九Z一匹豆r（ズ，ガ。）血（〃叫1，〃訂1）■   

TheoremD FbranyiwoZ－Pairs（X，X。）and（Yyh）in（pn＋1，P；＋1），n－   
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Sb（ズ，ガ0）＝m－Sh（㌢端）げαmdo†舟げ  

（〝叫1＼ズ，描＋1＼ズ0）母（〃叫1＼㌣〃訂1＼端）・   

3．1The n－Shape of compact pairs and weak  

propern－homotopy   

AninversesequenceofLCn－Pairs（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（Xi，Xoi），Pi＋1）iscalledanLCn－  

sequence．IncasedimXi≦n＋1foreachi，（Ⅹ，Ⅹ0）isca11edanLCn（n＋  

1）－SequenCe．Wesaythat（Ⅹ，Ⅹ0）is associaiedwith（X，Xo）if（X，Xo）＝  

1im←（Ⅹ，Ⅹ0）・ThefollowingisaneaSyCOnSequenCeOfProposi七ion2・1・4・   

Proposition3．1．1Let（X，X。）beaZIpairin（FLn＋1，〟；＋1）．77Lentheree∬isis  

αmエC几（乃＋1）－βe叩emCe（Ⅹ，Ⅹ0）＝（（先，芳0五），或十1）αββOC五αねdⅧ鵡（ズ，端）  

β祝Cゐ兢αf eαC九（ズゎズoj）壱βαCO叩pαCf〃叫しmαm卿d匹戌γび最cゐ由αm（軸九－  

わ0沌00dげ（ガ，ズ0）ひ鵡薫＋1⊂int端，ガ。宣＝先∩描＋1αmdeαCゐ或十1‥  

（先山ズ伽十1）→（Xゎズ0乞）豆5兢e宜mcg祝β血・□  

Forevery compact pair（X，Xo）withdim≦n＋1，Corollary2・1・3and  

Proposition3．1．1guaranteetheexis七enceofanLCn（n＋1）－SequenCe（Ⅹ，Ⅹ0）＝  

‡（Xi，X。i），P汁1）associatedwith（X，Xo）・   

Let（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（Xi，X。i），Pi＋1）and（Y，Yo）＝（（Y；，％i），qi＋1）beLCn－  

sequences．Ann－mOrPhismf＝（f，（L））‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）consistsofanin－  

creasingfunctionf：LJ→LJandacollection（fi）ofmapsfi：（Xf（i），Xof（i））→  

（Y：，％i）suchthatfiP余さ～巴nqffjin（署，ybi）っforeachi，j∈LJWithj≧i・  

Theidentitymapid（Ⅹ，Ⅹ。）：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Ⅹ，Ⅹ0）isde丘nedbyidu：LJ→W  

andid（Xi，X。i）‥（Xi，Xoi）→（Xi，Xoi）・Thecompositionoftwon－mOrPhisms  

f＝（f，（fi））：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）andg＝（9，（9i））‥（Y，Yo）→（Z，Zo）＝  

（（Zi，Zoi），ri＋1）aredefinedby短＝（f9，（9iム（i）））・Observethatf岳formsan  

恥mOrPhism．   
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Twon－mOrPhismsf＝（f，（fi）），g＝（g，（gi））‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，j％）are  

saidtobe n－horTW士qpic（notation‥ f＝±n g）ifforeachi∈LJthereexists  

j≧f（i），g（i）suchthatfiP；（i）巴n giP言（i）in（坑，端i）・Itisclearthat七he  
relation二±nOf†トmOrphismsisanequlValencerelation・TheequlValenceclass  

offisdenotedby［f］n・   

Bythesameargumentasin［MSl］，Wehavethefollowingpropositionwhich  

correspondstotheorem12in［MSl］・   

Proposition3．1．2Lef（Ⅹ，Ⅹ0）and（Y，Yo）beLCn（n＋1）－SequenCeSaSSO－  

c壱α舌edw鵡（X，ズ0）αmd（㌣坑）re叩eC血塊・meれ（X，ズ0）巴れ（㌢端）加pg五eβ  

（Ⅹ，Ⅹ0）巴乃（Y，Yo）・□   

Corollary3．1．3ゲ（Ⅹ，Ⅹ0）αmd（Ⅹ′，Ⅹ乙）αreエCm（m＋1）－5e叩emCeβαββOC豆αまed  

∽豆兢兢eβαmeCO叩pαCまpα豆r（ズ，Xo）フ兢e乃（Ⅹ，Ⅹ0）巴n（Ⅹ′，Ⅹら）・□  

Corollary3．1．3impliesthateverycompac七pair（X，Xo）ofdim≦n＋1  

determinesann－homotopytypeofanLCn（n＋1）－SequenCe（Ⅹ，Ⅹ0）associated  

with（X，Xo），Whichiscalledthen－Shapeof（X，Xo），andisdenotedbyn－  

Sh（X，ズ0）・   

Let（X，Xo）and（YiYb）becompactpairswithdim≦n＋1andlet（Ⅹ，Ⅹ0）  

and（Y，Y。）beLCn（n＋1）－SequenCeSaSSOCiatedwi七h（X，Xo）and（YYa），  

respectively，Then－Shqpemorphism from（X，Xo）to（㌣yb）isrepresented  

bythen－homotopyclassofn－mOrPhismsfrom（Ⅹ，Ⅹ0）to（Y，Yo）・Formore  

informationaboutn－Shape，referto［Chi2］・   

Twopropermapsf，g‥（X，Xo）→（Ylyb）aresaidtobeweaklyproperly  

homotopic（notation‥f巴wp9） iffbranycompactumDinYthereexistsa  

homotopyH：（X，Xo）×I→（Yi坑）connectingfand9andacompactum  

CinXsuchthatH（X＼C，Xo＼C）⊂（Y＼D，％＼D）・Twopropermaps  

f，9：（X，Xo）→（Yiyb）areweaklyproperlyn－homoiopic（notation‥f巴誌p9）  

iffα＝wp9αforanypropermapα‥（Z，Zo）→（X，Xo）ofapair（Z，Zo）with   
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dim≦n・Observethatf巴誌p9ifandonlyiffα＝wpgαforsomen－invertible  

propermapα：（Z，Zb）→（X，Xo）ofapair（Z，Zo）withdim≦n（seethe  

remarkafterTheoreml．1・6）・Moreover，Wehavethefollowing‥   

Proposition3・1・4Letf，g‥（X，Xo）→（Ym）bepropermaps・77Lenf2：p  

gげαれdomgyげ舟reαC九co叩αCねm上）豆my兢eree∬ぬねαCOmpαC地肌C豆mX  

β視C九血相（X＼C，∬。＼C）巴乃gl（ズ＼C，ズ。＼C）玩（y＼刀，坑＼刀）・   

ProqflLetα：（Z，Zb）→（X，Xo）be ann－invertiblepropermapofapair  

（Z，Zb）withdim≦n・First，aSSumef士㌫g・Sincefα巴wpgα，foreach  

compactumDinY，thereexistsacompactumEinZsuchthat川（Z＼E，Z。＼E）崇  

9αl（Z＼即。＼E）in（Y＼D，端＼D）・ThenC＝α（E）isthedesiredcompactun・  

Conversely，aSSumethatforeachcompactumDinYthereisacompactumC  

inXsatisfyingthecondition．ThenE＝α‾1（C）isacompactuminZand  

掴（g＼且，Z。＼β）竺ごβαl（Z岬，Z。＼且）in（y＼β，坑＼か）・Tbus，′α巴叩抑Wbicb  

implies′巴誌pタ・□   

Bythedefinitions，Wehavef空言9⇒f±㌫g⇒f巴n9・Clearlythe  

relation。ご誌pisanequlValentrelation・TheweakpropernAhomotopyclassof  

apropermapfisdenotedby（f）n・  

3・2 Acategoricalisomorphismfrom乾irtOア品1r  

LetSAirbethecategoryofZ－pairsin（pn＋1，FL旨＋1）andn－Shapemorphisms・  

Let7，品irbethecategoryofcomplementsofZ－pairsin（pn＋1，描＋1）andweak  

propern－homotopyclassesofpropermaps・Inthissection｝WeWillconstruct  

acategoricalisomorphism甘‥亀ir→ア品ir・   

Let（X，X。）and（YYb）beZ－pairsin（FLn＋1，FL；＋1）andlet  

（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（ズゎズ。乞），或＋1）and（Y，Yo）＝（（墨，端宜），針1）  

benes七edsequencesofcompactpn＋1－manifoldneighborhoodsof（X，Xo）and  

（Yiyh）in（FLn＋1，P冒＋1）respectively，WhichareobtainedbyProposition3・1・11   
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Ann－mOrPhismf：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）iscal1edanicen－mOrPhismifL（Xf（i））n  

y＝¢，foreach豆∈山・   

Lemma3．2．1Pbreachn－mOrPhismg＝（g，（gi））‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo），ihere  

e∬由ねαれ宜ce7いm叩最βmf＝（′，（ム））‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）β祝Cん兢α子eαC九  

ム：（石神耳坤））→（Ⅵ，端壱）由αZ－eγnわed成わタブ′＝タα㍑d克巳mg五官乃（冥，端宜）′  

九eγもCefoゴmg．   

Proqf Recallthat（Xi，Xoi）and（Y：，％i）arecompactpn＋1－manifoldpairs・  

TakeEi＞OsuchthattwoEi－Closemapsinto（y；，Ybi）aren－homotopic・Leti∈  

LJbefiⅩed．ByProposition2．1．5，thereexistsaZ－embeddingh：（X。（i），Xog（i））→  

（℃＼YYbi＼Yb）withd（fi，gi）＜Ei・Thenf＝（g，（fi））isthedesiredn－mOrphism・  

Infact，Sincegisann－mOrphismand9i巴njLweconcludethat  

foreacbブ≧豆．□   

Foreachnicen－mOrphismf‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo），WeSaythataproper  

mapf‥（pn＋1＼X，描＋1＼Xo）→（pn＋1＼YiFL；＋1＼Yh）isassociaiedwithf  

provided   

fI（Xf（i，1X，X。f（i）＼X。）C：nfil（Xf（i，＼X，X。f（i，1Yb）in（Y；＼Ymiい砧foreachi∈LJ・   

ByLemma3．2．1，WehavetherelativecaseofLemma4・2in［Chil］・   

Lemma3．2．2Lei（X，X。）beaZIpairin（Fln＋1，Pg＋1）・77Lenthereexisisa  

m豆ce乃－m叩九戌βmやズ＝（id机（げ））：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Ⅹ，Ⅹ0）β祝C九励ま甲ぎ豆βα  

乙emわed血タ，甲㌘巴mid（方舟）血（ズi，ズ0五）ノ九飢Ce，平方巴れid（Ⅹ，Ⅹ。）・肋reouer，  

伽豆dem柚m叩id（〃叶1＼ズ，戒＋1＼Xo）官βαβ占ぬαねdひ戎兢平方ブ兢加点βフ   

れ げl（鋸ズ，ズ。ハズ。）竺id（ズハズ，ズ。i＼ズ。）れ（芳名＼ズ，ズ0壱＼ズ0），わγeαC九宜∈u・   

Proqf ThefirststatementisadirectconsequenceofLemma3・2・1・Tosee  

theadditionalstatement，1etα：（Z，Zo）→（Xi，Xoi）beann－invertibleproper  

mapofapair（Z，Zo）withdim≦n・RemarkthatZiscompact・Since   
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甲デ巴nid（Xi，X。i）in（Xi，Xoi），thereexistsahomotopyH：（Z，Zb）×I→  

（Xi，X。i）suchthatHl＝げαandHo＝α・ Letfl＝げαandj≧2  

fiⅩed．Since Zis compact，there exists asequencel＞壬1＞t2＞…＞O  

such七hatH（（x）×［0，tj］）＜2‾j，foreachx∈Z・ByLemmal・2・2，there  

existsち＞0（句＜2＋2）suchthatanytwo∂j－Closemapsfrom（Z，Zo）to  

（Xi，X。i）are2＋2－homotopicin（Xi，Xoi）・ByProposition2・1・5，thereexists  

az－embeddingfj‥（Z，Zo）→（Xi＼X，XoハXo）suchthatd（fj，筏j）＜6i・  

Thenthereexistsa2．j－2－homotopyGj：（Z，Zo）×J→（Xi，Xoi）suchthat  

G去＝HtjandGi＝fj・Wecande丘neahomotopyFj：（Z，Zo）×I→（Xi，Xoi）  

COnneCtingム＋1andムasfollows‥  

G汁1（∬，1－3ま）  （0≦舌≦1／3），  

ガ（∬，3（ち－ち＋1）け2ち＋1一ち）（1／3≦士≦2／3），  

Gゴ（∬，3ま－2）  （2／3≦壬≦1）・  

FJ（∬，り＝  

ByProposition2．1．6，thereexistsahomotopy廓j：（Z，Zb）×I→（薫＼X，Xoi＼  
X。）suchthat番＝璃，君＝再andd（fj，Fj）＜2＋4・No七ethat廓jisa  

2－j＋1－homotopy・Infact，   

diamfj（（x）×I）≦ 2・2＋4＋diamFj（（x）×I）  

≦ 21ト3＋2・2∴ト3＋2・2」‾2＋diamガ（（∬）×［ち＋1，ち］）  
≦ 2一汁3＋21ト2＋2」－1 

＋2－J  

＜ 21江1   

AgainbyProposition2．1．6，thereexis七Sfl：（Z，Z。）×I→（端＼X，Xoi＼Xo）  
suchtha七郎＝fiand Ff＝fl・Byusingalinearhomeomorphismsj：  

［ち＋1，tj］→I，WeCandefineahomotopy盈‥（Z，Zb）×I→（端，Xoi）suchtha七  

島＝αand月■l（Z，Z。）x（。，1】＝∪舟卓jo（id（Z，Z。）×βブ）・  

Itisclearthat盈iscontinuouson Zx（0，1］．Toprovethe con七inu－  

ityof廊at（x，0）∈Zx〈0），1etE＞0・Thenthereexistsm∈wsuch  

that2‾m＋2＜ど／2，Foreach∬∈Z，七hereexistsaneighborhoodUofx   
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inZsuchthatd（α（x），α（xl））＜E／2foreachx／∈U・Foreachf∈（0，まm］，  

choosej≧msothat舌∈［ち＋1，ち］．Sincefj→α，d（盈（x／，t），α（x／））＝  

d（廓輝，β拍）），α（巧）≦d（厨輝，β招）），畠1（∬′））＋∑ゎゴd（紬′）ふ1（叫）≦  
2－m＋1＋2‾m＋‥．＝2‾m＋2＜ど／2．Thus，払reacb（∬′，壬）∈打×（0，㍍］，   

d（煎（∬′，壬），葺（∬，0））≦d（斬再），α（巧）＋d（α（∬′），α（∬））＜ど／2＋ど／2＝ど・  

Observethat葺（Zx（0，1］）nX＝軋whichimplies  

甲㌘αl（Z＼α－1（ズ），Z。＼α－1（瑚）巴αl（Z＼α－1（ズ），Z。＼α－1（瑚）in（ズハズ，ズ0ハズ0）・口  

I，emma3．2．3Fbreachnicen－mOrPhismf：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo），thereexists  

叩rOperm呼子‥（〃叫1＼ズ，〃訂1＼ズ0）→（〃叫1 ＼㌣描＋1＼端）αββOC豆αねdび肋  

f．   

Proqf Becauseofsimilarityandbothersomenotation，WeprOVeOnlytheab－  

solutecase．Notethatfi（Xf（i））⊂y；＼Y・SinceFLn＋1＼YisCnnLCn，by  

Lemmal・2・1，themapfl：Xf（1） →坑＼Y⊂pn＋1＼Yhasanextension  

九1‥〝叫1→〃叫1＼y．   

Assumenowthatwehaveconstructedhi：Pn＋1→Pn＋1＼Ysuchthat  

l宜■ 姉軌＝ん  

2ま・ 机叫＼i。叫（叫＝転1し叫＼intズ′（叫，  

3宜・ 九宜l∬ノ（叫巴mん1lズ∫（叫in‡て－1＼y  

Wewi11constructhi＋l：FLn＋1→FLn＋1＼Y・Considerthemapム＋1∪〟bdXF（i）：  

Xf（i．1）UbdXf（i）→Y：＼Y・SincefisannMmOrphismandYisaZ－SetinY；，  

Wehavefilxf（i．1，UfilbdXf（i，巴nfi＋1∪〟bdXf（i，in墨＼Y・ByLemmal・2・6）  

thereexistsanextensionF；＋1‥Xf（i）→Y；＼YsuchthatF；＋1lxf（i．1）＝fi＋1，  

彗＋1lbdXfM＝仇dXf…and薫＋1Ixf（i，巴nfiinlう＼Y・Wecandefinethemap  

九叫：〃叫1 →〃叫1＼yasfollows‥  

九盲（∬） for∬∈〝叫1＼int斉挿），  

薫＋1（∬）br∬∈ズ葎）・   

九症1（∬）＝  
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Observethathi＋1iswelldefinedandsatisfiesli＋1－3i＋1・Bytheind11Ction，We  

haveasequenceofmapshi‥FLn＋1→Pn＋1＼Y．   

Now，Wedefineamapf‥Pn＋1＼X→Pn＋1＼ybyf＝1imi→∞hi．By2i，f  

iswelldefined・Indeed，fLLn・1＼intXf（i，＝hilpn・1＼intXf（i）・Fbreverycompactum  

Dinpn＋1＼Y，FLn＋1＼DisaneighborhoodofY・ThenthereexistsY；such  

thatY⊂Y；⊂pn＋1＼D・LetC＝Pn＋l＼intXf（i）・Since（iln＋1＼X）＼C⊂  

andf（Xf（i）＼X）⊂Y；，itfollowsthatf（（FLn＋l＼X）＼C）⊂y；・Therefore  

f（（FLn＋1＼X）＼C）nD＝臥Thusiisapropermap・Moreover，bycomposing  

then－homotopiesof3i，itiseasytoseethatflxf（i）tX＝nfilズ∫（i）＼X inY；＼Y  

hr each宜∈山．□   

1emma3．2．4エe舌f，葺‥（〃叫1＼ズ，〟訂1＼ズ。）→（〃叫1＼㌣描＋1＼端）わe  

propermqpβ鮎βOC豆αねdび油m豆ceγレmO叩最βm£f＝（ム（ム）），g＝（g，（蛮））‥  

（Ⅹ，Ⅹ。）→（Y，Y。）ブr叩eC如egy．乃帥f＝ゴれg直れdoれJyげf巴誌p卓・   

Proqf BythesamereasonaSin Lemma3・2・3，WeprOVeOnlythe absolute  

case．Firstweprovethe“onlyif”part．ForeachcompactumEinFLn＋1＼Y，  

thereexistsan豆∈LL，S11ChthatEnlう＝臥 Sincef＝ごn g，fand g arenice  

n－mOrPhismsandYisaZ－Set，byProposition2・1■6，thereexistsj≧f（i），g（i）  

suchthatjuxj巴ngilxjinY；＼Y・Sincefand卓areassociatedwithfand  

grespectively，WehavefLxj＼∬巴nfilxj＼X巴n9ilx，＼X巴n劃斗＼Xiny；＼Y  

NotethatD＝Pn＋1＼intXiisacompactuminiLn＋1＼X，（FLn＋1＼X）＼D⊂  

Xi＼Xand坑＼Y⊂（FLn＋1＼Y）＼E・Thenitfollowsthatfl（pn・1＼X）岬巴n  

軋押＼X）＼βin（pn＋1＼y）＼E・Thuswehavef瑞卓・   

Toprovethe“if”part，aSSumef瑞卓・Foreachi∈LJ，E＝Pn＋1＼inty；  

isacompactuminpn＋1＼Y．ThenwehaveacompactumDinpn＋1＼Xsuch  

thatfl（pn＋1＼ズ）＼D巴n否l（pn・1＼X）1Din（FLn＋1＼Y）＼E・Takej≧f（i），g（i）such  

tha七Xj⊂FLn＋1＼D・Le七甲Xbeanicen－mOrPhismobtainedbyLemma3・2・2・  

Thenげ（Xi）⊂Xi＼Xandpf巴nidxjinXi・Ftomthede丘ni七ion，itfollows   
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tbat  

鈍プ協動豆類動㍉Ⅷ刹㌍㍑彿ポ鞠Ⅰ斗ini一完・   

Consequently，f＝ごng．□   

Wbdefinethefunctorせ：qi，→7，品i，by甘（X，Xo）＝（FLn＋1＼X，fL㌻1＼  

Yb）andg（［f］n）＝（f）n，Whereiisapropermapassociatedwithanicen－  

morphismwhichisn－homotopictof．ByLemmas3・2■1，3・2・3and3・2・4，Qris  

welトde丘ned．  

NowweproveTheoremC，thatis，   

Theorem3・2・5甘‥箪i，→7認ir3SaCaiqgoricalisomorphism・   

ProqfBythesamereasonasinLemma3・2・3，WeprOVeOnlytheabsolutecase・   

Stqpl（甘isfunctorial）．First，WePrOVethat甘（【idx】n）＝（idpn・1＼X）n・Let  

pXbeanicen－mOrphismobtainedbyLemma3・2・2・ItsuEicestoprovetha七  

郎競idpn・1＼ズ，forapropermap¢associatedwithpX・Foreachcompactum  

DinFLn＋1＼X，thereexistsi∈LJSuChthatXinD＝臥Since¢isassociated  

withpX，如ハX巴n甲デIxl＼XinXi＼X・ByLemma3・2・2，PFIxitX＝nid瑚X  

inXi＼X．LetE＝Iln＋1＼intXi・Since（pn＋1＼X）＼E⊂Xi＼Xand  

Xi＼X⊂（FLn＋1＼X）＼D，Wehave＠I（pn＋1＼X）1E巴nid（pn・1＼X）＼Ein（FLn＋1＼X）＼β，  

Whichimplies直弘idpn・1＼X・   

Next，1etf＝（f，（L））：Ⅹ→Yandg＝（g，（gi））：Y→Z＝（Zi，r書＋1‡be  

n－mOrphisms．Weprovethatq（［f］n【g】n）＝g（［f］n）g（［g】n）・ByLemma3・2・1，  

wecanaSSumethatfandgarenicen－mOrphisms・Thengf：Ⅹ→Zisalsoa  

nicen－mOrPhism．Letf，卓andhbepropermapsassociatedwithfTgandgf  

respectively．ForeverycompactumEinFLn＋1＼Zthereexistsi∈wsuChthat  

易nE＝臥SinceYandZareZ－SetSinILn＋1っ如ち（ゴ，巴ngjinZ；＼Zfbrall  

j≧i，andム（i）Ixf（。＝nhin‡ち（i）＼Yforal1j≧g（i），bythedefinitionofan  

n－mOrPhism．Itfollowsthat  

娠′拙＼∬巴m祓（市棚＼∬＝鴎（i，＼y鳥（壷′タ（；）＼ズ   
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巴乃叛（i，＼y揖′g（i，＼芳in易＼Z   

PutC＝Fln＋1＼intXf。（i）・ThenhI（pn・1＼耳）＼C二ごn細（pn甘甚）＼Cin（FLn＋1 ＼Z）＼E，  

Whichimplies卓fet誌ph・   

S卸2（せisanisomorphism）・ByLemma3・2・4，甘isamonomorphism，SOit  

su伍cestoseethatせisanepimorphism．Tothisend，1etf：〃n＋1＼X→iLn＋1＼Y  

beapropermap．Foranyi∈u，E＝iLn＋1＼int‡；isacompactuminFLn＋1＼Y・  

ThenD＝f－1（E）isacompactuminIln＋1＼X．Thuswecantakeni∈LJSuCh  

thatXn－nD＝¢，hencei（Xni＼X）⊂y；＼Y・Ⅵ七haveanincreasingmap  

f‥W→WSuChthatf（i）≧ni．Usingthenicen－mOrphismやXinLemma  

3・2・2，WeCandefinethemapjt＝f端）：XJ（i）＋y：＼y⊂y；・Thus，We  

obtainthen－mOrPhismf＝（f，（廉））・Infac七っfdreachi，j∈wwithi≦j，  

蕨）lxf（j） 
巴n挽）inXf（i）＼X，becausepXisann－mOrPhismandXisaZ－Set  

inXf（i）・Thenwehavejlpffギ＝f頑i）lxf（j，t＝n瑚j）＝qihiny；・Thus，fis  

ann－mOrPhism・ByLemma3・2・2，fIx榊＼X崇nf端）lx佃＼Xin墨＼Y，Which  

impliesthatfisassociatedwithf．Consequently，Wehave宙（【f］n）＝（f）n・ロ  

3．3 ThecomplementtheoremforZrpairs   

Let（XフX。）and（Yi端）beZ－Pairsin（FLn＋1，P旨＋1）・ByProposition3・1・1†  

wehaveLCn（n＋1）－SequenCeS（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（Xi，Xoi），P5＋1）and（Y，Yo）＝  

（（y；，‰）フqi＋1）associa七edwith（X，Xo）and（yl端）（i・e・，（X，Xo）＝1im←（Ⅹ，Ⅹ0）  

and（㌣坑）＝lim←（Y，Yo））suchthatal1（端，Xoi）and（y；，‡もi）arecom－  

pactiLn＋1－manifbldpairswhichareneighborhoodsof（X，Xo）and（y；，‡もi）in  

（pn＋1，P旨＋1）respectively，andall或＋1andqi＋1areinclusionmaps・ByPropo－  

sitionlin［Sh6］，WemayaSSumethata11（薫，Xoi）and（y；，yもi）haveZ－pairs  

（∂Xi，∂Xo，i）and（6‡完，6‡む）respectively，SuChthat  

bd軒甘端⊂∂薫っbd〃岩＋1ズ0よ⊂∂ズ鋸  

bd西域⊂∂賓andbd〃訂1Yも壷⊂∂㍍・   
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Throughoutthissection，WeuSethesenotations・Thenextlemmaistherela－  

tiveversionofLemma4．1in［Chil】・   

Lemma3．3．1Leif：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）andg：（Y，Yo）→（Ⅹ，Ⅹ0）be  

・柁一m叩ん豆占mββ祝Cゐ血まgr巴nid（Ⅹ，Ⅹ。）一 血視me兢混在‥（〃刷，〃蒜＋1）→  

（〃叫1，描＋1）由α加m紺m叩旭mα陀離0∈揖β視Cゐ兢αま   

（1）（intpn・1h（端。））っintp；・1h（Xoio））⊃（‡1‡′も）and  

（2）た‾11（㌣埼）巴mgねl囲も）玩（端。，Ⅹ恥）・   

me陀班eree∬由ねα加meom叩最βm九′‥（〃叫1，〃訂1）→（〃叫1湖訂1）山塊  

加＞ねβ祝Cゐ兢αf   

（0）′机〃叫＼∬‘。，軒1＼∬。よ。）＝軋叶1＼ズ‘。粛・1＼∬。づ。）タ  

（1）′（int〆叶1九（∬ゎ），i叫；十1たげ鞠））⊃（雪0つ｝も血）⊃   

（i叫叫1i；。，int軒1端如）⊃（机利雄笹0）），α㍑d  

（2）′研（∬，端）巴nム。I（闘。）血昭。，輸血）・   

Proqf Letα‥（Z7Z。）→（pn＋1，fL冒＋1）bean恥invertiblemapofacompact  

pairwithdim≦n．By（2），thereisahomotopyp：（α‾1（Y），α‾1（端））×I→  

（Xi。，Xoi。）withpo＝h‾1ckI（α－1（Y），α－1（Yh））andダ1＝gi。αi（α－1（Y），。－1（瑚）・By  

Lemmal．2．1，WeCanfindil＞iosuchthat  

（㌔（わ），端g（il））⊂（i叫n十1b（Ⅹi。），i叫蒜＋1b（Xoi。））   

andpextendstoahomotopy¢：（α‾1（y；（il）），α1？も。（il）））×I→（Xi。，Xoi。）  

witb  

向＝㌃旬（α－1（一品1）），α一明紬））and釣＝gioα‡（α1Y輔），α1Y帆j））・  

Hence，呵（Y；（il），lも（il，）崇n9i。kY；（il），｝もg｛il，） in（Xio，Xoio）・Sincegisann－  

morphism，Wehaveh－1I（恥瓶il））巴ngilin（Xi。，Xoio）・   
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ByTheorem2・2・1，WehaveaZ－embeddingf［：（X，Xo）→（y；（il），端9（il））  

Whichisn－homo七OPictofg（il）［（X，X。）in（y；（il），坑g（il））・Sincegfo±nid（Ⅹ，Ⅹ。），it  

followsthat  

九‾1J′巴几ん‾1玩1）l（ズ，ズ。）＝九‾1l（㌔（il，，鴇g（il））ム（壱1）l（描。）  

巴m鉱鳥（乞1）l（キメ。）崇mid（耳耳。）in（Ⅹi。，Ⅹoi。），   

whichimpliesthatf′′＝f／h‾1l（h（X），h（X。））巴nid（h（X），h（X。））in（h（Xi。），h（Xoi。））・  

Observethat  

′′′uid（九（∂ズ誹（∂ズ。壱。））：（ん（ズ∪∂ズ壱。），九（ズ0∪∂ズ0壱。））→（九（端。），九（ズ0壱。））  

isaZ－embeddingwhichisn－homotopictoidin（h（先。），h（Xoi。））・ByTheorem  

2．3．1，thisextendstoahomeomorphismh′′：（h（Xi。），h（Xoi。））→（h（為。），h（Xoi。））・  

Sinceh”L（h（6Xi。），h（6X。i。））＝id，Wehavethehomeomorphism   

→（〝叫，描＋1）・  ん′′′＝九′′uid（折1＼畔。），軒1＼畔oi。））‥（〝叫｝描＋1）  

Let h′＝h′′′handjo＝9（il）＞io・Observethath／l（X，X。）＝h′′叫（X，X。）＝  

f′′hL（X，X。） ＝f’・Thenitiseasytoseethath’andjosatisfytherequired  

conditions．□   

ProofofTheoremD．Sincethe“onlyif”partfollowsfromTheoremC，it  

remainstoprovethe“if”part．   

Ⅵ毎mayassumethat（Xl，Xol）＝（pn＋1，P；＋1）・UsingthesameargumentOf  

【Chil］，WeCOnStruC七homeomorphismshi：（〃n＋1，描＋1）→（pn＋l，P；＋1）（i∈LJ）  

byinduction・Since91［（Ym）巴nid（γ鴇）in（pn＋1，P；＋1），WeapplyLemma3・3・1  

toobtainahomeomorphismhl：（pn＋1，P訂1）→（pn＋1 ，FL旨＋1）withjl∈LUSuCh  

tbat  

（1）（intpn・1Yjl，intp蒜・1Yojl）⊃（hl（Ⅹ），hl（Ⅹ0））and  

（2）瑚（ズ，∬。）巴m以（ズ，ズ。）in（坑，端1）・  

ByLemma3．3．1，thereexis七Sahomeomorphismh／：（pn＋l，JL；＋1）→（pn＋1，FLrl）  

Withj2＞］1SuChthat   
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（0）′叫〃叫＼当1，〃冨・1＼‰）＝叶】（〃叫＼当1，〃旨・1＼鴇九），  

（1）′（hTl（intpn・1Yjl））hTl（intp；・1Yojl））⊃（Xj2，Ⅹoj2）⊃   

（intpn・1Ⅹj2，intp岩＋1Ⅹoj2）⊃（h／（Y），h′（Yo）），and  

（2）′”叫（γ瑚巴m鮎l（γ鴇）in（ろ2，ズ0ブ2）・   

Leth2＝h／－1・Then  

（0）九㌻1l（〝叫＼当1，〃訂・1＼‰）＝ん凸（〃叫＼℃1躍1＼鴇jl），  

（1）（intpn・1Yjl，intpB・1Yojl）⊃（h2（Xj2），h2（Ⅹoj2））⊃   

（intpn・1h2（Ⅹj2））intpE・1h2（Ⅹoj2））⊃（Y，Yo），and  

（2）九㌻1l（r瑚巴m勤2l（γ瑚in（ろ2，ズoJ2）・  

AgainbyLemma3．3．1，Wehaveahomeomorphismh3：（pn＋1，Pg＋1）→（FLn＋1，描＋1）  

withj3＞］2SuChthat   

（0）矧（〝叫＼ズゴ2，〃冨＋1＼ズ。ゴ2）＝矧（〃叫＼ズか〃打1＼ズ。J2），  

（1）（h2（intpn・1Ⅹj2），h2（intp呂＋1Xoj2））⊃（Yj3）Yoj3）⊃   

（i叫n＋1Ⅵ3，i叫岩・1Yoj3）⊃（h3（Ⅹ））b3（Ⅹ0））｝and  

（2）矧（ズ，芳。）巴れム。t（ズ，ズ。）in（羊3，端ゐ）・  

Similarlytoh2，WeCanObtainahomeomorphismh4：（FLn＋1，P旨＋1）→（FLn＋1 ，P冒＋1）  

Withj4＞］3SuChthat  

（0）軒l（〃叫＼℃3，〃旨＋1＼鴇ゴ。）＝九打（〃叫 ＼℃。，〃言＋1＼埼ゴ3），  

（1）（intpn＋1Yj3，int捕＋1Yoj3）⊃（h4（Ⅹj4），h4（Ⅹoj4））⊃   

（intpn・1h4（Xj4），intp；・1h4（Ⅹoj4））⊃（Y）Yo））and  

（2）毎1l（用）巴乃弘l（㌣瑚in（ろ4，ズ0ゴ4）・   
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Thus，Wede鮎einductivelyhomeomorphismshi‥（FLn＋1，FL冒＋1）→（FLn＋1，FL蒜＋1）  

withji．Similarlyto［Chil】，WeCandefineahomeomorphismh：（FLn＋1，jl旨＋1）→  

（〃叫1，〃㌍1）by  

妬押＼弟2i，〝冨十1＼勒2i）＝瑚（折1＼ズJ2i，描＋1＼旬2－）・   

HencetheinverseofhisglVenby  

＝垢L ＋1 
打（折1＼｝ユ2i＿1凋＋1＼冷血1）lt（〆叶1＼雪2ト1凋＼†も恥1）・ 

ロ   



Chapter 4 

Propern－Shapeand  

property SUVn 

Property UV∞aroseinthes七udyofcellu．larityandisconnectedwithshape  

theorythroughtheresultthatacompactmetricspaceXhaspropertyUV∞if  

andonlyifXhastheshapeofaslngleton．PropertySUV∞wasintroducedby  

Hartley［Ha］asanoncompactvariantofpropertyUV∞・Generalizingshape  

theorytolocal1vcompactspaces，Bal1andSherintroducedthenotionofproper  

Shape［BS］・Ⅰ可Shl］，Sherprovedthatalocal1ycompactmetricspaceXhas  

PrOpertySUV∞ifandonlyifXhasthepropershapeofatree（i・e・，alocal1y  

finite，COnneCtedandsimplyconnectedsimplicial1－COmplex）．Healsode丘ned  

PrOPertySUVnasanoncompactvarian七OfpropertyUVnandprovedthat，if  

X∈SUVnisaclosedconnectedsubsetinapiecewiselinearn－manifold，then  

茸∈5打Ⅴ∞．   

Ontheotherhand，theconceptofn－ShapewasintroducedbyChigogidze  

［Chil］・Hediscussedtherelationof恥ShapeandpropertyUVn・Inparticular，  

acompactmetricspaceXhaspropertyUVnifandonlyifXhasthen－Shape  

ofaslngleton・InthischapterフWeintroducethenotionofpropern－Shapeand  

glVeaCharac七eriza七ionofpropertySUVn，thatis，Xhasprqper頓SUVnifand  

Z;tj 
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onlyifXhasthepropern－Sh叩eOfatree（Theorem4．2．3）．Asacorollary，the  

aboveresultofShercanbestrengthenedasfollows：IfX∈SUVnisconnected  

anddimX≦n，thenX∈SUV∞（Corollary4．2．4）．  

4．1 Definitionofpropern－Shape   

LetXandYbelocallycompactspaces．Recal1thatapropermapα‥X→Yis  

saidtobeproperlyn－inveriibleifforanylocallycompactspaceZwithdimZ≦  

nandanypropermapβ：Z→Ythereisapropermapp：Z→Xsuch  
thatαP＝β．ByTheoreml・1・4andconsideringone－POintcompactification，  

foranylocallycompactspaceX，thereexistsapropern－invertiblesurjection  

α：Z→XwithdimZ≦n．   

Twopropermapsf，9：X→Yareproperlyn－homoiopic（writtenby  

f巴芸9）if，fbranypropermapα：Z→Xfromalocal1ycompactspaceZ  

withdimZ≦nintoX，thecompositionsfαand9αarePrOperlyhomotopic  

intheusualsense（fα巴p9α）・Notethatwemayonlyprovewhenαisa  

properlyn－invertible・  

Ifthereexistpropermapsf：X→Yand9：Y→Xsuchthatfg巴芸  

idYand9f空言idx，thenXandYaresaidtobeproperlyn－homolopically  

equivalent（writtenbyX＝芸Y）・Ifonlythears七relationisvalidっthenitissaid  

thatXproperlyn－homoiopicallydominatesY，OrYisproperlyn－homoiopically  

dominaiedbyX（writtenbyX≧芸Y，OrY≦芸X）・   

SupposethatXandYareclosedsetsinlocallycompactAR？sMandN，  

respectively．LetA＝（A，≦）beadirectedset・Anetf＝‡ムl入∈A）ofmaps  

f＾：M→Niscalledapropern垂ndamenialneifromXtoYinMandNif，  

foreveryclosedneighborhoodVofYinN，thereexistaclosedneighborhood  

UofXinMandanindex入0∈Asuchthat  

ムl打ご芸ム。tぴinVhrall入≧入0・   
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Oneshouldremarkthateachムneedno七beproperbutム旨Ⅳis proper払r  

SOmeClosedneighborhoodUofXinM（cf・［BS，Lemma3・23）．Wedenote  

tbatf：∬→yin（几す，Ⅳ）・   

Theidentityn－fundamentalnetisde丘nedbyix＝（idM）：X→Xin  

（叫〟）．   

Letg＝（g8I∂∈△）beapropern－fundamentalnetfromYtLOZinN  

andP，Where△isadirectedsetandPisalocal1vcompactARc¢ntalnlngZ  

asaclosedset．Thenthecompositionoffandg主sde鮎edbygE＝i98f＾i  

（入，∂）∈Ax△）‥X→Zin（M，P），WhereAx△isthedirec七edseもWiththe  

Order（入，∂）≧（Å0，∂0）⇔Å≧Å0，∂≧∂0・   

Letf＝（ムl入∈A），g＝（g6l6∈△）‥X→Yin（M。N）娠proper  

n－fundamentalnets．Wesaythatfandg areprvperlyn－homDtOPic（wriト  

tenbyf＝ご芸g）ifforeachclosedneighborhoodVofYthereexi摘aclosed  

neighborhoodUofXand（入0，6o）∈Ax△suchthat  

ムlび巴芸郎lⅣinV知dl（Å，∂）≧（Å0，∂品  

Ifthereexistpropern－fundamentalnetsf：X→Yin（M，N）andg‥  

Y→Xin（N，M）suchthatgf。±芸ixandfk空言iY，thenX弧dYare  

saidtobeproperlyn一掬ndameniallyequivalentinMandN・In砲iscasewe  

writeX＝；FYin（M，N）・Ifonlytherelation短等iYisva叫thenwe  

saytbat∬prope殉花車乃血me而α勒血m豆乃αまei／rin（朗∵Ⅳ）oryispmpe梅  

花ネれ血memね物血m五和α孟edあ打方in四っ〃）3andⅥrrite方≧芸ダy五腿（彿Ⅳ）or  

Y≦芸FXin（N，M）・Thefollowingiseasytosee・  

Proposition4．1．1LeiX，YandZbeclosedsubseisqFloca勒cor7WaCiAR’s  

叫Ⅳα柁dP∫r叩eC血egy・げⅩ≧芸ダ‡′r盲m（A叩）α陀dyr≧芸才g恵柑彿ア）プ  

統帥ズ≧芸ダg宜m（彿P）・ガ茸箪iゝ‘r哀m（且叩）肌d｝「巴芸ダgぬ（〃！ア）∫  

伽乃ズ＝芸ダZ哀乃（郷戸）・ロ   

Letf：X→Ybeapropermapandf‥X→Yin（M，N）aproper純一  

fundamentalnet．Wesaythatfis9erWaiedbyf（orf9ener払ies朝provided   
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f＝f＾lxforal1入∈A・SinceNisanAR，eaChpropermapfhasanextension  

f：M→N．By［BS，Lemma3．2］，Wehavethefollowing．   

Lemma4．1．2Eachpropermapf：X→Ygeneraiesapropern∴極ndamenial  

れeff＝（力‥ズ→y哀れ（叫Ⅳ）・□  

Two proper maps f，g：X→Y⊂N aresaid tobe weaklyproperlyn－  

homoiop官CinNiftheyareproperlyn－homotopICineachclosedneighborhood  

OfYinN．Itisclearthatanytwoproperlyn－homotopICmaPSfromXtoY  

areweaklyproperlyn－homotopICinN．   

Lemma4．1．3Leif，g betwopropernr舟ndamenialneis舟omXioYinM  

αmdⅣβemerαねdみy′，g：X→yブre軍eC抽egy．me†lJα陀dタαreひeα的  

pr叩ergy氾一加moねp五c虞犯Ⅳげαれdo励げf空言g・   

Proqf Supposetha七f空言g・ThenforeachclosedneighborhoodVofYthere  

existaclosedneighborhoodUofXand（入0，60）∈Ax△such七hat  

ム‡u空言郎！uinVforall（Å，∂）≧（入0，∂0）・   

Th喝J＝ムl∬空言夕揖＝タinV・   

Conversely，SuPPOSethat fand9areWeaklyproperlyn－homo七OpicinN．  

LetVandⅥbeclosedneighborhoodsofYinNsuchthatlろ⊂intV．Sincef  

andgareproperlyγレfundamentalnets，thereexistaclosedneighborhoodUl  

Ofズand（Å0，∂0）∈Ax△sucbthat  

ムl仇ギム。l仇and射Iul〇ご芸弘一仇in坑払rall（Å，∂）≧（Å0，∂0）・   

Itfo1lows丘omtheassumptionthat  

ム。lズ＝J空言g＝恥lズinlろ・   

Letα‥Z→MbeannjnvertiblepropermapwithdimZ≦n．Thenthere  

existsaproperhomotopyH：α‾1（X）×I→VIsuchthatHo＝fl。αlα－1（X）   
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andHl＝96。αla－1（X）・Letf＝f＾。αand∂＝96。α．By［BS，Lemma3．4】，there  

existsaclosedneighborhoodWofα‾1（X）inZsuchtha七flwcYp抽inV．  

Sinceαisproper，WeCanfindaclosedneighborhoodUofXinMs11Chthat  

U⊂Uiandα‾1（U）⊂W・Hence，flα－1（U）Ctp鈍Ml（U）inV，Whichimplies  

tbat  

ムlび空言ム。Iu空言射。Iu空言射i打inV二 □   

ObservethatX≦芸Y（orXぢY）impliesX≦芸FY（orX寧詣Y）in  

（M，N）foranylocallycompactAR，sMandNcontainingXandYasclosed  

SetS，reSPeCtively・Infact，thenwehavetwomapsf：X→Yandg：Y→X  

SuChthat9f巴芸idx・ByLemma4・1・2，fand9generatePrOPern－fundamental  

netsf‥X→Yin（M，N）andg：Y→Xin（N，M），reSPeCtively．Thengfisa  

propern－fundamentalnetgeneratedbythecompositiongf・Sincegft＝芸idx，  

Wehavegf＝±芸ixbyLemma4・1・3・（Similarly，短空言iY・）Inparticular，ifXis  

homeomorphic（母）toX’，thenX宰鎧Xlin（M，M／）foranylocallycompact  

AR｝sMandM／con七ainlngXandX／asclosedsets，reSpeCtively・Thenthe  

followlngholdsfromProposition4．1．1．  

Proposition4・1・4LeiX，X／，YandY／beclosedseisinlocallycompactAR，s  

凡才，〟′，ⅣαmdⅣ′ノre坤eC抽eg訂．ぶ叩pOβe兢α舌ズ記ズ′α乃dy宍ゴy′．meγも  

ガ≧芸ダy加（叫Ⅳ）げαmdomgyげX′≧蒜y′れ（〟1Ⅳ′）／αれdガ巴冨ダy血  

（叫Ⅳ）獅れd抑gyげズ′巴鎧y′玩（〟′，Ⅳ′）・□  

Thispropositionshowsthattherelationsofpropern－fundamentaldomi－  

nanceandpropern－fundamentalequlValencedonotdependon七hechoiceof  

ambientAR’s．Wecandefine thepropern－Shqpeasfollows：locallycompac七  

SPaCeS X and Y areihesamepropern－Shqpe（written byn－Shp（X）＝n－  

Shp（Y））ifandonlyifX空言FYin（M，N）forsoInelocallycompactAR’s  

andN・Analogously，Xissaidtoproperlyn－ShqpedominateY，OrYisproper・ly  

n－ShqpedominatedbyX（writtenbyn－Shp（X）≧n－Shp（Y），Orn－Shp（Y）≦n－   
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Shp（X））ifandonlyifX≧芸FYin（M，N）forsomelocal1ycompac七AR’sM  

andⅣ．  

LetL：Kbetheclassoflocal1ycompactspaces．Wede点neihepropern－Shape  

Caiqgory，n－SHpL：K，WhoseobjectsareinLK：andwhosemorphismsarethe  

propern－homotopyclassesofpropern－fundamentalnets．  

SupposethatXisrim－COmPaCt（i．e．，anyPOinthasarbitrarysmallneigh－  

borhoodswithcompac七boundaries）．Thenihe舟eudenthalcompac榔caiion  

OfX，heredenotedbyFX，isdefinedastheleastupperboundofal1compacセー  

i丘cationsYofXsuchthatind（Y＼X）＝0・WecallEX＝FX＼Xihespace  

qfendsofX・ItisknownthatFXismetrizableifandonlyifthespaceQX  

Ofquasi－COmPOnentSOfXiscompact，WhereEXishomeomorphictoaclosed  

set ofthe Cantor set．   

Let∑＝（XZXislocallycompact．andQXiscompact）・Supposethat  

X，Y∈∑and that f：X→Yis a proper map．Then f hastheunique  

extensionFf：（FX，EX）→（F㌣EY）．If9：X→Yisapropermapand  

f＝pg，thenFflEX＝F9lEX・AIso，theassignmentf→Ffisfunctorial；  

thatis，F（idx）＝idFXandF（f9）＝（Ff）（Fg）fbrpropermapsf：X→Y  

and9：Y→Z・Fordetails，referto【BS］・   

Lemma4．1．5LeiXbeaclosedseiinalocallycorTq）aCtANRMwiihdimX≦  

花α陀dJ，g：〃→Zゐepmperm呼βかm朋■ねα叩軍αCeg・〝J空言タ，兢em  

兢eree∬由ねαCわβed乃e戎夕肋祓00dガガガ虞犯財β㍑C九伽りlぷ巴pglか   

Proqf Since Misalocal1ycompactANR，MhasanOpenCOVeringusuch  

thatanytwou－ClosepropermapsofanarbitraryspacetoMareproperlyho－  

motopic（【Mi，Theorem5・1・1］and［Cha2，Theorem4・1（2）】）・By［Mi，Theorem  

5・1・4】，thereexistsanopenrefinementVofusuchthatfbreverylocal1yfinite  

SimplicialcomplexTandeverys11bcomplexSofTcon七ainingal1verticesof  

T，eVerypartialrealiza七ionofTinMrela七iveto（S，V）canbeextended七Oa  

fu11realizationofTinMrelativetou．Letlノrbeanopens七ar－re丘nementof   
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V・SincedimX≦n，thereexis七SanOpenCOVeringWofXinMslユChthat  

WrefinesV／andtheorderofWisatmostn（cf・［Mi，Theorem4・3・5］）・Let  

E⊂UWbeaclosedneighborhoodofXinM．   

Let77：E→K be acanonicalmap from Eto the nerveK ofWnE  

and（（0）‥K（0）→Mbeamapdefinedby（（0）（x（W））∈WforeachW∈W．  

Sinceぐ（0）isapartialrealizationofKrela七iveto（K（0），V），thereexistsafu11  

realiza七ion（：K→Mrelativetou・By七heproofof［Mi，Theorem5・1・8］，  

We COnClude thatidE and ET7areu－Close，Whichimplies thatぐ叩is proper  

homotopictoidE・SincedimK≦nandf空言9，Wehave  

抽巴p′ぐ叩＝pβ（叩巴p如・□  

Remark・Letpn＝M3n＋1⊂J2n＋1bethen－dimensionalMengercom－  

pactumcons七ructedin七he（2n＋1）一dimensionalcubeJ2n＋1［CKTト Since  

dimFX≦nandbytheZ－Setunknottingtheorem［Be］，WeCanaSSumethat  

FXisaclosedsetinFLn andEX＝FXnI2nx‡1），Whichimpliesthat  

X⊂pn＼EXcZ2nx［0，1）＝M．Le七f，9：M→Zbepropermapsf上omM  

toanySPaCeZandfIv空言gIvforsomeclosedneighborhoodofXinM・Then  

thereexistsaclosedneighborhoodU＝UiE。BiOfXinV，WhereBiareSimilar  

丘gurestoB＝（（xl，・・・，X2n＋1）∈Z2n＋1lthereexists（yl，・・・，y2n＋1）∈Psuch  

thatlxi－yi（≦1／3forsomei∈（1，…，2n＋1））andP＝（（yl，…，y2n＋1）∈  

I2n＋1lyil，・・・，yin．1∈（0，1），1≦il＜・・・＜in＋1≦2n＋1）．Thereexistsa  

defbrmationretractionffomB七Othen－dimensionalsubcomplexPofB，SO  

WeObtainaproperdeformationretractβ：U→L丘om Uton－dimensional  

SubcomplexLofU・Let7：L→Ubeaninclusion・Thenidu巴pryβinU，  

Whichimpliesthatflu巴pf7β巴pg7β＝p9（u・   

Proposition4・1・6qShp（X）＝Shp（Y），thenn－Shp（X）＝n－Shp（Y）；the  

COnVerSeholdsincasedimX，dimY＜n．   

Proqf First statementis obvious since aproper homotopyis apropern－  

bomotopy．   
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IncasedimX，dimY≦n，SupPOSethatXandYareclosedsetsinlocally  

COmpaCtA瀾’sMandN，reSPeCtively・Ifn－Shp（X）＝n－Shp（Y），thenthere  

exis七propern血ndamentalnetsf‥X→Yin（M，N）andg：Y→Xin  

（N，M）suchthatgf二ご芸ixand短巴芸iY・LetVbeaclosedneighborhoodof  

YinN・Thenthereexist aclosedneighborhoodUofXinMand入0∈A  

SuChthatf＾lu竿芸f＾。IuinVforal1Å≧人0・NotethatintUisalocally  

COmPaCtA腫・ByLemma4．1．5，thereexistsaclosedneighborhoodWofX  

inUsuchthatムIw巴pf＾。IwinVforal1入≧入0・Thus，WeCOnCludethatfis  

aproperfundamentalnet・Similarly7glSaprOperfundamentalnet，gf＝ヒpIx                                                                                                                                                                                                                      ●  

● andfg苛1Y・Thepropositionisproved・口  

4・2 Propern－ShapeandpropertySUVn   

LetXbeaclosedsetinalocallycompactANfZM，andn∈LL｝・Wesaythat  

XhasproperiySUVninM［Shl］if，foreachclosedneighborhoodUofXin  

M，thereexistsaclosedneighborhood VofXinUsuchtha七thefollowlng  

holds；  

Foranypropermaph‥SixLJ→V（1≦i≦n）thereexistsaproper  

maph：Bi＋lxu→Usuchthathfsix。＝h．   

Oneshouldno七ethati≠Oin七heabovecondition・（Ifi＝0，then七heabove  

COnditionimpliesEX＝One－POin七．）ItiseasytoseethatpropertySUVnis  

independentofthechoiceofM．WewriteX∈SUVnifXembedsintosome  

locallycompac七AN毘asaclosedSUVns11bset．   

SupposeX∈∑．AsequenceαOfpointsofXissaidtobeadmissibleinX  

［Ba］if（1）nosubsequenceofαCOnVergeStOaPOintofXand（2）nocompact  

Subset ofX separatesinX twoinfinitesubsequencesofα．Twoadmissible  

SequenCeSαandβinXareequivaleniifnocompactsubsetofXseparatesan  

infini七esubsequenceofαfromanin丘nitesubsequenceofβ．Thisrelationisan   
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equlValencerelationofthesetofalladmissiblesequencesinX．Theeq11ivalent  

Classofαisdeno七edby［α］・  

Lemma4・2・1エeまrわeαかeeαれd斉∈∑．凡rproperm叩β∫，g：耳→r∫  

兢e舟ggoび豆乃タαree画里αJe†息子ニ   

（i）キ畑㍑＝鞠l乱打   

（ii）∫巴pタ；   

（iii）J空言gかαgg乃∈山；   

（iv）い銅・   

Proqf Theimplication（i）⇒（ii）followsfrom【Shl，Theorem2・3】andtheim－  

plications（ii）⇒（iii）⇒（iv）aretrivial．   

Tbseetheimplication（iv）⇒（i），SuPpOSethatf霊芝9・By［Ba，Theorem  

2・5］，anende∈EXmaybeconsideredtobetheequivalenceclass［P］ofan  

admissiblesequenceβinX．ConsiderβasapropermapfromLL）tOX．Then  

fβ巴p gβby（iv），WhichimpliesFf（e）＝［fP］＝［g周＝Fg（e）．Thus，We  

COnCludethatFfIEX＝FgtEX．□   

Lemma4・2・25■叩pOβeズ∈ぶUVlαmdズ由αCわ5edβeま豆陀Qx恥1）．凡r  

eαCゐcgoβed犯吻舶0祓00dU村方兢ere e∬豆βねαCわβed柁e哀夕舶0祓00dVげズ  

β祝Cゐ兢αま如opmperm叩β′，タ‥r→l′げα如erαrepr叩erg訂加moねp宜c血  

Uれ町1且T＝鞠l訂・   

Prvqf SinceX∈SUVl，foreachclosedneighborhoodUofXthereexistsa  

ClosedneighborhoodVofXsuchthatanypropermaph：SlxLJ→Vhasa  

properextension克：B2×W→U．WecanassumethatVisaQ－manifold．Let  

tJ＝∪罠oC；，WhereCiiscompactand¢＝Co⊂Cl⊂C2⊂…．Sincefandg  

areproper，thereexistsasequenceT＝7l⊃73⊃7b⊃・・・Ofsubcomplexesof  

TsuchthatE墨＝ETfbreachi∈LJ，∩芸1T；＝¢andf（77）ug（℃）⊂V＼CLl．   
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Foreachv∈T（0），1eti（v）＝maX（i∈LJIv∈T；）．Takeanadmissiblesequence  

（ぢ）j∈wWhichisinthesamecomponentofvin7h）・SinceFflET＝F如T，  

（f（x；））j餌and（9（ぢ））jE。areequivalence，thereexistsanindexk（v）suchthat  

f（x芸（v））and9（xZ（v））areinthesamecomponentDvofV＼Ci（v）・SinceVis  

locallypath－COnneCted，Dvisapath－COmpOnent．Hence，thereexistsapath  

7‥I→Dvconnectingf（x芸（v））and9（xZ（v））・Le七β‥I→77（v）beapathsuch  

thatβ（0）＝Vandβ（1）＝私），anddefineapathαv：I→V＼Ch）by  

Jβ（3壬）  払rO≦f≦1／3，  

7（3ま－1）forl／3≦壬≦2／3，  

gβ（3－3ま）払r2／3≦f≦1．  

αv（り＝  

Thenαv（0）＝f（v）andαv（1）＝9（v）foreachv∈T（0）．wede丘neamap  

∬‥rX（0）ur（0）×Jurx（1）→Vby  

J（∬）払r壬＝0，  

α。（り 払r∬∈r（0），  

g（∬）forま＝1・  

ガ（∬，ま）＝  

ObservethatHisapropermap・Let‡771i∈w）bethesetofa111－Simplices  

OfTand¢i：B2×（i）→77×I（i∈w）behomeomorphisms．Thentheproper  

maph：SlxLJ→Vde丘nedbyhfslx（i）＝H4）iIslx（i）eXtendstoapropermap  

h‥B2×u→U，WhichinducestheproperextensionH‥TxI→UofHsuch  

thathrB2×（i）＝軸i・Since盈isaproperhomo七OPyた・Omfto9inU，Wehave  

thelemma．□  

Theorem4・2・3LeiX∈∑beconnecied．menthe舟Ilowin9areequivaleni：   

（i）乃－Sbp（X）＝m－Sbp（ア）かα乃訂打ee7「β祝C九兢α舌且ズ母方ア／   

（ii）乃－Sbp（X）＝乃－S毎（ア）かβOme什ee了「；   

（iii）m－Sbp（X）≦乃－Sbp（ア）かβOmeかeer／   
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（iv）芳∈ぶUVm・   

ProqfSince（i）⇒（ii）⇒（iii）aretrivial，WeShowtheimplications（iii）⇒（iv）⇒（i）．  

（iii）⇒（iv）：LetMbealocallycompactARwithX⊂Masaclosedset・  

Supposethatthereexistpropern－fundamentalnetsf＝（fi［Å∈A）‥X→T  

in（M，T）andg＝（96l∂∈△）：T→Xin（T，M）suchthatgf。ご芸ix・Then  

foreachclosedneighborhoodUofXthereexistaclosedneighborhoodVof  

Xand（入0，60）∈Ax△suchtha七  

郎ム暮v＝ゴ芸idvin乙上知rall（Å，∂）≧（Å0，∂0）・   

Leth‥SixLJ→V（1≦i≦n）beapropermap・Then7？＝fl。h（Six  

（j））（j∈LJ）arecompactsubtreesofTand（ち1j∈LJ）islocallyfinitein  

T．SinceeachちisanAR，Wehaveanextensionhj：Bi＋1 ×（j）→7；of  

ム。h［six（jl・Defineapropermap克‥Bi＋1×LJ→Tbyh［Bi・1×（j）＝hj・Then  

96。hIsixL。＝g6。ム。h巴phinUsincedimSixLJ≦n・ByBorsuk，shomotopy  

extensiontheoremfbrapropermaps（cf．［Sh3，Theorem3・1〕），hhasaproper  

extensionh：Bi＋1×LL）→U．  

（iv）⇒（i）‥WecanassumethatX⊂Qx［0，1）＝Misaclosedsetsuchthat  

CIQx【0，l］X＝FX・LetTbeatreesuchthatthereexistsahomeomorphism  

f‥EX→ET．By［Shl，Theorem2．3］，thereexistsapropermapf‥X→T  

suchtha七FfIEX＝f．Thenfgeneratesapropern－fundamentalnetf＝（f）：  

X→Tin（M，T）byLemma4・1・2・   

Let△＝（V⊂MIVisaclosedconnectedneighborhoodofXinMwhich  

isaQ－manifoldandEV＝EX）・Notethat△isthedirectedsetwiththe  

OrderV≧V／⇔V⊂V／．LetU∈△．SinceX∈SUVn，Wehaveasequence  

U＝鴇＋1⊃挽⊃…⊃Ⅵ＝略in△satisfyingthefollowing；   

（＊）Anypropermaph：Sixu→V；（1≦i≦n）hasaproperextension  

九：月机×山→Ⅵ＋1．   

Observethat鴨⊃Ⅵsa七isfythecondisionofLemma4・2・2・   
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BytheTriangulationTheoremforQ－manifolds［Cha2】，WeCanregard略＝  

KxQ，WhereKisalocallyfinitesimplicialcomplex．Letり：佐＝KxQ→K  

betheprojectionandE：K→Kx（0）⊂KxQthecanonicalinjection．Let  

TbbeamaximaltreeofKsuchthatEK＝E花andletTtT＝（（77T）bea  

Closedtreeinlも・NotethatE7b＝E巧J＝EX・By［Shl，Theorem2．3】，  

there exist propermapsku：1も→7tT⊂VtT and9u：T→7b⊂VtT SlユCh  

thatFku［EVb＝idEVt，andF9uIET＝f－1：ET→EX＝E柘＝E7b．Then  

g＝（gu t U∈△）isapropern血ndamentalnetbecauseifU／≧佐，then  

FguIET＝f‾1＝F9u，lET，hencegu／＝p guinU byLemma4・2・2・Since  

ダ（f動）一方r＝（輔（杓び）一旦r＝〃‾1＝id訂，ゐ打空言idrin了「払ral膵∈△  

byLemma4・2・1，Whichimpliesthat短電iT・   

Since祐ispath．connectedandF（kuぐ）IE筍＝（Fku）（F（）lE帯＝F拍7bっ  

bythesamearg11mentOftheproofofLemma4・2・2，Wehaveaproperhomotopy  

ガ川：∬（1）×∫→鴨sucbtba七月忘1）＝仙押沌nd月■圭1）＝毎ぐl∬（1ト   

AssumethatapropermapH（i－1）‥K（i－1）×J→V；（2≦i≦n）has  
i－1） beenconstructedsothatH5i－1）＝（lK（i＿1，andHf＝ku（EK（吊トByusing  

（＊），WeCaneXtendH（i－1）toapropermapH（i）：K（i）×J→Ⅵ＋1SuChthat  

Hii）＝（lK（i， andHfi）＝ku（lK”．WehaveinductivelyapropermapH（n）：  

K（n）×I→鴇．1＝UsuchthatHin）＝ぐIK（n，andH壬n）＝ku（IK（n，．Let  

β：Z→略beapropermapwithdimZ≦n．Bythestandardtrickofbridge  

maps，thereexistsapropermap7‥Z→K（n）suchthat77β巴p7iIIK・1since  

β＝pぐりβ巴p（7inlも，Webave  

） 

id、もβ巴p（7毎（7巴p毎βin杭   

Whichimpliesthatid一有竿芸kuinU・Notethatidtb，巴芸ku，inUfbral1  

打′≧佐．  

1Notethat7iscontiguousto碑   
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SinceF（guf）I勒＝（F9u）（Ff）lEVU＝f－1f＝idEVU＝FkuIEVb，Wehave  

9ufhb空言kuin7bbyLemma4・2・1・Then  

id一有′空言ku′電guIfLvt，，inUfora11U／≧祐，   

Whichimpliesthatgf巴芸ix・Thetheoremisproved・口   

NowwecanstrengthenSher’sresult［Shl，Theorem4．1］asfollows：   

Corollary4．2．4ムeま∬∈∑占e commec舌ed．打方∈ぶぴVmαmddimX≦m，  

兢e†lX∈ぶUV∞．  

PropfByTheorem4・2・3，thereexistsatreeTsuchthatn－Shp（X）＝n－Shp（T）・  

ItimpliesthatShp（X）＝Shp（T）byProposition4・1・6・By［Shl，Corollary3・5］，  

weconclude that X∈SUV∞．□   

ThefollowlngtableshowstherelationsofUV－PrOPertiesandshapes．   

X：COmpaCt；  

X∈UV∞ ⇔ Sh（X）＝Sh（1）［Bo2，Theorem9・1】  

8dimX≦n［Chi2，Corollary2・17］  

X∈UVn ⇔ n－Sh（X）＝n－Sh（1）【Chi2，Proposition3・1］・  

X：locallycompact；  

X∈SUV∞ ⇔ Shp（X）＝Shp（T），∃T‥tree［Shl，Theorem3－1】  

8dimX≦n（Corollary4・2・4）  

X∈SUVn ⇔ n－Shp（X）＝n－Shp（TI），jT／：tree（Theorem4・2・3）・  

Proposition4．2．5Fbr・anyiwoirees71and苅，   

（1）れ亡君筑げαmdo埴げ茸n琵β茄／   

（2）n≧岩茄げαmdo鴫げβ筑emわedβ哀れ居れ・   

ProqfWeonlyprove（1）．Notethat（2）followsh）mtheproofof（1）・   

First，WeprOVethe“onlyif”part．Suppose七hatthereexis七twopropermaps  

f：71→苅andg‥1b→TIsuchthat9f肇idnandf9亡君id7ち・ByLemma   
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4・2・1，（F9）（Ff）JEn＝F（gf）IE7l＝F（idn）lEn＝idETland（Ff）（Fg）lE7b＝  

F（f9）IE7b＝F（id7ち）lE7b＝idE乃，WhichimpliesthatETl；3ET2．   

Next，WeprOVethe“if”part・Leth：茸れ→ET；beahomeomorphism．By  

［Shl，Theorem2・3］，thereexisttwopropermapsk：Tl→7bandl：7b→71  

SuChthath＝Fk［Enandh‾1＝F11E7b・ThenF（lk）1E7l＝（Fl）（Fk）lETl＝  

h－1h＝idETlandF（kl）［ETb＝（Fk）（Fl）lETb＝hh‾1＝idE7b．ByLemma  

4・2・1，WeCOnCludethatlk当id71andkl甥idTb・□   

By【Shl，Corollary2・6】andLemma4・2・1，Wehavethefollowing．   

Corollary4・2・6エeまれαれd現わe如eβ・memn≧岩筑0γ苅≧雲n・ロ   

Corollary4．2．75’叩即βeズ1，X2∈β打Vm．me†も   

（1）m－S毎（ズ1）＝㍑－Sbp（X2）げα氾doれgyげ且ズ1卍j諷X2／   

（2）几－Sbp（ズ1）≧乃－Sbp（方2）げαれdo7埴げ且ズ2emわeゐ五m月見1．   

PrvqfWbonlyprove（1）・nOtethat（2）fbllowsh・Omtheproofof（1）．   

Let Tland7ちbe trees suchthat EXl宍ゴE71and EX2穴ゴE策．Then  

n－Shp（Xl）＝n－Shp（71）andn－Shp（X2）＝n－Shp（筑）byTheorem4．2．3．Ifn－  

Shp（Xl）＝n－Shp（X2），thenn－Shp（71）＝n－Shp（7B）・Sincenand7ちareAR，s，  

thisimplies七ha七thereexisttwopropermapsf：71→T2and9：T2→7lsuch  

that9f巴芸id71andf9等id7七・ByProposition4・2・5，WehaveE71  

血ence且方1矢ゴ且方2．   

Conversely，ifEXl穴ゴEX2，thenETIFYE苅．ByProposition4．2．5and  

Lemma4・2・1，WehaveTl空言Tb，hencen－Shp（Xl）＝n－Shp（71）＝n－Shp（TB）＝  

m－Sbp（X2）・□  

Corollary4・2・8∫哩POβe恥ズ2∈ぶ打Ⅴ几・me乃乃－Sbp（ズ1）≧れ－Shp（ズ2）Ⅳ  

几－Sbp（ズ2）≧れ－Sbp（ズ1）・□   



Chapter 5 

Proper n－ShapeandFreudenthal  

COmPaCtification  

In this chap七er，We glVeanOther approachto propern－Shape andpropern－  

Shapecategoryn－SH去L：K：（n＋1）・   

FbraclassJu Ofspaces，Ju（n）denotesthesubclassofJu COnSistingof  

spaceswithdim≦n．Let∑＝（XIXislocallycompactandQXiscompact）・   

In［BS］，BallandSherstudiedtherelationofpropermapsandtheFreuden－  

thalcompacti丘cations，defined the notion ofpropershape and provedthat  

for X，Y∈∑，ifShp（X）＝Shp（Y）thenSh（FX，EX）＝Sh（FYiEY）rel・  

（且ズ，βy）［BS，Corollary4・8］・   

Byn－SHpL：K（n＋1）（n－SHp∑（n＋1）），Wedenotethefu11－Subcategoryof  

n－SHpL：KwhoseobjectsareinL：K（n＋1）（∑（n＋1））■Thepropern－Shapeof  

locallycompactspaceswithdim≦n＋1isalsode丘nedbyusingembeddings  

Ofthemintoloca11ycompact（n＋l）－dimensionalLCnnCn－SpaCeS・Wedenote  

SuChapropern－Shapecategorybyn－SH；L：K（n＋1）・Itisnotclearthat恥  

SHpL：K：（n＋1）andn－SH；L：K（n＋1）arecategoricalisomorphic・Howeverwe  

CanPrOVethefollowlng：  

TheoremA 77Lereisa ca吻Oricalembeddin9◎‥n－SHpL：K：（n＋1）→n－  

50   



PrQPern－Shapeand凸・eudenthalcompactiBcation  51  

SH；£忙（m＋1）β祝C九血ま◎（ズ）＝ズかeαCゐズ∈エ忙（㍑＋1）・  

LetK2（n＋1）betheclassofcompactpairswithdim≦n＋1andn－  

SH右∑（n＋1）bethefu11－Subcategoryofn－SH去L：K：（n＋1）whoseobjectsare  

in∑（n＋1）．Wealsodefinetherelativen－Shapecategoryn－SHrelK：2（n＋1），  

Strengthenlngn－ShapecategoryofpalrS，andprovethefollowlng・   

TheoremB T7Lereisa伽ctorせ：n－SH去∑（n＋1）→n－SH，elK：2（n＋1）such  

兢αませ（X）＝（アズ，且ズ）舟reαCんズ∈∑（m＋1）・   

SoweconcludethefollowlngCOrOllaries・   

CorollarylT7LereisahnciorO‥n－SHp∑（n＋1）→n－SH，elK：2（n＋1）such  

兢α壬0（ガ）＝（アズ，且X）かeαCんズ∈∑（乃＋1）・   

Corollary2 FbrX，Y∈∑（n＋1）∫げn－Shp（X）＝n－Shp（Y）then  

几－Sb（アズ，且ズ）＝乃一Sb（ア㌣βy）reg・（且ズ，且y）・   

Corollary3 qXiscormected，SUVnanddimX≦n＋1，thenFX∈UVn・  

ForeachX∈L：K：，1etCX＝Xu（∞）betheone－POintcompactification  

ofX．Considering（CX，（∞））insteadof（FX，EX），Wehavethefollowing  

Simi1arly七OTheorem2・   

TheoremC 77Lereisahncior甘′：n－SH；L：K：（n＋1）→n－SHrelK：2（n＋1）  

β祝C九兢αませ（ズ）＝（Cズ，（∞））かeαC九芽∈£疋（乃＋1）■  

Asacorollary，Wehavethefollowlng・   

Corollary4 エef〃慧1＝〝叫1＼（＊），び九ere＊∈〃叫17αmdgeまズ，y⊂〝慧1むe  

Zっeね．ガ几－Sbp（ズ）＝陀一Sbp（y）娩emぼ1＼㌃勘忍1＼y・   
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5．1Thepropern－ShapetheorybyusingAE（n），s   

SupposethatXandYareclosedsetsin（n＋1）－dimensionallocallycompac七  

LCnnCn－SpaCeSMandN，reSPeCtively．LetA＝（A，≦）and△＝（△，≦）be  

directedsets．Anetf＝（f＾I入∈A）ofmapsf＾：M→Niscal1edaproper  

n∴みndamenialneifromXtoYinMandNif，foreveryclosedneighborhood  

VofYinN，thereexistaclosedneighborhoodUofXinM andanindex  

入0∈Asuchtbat  

〟折ギム。l打inVforall入≧入0・  

Oneshouldremark七ha七eachムneednotbeproperb11七f＾luisproperfor  

someclosedneighborhood UofXinM（cf．【BS，Lemma3．2］）・Wedenote  

tbatf：ズ→yin（〃，Ⅳ）・   

Letf＝（f＾E入∈A），g＝（96l∂∈△）‥X→Yin（M，N）beproper  

n－fundamen七alne七S．Wb saythatf and g areproperlyn－homoiopic（wriセー  

tenbyf〇ゴ芸g）ifforeachclosedneighborhoodVofYthereexistaclosed  

neighborhoodUofXand入0∈A，60∈△suchthat  

fllu空言g6luinVforal1入≧入oand6≧∂0・   

Thepropern－homotopyclassoffisdenotedby［f］g・   

Bythesameargumen七Ofpreviouschapterっwecandefinethenotionof  

propern－Shapefor（n十1）－dimensionallocallycompactspacesbyusingem－  

beddingsoftheminto（n＋1）－dimensiona1locallycompactLCnnCn－SPaCeS・  

77LePrOPern－Shapecate90ryWithdim≦n＋1，n－SH去L：K：（n＋1），isthecat－  

egorywhoseobjectsareinL：K：（n＋1）andwhosemorphismsaretheproper  

n－homotopyclassesofpropern－hndamentalnets．IfX，Y∈LK；（n＋1）are  

isomorphicinnNSH；L：K：（n＋1）っthenwedenoten－Sh去（X）＝n－Sh；（Y）・   

Proposition5．1．1LetX，Y∈L：K：，X beanLCn一叩aCe，f：X→Ybea  

pr叩erこJVm一朗可ec如乃肌d〟むeαれOpeれCO眠r五喝げy・∫呼pOβe伽ま如o  

properm叩5¢：Ⅵ句→ズαれd車‥Ⅳ→yβ視C九触り¢＝朝恥ひ九eγe   
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Ⅳ∈エに（几＋1）αれd勒豆βαCgO5edβ視ゐβe才扉Ⅳ・mem兢eree∬戌βねαprOpeγ  

m叩7：Ⅳ→ズβ祝C九が和ま7ll仇＝¢αれdJ7乞β〟－Cわβeね¢・  

ProqfBy［Da，Theorem16・11］，YisLCn・Letulbeadoublestaトrefinement  

ofu．By［Chil，Proposi七ion2・1］，thereisanopenrefinementuIofulSatis＆ing  

七hefollowlng；fbranytwou／－Closepropermaps9，h：A→Yfromaclosed  

subsetAofaspaceBwithdim≦n＋1suchthatghasaproperextension  

G：B→Yitfollowsthat halsohasaproperextensionH：B→Y which  

isul－ClosetoG（cf．［Cha2，Theorem4・2（2）］）・By［Hu，p・156】，there exists  

an open refinement V ofulSuChthat，for anysimplicialpolytope K with  

dim≦n＋1，eVerypartialrealiza七ionofKinYrela七ivetoVex七endstoafu11  

realizationofKinYrelativetoul．LetWbeacanonicalcover（cf・［Hu，p・51］）  

ofW＼Whwithorder≦n＋1suchtha七4｝（W）isarefinementofV・Bythe  

nervereplacement七rick［Hu，P・53】and七hedefinitionofV，Wehaveaproper  

map4）／：W＊→Ysuchthat4，／pisul－Close七04）and抑勒＝＊］w。，Where  

W＊＝N（W）∪Ⅵ句andp‥W→W＊isacanonicalmapwithpLwb＝idl穐・  

Since酬勒＝f¢andXisLCn，bextendstoapropermap董‥W／→X，Where  

WlisaclosedneighborhoodofWbinW＊andW／＼Ⅵ句isasubpolyhedronof  

N（W），SuChthatf6isu′－Closeto4）／Iwl．Thenf6hasaproperextension  

¢′‥W＊→Ywhichisul－Closeto4，′・Notethat相wI＼Wb＝動町W。・By七he  

liftingproper七y［La，LemmaA］（cf．［Be，Proposition2・1・3］），Wehaveaproper  

map7′‥N（W）→Xsuchthat7′lwl怖＝巌′怖andh′is払－Closeto  

4｝／［N（W）・Then7＝（7′∪4））pisthedesiredpropermap・□   

ByPropositionl．1．5，WemayaSSume七hateachX∈L：K（n＋1）isembedded  

asaclosedse七intoanAR－SpaCe搬∈L：K：andanLCnnCn－SPaCe略∈  

L：K：（n＋1），andthereisan（n＋1）－invertibleproperUVn－Surjectionαx：昭→  

MksuchthatαxIx＝idx・  

Lemma5・1・2エe子方，y∈£忙（几＋1）．meれαmypr叩er几一掬乃血meγ血gmeま  

f＝（ムー入∈A）：ズ→yれ（脇，〟シ）哀れ班眉βemβeqr仇叩ねrイ加血ce占α   
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pr叩erれ一舟m血me乃ねJ乃e‖？＝（兄い∈A）‥ズ→y腐れ（朗妄，叫）β祝Cゐ兢αま  

ムαズ＝αyムカreαC九人∈A・   

Proqf SinceαYis（n＋1）－invertible，foreachmapfl：Mi→弧′thereisa  

mapfエ：A4i→Mi，SuChthatf＾αx＝αYfま・Wbshowthatff＝（fil入∈  

A）：X→Yin（搬，Mi，）isapropern－fundamentalnet・SinceαYisproper，  

foreachclosedneighborhoodV／ofYin叫thereisaclosedneighborhood  

坑ofYinMYSuChthatα手1（intlろ）⊂VI．Notethatα手1（intTl）isLCn．Let  

V⊂intlろbe aclosed neighborhood ofYin賄′・Thenthere are a closed  

neighborhoodUofXinMxandanindex入0∈Asuchthat  

ムl打空言ム。l打inVforall入≧Å0・   

LetU［＝〔疲1（U）andfiⅩ入≧入0・SinceαYfiIuI＝ムαxIu／，Wehavefi（U／）⊂  

α妄1（V）⊂埠1（intlろ）⊂V／・Letβ′：Z→U／beapropermapfromZ∈LK：（n）  

toU／・Sincef＾Iuct芸fl。IuinV，  

ムl打αズβ′笥ム。1ぴαズβ′inll   

i．e．，thereisaproperhomotopyH‥ZxI→intVIsuchthatHo＝f＾。Iuαxβ′  

andHl＝f＾luαxβ′．Leth‥Zx（0，1）→α手1（intll）bethemapdefined  

byh［zx（0）＝fま。Iulβ′andh（zxil）＝filuIβ’・SinceHIzx（0，1）＝αYh，by  

Proposi七ion5．1．1，thereisapropermaph‥ZxI→α妄1（intV）whichisan  

extensionofh・WeconcludethatfiluI竺芸fi。Iu，inα手1（in弼）⊂Vl・□   

Lemma5．1．3Leif＝（flI入∈A），g＝（96l6∈△）：X→Yin（Mi，MY）  

あeproper乃一掬mdαmemねgmeね∽dβ叩pOβefフg五和血ceproper㍑一掬相加memねg  

れeねf′＝けまl入∈A），g′＝（g左l∂∈△）：ズ→y五和（昭，叫）5㍑C九血書  

ム販＝αyJまαれd射αズ＝αyダムかeαCゐ入∈Aαmd∂∈△・memf＝ゴ芸gげ  

αmdoれgyげf′空言g′・   

ProqfSupposethatf。ご芸g・SinceαYisproper，foreachclosedneighborhood  

V′ofYinMLthereisaclosedIleighborhoodVofYin鳩′SuChthatα手1（V）⊂   
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V／．BytheargumentofLemma5．1．2，WemayaSSumethatα手1（V）isLCn．  

Sincefoゴ芸g，thereareaclosedneighborhoodUofXinMxandindices  

入0∈Aand60∈△s11Chthat  

ムlげ封症inVforallÅ≧入oand∂≧∂0・   

Byreplacingflandfi。tOムand96inLemma5・1・2，WeCanCOnCludef’葦g’・   

Toprovethecontrary，SuPPOSethatf／空言g′・Le七Vbeaclosedneighー  

borhoodofYinMY・Sincef／空言g′，forV′＝α；1（V）thereexistaclosed  

neighborhoodUIofXin昭andindices入0∈A，60∈△suchthat  

闘パ引締′inV′forall入≧Åoand∂≧∂0・   

Sinceαxisproper，thereisaclosedneighborhoodUofXin搬SuChthat  

α意1（U）⊂U′・Le七β‥Z→UbeaproperInapfromZ∈L：K（n）七OU・Bythe  

invertiblityofcvx，thereisapropermapβ′‥Z→α妄1（U）suchthatβ＝CVxβ′・  

Then   

ムbβ＝仙αズβ′＝αyアユlα押）β′崇p呵・鵜妄1（U）β′＝如αズβ′＝如βinV  

forall入≧入oand∂≧60，Whichimpliesf二ご芸g・□   

Theorem5．1．4mereisaca吻Oricalembeddin9◎‥n－SHpL：K：（n＋1）→n－  

S埠∝（乃＋1）β視Cゐ伽ま◎（ズ）＝ズ匝eαC九ズ∈£忙（乃＋1）・   

Proqf Fbrapropern－fundamentalnetf：X→Yin（M五，彿′），Wedefine  

◎（［f］g）＝［f／］；，Wheref／：X→Yin（昭，ML）isinducedinLemma5・1・2・  

ByLemmas5・1・2and5・1・3，WemayOnlyprovethat◎isfunCtOrialっtha七is，  

◎（［g】；［f］芸）＝◎（［f］；）◎（［g］；）foreachpropern－fundamentalne七Sf：X→Yin  

（且飯，鳩′）andg：Y→Zin（MY，Mz）・Letf／：X→Yin（Mk，叫）and  

g′：Y→Zin（叫′，ML）bepropern－fundamentalnetsinducedfromfandg・  

Foreach入∈Aand6∈△，Sinceムαx＝αYfiand96αY＝αzg左，  

汎称叛＝射αyム＝αgダ；ム，   
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whichmeansthatg′f′＝（9左fil（入，6）∈Ax△）isinduced血・Omgf＝（96f＾I  

（入，∂）∈Ax△）．Tberefore，  

◎（［g］；［f］芸）＝◎（［gf］芸）＝［g′f’］；＝［g′］；［f／］芸＝◎（［g】芸）◎（［f］；）・□  

5．2 TheFreudenthalcompactificationandcom－   

●    PaCt PalrS   

Inthissection，WereCalltheFreudenthalcompac七ificationandstudytherela－  

tionbetweenpropermapsandcompactpalrS・   

SupposethatXisrim－COmpaCt（i・e・，anypOinthasarbitrarysmallneigIト  

borhoodswithcompactboundaries）．me舟eudenthalcompacま所cationofX，  

heredenotedbyFX，isde丘nedastheleastupperboundofallcompacti丘ca－  

tionsYofXsuchthatind（Y＼X）＝0．WbcallEX＝FX＼Xihe叩aCeqf  

endsofX．ItisknownthatFXismetrizableifandonlyifthe＄paCeQXof  

quasi－COmPOnentSOfXiscompact，WhenceEXishomeomorphictoaclosed  

set ofthe Cantor set．   

LetX，Y∈∑．Theneachpropermapf：X→Yhastheuniqueextension  

Ff‥（FX，EX）→（FYEY）・If9：X→Yisapropermapand巨銅，then  

Ff［EX＝FgLEX（cf・［Ba，Lemmas2・3and2・7J）・AIso，theassignmentf→Ff  

isfunctorial，thatis，F（idx）＝idFXandF（f9）＝（Ff）（Fg）fbrpropermaps  

f：X→Yandg：Y→Z・Fordetails，referto［BS］and［DM］・  

Lemma5．2．1Letf，g：Z→FYbemaps舟omacompactspaceZioFYand  

CαCgOβedβeま豆粕Z・β叩pOβe兢αり（Z＼C），g（g＼C）⊂yαれdJ（z）＝g（z）∈βy  

かeαCたz∈C・吼帰＼C＝±pタIz＼C血y，兢emJ巴タreg・C玩ダy・   

ProqfLetH：（Z＼C）×Z→YbeaproperhomotopysuchthatHo＝f［z＼C   
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andHl＝glz岬・DefinethehomotopyH／：ZxI→FYby  

〈  

ガ（z，壬）   forz∈Z＼C，  

′（z）＝g（z）forz∈C・  
打（z，ま）＝  

W6provethatH／iscontinuous．Let（（zi，ti））iE。beasequencein（Z＼C）×Z  

SuChthat（zi，ii）→（zo，ま0）∈CxIasi→∞．LetVbeaneighborhoodof  

f（zo）＝g（zo）inFY．SincedimEY＝0，thereexistopensetslち，ViinFY  

SuChthatlろ⊂V，EY⊂VhUlろandlろnlろ＝0．ThenL＝Y＼（VbUtq）＝  

FY＼（鴨UVl）iscompactinY，SOH‾1（L）iscompactin（Z＼C）×1・Let  

U＝Z＼pH－1（L），Wherep：ZxI→Zis aprojection．Then Uisa  

neighborhoodofCandH（UxI）⊂VbUll・Since（zi，fi）→（zo，士0），there  

existsmo∈w suchthat（zm）×I⊂UxIforeachm≧mo・Notethat  

H（（zm）×I）⊂H（UxI）⊂鴨UVl・Bythecontinuityoff，H（（zm）×0）＝  

f（zm）∈鴨・ThenH（（zm）×I）⊂鴨⊂VsincelちnT4＝臥Inpar七icular，  

H（zm，im）∈Vforeachm≧mo，WhichimpliesthatH／iscontinuous・□   

Letf，9：X→YbemapsandA⊂Xaclosedse七・Wedenotef巴n9rel・  

Aiffα巴9αrel．α↑1（A）foranymapα：Z→XwithdimZ≦n・Tosee  

f巴n9rel．A，itsu臨cestoveri＆thecondisionincasethatαisann－inver七ible  

surjection．Byuslngthisnotation，thefollowlngholdsfromLemma5・2・1・  

Coro11ary5・2・2Letf，9‥X→Y bepropermaps・T7Lenf空言9irTUlies  

ダブ巴mダガreg．且ズ・□  

Remark．Asiseasilyobserved，tLeaboveisvalidformapsbetweenpalrS・  

W6call（M，Mb）apn＋1－manifbldpairifMandMbarepn＋1－manifoldsand  

鳩isZ－Setin〟．  

Lemma5．2．3Leif，9：U→Vbepropermqpssuchihaif空言g・Suppose  

伽ま（F打，且U）αmd（椚りⅣ）αγeemわedded盲乃CO汀堵氾C壬〃叫1一肌αm卿dpαぬ  

（叫弧）αれd（Ⅳ，端），r叩eC抽egy，β祝C九血ま厨打＝グロnノ垢αmd且Ⅴ＝   
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ダVn几恥椚九αβα柑e∬ねmβ血f‥（叫掴も）→（Ⅳ，端）血行－1岬り＝且打フ  

兢eれg加5αg50αれe∬ね乃β血豆：（叫鳩）→（Ⅳ，鞠）β祝Cゐ統欄子房‾1（且Ⅴ）＝且打  

αれdJ巴mきreg．且Uα5m叩βはⅧeeれpα宜rβ．  

Proqf ByTheoreml．2．6anditsremark，WeCaneXtend9tO aPrOpermaP  

否：（〟＼且U，叫）＼且び）→（Ⅳ＼釘町職＼且Ⅴ）suchtbat否空言∫‡（叫瑚叫ハ即）・  

SinceMbisZ－SetinM，F（M＼EU）＝Mby［No，Corollaryl］・Thenwehave  

否＝F（否）：（M，Mo）→（N，No）whichhasthedesiredpropertybyCorollary  

5．2．2．□   

Remark．Intheabove，9Uf［M。：UuMb→VuNbisamapwhichis  

n－homotopictofJuuM。rel．Mb．Thenwecanobtain∂satisfying5LM。＝   

Lemma5．2・4Leif，g‥（M，Mb）→（Y端）bemqps＃om a conwactpair  

（叫ノ協）わαmエCm－pα戌r（㌣端）αmdA⊂ズわecわβedβeね虞犯〟αれdズ0＝  

ズ∩爪先・ガ拙ズ，ズ。）少湖（ズ，∬。）reg・A，〟ほm兢eree∬由ねαm吻肋〃”Odpα宜r  

（ぴ，抗）げ（X，ズ0）玩（叫此れ）5祝C九兢α川御舟）巴乃タl（用）reg・A・   

Proof Letα‥（Z，Zo）→（M，Mb）bean恥invertible UVn－Surjectionfrom  

anγレdimensionalcompactpair（Z，Zo）to（M，Mb）・Bytheassumption，there  

exists ahomotopy H：（α－1（X），α，1（Xo））×I→（YYh）suchthat Ho＝  

掴（α－1（ズ），。－1（瑚），仇＝gαl（α－1（ズ），α－1（瑚）and昂＝レ（A）＝掴α－1（A）肋all  

i∈Z．Byl．2．2，thereexistsaneighborhoodpair（町叩））of（Z，Zo）×（0，1）∪  

（α－1（X），α‾1（Xo））×Iin（Z，Zb）×ZandanextensionH／‥（町Ⅵち）→（Yi端）of  

H．Sinceαisproper，WeCanfindaneighborhoodpair（U，Uo）of（X，Xo）such  

that（α‾1（U），α‾1（Uo））×I⊂（町1砺），Whichimpliesthatf‡（U，U。）巴ngl（U，Ub）  

rel．A．口   
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5．3 Proper n－Shape and relative n－Shapefor  

●    COmPaCt PalrS   

Let K2betheclassofcompactpalrS．Inthissection，Wedefinetherelative  

n－Shapecategoryforcompactpairswithdim≦n＋1，n－SH，elK2（n＋1），Which  

isdifF6renthomChapter3andweconstruc七afunctor甘‥n－SH去∑（n＋1）→n－  

SHγ。g忙2（m＋1）．   

Let（X，X。）beaZ－pairin（JJn＋1，P旨＋1）andlet（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（薫，Xoi），Pi＋1）  

beanLCn（n＋1）－SequenCeaSSOCiatedwith（X，Xo），Whereeach（Xi，Xoi）is  

acompactpn＋1－manifoldpairwhichisaclosedneighborhoodof（X，Xo），and  

bondingmaps areinclusions（Proposition3・1・1）・ForcoIIVeniencesake，We  

assumethat（Xl，Xol）＝（pn＋1，P旨＋1）．WecallsuchanLCn（n＋1）－SequenCe  

aninclusion sequence associated with（X，Xo）．Let（YYh）be a Z－pairin  

（pn＋1，FLg＋1）and（Y，Y。）＝（（Y；，端i），qi＋1）beaninclusionsequenceassociated  

with（㌣坑）．Ann，mOrPhismh＝（h，（hi））‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）issaid七O  

bearelativen－mOrPhismifhi碩ガ巴nqfhjrel・Xoforany官TJwithj≧i，  

and wedenoteh‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）rel・Xo・Tworelativen－mOrphisms  

g，h‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）rel・Xoarerelativen－homoiopic（g。ゴnhrel・Xo）if  

foreachi∈LJthereisanindexj≧g（i），h（i）suchthat9iL（Fj，X。j）Ctnhil（Xj，X。j）  

rel．Xo．ByLemma5．2．4，g〇±nhrel．XoifandonlyifgiIx＝nhiLxrel・Xo・The  

classofrelativen－homotopyoftherelative†レmOrphismhisdenotedby［h］㌔l・  

Therela如eγレShqpecaiqgoryjbrcorTu7aCipairsn－SHrelK：2（n＋1）isdefined  

asacategorywhoseobjectsareinK：2（n＋1）andwhosemorphismsare七he  

relativen－homotopyclassesofrelativen－mOrPhisInS・Ifthereexisttworela七ive  

n－mOrphismsf‥（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）rel・Xoandg：（Y，Yo）→（Ⅹ，Ⅹ0）rel・  

％suchthatgfctni（Ⅹ，Ⅹ。）rel・Xoand短巴ni（Y，Y。）rel・端，Wedenoten－  

Sh（X，Xo）＝n－Sh（YYb）rel・（Xo，yb）・Therelativen－Shapeforcompactpairs  

isstrongertha七then－ShapeforcompactpalrSinthesenseofChapter3，that  

is，n－Sh（X，Xo）＝n－Sh（Yyb）rel．（Xo，Yb）impliesn－Sh（X，Xo）＝n－Sh（YYh）・   
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SupposethatFXandFYareZ－SetSinJin＋1，EX＝FXnFL；＋1，EY＝  

FYnp；＋1andM＝FLn＋1＼FL；＋1，（Ⅹ，Ⅹ。）＝（（Xi，X。i），Pi＋1）and（Y，Yo）＝  

（（Y；，Ybi），q2＋1）areinclusionsequencesassociatedwith（FX，EX）and（FYiEY），  

respectively・Foreachpropern－fundamentalnetf＝（ムL入∈A）‥X→Yin  

（M，M），WeCOnStruCtarelativen－mOrphismf＝（f，（f））：（Ⅹ，Ⅹ。）→（Y，Y。）  

rel．EX asfollows：  

Let坑⊃V；⊃・‥be closed neighborhoodsofYin M such that Y＝  

［iE。V；，EⅥ＝EYandFⅥ⊂inty；．ChooseclosedneighborhoodsUf⊃  

U！⊃・・・OfXandindices入1≦入2≦・・・SuChthatX＝niE。tl，EU！＝  

and  

ムl軒端九晶inlろforall入≧入宜・ 1‾1  

Since（n，端1）isanLCnnCn－Pair，F（fil［u！）：（FUf，EUf）→（FVl，ETq）⊂  

（yl，端1）hasanextensionA：（Xl，X。1）→（坑，端1）byLemmal・2・1・Since  

f＾2－uf空言f＾1［uiinVlandム1●uihasanextensionAwithEUf＝jl－1（Et4），  
byLemma5・2・3）f＾2luihasanextensionj；：（Xl，Xol）→（yi，Yhl）suchthat  

克巳nAin（Vl，Vh）rel．EU！＝EX．Notetha七島（Ft4）⊂FV；⊂int‡ち・  

ThenthereexistsaFLn＋1－manifoldneighborhoodpair（Di，砧）of（FUf，EUf）  

suchthatjら（U！，砧）⊂（Y；，端2）．Takef（2）∈usuchthat（Xf（2），Xof（2））⊂  

（軋砧）andlet展＝jnxf（，，，X。f（2，）：（Xf（2），Xof（2））→（鴇，端2）・Observe  

′ヽ that克巳nflf（XF（2，，X。f（2））in（坑，ybl）rel・EX・Assumethatweobtainedan  

extensionL：（軋咤）→（y：，端i）off＾iluffori≧2suchthat（Of，克）is l  

apn＋1－manifoldneighborhoodpairof（FUf，EUf）and真空A－1L酢咤）1n  

（坑｝ybi）rel・EX・Sincef＾i．11uilぢf＾i［uil inV；andf＾i転hasanexten－  

sionLwithEUt＝ji－1（E場，byLemma5・2・3，f＾i＋1Iuilhasanextension  
L．1：（軋咤）→（羊，ybi）suchthatA．1ニヒn展in（V；，協i）rel・EX・Notethat  

L十1（FUil）⊂FⅥ＋1⊂intY；．1・Thenthereexistsapn＋1－mamifoldneigh－  

borhoodpair（乾1，咤＋1）of（FUil，EUil）such七hatj；＋1（乾1，咤＋1）⊂  

（彗＋1，端i．1）．Takef（i＋1）∈LJSuChthat（Xf（i．1）フXof（i．1））⊂（乾1璃十1）  
andletA．1＝展＋1f（Xi．1，X。i．1）：（Xf（i＋1），Xof（i＋1））→（n＋1，％i＋1）・Observe   
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thatj；＋1巴n hF（Xf（i．1，，X。榊1））in（y；，％i）rel・EX・Bytheinduction，Wehave ′ヽ   

asequencef＝（f，（j；））：（Ⅹ，Ⅹ。）→（Y，Y。）．Itiseasytoseethatfisa  

relativen－mOrPhism．Infact，foreachj≧i，   

′ヽ    舶＝ム 巴mムー1l（ズ棚，ズ。柏，）in（均一1，端ゴー1）rel・且方  

′ヽ        ゴlムー2l（ズ柑，ズ。柏，）in（当－2，端ゴー2）rel・茸ズ  

少L〟笹畑茜舶））＝毎瑠in（署，端宜）rel・且ズ                                                                                                                       ′ヽ  

Theaboveconstructionoffisdenotedbyf⇒（Ⅵ，げ，入i，j；，Of，f（i））（f）．   

Theorem5・3・1mereisahncior甘‥n－SH去∑（n＋1）→n－SHrelK2（n＋1）  

β視C九兢α壬せ（ズ）＝（アズ，且ズ）カreαC九ズ∈∑（乃＋1）・   

Proqf Letf＝（ムl入∈A）‥X→Yin（M，M）beapropern－fundamen七al  

net．Bytheconstructionf⇒（V：，U！，li，A，0！，f（i））（i），Wehavearelative  

n－mOrPhismf：（Ⅹ，Ⅹ。）→（Y，Y。）rel・EX・Wedefine甘（［f］；）＝［転・   

First，WePrOVethatせiswell－defined，thatis，iff＝ヒ芸gforanOtherproper  

n－fundamentalnetg＝（96］∂∈△）：X→Yin（M，M），七heni巴n色  

rel．EX．By the construction g⇒（Ⅵ′，U？，6i，bi，Of，g（i））（g），Wehave a  

relativen－mOrphism含＝（g，（9i））：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Y，Yo）rel・EXsuchthat  

合i＝5i［（X。（i，，X。。（i，） and5iluF＝96i［uf・Sincef〇ご芸g，thereexistaclosed  

neighborhoodWofXinM，入0∈Aand60∈△suchthat  

ムIw。ご芸射lⅣinⅥUlう′払rall入≧入oand∂≧∂0・  

LetW／＝WnU！nuf．ForeachÅ≧入。，入iand6≧60，6i，Since  

ムk′ギ九ル′inlぺand郎1－γ′肇蝕】Ⅳ′inlう′，   

weIlaVe  

在lⅣ′ギム！Ⅳ′空言釦tⅣ′巴芸鮎lⅣ′inlろ∪Ⅵ′・   
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Since展andaiareeXtenSionsof鋸wland98i［wl，byCorollary5．2．2，  

鈷ズ巴m如ズrel．βズin署，   

ノヽ Whichimpliesf＝±n色rel．EX．Therfore，せiswell－de丘ned．   

Next，WeShowthatせisfunctorial・Letf：X→Yin（M，M）andg‥Y→  

Zin（M，M）bepropern－fundamentalnetsand（Z，Z。）＝（（Zi，Zoi），ri＋1）  

be aninclusion sequence associated with（FZ，EZ）・By the constructions  

f⇒（V；，Ut，入i，展，軋f（i））（i）andg⇒（昭，吋，6i，5i，i7；9，9（i））（g），Wehave  

relativen－mOrPhismsf：（Ⅹ，Ⅹ。）→（Y，Y。）rel．EXand色：（Y，Y。）→  

（Z，Zo）rel・EY・Observethatlち（i）⊂㌔（i）⊂呼・Sincegf＝（g6f＾l（入，6）∈  

′ヽ Ax△）‥X→Zin（M，M）and色f＝（fg，（妬（i）））：（Ⅹ，Ⅹ0）→（Z，Z。），itis  

easytoverifygf⇒（勒喘），（6i，入。（i）），5ih（i），Oh），f9（i））（gf），hence  

叫［g鰐）＝［盆化＝［弧［軋＝切（鵬）叫鞘）・ロ   

CombiningTheorems5．1．4and5．3．1，Wehavethefollowlng・   

Corollary5．3．2ThereisajhnctorO：n－SHp∑（n＋1）→n－SHrelK2（n＋1）  

5uCた兢αま0（ズ）＝（アズ，且ズ）かeαC九ズ∈∑（m＋1）・□   

Asadirectconsequenceoftheabove，Wehave   

Corollary5．3．3FbrX，Y∈∑（n＋1），iFn－Shp（X）＝n－Shp（Y）Lhenn－  

Sb（アズ，ガズ）＝m－Sb（ダ㌣βy）reg・（且ガ，且y）ノ加氾Cemづ血（アズ，茸X）＝乃一  

Sb（ダ㌣ガy）豆m兢eβem5eq′仇叩ねr3α乃dβズ母且y・□   

Coro11ary5．3．4HXis connectedSUVn anddimX≦n＋1，ihenFX∈  

ぴⅤ乃．   

Proqf ByTheorem4．2．1っthereexists atreeTsuch七hatn－Shp（X）＝n－  

Shp（T）・ByCorollary5・3・3，恥Sh（FX，EX）＝n－Sh（FT，ET）rel・（EX，ET）・  

Inpar七icular，n－Sh（FX）＝n－Sh（FT）．SinceFTiscontractible，n－Sh（FX）＝  

n－Sh（1），thatis，FX∈UVn（cf・［Chil，Proposi七ion3・1】）・□   
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5・4 Proper n－Shape and the one－POint com－  

pactification   

Inthissection，WeCOnSidertherelationofpropern－Shapeandtheone－POint  

COmPaCtification．   

LetCX＝Xu（∞）beihe one－POinicorTtPaC榔caiionofX∈L：K・It  

is known that CXis metrizable．For a propermap f：X→Y between  

X，Y∈L：K：，thereisanuniqueextensionCf：（CX，（∞））→（Cy，（∞））・If  

f，9：X→Yarepropermapsandfc＝p9，七henCf巴C9rel・（∞）・Itis  

easytoseethattheargumentsofSection5．3arevalidforthepairs（CX，i∞））  

andthemapsCf・ByreplacingFXbyCXandEXby（∞）intheproofof  

Theorem5．3．1，WeCanObtainthefollowlng．  

Theorem5・4・177｝ereisahnctorせ′‥n－SH；LK（n＋1）→n－SH，elK：2（n＋1）  

β祝Cん肋α川′（ズ）＝（Cズ，（∞））かeαC九ズ∈£忙（花＋1）■口  

CombiningTheorems5・1・4and5・4・1，Wehavethefollowlng・  

Corollary5．4．277LereisahnciorOI：n－SHpLK：（n＋1）→n－SHrelK2（n＋1）  

β祝C九兢αま0′（ズ）＝（Cズ，（∞））かeαC九方∈£疋（㍑＋1）・□   

AsadirectconseqlユenCeOftheabove，Wehave   

Coro11ary5．4．3釣rズ，y∈エ疋（几＋1），げ花－Shp（ズ）＝和一Sbp（y）侮陀乃－  

Sb（Cズ，（∞））＝几－Sb（C㌣（∞））reg・（（∞），（∞）），厄乃Cep血ねdco叩αCね  

（Cズ，（∞））αれd（C㌣（∞））九αUe兢eβαmepO宜陀ねd乃－β九叩e・□  

Corollary5．4．4エeま〃慧1＝〃軒1＼（＊）ブⅧ九ere＊∈〃叫1α乃dJe才ズ，y⊂ぼ1  

わeg－βeね．〝几－Sbp（ズ）＝几－Sbp（y）兢e叩慧1＼新里患1＼y・  

Proqf Wecanassumetha七CX，CY⊂pn＋1asz－SetSWith（＊）＝（∞）・By  

Corouary5．4．3，Wehaven－Sh（CX，（∞））＝n－Sh（Cy；（∞））rel・（（∞），（∞））・  

Inparticular，n－Sh（CX）＝n－Sh（CY）・Bythecomplementtheorem，艦1＼  

方＝〝叫1＼C芳紀〃叫1＼Cy＝〃慧1＼y・□   



Chapter 6 

Homeomorphic neighborhoods  

in〃n＋1－manifolds  

Inthischapter，WeprOVeaPn＋1－manifoldversionoftheresultof［Sh2］，thatis，  

ifXandYareZJsetsinpn＋1一皿anifbldsMandNrespec七jvel刀andn－Sh；（X）＝  

几一弼（y），加点ズa刀dyムavearb血arjJy氾aJ‖∽meOmOユ画j叩叫1一皿血ゐJd  

c］osedneighborhoods．Here，WeuSethenotionofproper恥Sbapefor（n＋1）－  

dimensionallocallycompactspacesbyusingembeddingsoftheminto（n＋1）－  

dimensionallocallycompactLCnnCn－SpaCeS（seeSection5・1）・Asacorollary，  

ifXisaconnectedZ－Se七inaFLn＋1～manifoldandX∈SUVn，thenthereexists  

atreeTsuchthatXhasarbitrarilysmallclosedneighborhoodshomeomorphic  

tothe△n＋1－PrOductT△n＋1Pn＋10fTandFLn＋1・Here，the△n＋1－PrOductis  

definedin［Iwa］whichplaystheruleoftheCartesianproductinthecategory  

ofpn＋1－manifolds・Foralocally丘nitepolyhedronP，P△n＋1FLn＋1istheFLn＋1－  

manifoldhavingthesamepropern－homotopy七ypeofP・  

6．1 Homeomorphicneighborhoods   

WedenoteFL訂1＝Pn＋1＼（＊），Where＊∈FLn＋1．Recallthattwopropermaps  

f，g：X→Yareproperlyn－homoiqpic（writtenbyf空言9）if，foranyproper  

64   
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mapα‥Z→Xfromaspace ZwithdimZ≦nintoX，thecompositions  

fαandgαareprOperlyhomotopicintheusualsense（fα巴pgα）・Apn＋l－  

manifoldMlyinginaFLn＋1－manifoldNissaidtoben－CleaninN［Chi5］ifM  

isclosedinNandthereexistsaclosedpn＋1－manifold∂（M）inMsuchthat   

（i）（N＼M）∪6（M）isapn＋1－manifold；   

（ii）6（M）isaZ－SetinbothMand（N＼M）∪6（M）；and   

（iii）〟＼∂（〃）isopeninⅣ．   

Remark6．1．1Le七PbeaPL－manifoldand L asubmanifoldinPsuchthat  

BdL＝Bd（P＼L）．By［Chi4，Theoreml・6］，there exists aproper UVn－  

surjectionf：N→Pffomapn＋1－manifoldNsatisfying七hefollowingcondi－  

tions：   

（a）rl（K）isaFLn＋l－manifoldforanyclosedsubpolyhedronKofP；and   

（b）f－1（Z）isaZ－Setinf‾1（K）foranyZ－SetZinaclosedsubpolyhedron  

打off）．   

Thenitiseasytoseetha七M＝f－1（L）isann－Cleansubmanifo1dofNwith  

∂（〟）＝∫‾1（Bdエ）・   

Lemma6．1．2LetYbeclosedinalocallycompaciCnnLCn一叩aCeN・Assume  

兢α舌γ：鴨→y宜βαpr叩erre加c如mげαCgOβedme豆g崩or九00d陥げy豆柁  

Ⅳ．memかeαC九cgoβedm（軸舶0祓00dVげy豆mⅣがほγe e∬由ねαCgOβed  

m吻肋沌00dV′扉y五mⅣ5鮎Cゐ娩欄まⅤ′⊂Ⅴnlちα㍑didv′空言γレ哀れⅤ・   

Proqf LetWbeanopencoverofVnlろsuch七hatifoneofanytWOl小close  

mapsfromarbitrarylocallycompac七SpaCeisproper，thentheotherisalso  

proper．sinceint（VnVb）isLCn，thereexis七SanOpenCOVeruOfint（Vnlち）  

suchthatany七WOu－Closemapsfromaspacewithdim≦ntoint（Vnl克）are  

W－homotopic．By七hecon七inuityofr，foranyU∈unY＝（U∈ulUnY≠   
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¢‡andx∈UnYthereexistsaclosedneighborhood乾ofxinNsuchthat  

咤⊂Uandr（亀）⊂UnY．SinceYislocal1ycompact，（咤Ix∈Y）hasa  

locallyfinitere丘nementV／．ThenVI＝UV［isthedesiredneighborhood．ロ   

LetX andY beclosedsetsinlocallycompact CnnLCn－SpaCeSM and  

Nrespectively．Recallthatapropern－fundamentalnetf＝（ム［Å∈A）‥  

X→Yin（M，N）is9eneraiedbyapropermapf‥X→Y（orfgeneraies  

f）providedf＝f＾Ixforal1ス∈A・Thepropern－homotopyclass【f］offis  

9eneratedbyfiffgeneratessomef／∈【f］・   

PropositioI16．1．3qlPis aLo（：（L［ly（：OmPa（：tLCn－叩aCe．！hc17th・ePr（）PCrTL一  

触汀あ0ま叩訂C払ββ扉αれ訂クγOper托∴卸m血me汀ねgmeまf：∬→‡√豆柁（欺Ⅳ）由  

ダe†lenばedみ訂αprOperm呼′‥肯→y・   

Proqf SinceYisLCn，thereexistaclosedneighborhoJOd鴨ofYinNanda  

properretractionr：鴨→Yby［BS，Lemma3・2］・ByLemma6・1・2，fbreach  

closedneighborhoodVofYinNthereexistsaclosedneighborhoodV’ofl’rin  

NsuchthatrIvF空言idvlinV・ThenthereexistaclosedneighborhoodU／ofX  

inMand入0∈Asuchthatf＾IuI崇芸ム。Iu′inV’fbral1Å≧Å0，Letr／‥N→N  

beaneXtenSionofrandfエ＝rIfl。．Notethatfl＝（fi）isgeneratedby  

J＝γム。fズ，i・e・J振＝J・Sinceプル＝γ′ム。lぴ′空言ム。‡打′ギムl打′inl♂′払r  

all入≧入0，f′空言f・口   

IJemma6．1．4LeiX beaZ－SeiinaFLn＋1－man的IdM．77Leniheree∬istsa  

cわβedemあe舶如ダ：財→〃慧1£鮎Cゐ兢αfダ（財）由α視軸舶0沌00dげダ（芳）  

玩庫慧1αmdダ（〃）由乃－Cgeα乃哀叩慧1祝浸娩∂（ダ（財））記肘・   

Proqf By［Chil，Theorem9】，thereexistsaproper（n＋1）rinvertibleUVn－  

sudectionf：M→P丘omMtoalocal1y丘nite（n＋1）－dimensionalpolyhedron  

P．Ⅵ屯canassumethatPisaclosedsubpolyhedronin（P（n＋1）＋1× ‡0‡）＼（＊‡，  

where＊＝（0，・・・，0）∈I2（n＋1）＋2．Then七hereexistsaproper（n＋1）－invertible  

UVn－Sudec七ionf：N→P（n＋1）＋2＼‡＊‡fromafLn＋1－manifoldNass為meaS   
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Remark6・1・1・SinceI2（n＋1）＋2＼（＊）et芸ぼ1andfisproperUVn，Wehave  

N；Y FLTl（cf・【Chi4フTheoreml．3］）．LetN（P）bearegularneighborhood  

OfP・By Remark6・1・1，M′＝f－1（N（P））andM′′＝f－1（BdN（P））are  

pn＋1－manifoldsinNandM／is†レCleanwith6（Ml）＝M′′．sincePisaZ－  

SetinN（P），itfollowsthatN（P）ct芸BdN（P）・By［Chi4，Theoreml・4】，  

thereexisthomeomorphisms9：M→MIand91：M→M／／・BytheZ－Set  

unknottingtheorem，thereexistsahomeomorphismh：M′→MIsuch七hat  

h（g（X））nM′′＝＠・ThenF＝hgisthedesiredclosedembedding．□   

Theorem6．1．5エeまズαmdyαreZ－βeね血〃叫しmαれ的gdβ〟肌dⅣre叩eC一  

血e軌β祝C九兢αf乃－Sb；（ズ）≦几－Sb；（y）・乃e氾，かeαCゐ氾吻肋祓00dロガ  

ズ宜氾凡才αmdeαC九乃e豆夕柚or加odVげy五和ⅣJ兢eγeeごご毎ねαれOpeγ川e宜夕加or一  

加odV′扉yβ祝Cたがはまカreuer訂〃叫1－m肌的gdcgoβed乃吻加or加odぶげy血  

Ⅴ′∩Ⅴ，兢eγee∬由ねα〃叫1－mαれ的gdcgo5edm吻肋r加od月げズ如びひ最cゐ  

戌5加meomo†p九五cねβ．   

Proqf ByLemma6．1．4，WeCanaSSumethatM＝N＝FL慧1andUisn－  

clean．Letf：X→Yin（FL慧1，P慧1）andg＝（g8I6∈△）‥Y→Xin  

（p慧1，FL慧1）bepropern－fundamentalnetssuchthatgf＝ゴ芸ix・LetU’bea  

closedneighborhoodofXsuchthatU／⊂intU・Thenthereexist60∈△，入0∈  

AandaclosedneighborhoodⅥ／ofYwithW⊂Vsuchthat96f＾lx空言idxin  

U／，96［w空言g6。IwinUJforeach6≧60，入≧入0・BytheZ－SetaPPrOXimation  

theorem，thereexis七S aZ－embeddingg去。‥W→intU approximating  

No七ethat9去。1Yisproperlyn－homo七OPictotheinclusioninFL慧1・BytheZ－Set  

unknottingtheorem，thereexistsahomeomorphismh：P慧1→FLTIsuchthat  

hgL。IY＝idY・LetV／＝h（intU）andS⊂VnV’beaclosedpn＋l－manifold  

neighborhoodofY．ThenSl＝h‾1（S）isaiLn＋1－Inanifoldclosedneighborhood  

of9去。（Y）1yinginintU・LetW／beaclosedneighborhoodofYlyinginintS  

sothatg左。（W／）⊂intS／・Thenthereexists入≧入osuchthatf＾（X）⊂Wr・By  

theZ－SetaPprOXima七iontheorem，WeCanaSSumethatf＾isaZ－embedding・   
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Notethatg左。f＾（X）⊂g；。（W／）⊂intS／and9左。ムIxギg6。f＾lx空言idxin  

U／⊂in七U．BytheZ－Setunknottingtheorem，thereexistsahomeomorphism  

慧1such七hath／gL。f＾Lx＝idxandh／LLyl＼intU＝idp悪1＼in．U・  h′‥P慧1→P  

ThenR＝h／（S／）isthedesiredneighborhood・口   

For△n＋1－prOduct，referto［Iwa］・   

Lemma6．1．6LeまP be alocallyBnitepolyhedron embeddedinFL慧1as a  

cgoβedβef．励eγ訂れ吻肋rん00dUげP豆m〃慧1coれね豆mβα〟叫しmαれ的Jd  

cわβedm吻肋γ加odVげPβ祝C九班欄まⅤ由和一Cgeαm五和〃慧1α乃dV母∂（Ⅴ）卍  

P△叫1〃r叶1   

ProqfWecanassumethatP⊂（I2（n＋1）＋1×〈0））＼（＊）⊂Z2（n＋1）＋2 ＼（＊）＝M  

as a closedsubpolyhedron and FL慧1is obtainedfrom M bythe Lefschetz  

construction［CKT，2．1，II］・Let L：be acombinatorialtriangulation ofM  

andUbeaneighborhoodofPinMsuchthatU＝P慧1nu・ByWhi七e－  
head，s theorem［Wh］，there exists a subdivision L：’ofL：such that L’re一  

色nes（M＼P）∪（0）．LetN（P，SdL：I）bearegularneighborhoodofPob－  

tainedfrom the barycentric subdivision sdL：IofL：landlet V be a pn＋1－  

manifoldobtainedfromN（P，SdL：′）bytheLefsche七ZCOnStruCtion・ThenV  

isn－Cleaninp怒1suchthat∂（V）＝P慧1nBdN（P，SdL：′）andV＼∂（V）＝  

p慧1nintN（P，SdL：′）・Nowthere exists a proper deformation retraction  

r：N（P，SdL：I）→P，WehaveaproperUVn－retraCtionrLv‥V→P・Since  

thereexistsaproperUVn－SurjectionP△n＋1Pn＋1→P［Iwa］，andby［Chi4，  

Theoreml．4】，VandP△n＋1FLn＋1arehomeomorphic・SincePisaZ－Setin  

N（P，SdLI），N（P，SdL：I）空言BdN（P，SdLI），Whichimplies6（V）母Vby［Chi4，  

Theoreml．4］．□   

Tbeorem6．1．7エeL方わeαZ－βeま宜れα〃叫1－mα氾的Jd〟α乃dPαれ（几＋1）－  

d血eれβ加αggOCαgg封伽まe卯雛edromβ祝Cゐ如才乃－Sb；（ガ）≦乃－Sb去（P）■ 乃eれ  

ガ九αβαrはrαr軸βmαggCわβedme豆夕加or加odβこ㌔′α∈Aクβ視C九兢αf   
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（1）eαCゐこ左官β㍑－Cgeαm慮れ叫   

（2）軋母∂（払）琵ア△叫1〃叫1αれd   

（3）わreαC九α，β∈A兢eree∬由ねα加meom叩最βm九：払→拍動五町方・   

ProqfByLemma6．1．4，WeCanaSSumethatXandPareclosedsetsinp慧1．  

Letf‥X→Pandg：P→Xbepropern－fundamentalnetsin（p慧1，P慧1）  

SuChthatgfニヒ芸ix・ByProposition6・1・3，fisgeneratedbyapropermap  

f：X→P．LetA＝（αJαisaclosedneighborhoodofXinFL慧1）・For  

eachα∈A，there exist6α∈△and aclosedneighborhood W ofP which  

ishomeomorphictoP△n＋1FLn＋1，SuChthatg6Iwet；g6。Iwand96f＝；idx  

inαfor al16≧6αby Lemma6．1．6．By the same argument ofTheorem  

6．1．5，WemayaSSumethat96B［wisaZ－embeddingofP△n＋1Pn＋1intoαand  

ズ⊂批（Ⅳ）・Then正lズ空言タご払出空言JinP△叫1〃叫1   

Letα，β∈A・Since浸Ix巴芸f空言gi； lxinP△n＋1Pn＋1，bytheZ－  

setunknottingtheorem，thereexistsahomeomorphismG‥P△n＋1FLn＋1→  

P△n．1FLn＋1suchthatq痘1lx＝顧x・Thenh＝g6pG9disthedesired  

homeomorphism．ロ  

Itisproved（Theorem4・2・3）thatifXisconnected，thenX∈SUVnifand  

Onlyifn－Shp（X）＝n－Shp（T）forsometreeT・ByTheorem5・1・4，Wehave七he  

followlng：   

Coro11ary6．1．8エeまズわeαCO乃meCねdZ－βe舌血α〃叶1－mαm帥gdαmdズ∈  

ぶUVm．7Ⅵe相方九αβα陀αrぁかαr軸βmαJgcわ£ed〃叫1－mαれ的gdれ吻肋r加odV  

βuC九伽まV琵r△両」〟叫リbrβOme打eer．□   
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