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PRE万一ACE  

The aim of this aT七icle is to study on cuTVeS，   

PaTticulaTlylinear systems of－ a cur・VeJWeieTS七rass   

POints，autOmOTPhisms of a cuTVe and Tela七ions among   

七hem．  

This aTticle consists of fouT PartS． Throughou七   

these parts，myideais based upon de七ailed studies   

OflineaT SyS七ems of a cuTVe．  

1rlPartl，＝ study WeieTS七r．ass points and au七0－   

morphisms of’specialmodular＞ CuTVeS・ Par七 2 and 3   

are devo七ed toinvestiga七ion oflineaT SyStemS   

themselves，Or the homogeneous coordinate ring of’   

a projec七ive cuTVe． The four＞七h paTセ セTea七s a．uto－   

● morphisms of．a curve from a proJeCtive poin七 of－ view・  

●   工 Wish to 七hank Professor S．Koizuml，Whose suppor七   

has been invaluable．   



CONワENTS  

Partl： On WeierstTaSS POin七s of．Riemann．suI－faces  

associa．ted wi七h「（n，2n）  

PaTt 2： On 七he equations defining a pTO3ec七ive curve  

embedded by a non－SPeCialdivisor  

PaTt 3： On proJeC七ive noTmality and defining equa七ions   

●      Of’a proJeCtive curve of genus thTee embedded  

by a comple七elineaT SyS七em  

Par七 句： Automorphisms of．prime oTder of curVeS   
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TSUKUBAJ．MATH．  

Vol．3No．1（1979）．砧－74  

ON WEIERSTRASS POINTS OF RIEMANN SURFACES  

ASSOCIATED WITEJ’（几，2几）  

By  

NIasaaki HoMMA 

Introduction．Let r bea congruence subgroupof SL（2，R），andlet R（r）be  

the Riemann surfaceassociatedwith r，i．e．，R（［）is the canonicalcompacti丘cation  

OfIl＼常whereHis the upper halfplane of CIfthe genusof R（r）is notless  
than two，then we can ask the following problems：  

Probleml．Is R（r）hy重光relliptic？   

Problem2．Are the cusps of R（r）Weierstrasspoints？   

Historical1y，Problemsland2arecompletely・SOIvedforr＝1T（n）byH．Petersson  

［8］and by B．Schoeneberg［9］respectively．In the case of ro（n），Partialsolutions  

aregiven byJ．Lehener and M．Newmann［6］andA．0．L．Atkin［2］・   

The purpse of this noteis toanswerboth problemsinthecaseofr＝r（n，2n）  

（as for the de負nitionof r（n，2n），See De丘nitionl）・Our resultsare the following：   

1．R（［（n，2乃））isnon－hyPerell如・icjbral叩♪ositiveintegw n≧4（See Theorem  

4）．   
2．励即ツC£J申〆R（「（乃，2乃））ねα一拍怨恨加肌り涙融．わrα町g〃β雅言乃ね那γ循≧4・  

βど‘J拍β㌍ねα乃β瑠〝ゆJβ，打力βγ¢侮¢少0ざ如5加αJわ作椚町OCC鋸γげ形ねβ粛（See  

Theorem6and Remarkl）．  

Notation．SL（2，R）（resp．SL（2，Z））is the sp3Ciallinear group of degree two  

over the realnumber鮎Id R（resp．the rationalinteger ring Z），and PSL（2，R）is  

the projective speCial1inear groupof degreetwoover R・When Ais a subgroup  

of SL（2，R），theimageofAunderthecanonicqlhomomorphismSL（2，R）→PSL  

（2，R）isdenotedby4・H＊meansthedisjointunionofthe upper half plane月；・  

the rationalnumbers Q and†∞）．  

（：2）  
Letl「be a congruence subgroup ofSL（2，Z），andlet q＝   be an element 

Ofr（orP）・WhenzisapointonH＊，6（z）．means（az＋b）／（cz＋d），Wherea／0（a≠0）  

means∞and（a∞＋b）／（c∞＋d）meansa／c・For a point z on H＊，Fz（resp．PB）  

means theisotropy subgroup of r（resp．P）atz．Wedenote thecanonicalpro－  

jectionH＊J R（Il）by7rr，and thegenusofR（r）byg（r）・  

Received September13，1977・Revised September4，1978・   
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§1．Generaof月（r（乃，2几））  

We start with the de丘nition of the congruence subgroupr（n，2n）forapositive  

integer n．These groups prove themselves usefulwhen one discusses the theory  

of moduliof abelian varieties by means of the theory of theta functionsin the  

CaSe Of generaldimension．But we treat only theone dimensionalcase．  

DEFINITIONl・Letn be apositiveinteger．We de丘ne，  

r（乃・2乃）＝i（≡£）打（榊≡C捌mod・2乃‡，   
The followinglemmais an easyconsequenceof thede丘nition（cf．Igusa［3］）．  

LEMMAl．（0）r（乃，2乃）fざαC∂タぼγZJg乃CβざZJ∂g和才ゆq／5エ（2，g）．  

（2）〝乃‡ざα乃βぴβ乃わ‡ねgβr，才加，・ヱ   

（1）r（乃，ヲ乃）ニi（；師榊掴mod・2柁ト  

r（循・ヲ乃）＝i叫≡£） 

（3）〝乃2ざα乃∂ddf乃ねg♂r，班β乃  

珊∂≡C≡Omod・2ト  

r（乃，2㌢乙）＝r（乃）nr（1，2）．  

We continue toinvestigate the g■rOup r（n，2n）．  

LEMMA2．（1）（Igusa［3］）A5ぶZ‘椚βJカαJ乃ねαプ‡紺β乃わ；ねj押几 mβ乃，   

（a）r（乃，2ナ3）fぶα乃0〃乃αJざZ‘わg和ZゆげJ「（ナZ），   

（b）r（プ乙）／r（乃，2，7）＝（g／2g）⑳（一針2g），〝7官（J班£ぶ如〃研少抽〝・乙ね言ね滋相即仁わ   

ム＋明（≡£卜可柏od・2，CmOd・2），  

24  
（ぴクヱ＝2）  

2が由一蓑） （び融）・  
（c）［r（1）：r（7乙，2プ省）］  

乙〃カの℃♪l循椚βα邦ざ班〝′♪γ7‘那0〃βγα〝かg椚♂クZ7‘〝血γざ（ggひ掃わzgプ官．   

（2）A削購＝徹汀粥ねの＝戒＝雨脚肌 てm朋   

（a）r（乃，2乃）fざα㈲仰ZαJざZ‘み都℃7¢〆ノー（1，2），∂祝Jゴ才才sプ昔OJαプ7〃γ〃7αJ∫富めg仰ゆ  

がr（柁），  
1－プ‡乃  

一犯1＋柁  ）  （  

（b）Jて犯，2，7）＝r（2乃）＋J’（277）  Z〃加柁拍gγ如才カの3d s∫dβ〆班β叩J針  

Jわり乃♂αプZ5〟iβCβざβgdβα研ゆ耶富加7Zげ∫’（乃，2乃）抑粛・r（飯），  

（げ乃＝1）  

（げク接3）．   
（c）［紬師）］＝接触一志）  
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PROOF．（1）Allofthemarethes㌍CialcasesofresultsinIgusa，spaper［3］・   
（2）（a）SinceT（n，2n）＝Il（n）nT（1，2），T（n，2n）isanormalsubgroupofT（1，2）・  

Itcaneasilybeveriaedthat 
（吉；）belongstor（n）andthat（1二≡1ニn 

）belongs  
tor（n，2n）buヒthat  

（吉肝二：1て乃）（吉訂1＝（ト乃二≡2乃て崇：≡；）  

doesnotbelongstor（n，2n），SOr（n，2n）isnotanormalsubgroupofr（n）・  

）  

1一作一和   

一循1＋循   （  

Then  （b）Let G be the subgroupof T（1）generatedbyT（2n）and  

we see that thecosetdecompositionofGrnOd．r（2n）isgiven byG＝T（2n）＋r（2n）  
1一犯1和   

一乃1＋乃  （  ）  

and that theinclusionrelationsr（n）ヨr（n，2n）⊃Gヨr（2n）holds・Since  

［r（乃）：r（2乃）］＝6，We have√’（乃，2プ7）＝G・   

（c）Itis clear that〔jq（n，2n）：P（2n）］＝2．Combiningthisequalitywith the  

known formula：  

（ゲ紹＝2）  

（げル≧3），  
［ヂ（1）：戸（乃）］＝  

0．g．か．  we obtain our formula．  

The following propositionis the main purposein this section，  

PROPOS汀ION3．（1）エβJ7Zむβαプ‡βがβ乃わ甘ggがれ mβ乃属（r（プ官，27場））血ぶクZOβ〟砂掠  

加わ止 me，′↓gJ椚わだr〆r〃車5¢相月（J’（柁，2乃））ね印～‘〝Jわ6えr乃＝2，α，ヱ〟ね叩JαJわ  

，乙3抽岬蓑）  げ才芸芝4．mβgβ7Z〃5げ月け’（チエ，2循））fぶ衰脚ヱ毎班βノb地相f乃g／b′∽〟J〝ご  

†0  

（ゲ乃＝2）  

腑叫）＝11＋‡物－3）黒l（ト去）（げ融）・   

（2）エβJ押占βαグi〃（たgわ乙ねgβれ mg花月（r（乃，2チ£））カα5乃β♂〟砂fオc♪クf柁Jげ循≧3，  

α抑dゐαぶβ∬αC坤oJヱββJJ≠かfc♪∂わzJ，相加ざg〃畑βγf5如ク，げ乃＝1．加地βCαざβげ紹＝1，  

月（r（1，2））カαぶβズαC妙如∂C‡‘坤5乙〃ゐ才cカα柁頑γβ5β乃ねd毎∞α乃dl．劫蕗g cαざg〆  

嬉3，即（ク・ら瑚カαざ与が比（ト蓑）  C〟車∫身古形g¢〃βγ打r（1，2）（∝〉）α乃d符r（1．2）（1）仲  

mgg¢7ヱ7‘5げ属（J’（7ら2プZ））ねgねβ和知班♂カ〝わ紺わ7gカフ〃邦字J血二  

頭g輌・肋e肋z刷物〆ど血中ざβ珊て，拍））ね呼‘α′わが離一分  

仙27ヱ））＝ ト？ト‡榊，鵬）‡芸；；諾・   
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PROOF－（1）Sincer（n）（n≧2）hasnoellipticelement，r（n，2n）has no elliptic  

element．Since［i！（1）閤：P（n，2n）閤］＝2n，the number of cusps on R（r（n，2n））is  

equalto［P（1）：j5（n，2n）］／2n．Ourformulacomesfrom thegenusformulaofRie－  

mannsurfacesassociatedwithmodulargroups（cf．G．Shimura［10］Pro玉氾Sitionl・40）・   

（2）Since R（［（2））isacovering Riemann surface of genus O over R（r（1，2）），  

R（［（1，2））is of genus O．Supp）Se that R（［（1，2））has anellipticpoint of order3・  

（≡£）  
whose traceislor－1．Ontheother  Then r（1，2）must have an element  

hand，ab≡Cd≡Omod．2．Thesecontradict to ad－bc＝1，SO R（r（1，2））has no elliptic  

POint o土order3，By thesimi1arargument，We See that∞andlon H＊are not  

r（1，2トequivalent．Le上板be the number of the cuspson R（r（1，2）），andリ2the  

number ofellipticpointsoforder3．Thenwe haveリ鵬≧2andリ2≧1・Ontheother  

hand，by the genusformula，Weget theequationO＝1＋3／12－レ2／4－レ加／12・There－  

fore we have L，c。＝2and LJ2＝1．  

Next，WeShallcalculate thc numberof cuspson R（r（n，2n））in the case of牲≧3・  

We put，  

リ㌘）＝the number ofcuspson R（［（n，2n））1yingover7rr（1．2）（∞）  

＝［戸（1，2）：戸（循，2プZ）］／［戸（1，2）∞：ヂ（プヱ，27Z）∞］，  

i｝5！）＝the number ofcuspson R（［（7l，2柁））lyingover7FL・（l．2）（1）  

＝［戸（1，2）：㌘（乃，2プ′瑚／［戸（1，2）1：P（プ甥，2プZ）l］・  

SinccF（n・2n）印＝ 
‡（吉2；m）lm6Zl・Wehaveレ㌘）＝与n2n（1－i；）・  

Leヒ♂＝し壬；）  
．Then♂（1）＝∞，SOα（r（ナZ，2托）1）α‾1＝（ぴr（乃，2ナ函‾1）潤・  

By Lemma2，for any oddinteger n，We See that   

仇「（乃，坤1＝刷叫＋r（2乃）（1二≡1て，Z））α－1  

＝r（2循）十r（蝕）  

†（去ク捌乃ヰandalso  HellCe（♂J▲’（乃，2柁）げ‾1）閤＝   

［ヂ（1，2）1：戸（乃，2瑠）1］＝  2）♂‾1）00：（αr（プら27ヱ）α‾1）∞］＝7Z．  

Therefore祀）＝与n2且（1一差）   
．Finally，by the genus formulawegetourLfol・mula．  

Q．g．か．   
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§2．The answer to tbe丘rst problem  

Let Rbe aRiemann surface of genus g，andletPbe ap）inton R・We say  

that a positiveinteger misagapatア，if thereexists no merornorphicfunction  

OnRwithapleofordermat Pand holomorphicatany otherpoint．Itis known  

that for any Pthere are exactly g gaps and that excep亡for丘nitely ma・ny POints  

the gap sequence coincides with tl，2，…，g）．A poin亡On R whose gapsequence  

differs from（1，2，…，g‡is called a Weierstrass point．   

If thegenus gis greater than or equalto two，then atleas亡2g＋2Weierstrass  

POints exist，the number of the Weierstrass points orlR，Say W，Satis6es the fol－  

lowlnglnequalities：  

軸＋2≦紺≦（好一1）α（打十1），  

andluis equalto2u＋2ifand onlyif Ris hy匹re11iptic．  

The pur・PSein this sectionis to prove the followingtheorem．Ourproofgose  

in the same way as Peterson’s proof for the principalcongruence case［8］．  

TrIEORE丸t4．ぷ（r（乃，2ノ‡））言古αナ托相加β和才J砂ょね属gβ椚〝ブ描∫7‘7カrcβルr r〃ぴわ‡J脚r  

IJ≧4．  

Before proving our theorem，We State SOme remarks．In the case ofll≧4，  

there exis亡S aWeierstrass pointson R（r（n，2n））because their genera are greater  

than two．  

DI：FINmON2．Let R be a Riemann surface of genusか≧2．  

E＝eR：R→（0，1）is de丘ned by thefollowing：  

e（叫；……  
Pis not a Weiers亡rass point，  

Pisa Weierstrass point．   

Let Gbeanautomorphism groupofR，andletR－・・・→R′＝G＼月bethecanonical  

COVering map・Then there exists a function吉＝5R，G：Rノーー→（0，1‡such thaヒthe  

following diagramis commute：  

－・－－－十月／  

／
 
■
∈
 
 

／
 
 ′

ノ
 
 

i
 
 

1
 
 

0
 
 

｛
 
 

＼
＼
 
 

＼
 
 

＼
 
e
 
 

PROOFOFTHEOREM4・The6rst，WeaSSumethatプ・lisanoddinteger・Weput，  

；m2）‥勒飢，］＝古癖一蓑），   
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L15T）＝レ慧）（n）＝the number of cusps on R（r（n，2n））1ying over7r（∞），  

祀）＝L）！！）（n）＝the numberof cusps on R（［（n，2n））1yingover7E（1），  

リ＝リ（乃）＝与乃融一蓑）・  

By Propsition3，We haveレ慧）（n）＝祀）（n）＝＝レ（n）．Sincei〒（n，2n）isa normalsub－  

groupof jq（1，2），We have  

属（r（1，2）＝（戸（1，2）／戸（乃，2乃））＼属（r（乃，2乃））．   

Futhermore，We Put  

e＝争点（√（町2乃））I  

∈＝£月（r（循．2乃））I√（1．2）／r（¶．2乃）・   

Thenitis easy to show that the number of the Weierstrasspointson R（［（n，2n））  

isglVenby  

毎（ノ巧）＋毎（∞））叫（打肋＋∑′撒  
f■   

（1）  

Where∑′means that Pruns over allpoints on R（［（1，2））exceptfor打（1），7T（…）and  
p__ 

and7：（J＝了）．Suppose that R（r（n，2n））ishypere11iptic．Then（1）isequalto2g（r  

（n，2n））十2．Therefore  

8＝＝レ（乃）・（㌢ヱ∬＋2y＋2g十2乃ル＋4一刀）  

l   

must have anintegralsolution on：ど，y，Z and u，．But  

（2）  

1／具（ト蓑）≦∈（2〉where  

E（s）isRiemann’szeta function・Henceン（n）≧n2／2こ（2）＝3n2／汀2．Hence，in the case  

Of n≧7，We have p（n）＞8・In the case of n＝5，WeSee tha仁レ（5）＝12・Therefore  

レ（n）＞8foral10urCaSeS．Thisis acontradiction．   

Next，letn bean eveninteger－，Our proofissimilartothe丘rstcase．Weput，   

打＝汀′’（1）J  

竹中顧（1）：鞠2醇2が抽一志）・  

リ＝ン（ナ圃よ‡．（ト蓑），  
∈＝£月（r（乃，2呵）I  

∈＝∈月（r（詭，2叶）），ノー（1）〃、（乃．2汀）・   

Then the numberof theWeierstrass pointson R（TT（n，2n））isgivenby   
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亘（万（ノニ弔ぃ萱＋矩（g叫′3））・号＋軽（∞））り＋∑′富（P）・〃   
f■  

（3）   

where∑′meansthatPrunSOVerallpintsonR（Il（1））except for汀（∞），汀（J二王）  

P and7r（e2り巧3）．Suppse that R（r（n，2n））is hyf妃relliptic・Then  

12＝シ（乃）■（3乃∬＋2プ2y＋3g＋6乃紺＋3一花）  （4）  

must haveanintegralsolution on x，y，Z and w・Bythe simulardiscussiontothe  

丘rst proof，We haveリ（n）＞12ifn≧6．In thecaseofn＝4，Sinceレ（4）＝12，2＝12∬  

＋8y＋3z＋24w must have anintegralsolutionon3，yZandu）．Butitisimpossible・  

In any case，（4）has nointegralsolution．Thisis acontradiction．  Q・E．D・  

CoROLLARY5．OnR（T（4，8）），its cu車S COincidewitkitsl侮ierstrass♪oints，and  

班β都ゆ5叩紹乃Cβαオαチり押込ZβγS古川Sざ♪o去れねfs仕，2，5）．  

PROOF．By the formula（3）in the proof of Theorem4，the number of the  

Weierstrasspoints on R（r（4，8））isgiven by  

4（12矩（ノニi））＋8締（e2汀ノニむ3））＋3串（∞））十24∑′武ア））．  
P  

Sincethegenus ofR（［（4，8））is3，the numberof the Weierstrass p）intsisat most  

24．Therefore吉（汀（∞））island g（P）isO for any other point且 Sincethenumber  

Of the Weierstrass pointsis12，allgapsequencesare（1，2，5〉・  Q・E・D・  

§3．The answer to the second problem  

The main purposein this sectionis to prove the following theorem・  

THEOREM6．エg才乃みβα乃gぴβ乃ゴ乃Jβgβr邸昭′βγfゐαチヱOrβ¢7Jαgわ4．mg托αナ叩  

C2J車げ点（r（乃，2乃））ねα1那加相加肌＝加地．」約J〟カ♂γ椚♂柁班βI拘南門加甜卜加商血  

誠血流Ⅷ灘＝加α頑町細雨奴‖払＝＝4．  

Beforestarting our proof，We State tWOlemmas without proofs．  

LEMMA7．（Accola［1］，Komiya［4］）Let R－－R′be an abelian couering qf  

点fβ〝7α′†ヱ雅言官古癖cβ5〆抽β（九♪）紺カβγβ♪豆5α〆〝ヱβわ乙紬がr，α7‡dねf月αナZ♂属′加〃β  

才加が乃β，■α打α乃d伊′ク′β頭βCめβれα乃（g班βg留乃♂仰げα〟宣乃ね珊β♂オαね忍励7α乃タ‡5脚  

力ceざむ血！βe花月の～rgぶ′わe紬…，釣丹1．mβ邦£〃β如〝β〃わカgわzt・ダ乃g／わ〃乃7血ニ  

p十1  

∑鋸＝汀十如′．  
ブご1   

LEMMA8・（Schocneberg［9］）LetRbeaRiema）mSu7jdceqfgelluSg≧2，a）′ld  

♂わβαクJαZ血〃叩ゆ力g5けヱ〆〃畑βr札 Sz¢如ぶe班αチアfsαJ触βd如わ乙fげ♂¢プZ凡αプ・ヱd   
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～加才班♂gtゆ∫叩紹ガCβαJPね（乃1，…，乃伊‡・7Ⅵβ循J加gβ乃7‘∫〆〈げ〉＼忍cめ乙C才dg∫乙〃J班  

銑βCの成形αJ砂q／才力g5♂J  

（飾り≡O mod．乃1くブく¢ト   

励γgくげ〉椚gα柁ぶどゐgαヱ占わ椚0ゆんf5∽節℃‡ゆ〆忍gβ乃e用ねd卸飢  

PROOF OF THEOREM6．In the case of n＝4，the statement of thetheoremwas  

already proven by Corollary5．So，from now on，We aSSume that nisaneVen  

integergrater than4．SinceeachelementofP（1）／P（n，2n）inducesa FN：rmutation  

On the setof allcuspson R（［（n，2n））andthegroupofthesepermutationsistransi－  

－ tive，itsu疏ces toprove thatsome cuspis aWeiefstrasspoint．ByLemma2，We  

See that R（r（n，2n））→R（r（n））is an abelin coveringof type（2，2）．We put，  

α1＝（吉；），  
α2＝（£；），  

恥＝（1二：1て柁），  
。抗＝J「（乃，2紹）＋r（乃，2乃）の（ゴ＝1，2，3）．   

Thenwe see the following diagram and relations：  

Galois group of R（r（n，2n））over R（r（n））  

ll  

P（乃）／ア（乃，2乃）  

＼ 
＼ 

即乃，2柁的2，£）   

－／／   
11）  

／  
見／戸（チエ，2乃）  

＼  
＼  

＼ 

（王拒（壬；）‾1＝銭， （吉壬）覇王）‾1城・  

Hence R（昂）（i＝1，2，3）have the same genusas one another，Sayg，．ByLemma  

7，We get the equation3g′＝g（r（n，2n））＋2g（r（n）），SO  

担＋姦循2（光一4）托（1一芸）・  

Furthermore，WeSeethat the automorphism8imOd．j＄（ナl，2n）is of order2and  

thatit has afiⅩed point whichis a cusp．Therefore，by Lemma8，it su魚ces to   
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Show that theinequality  

刷れ2乃）ト2〆＝÷が由一蓑）－1≧2  

holds．Itisclear that the aboveinequality holdsif n≧6．Final1y，  

2g（r（n，2n））十2－（the number of the cuspson R（T（n，2才l）））  

＝4＋与犯望（〃－6）由一妄）＞O  

under the condition n≧6．Thisimplies that thereexistsaWeierstrasspointwhich  

is not a cusp under the condition n≧6．  Q．E．D．  

Finally we shallstate two remarks．The Arst remarkisa counter－eXample  

against the conclusionofTheorem6foranoddintegercase，andthesecondremark  

COnCernSitself withl（umiyaand Kuribayashi’s result．  

REMARKl．If，7isan oddinteger，then the conclusion of Theorem6is not  

1一乃 雅  

一乃1＋乃  （  ）  

always true．In fact，We SaW that o＝  acts on R（［（2n））as an auto－  

morphism of order2havinga丘Ⅹed point町（2n）（1）and that R（r（n，2n））＝〈q〉＼1W’  

（2n））．On the other hand，the gapsequence at7rr（”）（1）on R（［（10））is  

il，2，…，8，9，11，13，17，191（Lewittes［7］）．  

Hence the gap sequence aヒ7rT（6，1。）（1）on R（r（5，10））is  

（1，2，3，4ト   

Therefore汀I・（6．”）（1）is not a Weierstrass point，bu亡itis a cusp，  

REMARK2．Recently，A．Kuribayashiand K．Komiya discovered that there  

areexactlytwo Riemann surfaces up toisomorphism which are of genus3having  

exactly12Weierstrass pints［5］．Our R（r（4，8））is of genus3and hasexactly12  

Weierstrass points．It coincides wi亡h  

二㌍十㌢＋グ＝Oin fI2 （算）   

in their pa匹ー（Cf．Igusa［3］）．  

On the other hand，We See thatr（4，8）actsonH丘Ⅹedpointfree・Furthermore，  

wesaw that the cusps of R（r（4，8））coincides with the Weierstrass points and that  

r（4，8）is a normalsubgroup of r（1）・rrherefore the automorphism group of the  

curve（♯）isisomorphic to jq（1）／P（4，8）．   
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ON TⅡE EQUATIONS DEFINING A PROJECTIVE CURVE  
EMBEDDED BY A NON－SPECIAL DIVISOR  

By  

MasaakiHoMMA   

IntroductiorL．Let Cbe a complete reducedirreducible curve Of arithmetic  

genus g over an algebraically closed丘eldK LetLbe averyampleinvertible  

SheafofdegreedonC，andlet4L：CC；PhOくLトエbe the projective embedding by  

means of abasis ofIl（L）．Then thefollowing results areknownT－：   

（A）AssumethatCissmoothoverK  
（0）（D．Mumford［5］）Lis normally generated，if d≧2g＋1－  

（1）（B．SainトDonat［7］）Thelargest homogeneousidealIde丘ning如（C），i．e．，  

Z＝Ⅹer［SIl（L）→⑳r（L7n）］，isgenerated byits elements of deree2，if  
m≧O  

d≧2汀＋2．  

（2）（B．Saint－Donat［7］）Zis generated byits elements of degree2and3，  

if（ブ≧2伊十1．   

（B）（T．Fujita［1］）The statements（0）and（1）in（A）are true without the  

assumption that C is smooth over K. 

The purposes of the present paper are that weimprove the second result（2）  

Of Saint－Donat and that we construct some related exarnples（corollaryl．4，Exam－  

ple2．4andProposition3．1）．   

Nbtation andTerminology．We丘Ⅹan algebraically closed丘eldKofcharac－  

teristicメ〉≧O throughout the paper・We use the word“variety’’to mean a reduc・  

edirreducible scheme of負nite type and proper over Kland〃curve”to mean a  
Variety of dimentionl．  

For afinite dimensionalvector space VoverKiSlllVmeans the m－th sym・  

metric power of Vand SVmeansthesymmetric algebra of竹i．e．，SV＝⑳SmV．  
¶l≧O   

Let Lbe aninvertible sheaf on a projective variety X WedenotebyLm  
the m－th tensor product L⑳m．For the vector space ofglol〕alsectionsT（L），We  

de伝ne fandん（m≧1），by  

∫＝ぺエ）＝Ker［5J■てエ）→◎r（エ仇）］，  
m去O  

aIld 

Received April13，1979   
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ん＝ん（エ）＝Ⅹer［5彿r（エ）→r（エ机）］．   

Let Ll，…，Lm beinvertible sheaves on X Then成（Ll，”・，Lm）means the  

kernelofthe naturalmap：  

r（ム）⑳…⑳r（エm）→r（エ1⑳…㊥エ間）．  

§1．Geれerality．   

Let Xbe aprojectivevariety，andlet Lbeanampleinvertible sheaf on X  

IfthecanonicalmapT（L）⑳れ→r（L仇）issurjectiveforallpositiveintegersm，then  

Liscal1edanormauygeneratedampleinvertiblesheaf．   

Wewillestablish acriterionfor surjectivity of the naturalmap Ln（L）⑳r（L）  

→1L．1（L）for anormally generatedampleinvertible sheafL．  

LEMMAl．1．エgf rわβα月形加df∽♂循5わ乃αJぴβCねγ頭αCβ，α〝d拗γ占gα♪βS才一  

血g拗βggγ卵αねr班α乃1．mgク3乙〃β加〃β  

Ker［VQ（r＋1）→Sr＋1V］＝Ker［l個r→SrV］⑳V＋T7＠Ker［l俺r→SrV］．   

Aproof of thelemmais easy，SO We Omititsproof．  

PROPOSTTIOゞ1．2．LetL be aナ107？71alb・gelleT・E7tedaナ7ゆIeil12）erEible shedoll（l  

ぴαγJβ妙。芯 ゲ刑fぶα♪∂ぶ言血βわ血gerg柁αねγ班〝乃1，班β乃才力gカ肋弥富乃g C♂柁dfJわ乃∫  

αrgβ¢2Jgぴαね乃才：  

（1）r（エ）⑳戌（エ丁∫ト1，エ）⊥戌（エ”l，エ）g5ざZ‘わβC血g，  
m十1  

r    ▲ 1  
Tm  

●    ▲    ヽ  
けl  

（2）戌（ム…，エ）＝成（ム…，エ）⑳r（エ）＋r（エ）⑳成（ん…，エ），  

（3）ん（エ）⑳Jl（エ）ユん．．1（エ）ブざざZわβC血β．   

PROOF（＊）．We consider 

m  十▲1 m＋1  
▼▲ヽ  

一   0・→戌（ム・・・，エ）⑳r（エ）－エ→成（ん…，エ）一→鼠（エm，エ）→0  
ぞ′  

r（エ）⑳成（ん…，エ）→r（エ）⑳成（エ彿－1，エ）→0  

†  

O  

m＋l  ■11  
Itis easytocheck that成（L，…，L）＝bn（α）＋Lm（E′）ifand onlyif Eissurjective．   

Next，We Willprove the equivalence（2）⇔（3）．Note that the canonicalmap  
r  

←▲1  
7；，：戌（L，・・・，L）→L（L）is surjectiveforanyintegers r≧2・Foragivenf∈ん士．1（L），  

（＊）The proofofthe丘rst part（1）¢⇒（2），has beenfairly simplified by anideaofDr．Seki・   

guclli・   
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打l＋1  
．▲一＝1  

We can丘nd s∈成（L，…，L）such that7T机卜1（s）＝f．By（2），We have s＝∑βi⑪si十                                                                                i  

m  

r▲－  
∑tj⑳rJfor suitable elements βi，TjC成（L，・・・，L）and si，tj∈r（L），SO We have   
J  

f＝q（∑7T，n（βi）⑳si＋∑7：，n（7・J）⑳tJ）．Hence（2）implies（3）．To prove theirnplication lJ  

（3）⇒（2），it su疏ces to show theinclusion relation  

T〃＋1  m  
∴ ■▲∴ 

Ⅳl  ′J1  
戌（ム…，エ）⊂成（ん…，エ）⑪r（エ）＋√’（エ）⑳成（ん…，エ）．  

m＋1  1汀t  ■▲t 、■  

Let s be an element of戌（L，…，L，）．Then by（3），there exist t）∈成（L，・・・．L）  

ands］∈r（L）suchthat7r，n量1（S）＝q（∑7r7ル（t］）⑳si）・  
J  

Hence  

ざ－∑わ⑳∫ノ∈Ker（r（エ）⑳（m十ユ）→Sm十ユr（エ））．  
J  

Sinceby Lemmal．1，  

Ker（r（エ）⑳（町1）→5射1Jl（エ））  

＝Ker（r（エ）⑳m→ざ花r（エ））⑳r（エ）＋r（エ）⑳Ker（r（エ）⑳仇→5川r（エ））  

m  

∴ 
m  

←＋，  

⊂成（ム…，エ）⑳r（エ）＋r（エ）⑳戌（ん…，エ），   

SO We have  

m  m  r十 ．▲  

∫∈成（ん…，エ）⑳ノー（エ）＋′’（エ）⑱成（エ，…，エ）．  Q．E．D．  

CoROLLARYl．3．Let L be a norma砂geneYated an4）leinyerilble shedon all  

n一助乃g乃ざわ乃αJむαわ吻′且 Aざ5脚7β才力α才忍i（兄エり＝（0）カrαク叩i励衰和才，ノ≧1．7乱用  

班β加∽♂gぞ乃紺ぞJざ亘ゐαJI（L）fざgⅥ乃β柑ねd毎Ⅰ2，…，In＿ト3．  

PROOF．By Propostionl．2，it su魚ces to prove that the naturalmap  

r（L）⑳成（Lル1，L）→成（L”i，L）is surjective foranyintegerm≧n＋3．1tisjustthe  

theorem ofMumford［5，Theorem5］．  

CoROLLARYl．4．エβ才エみβ〝柁0〃乃α砂卵形g化ねdαプクゆねわ乙がg〟f抽ぶ如〆♂′ヱα  

仁多仰βC．AざざZ‘椚g班αf打1（C，エ）＝（0）．me乃薫エ）よ5gg乃のTJねd毎ムα柁dん  

PROOF．By Propositionl．2and Corollaryl．3，it sufhces to show that the  

naturalmapr（L）⑱戌（L2，L）－ト戌（L3，L）is surjective．Itis a direct consequence  

Of thefollowinglemma．  

LEMMAl．5．（T．Fujita［1，Lemmal．8］）LetL，Ma71dNbei）ZVertibleshea2）eS  

仇咤r7C〟れ兆C・A描抑昭〟奴仁鮮（C，朗⑪エ～1）＝（0）αグヱd才加′J「くエ）Jざゐ那β♪♂g7エ′万紺  

釦ば〟ね＝血＝′乙αわJmJ椚郎ノて武将エ‾1）⑳J「（Aり→J’（咽A唱）エ‾1）言ざざJJ7ブβC励β．mβアヱ血  

プJ〝Jぞ椚JJ”J（ゆr（エ）⑳成（勇武〃ト一成（エ⑳爪4∧7）ね封明海新町   
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REMARKl．6．Let L be aninvertible sheaf of degree d onacurve C・If  

d≧2g＋1，then Lis a norma11y generated ampleinvertible sheafwith Hl（C，L）＝  

（0）．Thereforeby Corollaryl．4，ぺL）isgeneratedbyムandI；，   

Thisis anotherproof of thesecondresultofSaint－Donat（C．fIntroduction（2））．  

§2．ExampleI．  

In this section we use the wordりcurve〃 to mean a smooth curve over K  

We assume that the characteristic ofthe ground丘eldKis not2．Thepurpose  

Of this sectionis to show that the丘rstresultofSaint－Donat（SeeIntroduction（1））  

is thebestpossiblefor eachgenus g≧1，namely，there exists a curveCofgenus  

gwithinvertiblesheafL onCofdegree2g＋1such that the homogeneousideal  

1（L）is not generatedbyム（L）．  

REMARK2．1．LetCbeacurve ofgenuslor2，andlet Lbe aninvertible  

Sheaf of degree2g＋lon C．Then thehomogeneousidealI（L）isnot generated  

byム（エ）．   

Indeed，Cis embeddedby r（L）to P2ifthe genusisl（resp．to P8if the  

genusis2），but the dimension ofI；（L）is Oif the genusisl（resp．islifthe  

genusis2）．  

Fromnow on，We丘Ⅹa hyper－e11iptic curve C of genus 針≧3，LetK（C）be  

the function丘eldofC．Since thecharacteristic ofthe ground丘eld Kis not2，  

there exist functions x，y∈K（C）such thatRtC）＝B73：，y）with a relation  

y2＝（∬－α1）・（∬－α2）…（∬－α紬＋1）．   

LetP”betheclosedpoint on C such that x（A）＝∞，andlet L＝00（（2g＋1）j㌔）  

For any divisorD on C，We regardOo（D）as a subsheafof K（C）in the canonical  

way．Then we have that the g＋2functions   

は∬，…，が，y〉  

formsabasisofr（L）andthatthe（g・2）（g・3）elements  

l
 
∬
 
∬
 
 
 
 
∬
 
γ
）
 
0
0
0
…
…
0
0
 
 

1
 
1
 
1
 
 
 
 
1
 
1
 
 

〇一  

｛V  

∬○こr  

∬○二ぢ2 ∬20∬2  

∬
 
 
γ
 
0
0
 
 

諾
 
α
 
 

【y  霊20∬p……∴ が○が  

がOy ……∬訂Oy yOy   
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forms abasis ofS2r（L），Where the symbolO means asymmetricproduct・  

PROPOSIT工ON2．2．7ⅥβぴβCわr車αCβ  

ム（エ）＝Ⅹer［S2r（エ）→r（エ2）］  

ねg抑組頭適わ（∬せ○∬ノーが‾10こじノ＝tl≦f≦∫≦ロー1‡〃ぴeγjこ  

PROOF．Itis easy to show that the abovesetisincludedinI；．Let Vbe a  

subspaceofムgeneratedby the above set，andlet Wbe asubspace of S2r（L）  
generatedby thefollowing elements：  

1（⊃1 10∬，  …… 

∬（∋∬伊 ∬公○∬ク， ……，  

10y  ∬Oy， ……，  

yO?l i   

Then the naturalmap W→S3r（L）／Vis surjective．Indeed，ifi≦g－j，then  

∬ぜ○∬J≡∬ト1（∋∬れ1＝……≡10こが＋imod．坑   

andifi＞g－j，then  

∬名（⊃∬J≡∬机10∬卜1≡……≡∬打イ‾α○∬p mOd．坑   

Hencewe have dim［S2T（L）］－dim（V）≦dim（Ⅳ），SO Wehave  

抽（γ）≧詭卜1）＝dim（軌  

Sinceム⊃Viwe haveム＝VIQ．E．D．  

CoROLLARY2．3．エ虎（品，芯，…，易，れ ゐgα如仰ge乃即ZJぶCβの成乃αねq′班g  

♪頑βC血β車αCβア押1co〝β頭0乃di乃gわαあα5fs（1，∬，…，∬伊J甘†げr（エ）．プ協β乃 才力g  

がβCわγ郎αC♂げ¢才‘α朗cざぴα乃才ざ肋2gク乃如（C）云ざg即7β和ねd抄班官すアイαdわc5  

（義董－＿芯＿1為十111≦盲≦ゴ≦好一1‡   

ク〃gγ且  

ExAMPLE2．4．Let（C，L）be the above curvewithinvertible sheaf．Then  

thedegreeLis2g＋1，butthehomogeneousideal旦L）is notgeneratedbyム（L）．   

Infact，if thehomogeneous′idealI（L）is generatedbyム，then  

如（q＝ ∩ Ⅵぷ董一義一議出）  
15電≦ノ≦好一1  

byCorollary2．3，Where V（ぷ薫一義－1量十1）is theset ofzerosof義範－X；－1ギブ十1  

inPq＋1．Let Hbe thelinear subvarietyof Pg＋1de丘nedby the equations：  

品一品，長一品，…∴範－1一馬．   
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Then H⊆Pl，and  

∬⊂ ∩  γて義耳グーぷ－1耳什1）．  
1≦i≦ブ≦〃－1  

Hencewehave H＝QL（C），becauseHc如（C）and如（C）isirreducible・This con・  

tradicts g≧1．  

§3．ExampleII．   

We continueassumingthat the character・istic of theground丘eld Kis not2  

and that a＝curve‖ means a smooth curve over K   

In this section we will show that there are many examples of curves of 

genus g withinvertiblesheaf of degree2g on which Coro11aryl．4works effec－  

tively．’Note that since the degree of Lis2g，the condition Hl（C，L）＝（0）in  

Corollaryl．4is automatically satis丘ed．Ther，efore our problemis reduced to  

COnStruCting many CurVeS Of genus g which have anormal1ygenerated ample  

invertible sheaf of degree2g．  

PROPOSITION3．1．エ融CわβαCZJγ〃β げgゼ乃‡JS伊≧5．Sヱ¢夕郎g～カαJJ血相g∬言5ね  

〝7Z f／～〃β〟言∂ね∫カβ〆〟げ（ね卵βロー1（フ乃 CざZ‘Cゐ g如才 ′’（〝）ねα みαぶg♪♂わ7才力甘♂  

♪即以：∫J．7Ⅵβ乃α加osf〟JJわ相打∫∫むわ5加（Zが♂S〆dβgγββ2び鋼Cα柁α〝ゆgβZ〃加湿αnクヱ〝J  

gβ㌢‡βm如札   

The followinglemma，B・Saint－Donat［8］calledit“base point free penc阜1  

trick”，Playsanimportant roleintheproofof ourproposition・  

LEMMA3．2．（Mumford［5，P．57］，Saint・Donat［8，Lemma2．6］）Lct MandN  

む♂吉光びβ祀言抽ぶゐgα〃βざ∂乃αC2Jγ〃g．助励如陀 ま加げ√（〟）fぶαゐαぶβ♪♂g扉カ℃β♪♂乃CfJ．  

二瓶β7Z乙〃β加びβα〝ね∂椚∂砂鬼才5∽  

Ker［r（〟）⑳r（珂→√（爪オ⑳叫］芸r（〟⑪財‾1）．  

We willusethe following notation・   

Picd（q：theconnectedcomponent of thePicardscheme ofC whose member  
representsaninvertiblesheaf ofdegreed，  

G左：theclosed subvariety of Picd（C）representing the setofinvertiblesheaves  

Ofdegreedandof projective dimension≧r，  

F左：the closed subvariety of Pitd（C）de丘nedby theimage of the morphism  

G芸＿lXC∋（エ，月－－一寸エ（乃∈Picd（C）   

（ifG左＿1＝¢，thenF忘meansthevoid subset）．  

Note that P3⊂G左 and thatif r≧1，the set G左－」和represents the set ofin－   
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rertible sheaves freefrornbasepoints，Ofdegree d and ofproejctivedimensionr・  

PROOF OFPROPOSITION3．1．There exists aninvertible sheaf 弧 Of degree  

r－1such thatIl（ML）is a base point free penciland M苫≠w，Where a＞is theca・  

10nicalsheafonCIndeed，Since G右－lqF3＿1is non・emPty OPenin・Gも＿1by our  

LSSumPtion and since  

dimGを＿1≧g－4≧1［4，Theoreml］，  

；ふ＿lMF3＿lhasin丘nitely many elements．So there exists such aninvertible sheaf．  

Ⅳe put  

V＝Gを十1一帯十1＝Pic捏1（C）一帯十1，and  

U＝i〃⑳肱lⅣ∈Ⅵ⊂Pic2p（C）．  

）bviously，Vis non・emPty OPenin Picg＋1（C）．Hence Uis non・empty Openin  

）ic9g（C）．We willshow that anyinvertible sheafin Uis ample with normal  

reneration．Let L be aninvertible sheafin tL By the generalizedlemma of  

ニastelnuvo［5，Theorem2］，Wehave naturalmap T（L7n）⑳r（L）→r（LTn十1）is surjec－  

ive form≧2．Thereforeit sufBces to show thatthenaturalmap r（L）⑳r（L）  

＋［（L2）is sur5ective．Considerthe commutative diagram  

r（エ㊥堆l）⑳r（燭）⑪r（エ）一土乳r（エ⑳膝1）⑪r（燭⑳エ）  

1  1ね  

r（エ）⑳r（エ）  →r（エ2），  

Vhere¢1is the naturalmapr（堀）⑳r（L）→T（M；⑳L）．By Lemma3．2，We have  

こer¢1芸r（L⑳腫l）andKer¢2⊆r（M岩）．Thereforewehave  

dim（Ker¢1）＝dim［r（L⑳M；1）］＝2，  

dim［「（鳩）⑳r（q］＝2（訂＋1），  

dim［r（肱⑳エ）］＝2伊，  

dim（Ker¢B）＝dim［r（M芸）］＝g－1（Note that M芸≠w），  

dim［［（L⑳MJl）⑪r（弧⑳L）］＝4g and  

dim［r（エ2）］ニ3伊＋1．  

Ience¢1and¢2areSurjeCtive，andhencethenaturalmap r（L）⑪r（L）→IT（L2）is  

urjective．Q．E．D．   

Next，WeWillgive asu疏cient condition for a curve to have aninvertible  

heaf M of degreeg－1such that r（M）is abase pointfree pencil．Our resul亡  

一nitis a direct consequence of the followlng theorem ofMartens and Mumford．  

THEOREMOF MARTENS ANDMuMFORD［6，Appendix］・Let C be a curve qf  

博雅鋸S打≧5・乃e乃班β柁β滋ざねわ2ねがγ名3≦♂≦好一2，ざ才‘Cゐ才如JdimG左≧オー3げ   
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α乃d8乃妙げCね如訂g才物血，0γかfさ狩循αg，¢γ（わがあゐcβむgγ夏作gげα乃g〟妙がc c多抑g  

（伊≧6），βr乃ク乃－∫f乃郡上血γ♪ね乃β曾Z‘古形fわ．  

PROPOSITION3．3．エgJC∂β α C以膵g q′gp乃‡‘ぶg≧5乃g加gγ如β柁JJ砂如，乃Or  

fγf卯乃αん 乃〝（わ3‘むね coひgγ豆乃g〆α循βJJ≠かわc2J押g（α≧6），循〝・粕川－ざi乃都血γ♪わ乃g  

曾2血fわ．乃β形班β柁β∬f5ねα乃i乃びβ祀蕗ね5加〆〟げdβg柁β伊－1α柁C∫！‘C烏班α∫  

r（〝）ねα払相加繭りねり励成．   

PROOF．Wemustprovethat G古＿1－F3－1≠¢in ourcase・For this，it su蔑ces  

to show that dimGも＿1＞dimPLl．By the results of Martens，Kleiman and  

Laksov［4，Theoremland3，Theorem5］，We have  

g－3≧dimGふ＿1≧g－4，and  

9－4≧dimGb＿2≧g－6．   

Note thatif Gを＿2≠¢，then  

dimFあ＿1＝dimGL2＋1［4，P．115］  

and thatif G右＿ヱ＝¢，then F♭＿1＝¢．Suppose that dimGLl＝dimFふ－l． Then  

dimGL2≧g－5．This contradicts the theorem of Martensand Mumford．Q．E．D．  

Final1y，We State an elementary remark relative to our topic．  

REMARK3．4．1f Cis a curve of genus g≧4，then there exists a non・SPeCial  

VeryamPleinvertible sheaf on Cwhichis not norma11ygenerated．   

Indeed，foranon－SpeCialnorma11ygeneratedampleinvertiblesheafLwehave  

degエ≧旺与＋J㌫吾  

because dimS2r（L）≧dimr（L望）．On the other hand，by the theorem of Halphen  

［2，Theoreml．2］，there exists anon－SPeCialvery ampleinvertiblesheafofdegree  

d，if d≧g＋3．  
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ON PROJECTlVE NORMAL＝TY AND DEF＝N工NG EQUATlONS OF  

A PROJECT工VE CURVE OF GENUS THREE EMBEDDED  

BY A COMPLETE LINEAR SYSTEM  

Masaaki HOMMA  

ど0（LトIbe七he，r。3ec七ive  藍建託・Let磨：CC＋  工n七roduc七ion  

embedding of■ a complete non－Singular curve C of genus ＿ g t）y  

■■㌦ヽl means。f（r（L），Where Lis a■very ample－inver七ible sheafon C・  
We willstudy七he homogeneous c00rdina・七e ring 

。fdefini七i。n。f 
． 

S血marizedin the f－01lowing七able．（＝f the genus of C isless  

than three，anSWerS七o the same kind of problem＄？re eaSyコ  

Zn 七he七able we willsa．y七ha七 the homogeneousideal ＝（L）is  

geneTa七edstric七1ybyitselemen七sofdegrees隠…，成．・if  
† ：（L）isgeneTa七edbyi七s 
I（L）isn。七geneTatedbyitselemen七sofdegTe？S軌‥・・儀，・‥，藩  

覇isomiセセed・   
forany覇（l≦35m）・Where愈meanstha七   
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d≦ニ 3   TheTeis novery ampleinver七ible sheaf－ ofdegree dg3   
●■■－  

On C．   

d 芋 斗   ＝f C is hypeTellip七ic，then C has nc；very ample  

invertible sheaf ofdegTee 句．  

＝f．C is pon－hyperellip七ic，七hen七her・e 与S Only one very 

ampleinveT七iblesheafofdegTee40n・c，Whichi＄thecanoni・Cir  

alsheaf・G・l＠（C）ispr。？ectivelinorma干・Theh。mOgeneOuS  

′ヽ   ideall唱）isgenera七edstric七1ybyitselemen七i’？fdegt7ee斗・   

d ＝ 5   Thereisnovery・amPleinveTtible 

d ＝ 6   Theset ofveTyampleinveT七ible8heavesofdegree60n 
COincides with  

6 pic（Cト好一p＋Q）い，Q“ト  
＝f．C is hypeTelliptic3 七hen f’or ave羊－y amPleinveTtible  

sheafL。fdegree60nC，薗c）isnotpr。3ec七ivelynoTmal  
and七he homogeneousideal ＝（L）is genera七ed s七rictly byi七S  

elements ofdeg土，eeS 2 and Lt．  

＝f C is nonqhyperellip七ic，thenfor av9ryamPleinver－  

tiblesheafLof，よegTee6。nC，慮c）r・▼千SPr。iecltivelynoi－  
maland・thehomogeneousideal ＝（L）is geneTa七ed s七ric七1yby－  

i七s elemen七s of degTee 3．   

d ＝ 7   Anyinver七ible sheafof．degTee 70n てC isveTy 

FoTaムキmertiblesheafLofdegree70nC腐c）ispTO39Cr  
七ively noTmaland七he homogeneousideal ＝（h・）is geneTated  

Strictly byiセS■elements of－ degTeeS 2 and 3・  



d と8   Anyinvertible sheaf’ 

F。TaninvertiblesheafL。fdegTeed≧8，感占）i畠，r。3ect  
ivelynoTmaland七hehomogeneousidea．1＝（L）isgenera七ed  

S七rictly byits elemen七S Of degr・ee2．  
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Notation and Termin010gy． We fix an algebraically closed f－ield  
u｝ヽ＿しヽ∴ ｛‥ノゝt∫▲一、・・＝一◆‾’  

K． We use the word†，cuTVe一一 七o mean a comple七e non－SingulaT CurVe  

over K．For a f・ini七e dimensionalvector space V＞ SmV means  

七he m－七h symme七ric power oft V・ Le七 L be aninver七ible sheaf  

onacurve c．we deno七eby Lm 七hem一七h七ensorproduc七 L⑳m．  

工m（い  （L），We define   For the vec七Or SPaCe Of global sec七ions  

（or s与mply 工m）and 工（1）Jby  

Im（L）＝轡［Sm愚L◆）→癖Lm）］  

and  

I（L）＝工m（L）・  

weden。teby廓tこcan。nicalinvertiblesheafon C・ 

七he se七 Ofinver七ible shea，VeS Of degr．ee d on C． For a coheTent  

sheaf●癖 on c，・hi感）is七helはmensionof七hevec七Or SPaCe  

Hl（C㊥ ○Ver K．  

§1・・  
This section consis七s of一 七WO partS． ＝n the first paT七 we will   

State SOme generalfac七s concerning ouT PrOblems． ＝n the second   

part we willde七ermine the set of very・amPleinvertible shea．ves   

On a CuTVe Of genus 七hTee．  

Let L be aninvertible sheaf■ on a pTOJeC七ive varie七y X・◆ ●   

Accoエーding to Mumford［叫］，We Say tha七 L is normally generatedif  

LisampleandthenatuTal◆mapC（L） ⑳m－dqLm）issur3ective  
・J′  

foranyp。Si七ivein七eger m・Obvi。uSly，痕L戸m→靡Lm）is  

（草Lm将鳶L）→．酎君1）                                                     こ〆  SuTjec七ive fop a．11 mゝ1if and onlyif  

＿ 吼  is sur3ective for allm≧1・＝f XinoTmalvarie七y and Lis  

）1s projec七ively   normally genera七ed，then L is veエーy ample and   

normal，and 七he converse is 七rue 七00．  
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The fo110Wing七heorem was pTOVed by MumfoTd［勾，Corollary七0   

ワheorem 6］．  

豊虫隻里貰誓ml・1・圭長与 L 旦受＿＿隻p．、阜甲旦咋1＿埠鼠｛阜担娃．．p㌫．鼠早gこ象要 d －硯  

娃l且j禦雪ぎ隼王£且  
．．．．． 旦づ彗聖笠5廷革聖崇 g・ユg d≧2g＋1，迦 L  

A pr00f’of七he f－0110Wing TTNoe七her・一s Theorem一一is foundin［6コ・  

些竪琴攣1・2・姓 C be a cqrv盲・  
L■I■■｛  

ワhen 七he fo  
＿ ＿＿］【；■±＝．「i：j【．了▼二二＝・■1■丁1＝＿＿ → ■＿  

旦旦些至煎              ●  ．are  

（1） C is non－hyper｝elliptic，型主旦  
▲    ‾」二J－－・・・・・●－｝  ‾ ■‾－  ．■ 「一■■  

′へち  

（2）建旦．′・、・q箪q望主望主．」奥野で∈好 辻堂p・r些年亭主乱岬駐堅塁空き廷旦旦・   

‥ 

CもnceTning七hid。fdefinitionl（L）of  盈（C），  

SainセーDona七［5］proved，  

退廷旦℃eml・3・ Le七 L 申し旦生ユ鄭廷裏道旦辱＿．？旦貧af of d早g平岸e．d ＿gA＿   

a CurVe  9‡．等号りt墜 g・  

（a）ぷ．d＞2g＋1，エ短黒 工（L）塗薫禦禦聖鼠聖 工2 禦皇  工3・  

（b）ユ£ d≧2g＋2，曇望且 工（L）主旦退嬰誓旦隻貸ユぶ 工2・  

＝n七he pTeVious paper［3］，Welearned a sligh七 geneTaliza七ion   

Of－ ワheor．eml．3（a）：  

望お旦9£卓甲1川・ 
． 

ヽ′■一川  ． ＿．‥．． 
＿＿ 

ヱPa′PPTy？C wi七h Hl（C，L）＝（0），then ＝（L）isg畠nera七edby ＝2                                              －－しニー‾  ，∴－・－                                          ．－・一→■・・－－ ‾                        －■－ －・・－・－ －－・－－一一－－－ ■・叫－－・－一－－■一■‾‘■へ  
and 工3・     ＿    J    ■■・   
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An invertible shear L on C is very ample if and only if 

㊥L）separates tw。dis七inctpoints andinfinitely neaT POin七S，  

SO We have：  

l．5． Aninver七ible sheaf on C is veTy amPle  1セユOn  Propos   

1r and onlyl∫  

O O 
h（C，LトP－Q））＝h（Cル）－2  

foT any P，Q∈C （including the case P＝Q）．  

A precise pr00f’of Propositionl・5▲Cih be，f’？りndlin［2，TV  

Proposi七10n 3．1］．  

l．5．l．．；．＝f L is aninver七ible sheaf on a cuTVe  Coエー011arly  
■  ■▼ －．＿■  

r▼  

Of genus g，Whose degreeis no七1ess 七han 2g＋1，七hen L 了is   

Very amPle．  

2g on              ■■■■ヽ－∵  

1．5．2． AninveTtible sheaf L of■degTee  Co】フ01  

‾1rrl＝  

a curve Clof’genus g is no七 very ampleif a．nd onlyif L  

囁（P＋Q）  for some poin七s P，Q∈C （may be P＝Q）．  1somo工，phlc 七○  

The f0110Wing two propositions aエーe uSeful七o deteTmine 七he set   

Of very ampleinvertible sheaves on a curve of genus 七hTee・ The  

f’iTSt Oneis－THalphen－s Theorem”［2，TVProposi亨ion6・1］，and七he  

second one is famous as 7†cliffordls TheoTemI†．  

里亜。旦ロ1．6・  Let C be a curve of’genus g≧2，・andle七  

d be anintegeT． Then C has a veTy amPleinver七ible sheaf－ L  
＝＝⊥丁‾二＝ニー丁 ∴ニー【＿一二一一＝ニー－ヽ－－－｝・＿＿．ヽ－．1．＿  ＝二∴・－＝ご「・－モ■  一・－・－－－J←一   一一→－－－▼・・一、－・－ －▼丁±‾一、イu■｝′－・J二′・一1→－・一へ㌧▲一っ▼一－・÷∴－こ一ヽ一－■・－、、．●・t■一一▼ ∴‾†，ヽ■ヽ■1  

1 0f degree d with h（L）＝Oifand onlyif d≧g＋3・  
■■■‾－一一丁■－－．一蜘一  ▼ －・・■－’－一－ ■■～く■  －‾′‾‾■一－－－一J・ －－   
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■一一∴  －．－・■′■●・▼■◆●一 －■ ‾ヽ■●－■ ‾‾   
Propositionl．7．Let L be aninvertible sheaf ofl C with  

1ん■■＞ hO（L）＞0＿早nq hl（L）＞0・Then  

2（hO（Lト1）gdegL・  

． 些咋り璧塑？ギe，＿eq埋蔓主軋受鼠与野早耳争璽勲y与ぎ叫‥牢叫er L稲生L磯  
野C退嬰野里ぎ竺ユ壬主軋璽L細1）戸r（0≦r≦計1），悪L  

f：C→plis adouble covering．           ヾヽトト  ーへ・、・・・－－・一一叫一‘▲・・、仙・・一1■－一・－－－－・・一一・・■・．・・＿，．・・，∴，・一．、＿∫  

些里主蔓草革製1・7・1・三重L C 吐旦」週三豊．＿旦£＿g．軍刀p薫、g之1，点亜」虹  
▼し  

山 ノ工員L旦旦ユ璧誓旦捷主景蔓担早年ギL．9P．q…．蛙他山hO由＞0悪政hl（L）＞0．   
でhen  

▲▲      Jニ丁：二  

O 
h（1）≦g・  

ざ？モモ璽ぎ禦？re，equaI与軋9三三誓ご苧＿主こ一、藍．．？軸ぶよ告串  
．  

ご‾二‾  五男迎昇頭1．8． Let L be aninver七ible sheaf on a curve of             ＝・■’■■－一← ▼†・・1・一一             ・＝二■⊥‾「           ニニ  －    一  一＝－－・一一・・－一一・一h－・－t－－←J←・ユニ ▼一」J－・▲■－■－・・一－●→－→・一一二∴一言て▼一－こ「－【 －÷→け一－▼「 ニ▼1＝＿▼■■－′   

名望蔓主控 g≦2・男娼R L 二塗＿ヱ璧y．．＿堅具甚隻＿．．主壬一旦nd onlyif deg L主2g＋1・  

独qf・ ＝n the case of g＝O orl，Our remaTkis proved easily．  
乍∵＿、  

1 
＝f g＝2 and Lis very ample，七henwehave h（L）＝O by Corollary  

l・7・1・ TherefoTe Our Temar・k f01lows from CorollaTyl．5．1 and  

Proposl七ionl．6．  

蓋望巴王墓旦連星1・9・Le七 C むL生」＃ご聖L文ぎ，√星亨「些号＿‘▲錘て至宝∴．＿三軍串要望．＿  
■ニこ」 J  

d  The set ofvery a叩Pleinver，七ible sheaves ofdegTee d on C．   

d■≦3’て  Ⅳone．   

None，if C is hyper＞e11iptic．  

d；＝ 勾  

‡轟I，if Cisn。nqhypere11ip七ic．   

d ＝ 5  None．   

d＝■6  pユc6（C）イ称p＋Q）lp，Q“i．   

d≧7  pユcd（C）．  
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PT00f一．1n the case of d≧6，Our reSults follows from   

Cor011ariesl・5・1andl・5・2・By Halphen－s TheoI－em七heTeis no veTy  
1 

ampleinveTtible sheaf L of degree d＜5 with h（L）＝0．By viT七  

Of Corollaryl・7・1，a POSSibility of a very ampleinvertible sheaf  

L of degree d≦5 wi七h hl（L）＞Ois only the canonicalinveT七ible  

sheaf感・Ontheo七he王hand，密isveTyamPleifandonlyif C  

is non－hyperelliptic・ This comple七es 七he pTOOf’．  

含エ  ふ 
ヽ′〉ヽ′J諦√J｝ヽ｛～叫  

＝n 七his section we willde七ermine 七he se七 of noTmally genera七ed  

inveTtible sheaves on．a curve C of genus・3thTee・The answeT？oJ 

壬生？lsame kind ofp竺聖emforacuァve of苧enuS g≦2きS－easy・f 
by Remark 1.8 and by Theorem 1.1 an invertible sheaf L is normally 

geneTatedif and onlyif．L is very ample．  

＝n－the case of genus七hr・ee）by Theoreml．1aninveT七ible sheaf 

L is normally geneTa七edif deg L≧7，and by Theoreml．2 七he  

canonical invertible sheaf is noTmally geneTa七edif C is non－  

hypeTelliptic・ Therefore∫ tO Show ouT 七ableit suffices 七O PrOVe   

七he f0110Wing 七heorem．  

2・1・ Le七 C be a cuエーVe Of genus three，andle七 L  
－ぺl一■■ヽ－←－・」ヽ－－＿．■－．＿一●．－＿  

： 二  

＿～＿．叫．．、．一 聖旦旦ヱ三て旦争！甥‡苧主モY望£婁旦建Sり宇旦こ．ヱ£j卓gr早雲6ヱ豊 C・堅塁旦 L 曳  

」竺竺三竺土建 
．＿．＿．－＿－＿＿  
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主星望法・（Stepl）First we willshow that L is noTma11y  

1f虜（C）  is not contained any quadric geneTatedif and only  

surfacein£？・＝ndeed Lisn。Tmally generatedifand。nlyi  

虎Lrn）①ロL）→：和m＋l）is surjectivef。Ta11m之1・Bythelemma  

of Cas七elnuovo［il］，these maps aTe SuT3ec七ive when m主2・Hence，  

L is normally geneTated，  

ヰ⇒ 茫（L）◎・ロL）一う再L2）1s surject土Ve， ′ヽ．′●－－  

亭与 S2釦）→ニ翫2）1s surJeC七1ve．  
2 sin。e dimS璧れ）＝dim廊L），these conditions aTe equivalen七t。  

七he conditionthat S筍L）→釦2）isinJeCtive・Thelast  

c。ndition 

3 
ln P． ヾ｝ヽト  

＝tiswellknownthat a quadTicぎsuTfacein vピis auni。n  
I of planes（may be non－Teduced）oT anirTeducible quadTicicone＞  

J  
whichis a pTOJ・eCtive cone of a 2－uPle embedding of  Or〉 a nOn－  

singulaT q。adric！surface，WhichisaSegTeembedding。fエ  

in七033・Obvi。uSely，’auni。nOfplanesd。Sen。七c。h七ain盛（C）・  

＝n七he next step，We Willshow七hat aniTTeducible quadTicIcone  

（C） 七00．  does nO七con七ain L                                                              ／  

L  

（Step2）Le七 F be anirTeducible quadricicone with  

veT七ex Oin P3．Let  
＼トトト  

裏スか首里F⊂P3                                                                                ヾ－♪√ヽ   

′ヽ－′  

be七he mon。idaltransf。rma七i。n Of F wi七h cen七eT O・Then p2lF  

1 
factoTS through a2－uPle embeddingof P：                                                                     ヽ・ヾヽヽ  

p2lF  ′ヽ＿■′  

F   

＼ 
、 
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and then F」ラEicoincideswiththegeometricallyr．uled surface  

ヽ√lヾ・、 

Proj（S喝妄1◎二Oplト2）））→裏［2，Example2。11・畑  
、～・・サー■－   

‾1 

If C。is七heinverseimage寧（0）。f O andif fis  

a fibre。f q。f a・POin七，then Pic（F）isisomorphic七。ぷプ0①且F・  
A canonicaldivisoT KF ■of’FislineaTly equivalen七to －2Co一厘，  

and 七he in七eTSeC七ion pairing on F is glVen by  

・＝－2，Co・f＝1and f2＝0－［1，p・33］・    Co2  
・へ－′  

Let D be a cu工，Ve Of genus g on F，andlet D be 七he s七Tic七  

′ヽ■′′、■ 七TanSform of．D on F・Assume 七ha七 D islinearly equiv 

aCo＋bf－・Then by the ad3unc七ion foTmul？，We have  

2計2＝－2（a2－ab＋b）．  
′ヽ一  

＝f七he ver七ex O lies on D，七henl＝D・Co＝－2a＋b・Theref－oTe We  

have g ＝ a（a－1），SO  g is even． ＝f．七he veT七ex O does  

， 2 notlieon D＞七hen O＝S・Co＝－2a＋b・Thereforewehave g＝（a－1）・  

SO g is a squar＞e number． We conclude 七ha七 any euTVe Of genus 3   

doesno七1ieonF．  

（Step3）＝n七his step，We Willshow七hatif a curve C －Of・  

genus3and degTee6in P3・1ies on anon－Singular quadricl ヽト′■ヽ   

Surface F，then C is hyperelliptic．   

First，nOtetha七   

PIc（F）＝Pic（どxか＝pl叩1c（ど）⑳p2叩エc（ど）＝且⑳ふ  

WheTe Pl恨1 （1）coTreSPOnds七○（1，0）and p2竺1（1）coTTe苧pOnds  

岨 ヾヽトト  

セ○（0，1）・Obviously＞aCanOnicaldivisoT KF COrTeSPOnds七0（q2＞－2）■  

and a hyperplane sec七ion on F coTreSPOnds to （1，1）． Thein七eTSeCtion   

Pairing on F is glVen by D．DT ＝ ab一 ＋ ba－ f’or 七wo divisoTS D and  

D－ corresponding七○（a，b）and（aT，b一）TeSpeCtively．  

Assume that C coTreSPOnds to（a，b）・Then ve have  

ヽヾヾヽ  
6＝degp3C＝（C・H）p3＝（C：HJF）F＝a＋b，  

ヽ∫ヽ、－  

，and   Where H is a hyperplane of  
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2」3－2＝C・（C＋KF）＝2ab－2a－2b・  

Hence，Wehave ▼一a叫b＝27T oT －Ta＝2，b＝斗一・・Since F＝fx更，  
We may aSSume tha七 C coTTeSPOnds 七○ （斗，2）． ConsideT the diagTam：  

。⊂F＝PlぺPl ヱL＞Pl 
ヽ′■・一ヽヽ√、・－－ ヽ、一ヽゝ  

＝f f：C－ラPlisdefinedbytheres七ric七ionof pl ヽ～・小■ヽ  

issurJeC七iveand七hen  

degf＝degf喝1（1）＝degpl肇1（1）1c＝2・  
ヽハ■－ ヽ・■ヽヽ  

Therefor＞e C is hyperellip七ic．  

七O C，七hen で   

（S七ep叫）The finalstep，f。r a申Ven hypeTellip七ic curve C  

Of genus 3 and a given very ampleinver七ible sheaf’L of degree 6  

0n C，WeCOnStruCtanOn－Singular＿qua聖キ♀‥lsurfacein P3 ｝■小  
c。ntaining鹿（C）・  

Since Cis hyperellip七ic，thereis amoTPhism f：C→Pl  
ヽトl■■  

Ofdegree2・Wepu七Mo＝f昔年1（1），and Mr－＝L⑳灯1・Then  
ヽ■●■、  

the canonical map 

（＃）  ●一■ヽ－′ヽ    澤叶乳田川。）→㊥L）  

isanisom。TPhism・Toprovethis，n。七e七ha七恐M。）isabase  

POin七 f．ree pencil・By七he T－base poユn七 free pencil七r・ick一一［6］，  

wehaveanisom。r，hisふKer＠M）＠r．BM。）→翫；］富原M⑳M。－1）．  
Assumethat＠（M＠M。～1）≠（0）・Thenthereare七W。P。ints P and  

such七ha七 M＠M。一塩疫占（P・Q）・ 2 
Hence L望M。（P＋Q）会   

This contradicts the veTy amPleness of L． TheTefoTe  

Q on C  

餞（P＋Q）・  

themap（＃）isinjec七ive・On七he。七herhand dim愈M）頑知。）＝  

．－‾■、 dim（ロL），SO the map（＃）is anisomoTPhism・By theisomorphism  
（＃）we ob七a・in七he following coJrmuta七ive diagram：  

二  

士干  

Segre ◆embedding   

ヾヾヾ、  

This completes our pr00f．  
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・ §3・β霊三崇莞監悪苧・  
＝n七his sec七ion we willstudy the homogeneousideal ＝（L）   

foT a CurVe Of genus・‘gく3 with a veTy amPleinver七ible sheaf   

L．  

RemaTk3・1・更生 C be a curve of’genus gg2，andlet                                                                  ■－  ＿＿「            ＿＿＿＿．．」 ＿．T」．＿ ▲ ＿＿．＿．＿     ▼ ‾  
‾′●－■■■一一・－・－一■－▲一ヽ－■・－ ■一一  

■＝㌧∴－  

．．＿＿  VeTy amPleinveT七ible sheaf’of旦声gF早苧 d on C・ －二一－▲－－・－・一一’－・一－▲■、、一 － ■ － ▼ ■  一一．，  ∴∴■1・■、・－・・一 －▲′－●■1←・′ヽ‥ ■■ 一一 ■．－．′．1▲ 一－＿．．′   ‾■■－ ● ■■′‾■‥■■■               － Ti   L be a  

（a）ユぎ d≧2g＋2，七hen 工（L）むLg苧P阜些与．鯉．旦モア与Pりy．．by ＝2 ．  

（b）＝f g＝2 聖迫 d＝5（＝2g＋1），建望王 ＝（L）is genera七ed                                                                                                                                                                                           ■ ■ 一－▲一－▼－■・■・・■d▲・■■■■L－－∵■h一■亡と 二TJ〟  

S七再c七1y by■工2 望L工3・ －■－【■－・【・一一・、－・V・疇†－～－■】【【一－■－小一■■－ヾ －  

（c）ユ王 g＝1旦姐 d＝3（＝2g＋1），毀捜軋 工（L）is geneTa七ed                                                                                                                             －■－【－■■一▲－－－－－－一－■ 一－ 
－一－い●・■－■■－■■－ ‥●、  

ぷ三三三宝卓見 
（  工3・  

（d）ユぎ g＝O j丑旦 d＝1（ニ2g＋1），与り三豊ー．工（L）＝（0）．  

A㌻PTO（〕f of一 七his TemaTkis easy，SO We Omi七it・  

Le七 L be a veTy amPleinver七ible sheaf of  
－rr∴二二＝二ご  →湖一一－－－■伊－一一－ニ∴－一一－■一一、rl叫－・－●－－ －、・－・－●・－・－●一・●一・■  ，1－・－ －－…－一－－－－－－－■一へ、■■●  難文ど宕印3・2・  

↑＿■＿■‾  

degTee d on a curve C of genus three．  

（a）工∫ d≧8，壬生三三 工（L）主∑眉讐三豊モミむ璧ギ主空ユ㌢，旦軋 ェ2・  
dニ7，七hen ＝（L）is geneTa七ed s七吏ictly by  （b） 工∫  

and 工3・ ニⅣ 1＿ぺ●■．■～  

d＝6，七辿．工（L）  （c）三三 
． 

non－hyperellip七ic and  
一」 ニー■＿ ＿ ■†■＿fこ－●一．●＿ 二．．、＿〕．■－■－－－－－＝ 二■、－■・一■▼■－′一’、一u’■一   

1S  、＿」」二こ」▲」■L一‾  

息竺璧璽£旦・一旦ち串q払ylY奴  
エ3・   

（d）ぷC 主至」些＝輌阜叫1与担．棋nq L＝碗，抄字P 
工（萌）  

is generated’s七Tic七1y by ＝町 ．＿＿＿．t■L＿＿． 「    ．｛－ L・・ －  ● ′ ●・■一′－＿ －－・■・＋‾■「一一一へ一ニ ‾■■，●●   
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出独£． （a）  ＝七is a specialcase of TheoTeml．3（b）．  
－■・一－－●一一－一一－一一－▼■一   

（b）By TheoTeml・3（a），1（L）is generated by ＝2 and  

＝3・Assume七ha七1（L）is geneTatedby12・Since dim工2（L）  

（C）is a comple七einter8eC七ions of七hTee quadric  ＝ 3，f  
工一  

hypersurfacesinぶ・Thereforewehave deg，腐c）＝8・  
｝｛♪  

This con七radicts 七he fac七  

（c）ByTheor・eml・斗，＝（L）is geneTa七edby ＝2 and ＝3・  

On the o七her hind，by七he proof of TheoTem2・1we have ＝2（L）  

＝（0）．  

（d） 工七is wellknown tha七  is plane quar七ic．  

Q．E．D．  

By 七his 七heoTem，七o show our tablei七 suffioes 七O PrOVe   

七he f0110Wing 七heor，em．  

1e inveT七ible sheaf of  
■丁一一  一■■－－二Tて一＝一一■■■l一■・■●－－■■■－●●一一◆一■■－一－†一一■●－－■｝∪－・・て＝－∵・一●・－l－→－－ －J■■■ナ■■叫ヽ疇■ヽ疇  

聖地3．3． Le七  L be a ve  

鹿雲6旦旦j＿＿史Ⅹ里三≡旦鼻＃。！娃主望．，j法王yヱ C qL邑象記法乳3・写生雲鼠．＿工（L）  

：て＝▼二．Tr－＿．＿＿．．＿－一■、■♪・一・J二≠・■′▲土÷－▲＿．、－、1ノー ▼ －一■ t －一′、・■■－■J一一一J■J－一二「」‾ニー－一  

is geneTa七ed s七ric七1y by ＝2亀姐 ＝4・      ／  

A pT00f of 七he theorem willlbe glVen aセ セhelast par七 Of’   

七hls sec七土on．   
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Let Ml，‥・，Mr beinvertible sheaves on a pr）OJeCtive variety・  

［L＊（Ml，・‥，Mr）deno七es the kernel。f the canonicalmap‥  

げ（ml）臥‥⑳缶Mr）⊥→（酎41⑳・‥⑳Mr）・                                 ノ‾ 、  

3・斗・Le七 L』三，＿旦L聖生壁」丑望裏技坦且．至座主旦黒、＿鼠．．嘘                  二 二∴⊥⊥＿＿j■■■＿  Lemma  
二＝＿  

Variety，a・ndlet m be a positivein七eger gTea七er 七hanl・  Assume  

七hat  

＞感Lm－1）  ㊥L戸（m‾1）   

and  
＝        一  一  

廊L戸m→感Lm）  
are surjective． Then  

m‾1 
（粁L）⑳傲1 J）→卦Lm．止）  

● is surJeC七iveif and onlyif  

エm（L渦密（工）→工m＋1（L）  

＝ is surJeCtive．  

3．5．（1） Le七 Ⅹ be a normalclosed subvarie七y  Defini七ion  
ー 

○く〉 。fど，andlet R（Ⅹ）＝◎R（Ⅹ）ibetheh。m。geneOuS C。。rdina七e                       l＝0  
′＼＿一′  

ring of一 Ⅹ・R（Ⅹ）denotes 七he normaliza七ion o享－ R（Ⅹ）．＝tis well  

′‾ヽ－＿一′  

known七hat R（Ⅹ）is a graded Ting 七00．・We can define the non－  

negativein七eger n（Ⅹこど）  

n（Ⅹ⊂ど）＝Hin卜∈蕊  
前石主＝R（Ⅹ）iforよnyi≧nト  

（2） Let L be a very a．mpleinveTtible sheaf on七he normal   

PrOコeC七ive variety X・ We define the non－negativeinteger n（L）  

by  

認0（L）－1， 
．  。。L）＝。（Ⅹ  

＝tiseasytos■how七hat  

n（L）＝MinIn∈蕊IG（L㌣→i・BLi）rissurjec七iveforanyi可   



3－15  

G9r011ary3・6・Let L 吐旦｝隻ざy．，やmPleinver七ible sheaf  
二二  

旦旦∴隻手 n－dim草Tl蔓．≒旦‡迫主⊥Rr03e，与ち主Ⅴ寧．y亭rl主旦妄y X・ As最早m乳」辻担庄＿  

Hl（Ⅹ，LJ）＝（。）蓑逆運Ⅲ⊥ユ蚊覗壁声、1，j＞0．基＠＝Max（n＋3，  

I（L）is geneTa．ted  
－－－－ト ，一－－■ヽ■＝一二＝＝  

n（L）＋1）丘曳引軋  y 工2，‥・J瑚・                    J  
Pr00fs of’Lemma3．Lla，nd Cor011aTy 3．6 aTe Similar to七hose   

Of［3，Pr・OPOSitionl．2 and Cor011aryl．3］．  

Next，We Willcalcula七e n（L） foT a VeTy amPleinveT七ible   

Sheaf L of degTee 6 0n a hyperelliptic curve of genus 3．  

1nver七土ble s  
∵L ▲ ∴一－・・・・－・・・・・・一・・・－・・ノ一，ニ▼丁＝＿＿＿∴＝＿  

牲9p迎 3・7・長波与u L  
1手一二  

be a  

旦£…旦冒gTee6竺透通狼鑑真堤甚抱言攫盟 C of g早雲法曇 3・Th弓A．  

¢（L）⑳m 遁㊥m）  m≧3，主二L n（L）＝3・   ユs sur｝コee七1ve 王’○＝－ any  

聖堂（米）wepr。Ve七hesuT3ec七ivi七y。f鹿：fBL戸m→＊Lm）  
（m≧3）byinduction on m・For a given m≧3，We COnSider  

the f0110Wing commuta七ive diagエーam：  

′‾■ヽ ゆがL）  

Bytheind。C七ionhyp。七hesis 威 issurjective，andals。盈①1  

Cas七elnuv。㊨issur3ective，   
TheTefoエーe，七o pTOVe Our  

is sur3ective． By 七helemma of  

andals。風．1 土SSurJec七土牲  

asseTtion，it suffices to pTOVe the suTJeC七ivi七y of  

（韮）The au七hor expresses his heaTtf．elt七hanks to the Teferee  

for suggesting a・Simplification of七he pr00f・   
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By Step 互in the pT00f’of Theorem2．1，thereis anirTeducible  

q？adTicsuTface Qin霊c。ntaining盛（C）・ThecuTVe感c）  
Can nO七 be con七ainedin a quadTic suTf’ace other 七han Q，  

isn。七con七ainedinanyLf and deg感（C）＝6・・  
ave 工2（L）＝Ⅹ・q，WheTe qis a quadra七ic form definirlg・  

because  

n 瑞  He  

Q・工で鰍c）  
七he quadric surface   is con七ained in an iTreducible  

cubicsurface H，七hen盛（C）coincideswi七h七hecomple七e  

in七ersecti。n QnH，because盛（C）and QnH havedegree6・  

But the genus of a curve whichis a completein七ersection of   

Surfaces of degTeeS 2 and 3iB equalto 互． Thisis a con七Tadiq七ion．  

Therefore，We have ＝3（L）＝K・qOsl⑳…◎Ⅹ・qOS4，Where  

fsl＞・‥，S勾Iisabasis。f密L）and七hesymb。1Oふeansa  

Symetric pr，Oduc七． Consider the exa．ct sequence   

。→Ⅰ3（L）→S軌，風炉）．  
Thelef七hand vectoT SPaCe has dimension 互by七he above resul七，  

the middle vec七oT SPaCe has dimension 20）a・nd Tight hand vec七Or  

SPaCe has dimension16 by 七he 七heoエーem Of．Riemann－Roch． So we  

COnClude tha七  1s surJeC七1ve．  Q．E．D．  

姐3・3・By Cor011ary 3．6 and．Pr・OpOSition  

3・7，＝（L）is geneTa七edby12， ＝3 andlヰ・By七hepT00f  

Of‡曾oposlセユon3・7，工2＝K・q and  工3＝女・qOsl◎…◎K・q呵  

Therefore，＝（L）is geneTated by ＝2 and ＝互・Obviously，  

＝2 does not genera七e ＝（L）・This comple七es the pTOOf・   
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AUで0ⅢORPH工S♪TS OF‡）R工HE ORDER O万一◆cロRVES  

Masaaki Homma  

＝f－ an order q of an au七OmOrphism of’an algebTaic  
CurVe Of genus g≧2 is prime，七hen・q＜2g＋1・工n this  

paper we determine．a．11curves having an automorphism of  

Order 2g＋1 when 2g＋1is prime．  

工n七roduc七ion．  

Let k be●an algebraically closed fi白1d of character－  
istic p ＞0， andle七・C be a comple七e non－Singular  

CurVe Of genus g＞2 0Ver k． ＝tis known that the  

group of automorphisms of C is finite． Fur七herⅢOre，  

COnCerning a prime number which ma．y be an order of an  

automorphism of C， We have the followlpg TeSul七．                                                                                                                                                                   ●  

でHEOREM l． 工f a  ,rime number q ls an order of－ an a11七0－  

q＜g＋1竺 q＝2g－1  m！）r，Phism on C，  then either  

（g ＞2）〔旦 q ＝ 2g＋1．  

The ma・in puTPOSe Of 七he paperis to de七ermine all  
cur・VeS Of genus g＞2 which have an au七0正orphism of  
prユme ordeエー q＞g ＋1・  

be a prime number・．  THEOR王至4 2． Le七 q  

（a） Assume 七hat  q ＝ 2g ＋1≠p．  Then a curve C・has  
if■ C、is bi－  Of■ order q lf and  an automorphism  

rationa11y equivalen七 t0 0Pe Of 七hefolloving pl卑neCurVe竪：  

ym－r（y－1）r＝Ⅹ q  

（b）Assume七hat ■q＝ p  
（1くア＜mくg十1）・  

1． Then a curve C has  2g ＋  

is bi－   q lr and onl  an automorphism of or・der  ir C  

rationallv eouivalent to the lane」；旦星空竺  

2     y ＝Ⅹq－Ⅹ．  
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Then there  （c） Assume that q  2g －1 and g ＞ 2．  

lhism of order q on C．  1S n0．autOmOr  

Part（b）of－Theorem 2 was given by Roquette［2］，and  

part（c）was given by Accola［1］in the case k is the  
COmPlex number field． ＝n 七he case g ＝ 3，Theor冒m 2 was  

established by Komiya．Is unpublished work．  

The author expresses his sincere 七hanks 七O Professor  
Komiya t・Tho gave him usefulsuggestion．  

denQ七e by Aut（C） the group of au七omorphisms  NOTAワ工0Ⅳ．We  

Of－ a comple七e non－Singular curve C． Le七 0‾ be an au七OmQr－  

phism∴of C．豆e depote by＜Q・＞the subgroup of Au七（C）  

generated by o・， and by Fix（g） 七he set of fixed points  
Of■ Q－． For a finite se七 Ⅹ， We deno七e by ＃（Ⅹ）the  

Cardlnallty or X．  

1． Proof of－ Theorem l  

Throughout the paper，We denote by p the charac七eris－  

tic of the ground field k， and by g the genus of a non－  
Singular curve C over k． FurtheTmOre， q meanS a Prime  

number．  

Let す■ be an automorphism of oTder q ■of C， and g－  

七he genus of CJtG＞． By HuTWitz－s formula，We have  

（1）   2g － 2 ＝ q（2g一 －■2）＋deg R，   

where ●R is the ramification divisor of a naturalmoTPhism  

礼：C→C／との・  

Proof of．Theoreml．FiTSt We aSSume tha七 q≠p． Since 七申e  

ramific左七ion of7Lis 七ame，七he formula（1）is rewritten as  

（2）   2g － 2 ＝ q（2g－ －・2）＋ごくq－1），  

where r＝ ＃［Fix（Cr）］．Using the formula（2），We eS七ima七e  

an・upPerlbound for q．＝f g一＞2，then．2g－2＞2q＋  

r（q－1）＞2q，SO VTe have qくg－1（＜g＋1）・By（2）  

itisirnpossible that g一 ＝1and r＝0・ ＝f－ gT ＝1and   
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r；＝1， then q ＝ 2g －1・1f－ g一 ＝1 and r ネ2， then  

2g，2＞2（q－1），SO Ve have q＜g（＜g＋1）・By（2）＞  

itisimpossible 七hat g一 ＝ O and r ＜2． Zf g，＝ O  

and r＝ 3＞ then q＝2g＋1．＝f g・＝O and r＞互J  

then 2g－2＞－2q＋斗（q－1），SO We hav？qくg＋1・  

Next we assupt早七hat q＝P．We use 七he frollowing  
lemma．  

Au七くC），  LEMMAl．1（Ser・r，e  句］）． 工e七 G be a sub  roup．of■  

For a poin七  and le七   TC，：C →C／G be a na七uTalmor  his血．  

P 9n C，1et 七 be alocal  arame七er a七 P，  S a  

冗．（P）・型建旦，  local  arameter a七  

Vp（セーす呵・  Vp（霊）＝∑J∈Gトト。‡  
Here vp  is 七he valua七lon a七  is 七he iso七ro  P，堅迫 Gp  
Subgroup at P or G．  

Let P be a fixed poin七 of G．， and t alocalpara－  

meter a七 P・ Since the ordeT Of－ 『 coincid＄S With the  
Charac七eris七ic of k，・0ゾセ may be expanded by 七 as   

す靴＝t＋em七m＋cm＋1七 m＋1＋ 
… （em≠0）・  

No七e tha七 the aboveinteger m does not depend on・a Choice  
Of’10Calparame七er． Therefore we denote this integer by  

m（料）．By virtue of Lemmal．1．we have   

degR＝∑p左官ix（Ⅳ）∑≡：王’vp（七p －㌔業tp）  

＝∑㌢∈Fix（打） m（P）〔p－1），  

Where 七pis alocalparame七eT at 
（1）1srew工，1t七enas  

（鉦  2g－2＝q（2g－－ 2）＋∑p∈Fix（F）∴㌣（P）（q－1）・  
Using七he formula（3），We Can e占七imate an upper bound for  

q by similaT argumen七s to the first case．  

By for・mulas（2）and（3）in七he above proof，  REMARK l．2．  

We have：  

（A）if q ＝ 2g＋1， then  

（a） q ≠p， g－ ＝ 0 星空旦 r ＝ 3  

0エー   
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（b）q＝p．g－ ＝ 0 旦望旦 r ＝1；  

（B）主三 q＝ 2g－1生垣 g＞2，七hen  

（c）q≠p，g－ ＝1堅坦．r＝1．  

HeTe r is the cardinalit  Of－ Fix（打）．  

2．．1emmas  

Le七 L be ariinver七ible sheaf on a二 comple七e non－  
Singular curve C・We・deno七e by r「（L） 七he vec七Or SpaCe  
Of globalsec七ions of L・ Zf L is generated byi七s  
globalsec七ions，Wemaydefne 乳・：C－サP（ruH  

by means of r7（L）；Where P（T7（L））is七he proJec七ive  
SPaCe Of－hyperplan畠Sin 「（L）．Moreover，if L is s七able  

under an automorphism す of C， then七hereis a unique  

automorphism守 Of P（「（L））su中that‾乳0町去百0兄・ 
Forr aninver七ible sheaf L，We deno七e by Au七L（C）the  

Subgroup  

‡G∵∈A烏t（C）1がL苫L‡  

Of● Au七（C）．  

By the above arguments＞ We may define a group homomor－  
phlsm  

rも：Au七LくC）→Au招（「（L）））  

by gトうO－＞ for aninver七ible sheaf L、Whichis gene－  

rated byi七s globalsections．  

LEMMA 2．1． Let L Jbe  aninv甲丁七ible sheaf of de  :ree d on 

C，Whichis gerlera七ed by ㌢h；globalSeC七ions． Suppose  

thaち dim 「（L）＝ 2． ＝f－an au七omor  ,hism くr O王■ orde工， m  

Of C sa七isfies condi七ions   
（i）G∵∈Au七L（C）  

and   

（ii）くm．dり ＝1，  

then－1でe have：  

⊇4J＞ 望く吾〉⊂Au引や1）  （a）AutL（C）  1S an lSO－  

些蜘，星空旦   

（b）f9r a pOint P 旦里 C．P∈Fix（Q‾）if and only  
廷 二見（P）∈FユⅩ行）・   
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assertions’’are 七rivialwhen m ＝1，SO Ve may  Pr00r．．Our  

assume that m＞1．   

（a）Let G be七he subgroup KeTrLnくg＞of Au七（C）・  
Then 毘：C→Plfact。rSthr。ughana七uraLmorphism  
f：C→C／G・ince deg兄＝d and degf 
divided by ＃（G）・By七he assump七ion（l；），We COnClude七ha七  

＃（G）＝1．  

（b）らh畠－－瑚if－－pよ如1strlvial・工ご鉛p）針i涌）†  
th 
…，Pd・lbethesuppor七of’thedivisor乳 ‾1（乳（P））・  

Sまnce deg乳＝d，．Wehave d一≦d‘・By OT－Stabiliセシof  
thedivis。r PL‾1（乳（P）），Wehaveagroupho竺OmOrPhism  

tpl，…，Pd－ト  fr・Om＜g＞ tp．七he pernutation・group on the set  

Whichis defined by   

町子ーL；：pl，，…直。J              ，‥りPd－  〕  

By theissump七ion（；i），七his homomorphismmust be trivial，  

i・e・＞eaCh of the・Pi is O■－Stable・  

The followinglemmais elementary，SO We Omit its  

proor■．  

hism of fini七e ordei，  be an au七OmOエー  LEMMA 2．2． Let  

ec七土Ⅴ盲11ne  et）raleall  0Veran al   On 七he  互生芝 m ∫  

＞0・・坦 p＞0．  Closed field k of charac七eris七ic p  
we wri七e m・＝ nPe V主星旦（n，P）＝．1．．   

then either e ＝ 0 0r－ e ＝1．（工n  （A）望 p＞0，  

the laセセer case，We  have nニ1．）  

くB） 工r m＞1．  then we have：  

くa）  ＃［Flx（て）］＝2 空色望旦 －－p＝0’’聖二”p＞O  

and e ＝0‖；  

（b） 粧Fix（て）］＝1建立 p＞0 旦建 e＝1・   
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3． Pェっ00王’of、℡heorem 2  

PROPOS工で工ON  Cu工1Ve  3．1． Le七 C  be a complete non－S   

鯉 gネ2 9ye竺早Palgebraic声．11y closed field k of－  
Characterls七1c  Assume．七ha七 q ＝ 2g十1is a  p⊇0・  

Le七 L be aninvertible  rime number・differen七 from  p－  

is enera箪ed  Sheaf of de  d＜：q 里旦 C  SuCh 七ha七  L  

短」纏 dim 「（い  2． 工r C bas an  

au七omo工，phlsm G－∈ Au七  （C） of oエーder  ．七hen C Is bi－  qJ  

ra七iona11 e uivalent to one of the f91lowin ロIane ●  
euエーVeS：  

yd－r （y－1）r＝Ⅹ q  （1≦rくd）．  

Proo王－．  By Rema．rkl．2，We may Put  

Flx（『）＝‡p，Q，Rト  
Le七Ⅹbeamorphism兇：C→P千，and’苧anau七omor－  
phまsmo∫『18ueh七ha七 Ⅹ○町＝否○Ⅹ● Byエemma2＿1and 
Lemma 2．2，We may aSSume that  

Flx（否）．＝tX（P）． x（Q）ト  

Ⅹ－1（Ⅹ（P））＝dP  

and  

x－1（Ⅹ（Q））＝（d－r）Q＋1rR，  
Where r is 七he ramifica七ionindex a・七 R  
selec七a c00rdina七e of『1such七ha七 Ⅹ（P）＝00and  
X（Q）＝ Ⅹ（R）＝ 0． Theriwe have  

（り   申ⅤⅩ＝（d T－ア）Q＋rR－dP，  

Where div x means 七he divisor of a func七ion ■Ⅹ． On 七he  

。七herhand，1et y be a na七uralmorphism C→CJt¢＞〒『‡  

Since y（P）， 

， 

y（R）＝1 and y（P） 
（5）   dユv y＝ qQ・－qP  

and  

（6）   dlv（y－・1）＝qR－qP．  

By（Ll），（5）and（6），We have a relation  

yd－r （y－1）ア＝CX q  

for a suitable non－ZerO COnStan七 C∈k・1tis easy to  
Show that the function field of’C coincides vith   
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k（乳仔・Ⅹ，y）．Thererore，Cis birati。nally eq。ivale。t t。  
theplane curve yd－r （y－1）r＝Ⅹq・This comple七es七he  
pr00f、・  

1EMMA 3．2． Let  C be a plane curve over  k defined by   

yS（y－ユ・）r＝Ⅹ七，  
t＞r＋ s，（t，r）＝1，（t，S）＝1，（七，ア＋s）  lVhere  

1， 堅主旦（七，p）≦1 whenever  でhen 七he  pフ0・  enus of■  

the non－Sin  ular■model of C  is equal 

A pr00r Of一七helemmais not dif∫icul七，SO We Oml七1t．  

Pr00r Of■ Theorem 2．  First we pTOVe t－ifl－ parts of（a）and  

（b）・Assume七hat q三＝2g＋1≠pこ By Lemma3．2，the  

genus of a non－＄ingular．curve C whichls bira七ionally  
equivalent 七o one of curvesin（a）is eqtlalto g． 

an・・au七OmOTphism g of C by（ヂ（Ⅹ）＝ セ．x and g＃．（y）写y，  

Wherd ウis●aprimitiveq－throo七ofl・Thentheorer  
Or 灯 is equalto q・Assume七ha七 q ＝2g十1＝p・ 工七is  
Obvious that 七he non－SingulaT CurVe C whichis biratio－  
nally equivalen七to the plane curve y2＝Ⅹq－Ⅹis of  
genus g．Define an automorphism g of C by g藩（Ⅹ）＝  

Ⅹ＋1 and Q・第（y）去y．Then七he order of 町 is equal  

七o q．  

Le七 q be a prime numbeT SuCh tha七 one of assumPtions  
in（a）or（b）or（c）occJrs・’Le七 Cr beaム 
of order q on C．＝n apy case，by Remarkl．2 Fix（CT）  

is non－emPty．We fix a point P∈Fix（G－）・Let m－be a  

POSitiveint・eger defined by  
m＝Min‡n∈冴Idlm「（C，鮎（mP））＝2ト  

1f Lis七heinvertible sheaf 9c（mP），七hen degL＜  

g＋1，L is genera七ed byits globalsections・and G－∈  

Au七L（C）．Moreover・，thereis anau七omorphism・1G・oforder  
q on pIsuch七ha七乳。Ⅳ＝庁掛  

＝f q＝ 2g＋1≠p，then we can apPly Proposition3・1  

for C，L and Q－・Ther・efore）Cis birationally equiva－・  

1ent to one of the following plane curves：   
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ym‾㍗（y－1）r＝Xq  （1くr＜m）．  

Assume that q＝2g－l・By Remarkl．2and Lemma2・2，  

we have ＃［Fix（Cr）］＝1and ＃［Fix（す）］＝2．By Lemma2・1  

（b），those con七radict each other．Hence C does nOt have  

SuCh an automorphism．  

The remainingrpart of七his proof＞ We Shalldevo七e七o a  
prOO 

1t 

Since 免isヲeもarableanqtame＞byHurwitT’sformula  
Wehave・  

（7）  2g－2＝－2m＋（m－1）＋∑Q押（eQ－1）・  
where eQ is七heramificationindexa七 Q of．乳・．アOra  

p。in七 Q∈『1，if 兄‾1（す）．＝elQl・…＋erQr ．七hen  

ヂL‾1（6：（百））＝el町－（Ql）＋…＋erg（Qr）・ 

anon－negativeinteger n suchtha七  ． 

（2g＋1）n．By the fornula（7），We have  

（8）   2g－1＋m＝（2g＋1）n．  

Under the condi七ion Oくm＜g＋1，the equモtion（8）ha占  

One and only one non－nega七iveintegralsolu七’ion on m and  
C 兄mustbe千   

。。ri． 

Since乳isadoublecoveringover『1・and七he  
char・aC七eristic of the ground field．is no七 2，七here aTe  

2g・2 ramifica七ionp。in七SOn’c of 乳・・Obviouslざ，七he  
ramifica七ionpolnt of■ 乳・  
Se七 0王－ ramiriea七ion poj＿n七S  

● 町1（Pl）（1ニ0，‥りね）mus七  

fまⅩed poユn七 P of（㌻ まs a  

Let fpl，…，P2g＋1卜be七he  
different from P． Since  

be a ramification poin七and Plis not a fixed point of  

G（Pl），…，♂g（Pl）lmustcoinc●1d？  
P2J・∴p2g＋1ト mere知e，Wemay  

P
 
〔
r
 
p
▲
 
 

｛
－
 
 

町， tbe set  

Wi七h 七he se七   

assume tha七  

ュ
 
ュ
 
ー
ュ
 
 

’
 
 
 
 
’
 
）
 
 

Pl＋1 （ユ＝1，…12g）and汀（P2g十1）                                     1  1
－
 
 

－ 

pi・Hencewecaニsele言壱acoordinateof貯1such蒜よ言  
Ⅹ（P）＝伊〇，and x（Pl）ニ・i（i＝1，・・‥，2g＋1），Wbere x  

is am。rphism乳・Hencewehave  

（9） P （1ニ1，‥・．，2g＋1）．  

sinee；，：：p＋三ip叫，・・・。2g（Pl）トwehave   
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‾ 
yyP g 1 
ey。a 

we can select a coordinate of PI such七hat y（P）＝  
and y（Pl）＝… y（P2g＋1 ）＝0・Hencevehave  

（11）  divy＝Pl＋…＋P2g＋1 －（2g十1）P・  

By（9）and（11），We have a rela七ion  

2 cy＝トニⅩ 2g＋1－Ⅹ  

for a suitable non－ZeTO COnS七an七 c∈k． Obviously，七he  

func七10n rie叫Or・C coineides－Wi七b k（Ⅹ，イす・y）・でhis  

COmPletes 七he prodf．  

七ion七0（a）in  PROPOS＝T＝ON 3．3． Und畠r 七he same assum   

Theorem 2．，We have the f．0110Wing results  

（a）Suppo堅塁tha七 C  1s b  Then C has   

C is bi－  

erelli  七ic．  

hism of■ order  an automor  1f and onl  

ulv’alen七 to the  ra七10nall  ,lane curve 

y（y－1）＝Ⅹq．  

there is a  

pland no mo叩hism  hism of’de  ree 七hree from C on七0  
『1．  ree less 七han three from C on七0  Or de  ワhen C bas  
1r C is bま－  an automor  hlsm o∫ 0工，der  if■ and onl  

r？ti9Pally equiv卑ユenセ セO the plane curve  
2 y（y－1）＝Ⅹq．  

pa．r七sin くa）and（b）aT合trivial，SO We  Pr00r． Bo七hlIi王川  

Shallshow 一一onlyif一一 partsin（a）and（b）． Le七 G－ be an  

automorphism of order q of C．   

（a）1tis wellknowp七haセセhereis a unlqueinver－  
tible sheaf L of degree七WO With dim「「L）＝2，Whichis  

genera七ed byi七s globa，1sections・ Since がL≦ぎL’by  

uniqueness of L， We Can aPply Proposition3．1for・C， L  

and G‾． Therefore，C is birationally equivalent to the  

plane curve y（y－1）＝Ⅹq二  

（b） Firs七We Shallsholす七hat 七hereis a trigonal  
inver七ible sheaf L on C such七haヒ Q澤L＝L．Here by 

a tIil  Sheaf，We understand aninvrtible  1inve工，七1ble  

Sheaf－ L of degree threellTith dim 「（L）＝ 2，Whichis   



小一ユ0  

generated byi七S globalsec七ions・Uhen g＝3，（咤トP）  

Where  咋is七he canonicalsheaf－of－  
Uhen g ＝ 力，七here are a七most 七WO  

Sheaves．（See Append与Ⅹbelow・） Since  

ー  

We have t5昔L望L．When g＞5，七here  

invertible sheaf L （see Apperidi  

has such pエーOPer七ies，  

C and P∈Flx（町）．  

七rigonalinvertible  
q is a prime nu血beエ  

invertible sheaf L  

is a unique 七rlgonal  
below．），SO We haせe G■器L芸L．   

・＝n any case，We Can aPply Proposition 3．1for C，G． 

and such a trigonal・invertible sheaf．．Therefore，We ha．ve  

tha・t C is bira七ionally equivalent 七O a Plane curve  
y（y－1）2＝Ⅹq Or y2（y－1）＝Ⅹq．Bu七those curves aTe  
bira七iona11y equivalent to each other．  

Appendix． Trigonallinear・SyS七ems on triEOnal curves  

Zn this appendix，We Shallshow some knQWn fac七S Which  

Were uSedin七he prdof of Proposi七ion3．3．Throughou．七 the  

appendix，a CurVe Willmean a  COmplete non－SiLlgular curve  

0Ver k・By a蜘（，reSp・  eエーelli  

Stem）on＋a   11near s  CurVe，We understand alinear sys七em of  

pro3ective dimension one and degree 七hree（resp． 七WO）．  

By a  Onal curve we understa．nd a cuTVe Which has a tri－  

gonallinear sys七em and no hyperellip七iclinear system・  
No七e that any trip：0・nallinear svstem on a 七rigonal curve is  
COmロ1e七e and free from base  Oints．．Ther・efoTe On a 七ri－  

gonalcurve，thereis a naturall－1correspondence between  

tne set of七rigonalinvertible sheaves（in七he sense of  
SeCtion3）and 七he set of－trig’onallinear sys七ems，mOdulo  

linearly equivalence．  

PROPOS＝T＝ON． Let C be a trigonal curve  蜘＿ g．and  

七he set of■ 七ri  inveT七ible sheaves on C．   でhen：  

G壬＝‡甥（－P）lp“ト  

C；  

＃（G壬）＝1旦こ・2；  

＃（G…）＝1・   

（a）ヨヱ g■＝ 3，王立三塁  

1s the caTlOnical shear of  

Wheエーe   

（b）主ヱ g＝句，  

（c）圭£ g診う，  

then  

then  
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Pr00f． Suppose that g ＝＝ 3． ＝t is obvious that aninver－  

tible sheaf（咤（－P）is tTig。nal・Conversely，1et L be  

a trigonalinvertible sheaf、on C． By the 七heorem of  

Riemann－R。Ch，Wehave dimr7（CJ6＠L－1）＝1・Since  
deg叫⑳L－1＝1＞thereisapoint P∈C suchtha七  

－1′ 叫⑳L会生（円」  
Nex七，SupPOSe七ha七 g ＞Lt・Le七 L and M be tri－  

gonalinveTtible－1Sheaves on C． By the 一一base poin七．free  

PenCiltrick一一［3］，We ha．ve  

Ker［「（1）⑳「（M）→nL◎M）］窒「（L⑳Ⅲ‾1）．  
工f工割，七hen「（L飢－1）＝（0），S？dim「（咽H）＞斗・  
Hencewehave  

dim「（鴫⑳（LL9M）‾1）＝dim「TL＠M）－（6・1－g）＞g－3＞0，  
i・e・J L（診M is．special．Since C is non－hyperelliptic，  

L⑳M mus七 be 坤e・CanOnicalsheafrby Cliff’ordts theoTem．  

＝f g＞5， 七hi8i●simpossible．When g＝ Lf，i七 Shows  

＃（G壬）く2・  
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