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PREFACE  

Instatisticalestimationandtestinghypothesis，nOn－Centraldistributionspl町anim－  

portantPart．Inthisthesis，WeCOnSidernewhigherorderapproximationstopercentage  

pointsofthenon－CentraltlX2andFdistributionsandthedistributionofthesample  
correlationcoe航cient．   

Itiswellknownthatthet－Statisticwithanon－Centralt－distributionisusefu1inthe  

testingproblemondi鮎rencebetweennormalmeansFLlandp2）Whichalsoderivesacon－  
fidenceintervalfbrit．Inordertoconsiders11Chaninfbrenceweneedapercentagepointof  
thenon－Centralt－distribution・Itisquitedi瓜culttoobtainthevalueanalytica11y7however，  

sincethedensityiscomplexandthecumulativedistributionfunctionisexpressedusing  

incompletebetafunctions・Thisbringsadi飽cultyinobtaininganalyticallypercentage  
pointsofthenon－Centralt－distribution・Inordertogetnumericallypercentagepoints，We  

alsoneedalarge－SCalecomputation・Henceitisveryusefu1tofindbetterapproximation  
formulaeofpercentagepointsofthenon－Centralt－distributions・Ftomtheviewpointofthe  
numericalprecisionofthewell－knownapproximationformulaeforapercentagepointof  
non－Centralt－distributiont（u，6）withz／degreesoffreedomandanon－Centralityparameter  

6，theyarenotpoorwhentheabsolutevalueof77：＝∂／ノ訂丁辞isclosetoO，butthey  
arepoorwhenZr7Jisclosetol，thatis，thenon－Centrality6islarge・   

W占presentanewhigherorderapproximationformuladevelopedbyAkahira［A95］，  
Whichis derivedfrom the Cornish－Fisher expansionfor the statistic based on alinear  

COmbinationofanormalrandomvariableandachi－randomv肛iableinChapterl．This  

newapproximationformulaisnumericallybetterthantheothers・  
W占derivenewhigherorderapproximationstoapercentagepointofthenon－Central  

x2distributioninChapter2andthatofthenon－CentralFdistributioninChapter3・In  
general，WhenthepowerofFtestiscalculatedintheanalysisofvariance，thenon－Central  

Fdistributionisneeded・Thenon－Centralx2distributionisregardedasalimitofnon－  
centralFdistributionandalsoappearswhenoneobtainsasymptoticdistributionsofx2  
test statistics ofgoodness offit andtest statisticsintestingthehypothesis on discrete  

distributionsunderthealternativehypothesis・Wbobtainnewhigherorderapproximation  
formulaeofpercentagepointsfbrthemusingtheCornish－Fisherexpansionfbrthestatis－  
tic based onalinearcombinationofchi－randomvariablesinsimilarwayto Chapterl．  

Further，thenumericalcomparisonoftheseformulaewiththeformershowsthatthenew  

approximationformulaebehavebetterthantheothers．  

Ⅵ毎presentanewhigherorderapproximationtoapercentagepointofthedistribution  
Ofthesamplecorrelationcoe航cientinChapter4．Thenewhigherorder approximation  

formulaisderivedfromtheCornish－Fisherexpansionforthestatisticbasedonalinear  

COmbinationofanormalrandomvariableandachi－randomvariableinasimilarwayto  

Chapterl．In numericalcalculations，the higher order approximationformulais seen  

to be thatit dominates the normalapproximation，the approximation by Fisher，s Z－  

transformation，etC．andgivesalmostprecisevaluesinvariouscases・   
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CⅡAPTERl   

OntheNewApproximationtotheNon－Centralt－Distributions  

1．1．Introduction  

SupposethatXl，・・・，・範11andYi，…，㍍，arerandomsamplesfromnormaldistribu－  

tionswithmeansFLlandFL2，reSPeCtively，andacommOnVarianceq2・Letting  

又：＝方i， テ：＝Ⅵ，  

れ1  

畔針＝（臣テ）2，  翼：＝ニ 

Wede丘nethestatisticTby  

∑（ズ壱    さ≡‥＝   

電＝1  

．方－y  

ThenitiswellknownthatThasanon－Centralt－distributiont（L／，6）withudegreesoffree－  

domandanon－Centralityparameter6，WhereL／：＝nl＋n2－2，6：＝刷）か  

andD：＝（pl－FL2）／qandthatTplaysanimportantpartinthetestingproblemondi鮎r－  

encebetweenplandp2，Whichalsoderivesacon丘denceintervalforit．Inordertoconsider  

SuChaninferenceweneedapercentagepointofthenon－Centralt－distribution・Itisquite  

di瓜culttoobtainthevalueanalytically）howeversincethedensityhasthefo1lowingform：  

㌻〈＿卓（、乃∂）たH（レ＋た＋1）／2】  ‾  レ＋た 

（て紳1＋笠） 

＋1  

榊；レ，∂）‥＝∑e‾号 〉   
た！  渾r（号）  

for－∞＜t＜∞・（Fbrtablesonpercentagepointsofthenon－Centralt－distributions，See  

e・g・Bagui［B93］，IMS［Ⅰ74】andYamautietal．［Y72］．）   

Hence，WeWi11considerapproximationformulaeforapercentagepointofthenon－  

CeIltralt－distributions（Owen［Ow68］andJohnsonetal・［JKB95］）．Inthischapterwe  

discusStheapproximationformulaeofJennettandW占1ch［JeW39】，JohnsonandWblch  

［JoW39］，andvanEeden［V61］，Whicharewellknownamongothers．W占alsopresenta  
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newhigherorderapproximationformuladevelopedbyAkahira［A95】，Whichisderived  

fromthe Cornish－Fisher expansionfor thestatisticbasedon alinear combination ofa  

normalrandomvariableandachi－randomvariable（［AST95］）・Akahira［A95］illustrated  

thatthisnewapproximationformulaisnumericallybetterthantheothers．Inadditionwe  

discusstheexistenceandun1queneSSOfasolutionoftheequationonthenewapproximation  

formulasinceithasanimplicitform（［AST95］）．Moredetailednumericalcomparisonof  

theformulaeabovearemadeandtablesonvaluesofpercentagepointscomputedfromthe  

newapproximationformulaaregiven．  

1・2・Approximationstoapercentagepoint ofnon－Centralt－distribution  

SupposethatXisanormalrandomvariablewithmean6andvariancel，US2isa  

randomvariableaccordingtoachi－SquaredistributionwithL／degreesoffreedom，andX  

anduS2areindependent・Denoting  

ズ  

√戸’  

孔，∂‥＝  

weseethat7L，6hasanon－Centralt－distributionま（u，6）．LettingS‥＝ノ評，Wehave  

TL，8＝X／S・Amongapproximationformulaeforapercentagepoin七ofthenon－Central  

t－distribution，WepreSentSOmeWell－knownformulae．Since  

ア（孔，∂≦り＝P（ズーまぶ≦0），   

WeSeethatSisa5ymPtOtica11ynormallydistributedwithmean  

r［（レ＋1）／2】  
（1・1）  

わレ：＝現ぶ】＝  

r（〝／2）’  

and variance 

Ⅴ【g］＝1－わ芝．  （1・2）  

Whenz／islarge，X一丈Sisasymptotical1ynorma11ydistributedwithmean6－tbv and  

Variancel＋t2（1－b己）．For．anyαWithO＜α＜1，Wehave  
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壬αわレー∂  
α＝P（孔，∂＞まα）≒ト◎ 

（   1＋穏（1一昭）  

bence  

む己＋（1一柳（∂2一鳩）  ∂わ〝＋祝α   

（JennettandW占1ch［JeW39］），  （1．3）  壬α≒  
昭一鴎（1－む芝）   

where申（x）isthestandardnormaldistributionfunctionanduαistheupperlOOαPerCentile  

ofthestandardnormaldistribution．Lettingbレ≒1andl－b5≒1／2uin（1・3），Weget  

1＋（∂2一鴎）／（2リ）  ∂＋祝α   

（JolmsonandⅥ屯Ich［JoW39】）・  （1．4）  舌α≒  
1一山芝／（2レ）   

（Masuyama［Ma51】obtainedvalues ofthis approximationusing animproved binomial  

probabilitypaper．）Now，WeWi11notetheapproximationformula  

fα≒∂＋uα＋Bl（uQ）＋B2（ua）（vanEeden［V61］），  （1．5）  

wbere  

月血）＝轟＋‰＋叩鴎＋1）＋∂2uα），  

姉α）＝去（5東＋川場＋3‰＋輿鴎＋12鴎＋1）  

3 ＋6∂2（戒＋血。卜4∂（成一1ト3∂4祝。）．  

ItisstatedinShibata［Sh81］thattheapproximationformula（1・5）coincideswiththat  

derivedfromtheTaylorexpansionofthecharacteristicfunctionof了L，6－6withachi－  

SquareStatistic・   

Ftomtheviewpoin七ofthenunericalprecisionoftheapproximationfbrmulae（1．3），  

（1．4）and（1・5），theyarenotpoorwhentheabsolutevaJlueofTl：＝6／vmisclose  

too，buttheyarepoorwhen［T7［isclose七01，tha七is，thenon－Cen七rality6islarge（see  

Tablel．1）．  
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Recently，Akahira［A95］proposedanewhigherorderapproximationformula払ra  

percentagepointofthenon－Centralt－distributionandshowedthatthefbrmulawerenu－  

mericauybetterthan（1■3），（1・4）and（1・5）andalsoworkedwellwhenl叩Iisclosetol．  

Now，byfo1lowingAkahira［A95］，WepreSen七aderivationofthenewformula．LettingtQ  

betheupperlOOαPerCentagePOin七ofthenon－Centralt－distributionandZ：＝X－6｝We  

have  

l－α＝P（孔，∂＜まα）＝P（ズ／β＜士α）  

＝P（（Z＋∂）／g＜fα）＝P（Z＋∂＜fαぶ）  

＝P（g－まαg＜一叶   

SinceE［Z－t。S］＝士αむレandV［Z－ま。S］＝1＋穏（1－b5），WeObtain  

1－α＝P（  
Z－まα（β－む〝）  士αわレー∂  

（1・6）   

andletting   

（1・7）   

we easily see that 

1＋穏（1一昭）  1＋穏（1一昭）  

Z一丈凸（ぶ－むレ）  
Ⅳ：＝  

1＋穏（1一昭）  

且［Ⅳ］＝0，呵呵＝1・   

Notethatthestatis七icWisbasedonthechi－StatisticS．InordertousetheCornish－Fisher  

expansion払rthestatisticWuptotheordero（l／‾3），Weneedthethirdandfburthcumu－  

1antsofWuptothesameorder．（JolmsonandWblch［JoW39］suggestedthecumulants  

OfZ一丈αSfortheasymptoticexpansionofitsdistribution・）  

Lemmal・1（［A95］）．ThethirdandjburthcumulantsqfZ一子α（Su－bu）are9ivenby  

勒レ（g一丈諷－り）＝軌〈2（トら芝卜三〉，  
α乃d   

代4，レ（Z－才α（gレ功））＝叫1一舶2司1－舶・；（ト戒）一三］，  
re叩eCf血eJy．  
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Proof． LetFLLbetherthmoment aboutzeroofZ－t。（Sv－bレ），WegetFC3，V（Z－  

tα（Sレーb〝））＝FL；－3FLらpi＋2FLi3．However，SinceFLi＝E（Z－t。（Sレーbv））＝0，WeSee  

FC3，U（Z－t。（Sレーbv））＝FL；・SinceE（S）＝bu，E（S2）＝1－b3，E（S3）＝（1＋1／u）buand  

thatZandSareindependent，Wehave  

勒レ（g一子。（乱－り）＝現（Z－f。（乱一ゐレ））3］  

＝利一（f。（乱－れ））31  

＝－f芝（叫館ト3わレ句境】＋3占芝割方レト祀）  

＝軌〈2（1tゐま卜三）・  

SinceE［S3］＝1＋（2／n）amdE（Z4）＝3，Wehave  

句，レ（Z－fα（乱－わレ））  

＝武一3最2  

＝利（Z一子α（乱－む〃））4卜3（呵（Z－fα（乱－わレ））2〕）2  

＝β（Z4）＋咄利札一缶レ）2】＋穏呵（乱－わ〝）4ト3岬（Z2）＋ま芝利（乱－り2］）2  

＝3＋鴫（ト戒）＋穏岬（∫4ト4ゐレβ（g3）＋6わ三月（∫2卜4わ三月（卵＋彊）  

－3（1＋七三（1－緩））2   

＝矧（1一秋2司1－わ芝））十…（トむ三卜三］・□  

Lemmal・2（［A95〕）・T7LethirdandjburthcumulantsqfWare9ivenby  

＋0（去）〉，  勒レ（Ⅳ）＝  
4（1＋穏（1一昭））3／2  

αmd  

K4，ル）＝0（去），  

re叩eC軌egy．  

Proof・Since，bytheStirlingformula，  

＋0（去））   

1  1＋＋  

5   
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forlargeLノ，WeObtain  

（1・8）むレ＝路（宇）／r（芸）   

＝（1＋三）レ′2e－1′2〈1＋  
1  1  139  

6（レ＋1）－72（レ＋1）2   6480（〃＋1）3  

一一＋・… 

＝＋－＋… 

・〈1＋差（志志蒜）た〉  

ヰ去㌫㌫ 
）  

・〈 
1＋吉（一去＋去）＋去（嘉一嘉卜孟宗 ＋0（去）〉  

・蒜＋・・・）た〉  

・〈1＋計去一志  

＝（ 

1一＋一  
96〝2 384ヱ ＋0（去））（1  

761  
＋ 

古瓦言 
十0  

1  

＋‾  
11  

72ユノ2  ノ3  

（  
48仙3＋  

十0（去），  

1 1  

ト＋   
㍍テ亦   ＋6  

1 1 5  1‾＋＋   
石扉砺   

1－わ三＝（ト戒）（1＋り＝（1－む芝）（2－（1一昭））  

＋0（去）・  

1   1   1  

16ユノ3   2レ 8レ2  

Ftom（1・8），（1・9）andLemmal・1wehave  

勒〝（Z一士α（乱－れ））  侮，レ（Ⅳ）＝  
（1＋穏（1－わ芝））3／2  

電かレ  

－わ芝卜三  

1   1  

〈2（1  

〈ニー  

（1＋穏（1－む芝））3／2  

才誹レ  

＋0（去））   
＋＋  

右嘉諦砺  （1＋穏（1一昭））3／2  

＋0（去））  

1  

王ノ   （2（嘉一㌫一志）  

培わレ  

＋0（去）〉・  
（1＋穏（1一昭））3／2  



ItalsofbllowsfromLemmal・1and（1・9）that  

代4，レ（Ⅳ）＝  旬レ（Z－モα（乱－わ〝））  

［（ト舶2一対一舶  

（1＋穏（1一昭））2  

2穏  
＋（ト湖ト  

（1＋咤（1一昭））2  

2穏  

［（嘉一㌫鵬完  8レ2 16王 ）（2－3（嘉一㌫））  ノ3  （1十穏（1－む芝））2  

ト三＋0（去）］  ＋…（嘉一㌫  

＝0（去）・   
□  

Hence，Wehavethefo1lowingtheorem．  

Theoreml・1（［A95］）．The叩PerlOOαPe†℃entiletcE qfthenon－Ceniralt－disiributionwith  

レdeタreeβ扉舟eedomαmdα乃0†レCe†もかⅦ損y∂cα几占edeγ正妃dか）m兢eノbm祝払  

穏（祝孟－1）  fαわリー∂  

1「い  ≒
 

｛
 
 

（1・10）   ＝祝α－   3
－
2
 
 

i
 
 
 

）
 
 

り
］
レ
 
 

T
n
U
 
 

l
 
 

（
 
 u

 
 

＋
 
 
 

l
 
 

｛
 
 

4
 
 

2
 
 1＋穏（1－嘲  

Proof・Ftom（1・6），（1・7）andLemmal・2，WehavebytheCornish－Fisherexpansion  

まαゐリー∂  ＝小言勒刑（成一1）＋去K4，〃阿卜芝－3祝α）＋0（去）  
1＋壬孟（1－ぁま）   

穏（成一1）  

（吉＋嘉＋0（去））・ロ  祝α－   

24（1＋穏（ト凋））書   

Ifweignorethesecondtermoftheright－handsideof（1．10），i．e．  

fαわレー∂  

＝ミ祝α  

1＋穏（1一昭）   

thenwehave（1・3）・Lettingbu≒1andl－b芝≒1／（2z／），Weget（1．4）．Aspreviously  

Stated，thevanEeden払rmula（1・5）isconsideredtobebasedonthechi－SquareStatistic．  

Theapproximationfbrmula（1・10）isobtaineduptotheorderO（z／‾4）andderivedfrom  

the statistic Wbased on alinear combinationofanormalrandomvariableand achi  

StatisticS・Ontheotherhand，fromKendallefal・［KSO94］（p・545）itiswellknown  

thatachistatistictendstonormali七ywithconsiderablygreaterrapiditythanachi－Square  

Statistic・Hencetheapproximationfbrmula（1・10）isbetterontheoreticalgroundsthanthat  

7   



Obtainedonthebasisofthechi－Squarerandomvariablelike（1．5）．FtomTheoreml．1we  

CanObtainthelowerconfidencelimitandtheconfidenceintervalforthenon－Centrality6・  

Corollaryl・1（【A95］）・LetTbeastatisticaccoTdin9tOthenon－Centrnlt－distTibuti。n  

W鵡レd関門eβげかedomα乃dαmO乃－Ce几か励封印mmeねγ∂・mem兢eわwerco頑ぬ1Ce  

血豆ま∂扉g帥eJl－αα乃d兢eco埴emceわ血m叫∂，司げ兢e氾0れ－Ce血m物匹mm。ねr∂扉  

geγegl－αα代夕亀即e†もわy  

（成一1）r3  

（去＋孟）＋Op（去），  ∂＝わレr一視α和＋  
24（1＋（1－わ芝）r2）  

（祝芝／2－1）r3   

（去＋孟）＋Op（去），  

（去＋嘉）＋Op（去）・  

1＋（1一昭）r2＋  ∂＝わレr－㍊α／2  
24（1＋（1一昭）r2）  

（鳩／2－1）r3  
古＝むレア＋‰／2  1＋（1－む芝）r2  

24（1＋（1一昭）r2）  

Theproofisstraightforwardh：OmTheoreml．1．  

1．3．Evaluationofnewapproximationformulaeincomparisonwithothers  

for the non－Centralt－distribution  

Inordertocompare（1・10）with（1・3），（1・4）and（1・5），Wehavetheirnumericalcalcu－  

1ationwhenαisO．10，0．05andO・01，l／is4，9，16，36・（Asimilartableon（1．3），（1．4）and  

（1．5）forα＝0・05isgivenbyShibata［Sh81］・）Theerrorsoftheapproximationfbrmulae  

aregivenasTablel．1，WherethetruevaluesarerefbrredたomY瓦mautie士al・［Y72〕and  

thevaluesof（1・10）arecalculatedbyNew七on’smethodin MathematicaforMacintosh・  

AsisseeninTablel．1，theapproximationformula（1．10）dominatestheotherswherethe  

absolutevalueofり1SClosetolandgivesprecisevalueson七hewhole・Fbrexample，if  

α＝0．05，Uismorethan9，and回islessthanO・70，thentheabsolutevaluesoferrorsare  

lessthan0．005．Thevaluesoftheupperpercentilesofanon－Centralt－distributionfor七he  

t－Statisticaregivenusing七heapproximationformula（1・10）inTablel・2・Incaseswhere  

α＝0．025，Dis2・0｝1・OandO・5，andnl）n2arefrom7to30atumitirrterval・IfDis2・0，then  

回islessthanO．621，hencethevaluesinT嵐blel・2arereliable・恥blel・2maybeuseful  

fortheargumentbetweenstatisticalsignificantdifferenceandclinicalsigni丘cantdifference  

（seeKuboetal・［KSIK91】）・  

8   



Tablel．1．Theerrorsoftheapproximationformulaeofまα  

払叩＝∂／ノ話丁罪．（α＝0．10）  

王ノ   り  七ruevalue  （1．10）   （1・3）   （1．4）   （1．5）   
4   0．9   11．636  －0．033   0．290  －0．661  －1．894  

0．7   5．966  －0．004  0．130  －0．341  －0．102  

0．5   4．002   0．001   0．069  －0．234  －0．039  

0．3   2．814   0．001   0．033  －0．170  －0．020  

0．1   1．924   0．000   0．013  －0．120  －0．009  

－0．1   1．162   0．000   0．003  －0．073  －0．002  

－0．3   0．432   0．000  －0．000  －0．027  －0．000  

－0．5   －0．363   0．000  －0．000   0．021  －0．000  

－0．7   －1．428   0．000  －0．004   0．076  －0．008  

－0．9   －3．900  －0．002  －0．032   0．178  －1．217   

9   0．9   13．178  －0．009   0．099  －0．331  －1．860  

0．7   6．677  －0．001   0．040  －0．173  －0．050  

0．5   4．384   0．000   0．019  －0．117  －0．006  

0．3   2．965   0．000   0．008  －0．081  tO．002  

0．1   1．873   0．000   0．003  －0．052  －0．001  

－0．1   0．908   0．000   0．000  －0．025  －0．000  

－0．3   －0．054   0．000  －0．000   0．001  －0．000  

－0．5   ＿1．154   0．000  －0．000   0．030  －0．000  

－0．7   －2．713   0．000  －0．004   0．065  －0．020  

－0．9   －6．570  －0．002  －0．026   0．138  －1．486   

16   0．9   15．613  －0．004   0．057  －0．217  －1．875  

0．7   7．825  －0．001   0．021  －0．114  －0．047  

0．5   5．048   0．000   0．009  －0．076  －0．003  

0．3   3．309   0．000   0．003  －0．051  －0．001  

0．1   1．953   0．000   0．000  －0．031  －0．001  

－0．1   0．735   0．000   0．000  －0．012  －0．000  

－0．3   －0．500   0．000  －0．000   0．007  ＿0．000  

－0．5   ＿1．942   0．000  －0．000   0．029  －0．000  

－0．7   －4．033   0．000  －0．004   0．055  －0．028  

＿0．9   －9．340  －0．002  －0．022   0．112  －1．602   

36   0．9   21．058  －0．001   0．031  －0．127  －1．882  

0．7   10．403   0．000   0．011  －0．066  －0．046  

0．5   6．558   0．000   0．004  －0．043  －0．002  

0．3   4．119   0．000   0．002  －0．028   0．000  

0．1   2．191   0．000   0．000  －0．015   0．000  

－0．1   0．433   0．000   0．000  －0．003   0．000  

－0．3   －1．380   0．000   0．000   0．010   0．000  

－0．5   －3．535   0．000  －0．001   0．023  －0．001  

－0．7   －6．727   0．000  ＿0．003   0．041  －0．035  

－0．9   ＿15．009  ＿0．001  －0．016   0．082  －1．702   

9   



Tablel・1（Co血inued）．（α＝0．05）  

ヱノ   田  truevalue  （1・10）   （1．3）   （1．4）   （1．5）   
4   0．9   14．301   0．079   1．517   0．039  －2．937  

0．7   7．417   0．018   0．666  －0．062  －0．243  

0．5   5．053   0．017   0．359  －0．106  －0．104  

0．3   3．636   0．006   0．186  －0．124  －0．056  

0．1   2．587   0．001   0．082  －0．120  －0．028  

－0．1   1．703   0．000   0．026  －0．095  －0．010  

－0．3   0．877   0．000   0．004  －0．053  －0．001  

－0．5   0．013   0．000  －0．000  －0．001  －0．000  

－0．7   －1．079   0．000  －0．005   0．056  －0，003  

－0．9   －3．433   0．001  －0．058   0．124  －1．225   

9   0．9   14．829   0．010   0．388  －0．142  －2．633  

0．7   7．606   0．005   0．155  －0．107  －0．090  

0．5   5．082   0．002   0．075  －0．094  －0．016  

0．3   3．535   0．000   0．033  －0．079  －0．007  

0．1   2．357   0．000   0．011  －0．060  －0．003  

－0．1   1．329   0．000   0．003  －0．036  －0．000  

tO．3   0．324   0．000   0．000  －0．009   0．000  

－0．5   －0．798   0．000  －0．000   0．021  －0．000  

－0．7   －2．341   0．000  －0．008   0．051  －0．017  

－0．9   －6．028   0．000  －0．052   0．096  －1．660   

16   0．9   16．962   0．003   0．200  －0．115  －2．583  

0．7   8．598   0．001   0．075  －0．080  －0．074  

0．5   5．641   0．000   0．033  －0．066  －0．007  

0．3   3．804   0．000   0．014  －0．051  －0．001  

0．1   2．385   0．000   0．004  －0．035  －0．000  

－0．1   1．125   0．000   0．000  －0．017  －0．000  

－0．3   －0．136   0．000   0．000   0．002   0．000  

－0．5   －1．582   0．000  －0．001   0．022  －0．001  

－0．7   －3．640   0．000  －0．009   0．044  －0．027  

－0．9   －8．748   0．001  ＿0．045   0．078  －1．867   

36   0．9   22．186   0．000   0．096  －0．075  －2．534  

0．7   11．062   0．001   0．034  －0．050  －0．068  

0．5   7．075   0．000   0．013  －0．039  －0．005  

0．3   4．562   0．000   0．005  －0．029  －0．000  

0．1   2．589   0．000   0．001  －0．017  －0．000  

－0．1   0．805   0．000  ＿0．000  －0．006  －0．000  
－0．3   ＿1．019   0．000  －0．001   0．020  －0．001  

－0．5   －3．165   0．000  －0．001   0．020  －0．001  

－0．7   －6．305   0．000  ＿0．008   0．033  －0．038  

－0．9   ＿14．353   0．000  －0．037   0．056  ＿2．058   
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Thblel・1（Continued）．（α＝0．01）  

王ノ   叩  truevalue  （1．10）   （1・3）   （1・4）   （1．5）   
4   0．9   22．240   1．734  18．278  11．212  ＿6．077  

0．7   11．683   0．715   8．432   5．036  －0．993  

0．5   8．095   0．351   4．852   2．781  －0．522  

0．3   5．967   0．156   2．727   1．456  －0．314  

0．1   4．412   0．052   1．348   0．620  －0．182  

－0．1   3．128   0．007   0．523   0．147  －0．089  

－0．3   1．968  －0．002   0．129  －0．044  －0．029  

－0．5   0．828  －0．000   0．008  －0．048  －0．002  

－0．7   －0．445   0．000  －0．001   0．025  －0．000  

－0．9   －2．711   0．005  －0．083   0．060  －1．038   

9   0．9   18．849   0．198   1．961   1．087  －4．337  

0．7   9．837   0．067   0．826   0．396  －0．229  

0．5   6．728   0．026   0．430   0．155  －0．066  

0．3   4．848   0．008   0．216   0．032  －0．033  

0．1   3．439   0．001   0．093  －0．027  －0．017  

－0．1   2．235   0．000   0．029  －0．043  －0．005  

－0．3   1．093   0．000   0．003  －0．029  －0．001  

－0．5   －0．126   0．000   0．000   0．004   0．000  

－0．7   －1．695   0．000  －0．008   0．035  －0．007  

－0．9   －5．150   0．005  －0．089   0．034  －1．799   

16   0．9   19．993   0．063   0．807   0．384  －4．054  

0．7   10．313   0．018   0．318   0．108  －0．147  

0．5   6．934   0．005   0．152   0．018  －0．022  

0．3   4．862   0．001   0．069  －0．021  －0．008  

0．1   3．284   0．001   0．026  －0．032  －0．003  

－0．1   1．910  －0．000   0．005  －0．027  －0．001  

－0．3   0．568   0．000  －0．000  －0．009  －0．001  

－0．5   －0．923  －0．000  －0．001   0．013  －0．000  

－0．7   －2．956   0．000  －0．012   0．030  －0．019  

－0．9   －7．758   0．004  －0．087   0．020  －2．212   

36   0．9   24．549   0．017   0．326   0．124  －3．844  

0．7   12．429   0．003   0．118   0．018  －0．117  

0．5   8．131   0．001   0．051   －0．012  －0．010  

0．3   5．452   0．000   0．020  －0．022  －0．001  

0．1   3．374  －0．000   0．005  －0．020  －0．001  

－0．1   1．520   0．000   0．001   －0．010   0．000  

－0．3   －0．343   0．000   0．000   0．003   0．000  

－0．5   ＿2．490  －0．000  －0．002   0．014  －0．001  

－0．7   －5．560   0．000  －0．015   0．021  ＿0．039  

－0．9   －13．222   0．003  －0．076   0．008  ＿2．619   
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ml†12／ml＋m2β・（D＝2・0）  Tablel．2．Thevaluesofto．。25．h＝′＝nl＋n2－2and6＝   

ml＼m2   5   6   7   8   9   10   12   13   

5  

6  

7  

8  

9   

7．6645        10  6．9804  7．1859  7．3464  7．4745  7．5999   

11  6．9548  7．1837  7．3655  7．5130  7．6544  7，7362  7．8222   

7．9810   
8．1392   

14  6．8893  7．1685  7．3981  7．5902  7．7691  7．8930  8．0141  8．1201  8．2133   

15  6．8707  7．1622  7．4038  7．6074  7．7963  7．9314  8．0623  8．1773  8．2791   

16  6．8536  7．1557  7．4079  7．6218  7．8196  7．9650  8．1048  8．2281  8．3378   

17  6．8377  7．1492  7．4107  7．6338  7．8396  7．9945  8．1423  8．2734  8．3904   

18  6．8229  7．1426  7．4125  7．6439  7．8570  8．0204  8．1758  8．3140  8．4377   

19  6．8092  7．1361  7．4135  7．6524  7．8722  8．0434  8．2057  8．3505  8．4806   

20  6．7963  7．1298  7．4140  7．6596  7．8854  8．0639  8．2325  8．3835  8．5194   

21  6．7843  7．1236  7．4139  7．6657  7．8971  8．0822  8．2567  8．4134  8．5549   

22  6．7731  7．1176  7．4134  7．6709  7．9074  8．0987  8．2786  8．4406  8．5873   

23  6．7625  7．1118  7．4126  7．6753  7．9165  8．1135  8．2985  8．4655  8．6170   

24  6．7526  7．1062  7．4116  7．6790  7．9246  8．1268  8．3166  8．4882  8．6443   

25  6．7433  7．1008  7．4104  7．6822  7．9318  8．1389  8．3332  8．5091  8．6694   

26  6．7345  7．0955  7．4091  7．6849  7．9383  8．1499  8．3483  8．5284  8．6927   
27  6．7261  7．0905  7．4076  7．6872  7．9440  8．1600  8．3622  8．5462  8．7142   

28  6．7182  7．0856  7．4060  7．6891  7．9492  8．1691  8．3750  8．5626  8．7343   

29  6．7108  7．0809  7．4044  7．6907  7．9538  8．1775  8．3868  8．5778  8．7529   

30  6．7037  7．0764  7．4027  7．6921  7．9580  8．1852  8．3978  8．5920  8．7702   

12   



Tablel・2・（Continued）．（D＝2．0）  

ml＼れ2   14   15   16   17   18   19   20   21   22   

14  
15  

16  

17  

18   

9．0562   
9．1986  

21  8．6833  8．8003  8．9075  9．0151   9．1056  9．1892  9．2667  9．3387   

9．4765  22  8．7207  8．8425  8．9543  9．0660  9．1608  9．2485  9．3300  9．4058   

23  8．7550  8．8814  8．9975  9．1132  9．2121  9．3037  9．3890  9．4684  9．5426   

24  8．7867  8．9174  9．0377  9．1571  9．2598  9．3552  9．4441  9．5270  9．6046   

25  8．8161  8．9508  9．0750  9．1980  9．3044  9．4034  9．4957  9．5819  9．6627   

26  8．8433  8．9818  9．1097  9．2361  9．3460  9．4484  9．5440  9．6335  9．7174   

27  8．8685  9．0107  9．1422  9．2717  9．3850  9．4907  9．5895  9．6820  9．7689   

28  8．8921  9．0377  9．1725  9．3051  9．4217  9．5304  9．6322  9．7277  9．8174   

29  8．9140  9．0629  9．2009  9．3365  9．4561  9．5678  9．6726  9．7708  9．8633   

30  8．9345  9．0865  9．2276  9．3659  9．4885  9．6031  9．7106  9．8116  9．9067   

ml＼m2   23   24   25   26   27   28   29   30  

23  

24  

25  

26  
27   

10．259   
10．383   

10．505   
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Tablel・2・（Con七inued）・（D＝1．0）  

ml＼れ2   
5   6   7   8   9   10   12   13   

5  

6  

7  

8   

4．7063   

4．7750  

由  4．4524  4．5559  4．6383  4．7054  4．7610  4．8076  4．8474   

4．9214   

4．9962   

14  4．4120  4．5416  4．6483  4．7379  4．8142  4．8799  4．9370  4．9871  5．0315   

15  4．4012  4．5371  4．6500  4．7454  4．8271  4．8979  4．9598  5．0144  5．0629   

16  4．3914  4．5328  4．6511  4．7517  4．8383  4．9137  4．9800  5．0388  5．0911   

17  4．3825  4．5288  4．6518  4．7570  4．8481  4．9278  4．9981  5．0606  5．1165   

18  4．3744  4．5249  4．6522  4．7616  4．8567  4．9403  5．0142  5．0803  5．1395   

19  4．3669  4．5213  4．6524  4．7656  4．8644  4．9514  5．0288  5．0981  5．1604   

20  4．3600  4．5178  4．6524  4．7690  4．8711  4．9615  5．0420  5．1143  5．1795   

21  4．3537  4．5145  4．6523  4．7720  4．8772  4．9705  5．0540  5．1290  5．1970   

22  4．3479  4．5114  4．6520  4．7746  4．8826  4．9787  5．0649  5．1426  5．2131   

23  4．3424  4．5085  4．6517  4．7769  4．8875  4．9862  5．0749  5．1550  5．2279   

24  4．3373  4．5057  4．6513  4．7789  4．8920  4．9930  5．0840  5．1665  5．2415   

25  4．3326  4．5031  4．6508  4．7807  4．8960  4．9993  5．0925  5．1771  5．2542   

26  4．3282  4．5006  4．6504  4．7823  4，8997  5．0050  5，1003  5．1869  5．2660   

27  4．3241  4．4982  4．6498  4．7837  4．9030  5．0103  5．1075  5．1960  5．2770   

28  4．3202  4．4959  4．6493  4．7849  4．9061  5．0152  5．1142  5．2045  5．2872   

29  4．3165  4．4938  4．6487  4．7860  4．9089  5．0197  5．1204  5．2124  5．2968   

30  4．3131  4．4917  4．6482  4．7870  4．9115  5．0239  5．1262  5．2198  5．3058   

14   



Tablel・2・（Continued）・（D＝1．0）  

ml＼m2   14   15 1 16   17   18   19   20   21   22   
14  

15  

16  

17   

5．3636   

5．4344   

5．5042  

21  5．2588  5．3153  5．3671  5．4148  5．4589  5．4997  5．5377  5．5730   

5．6408  22  5．2773  5．3361  5．3902  5．4401  5．4862  5．5290  5．5689  5．6061   

23  5．2944  5．3554  5．4116  5．4635  5．5116  5．5564  5．5980  5．6370  5．6734   

24  5．3102  5．3733  5．4316  5．4854  5．5354  5．5819  5．6253  5．6659  5．7040   

25  5．3250  5．3900  5．4502  5．5059  5．5576  5．6059  5．6510  5．6932  5．7328   

26  5．3387  5．4056  5．4675  5．5250  5．5785  5．6284  5．6750  5．7188  5．7599   

27  5．3515  5．4202  5．4838  5．5430  5．5981  5．6495  5．6977  5．7430  5．7855   

28  5．3634  5．4338  5．4991  5．5599  5．6165  5．6695  5．7192  5．7658  5．8097   

29  5．3746  5．4467  5．5135  5．5758  5．6339  5．6883  5．7394  5．7874  5．8326   

30  5．3852  5．4587  5．5271  5．5908  5．6503  5．7061  5．7585  5．8079  5．8544   

ml＼m2   23   24   25   26   27   28   29   30  

23  

24  

25  

26   

5．9651   

6．0272   

6．0885   

6．1489   
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Tablel・2・（Continued）・（D＝0．5）  

れ1＼れ2   5   6   7   8   9   10   12   13   

5  

6  

7  

8  

9   

3．4032        10  3．2813  3．3181  3．3467  3．3695  3．3880   

田  3．2667  3．3104  3．3451  3．3733  3．3965  3．4160  3．4326   

3．4642   

3．4970   

14  3．2332  3．2917  3．3399  3．3803  3．4146  3．4442  3．4700  3．4927  3．5127   

15  3．2245  3．2866  3．3382  3．3817  3．4189  3．4513  3．4795  3．5045  3．5267   

16  3．2168  3．2820  3．3365  3．3828  3．4227  3．4574  3．4880  3．5151  3．5393   

17  3．2098  3．2777  3．3348  3．3836  3．4259  3．4629  3．4955  3．5246  3．5506   

18  3．2035  3．2738  3．3333  3．3843  3．4287  3．4677  3．5023  3．5332  3．5609   

19  3．1978  3．2702  3．3318  3．3848  3．4312  3．4721  3．5084  3．5410  3．5703   

20  3．1925  3．2669  3．3303  3．3853  3．4334  3．4760  3．5139  3．5480  3．5789   

21  3．1877  3．2638  3．3290  3．3856  3．4353  3．4795  3．5190  3．5545  3．5867   

22  3．1833  3．2610  3．3277  3．3858  3．4371  3．4827  3．5236  3．5605  3．5940   

23  3．1792  3．2583  3．3264  3．3860  3．4386  3．4856  3．5278  3．5659  3．6007   

24  3．1755  3．2558  3．3253  3．3861  3．4400  3．4882  3．5316  3．5710  3．6069   

25  3．1720  3．2535  3．3241  3，3862  3．4413  3．4907  3．5352  3．5757  3．6126   

26  3．1687  3．2513  3．3231  3．3862  3．4424  3．4929  3．5385  3．5800  3．6180   

27  3．1657  3．2493  3．3221  3．3862  3．4435  3．4950  3．5416  3．5841  3．6230   

28  3．1628  3．2474  3．3211  3．3862  3．4444  3．4969  3．5444  3．5878  3．6276   

29  3．1602  3．2456  3．3201  3．3862  3．4453  3．4986  3．5471  3．5914  3．6320   

30  3．1577  3．2438  3．3193  3．3862  3．4461  3．5003  3．5496  3．5947  3．6361   
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Tablel・2・（Con七inued）・（D＝0・5）  

ml＼m2   14   15   16   17   18   19   20   21   22   
14  

15  

16  

17   

3，6662   

3．6998   

3．7330  

21  3．6161  3．6429  3．6676  3．6903  3．7113  3．7308  3．7489  3．7659   

3．7984  22  3．6246  3．6526  3．6784  3．7022  3．7242  3．7447  3．7638  3．7817   

23  3．6324  3．6616  3．6884  3．7133  3．7363  3．7578  3．7778  3．7965  3．8140   

24  3．6397  3．6699  3．6978  3．7236  3．7476  3．7700  3．7909  3．8104  3．8288   

25  3．6465  3．6777  3．7066  3．7333  3．7582  3．7814  3．8032  3．8235  3．8426   

26  3．6528  3．6850  3．7148  3．7424  3．7682  3．7922  3．8147  3．8359  3．8557   

27  3．6588  3．6918  3．7225  3．7510  3．7775  3．8024  3．8257  3．8475  3．8681   

28  3．6643  3．6982  3．7297  3．7590  3．7864  3．8120  3．8360  3．8585  3．8798   

29  3．6695  3．7043  3．7365  3．7666  3．7947  3．8210  3．8457  3．8690  3．8909   

30  3．6744  3．7099  3．7430  3．7738  3．8026  3．8296  3．8550  3．8789  3．9015   

ml＼れ2   23   24   25   26   27   28   29   30  

23  

24  

25  

26   

3．9553   

3．9855   

4．0154   

4．0449   
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CHAPTER2   

ApproximationstoNon－Centralx2Distribution  

2．1．Introduction  

Approximationstoapercentagepointofthenon－Centraldistributionhavebeendis＿  

CuSSedbymanyauthors（see，e・9・AshourandAbdel－Samad［AA90］，Bagui［B93］，Cox  

andReid［CR87］，Guirguis［G90］，Johnsonetal・【JKB95】，Moon【Mo86〕，Shibata［Sh81］，  

Takeuchi［Ta75］，ⅥねngandGray【WG93］andY瓦mautietal．［Y72】），buttheydonot  

necessarily su凪cefor use．Wb areinterestedin theapproximationstothenon－Central  

distributionssincetheyseemstobecomparativelyuncultivated．   

Thenon－Centralx2distributionisregardeda5alimitofnon－CentralFdistribution  

andalsoappearswhenoneobtainsasymptoticdistributionsofx2teststatisticsofgood－  

nessof飢andteststatisticsintestingthehypothesisondiscretedistributionsunderthe  

alternativehypothesis・Therefbre）perCentagePOintsofthenon－Centralx2distributions  

playanimportantpartintestingthehypothesisandobtainlngtheconLdenceinterval・   

W占considerapproximationstothenon－Centralx2distributionx2（z／，∈）withl／degrees  

of打eedomwhosedensityisgivenby  

2－（レ＋2た）／2  

た＝0   

px2（ェ；榔＝e一書皇去（喜）た  
芯 

（叶2た）／2－1e－エ／2  

r（た＋レ／2）   

forO＜x＜∞，Z／＝1，2，…，－∞＜E＜∞，Wherer（・）isgammafunction・Thenthe  

cumulativedistributionfunctionisexpressedusinglnCOmPletebetafunCtions・Thisbrings  

adifBcultyinobtaiminganalyticallypercentagepointsofthenon－Centraldistribution・In  

ordertogetnumerical1ypercentagepoints）Weneedalarge－SCalecomputation・Hencei七is  

veryusefu1tofindbetterapproximationformulaeofpercentagepointsofthenon－Cen七ral  

x2distribution・   

Inthischapter，inasimi1arwaytoChapterl，WeObtainnewhigherorderapproxi－  

mationformulaeofpercentagepointsofthenon－Cen七ralx2distributionusingtheCornish－  

Fisherexpansionfbrthestatisticbasedonachi－randomvariable（［Tb96］）・Wらalsohave  

anapproximationformulaofapercentagepointofthenon－Centralx2distributionbya  
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directapplicationoftheCornish－Fisherexpansionfbrthechi－SquareStatistic・Ftuther，the  

nunericalcomparisonoftheseformulaewiththeformershowsthatthenewapproximation  

formulaebehavebetterthantheothers．  

2・2・Approximationstoapercentagepointofnon－Centralx2distribution  

W占denoteby x2（α；U，E）anupperlOOαPerCentileofnon－Centralx2distribution  

x2（u，E）．Amongapproximationformulaefbrthepercentagepoint，WePreSentSOmeWell－  

knownformulaefo1lowingShibata［Sh81］（seealso，e■9・Johnsonetal・［JKB95】）・First  

we have 

x2（α；U，E）＝（レ＋E）（p＋quα）1／h（Sankaran［Sa63］），  （2．1）   

whereuαistheupperlOOαPerCentileofthestandardnormaldistribution，  

2（レ＋∈）（レ＋3∈）  
九＝1－   

3（レ＋2∈）2’  

（レ＋2∈）2  （レ＋2∈）  
＋九（九－1）（ん－2）（1－3九）   〃＝1＋九（九－1）   

2（レ＋∈）4’  （レ＋∈）2  

and  

増譜＋九（九－1）（1－3喘 

ThisisageneralizationofWilson－Hilferty）sapproximationformula・   

Lettingx芝，ebearandomvariableaccordingtoanon－Centralx2distributionx2（v，E）  

andx㌔arandomvariableaccordingtoacen七ralx2distributionx2（m）withmdegrees  

offreedom・Ifthedistributionofx芝，E／clisapproximatedtothecentralx2distribution  

x2（m）sothattheirfirstandsecondcumulantsareequal，thenwehave  

x2（α；L／，E）＝CIX2（α；m）（Patnaik［Pa49】），  
（2・2）  

where   
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Fbthermore，ifthedistributionof（x芝，E－b）／c2isapproximatedtothecentralx2distri－  

butionx2（n）sothattheirfirst，SeCOndandthirdcu皿1antsareequal，thenwehave   

（2・3）  x2（α；U，E）＝C2X2（α；n）＋b（Pearson［Pe59］），   

where  

2 〃 
（一， 。2＝， m＝  

（レ＋2日3  わ＝－  

レ＋3∈’ ）‘レ＋2∈’  
川‾ 

（レ＋3∈）2  

Now，denotebyx2（α；l／）theupperlOOαPerCentileofthecentralx2distributionx2（L／），  

ThenitisknownthatbytheCornishpFisherexpansion  

x2（α；レ）叫席祝α＋言（境∵1）・志（鳩－7祝α）  

－孟（3か7成一16）＋0（三）・   

Next，Wederiveanewapproximationfrom（2．3）usingtheComish－Fisherexpansionfor  

thestatisticbasedonthechi－randomvariable．Letx2（α；U，∈）beanupperlOOαPerCen七ile  

ofx2（u，E）．Thenitfollowsfrom（2・3）thatfbrsu瓜cientlylargeL／   

（2・4）  トα母P（xま，∈＜x2（α；レ，∈））  

X芝，モーむノX2（α；〝，ど卜わ  ＝P   
C2  （：2  

Putxα：＝（x2（α；レ，Eトb）／c2andX‥＝（x芝，∈－b）／c2・ThenXisasymptoticauyequaltox芝・  

Let七ingSn：＝招市，Wehavefrom（1・1）and（1・2），E［Sn］＝bn＝Jir【（n・1／2）〕／r（n／2）  
andV（Sn）＝1一妃・針om（2・4）weobtainforsu凪cientlylargez／  

（2・5）   
トα母P〈乱＜何  

Pu上土ing  

gn－ゎれ   
y：＝  

weeasilyseethatE［Y］＝OandV（Y）＝1・InordertousetheCornish－Fisherexpansion  

fbrthesta七is七icYuptotheordero（n－3／2），WeneedthethirdandfourthcumulantsofY  

20   



uptothesameorder．  

Lemma2・1（【A95］）・ThethirdandJburihcumulantsqFSn－bnare9ivenby  

1   

几  

勒（‰－わn）＝－あm〈2（1  
〉 

むまト；，  

αmd  

K4，m（‰－られ）＝（1湖）（4叫1湖））・…（ト妃ト… ，  

re叩eC血egy．  

Proof・W占havefrom（1・1），（1・2）andLemmal．1  

触れ（‰－われ）＝呵（gn－ゎれ）3】  

＝利発ト3ゎれ且〔境］十3願碑石璃  

＝一項1－わまト三〉・  

Italsobllowsfrom（1・1），（1・2）andLeⅡ皿al．1that  

花4，m（乱－あれ）＝旦（乱－あれ）4卜3（呵（乱－われ）2〕）2  

ニ孟（1－2咄＋（ト伽＋咄叫1岬船2  

＝（ト舶4叫1一舶＋芸（1－咄一芸 □  

Lemma2・2（［A95］）・T7iethirdandhurihcumulantsqFYare9ivenby  

（嘉＋姦）＋0（孟），  K3，れ（y）＝  
4（1一昭）3／2   

α几d  

代4，れ（y）＝0（嘉），  
代印eC如egy．  

Proof． FtomLemmasl．2and2．1wehave  

侮，れ（乱－わn）  勒m（y）＝   
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It alsofo1lowsfromLemmasl．2and2．1that  

尺頼（y）＝  尺4，れ（乱－わm）  
（1一嘲2   

1  
］
 
 

2
一
れ
 
 

）
 
 
 

2
 
乃
 
 
 

L
U
 
 

l
 
 

（
 
 

4
一
m
 
 
 

＋
 
 
 

｝
 
 

）
 
 
 

つ
】
 
几
 
 
 

’
人
U
 
 

l
 
 

（
 
 
 

6
 
 

4
 
 
 

i
 
 

）
 
 
 

つ
】
 
m
 
 
 

L
U
 
 

l
 
 

（
 
 ト

 
 

（1一昭）2  

＝0（嘉）・  
口
 
 

Theorem2・1・me叩perlOOαperCe痛gex2（α；レ，ど）扉兢eれ㈹一Ce乃加Jx2ぬ机♭祝如m  

血統レ毎reeβ扉舟eedomα几dαmO乃－Cem細物卯rαmeねr∈c∽むede血ed伽m兢eかⅦ血  

1上芝－1  ）
 
 

1
房
 
 
 

＋
 
 

1
訴
 
 

（
 
 

（2■6）  x2（α；レ，∈）＝わ＋c2m（転＋㍊α√二電＋  
24（1一昭）  

2成一5祝α  

・0（宗）〉2  576（1一鴫）5ノ2714  

Proof・Ftom（2・5）andLemma2・2wehavebytheComish－Fisherexpansion  

J記万一られ  1  1．‥、．。、 ＝㍊α十百勒（y）（成一1）＋裏梅（y）（璃一触α）   

一志成れ（y鵬－5祝α）＋0（去）  

成一1  2成一5むα  

（嘉＋孟）－   ＋0（嘉）・  視α＋   
24（1一咤）3／2  576（1一鴫）3714  

Sincexα＝（x2（α；L／，E）－b）／c2，theresultfbllows．  □  

Remark2．1． FtomTheorem2．1weconsideraformula  

成一1   2
 
 

｝
 
 

）
 
 

⊥
び
 
 
 

十
 
 

1
訴
 
 

（
 
 

（2・7） x2（α；レ，ど）≒わ＋c2m（ゎm＋祝α√＝電＋  

Whichseemstobehavenumerical1ybetterthanthe払rmula（2．6）．   

Nextweconsideranotherapproximationformulaofthepercentagepoin七ofthenon－  

Centralx2distributionuptotheordero（lrl），uSingdirectlytheComish－FisherexpanSion  

forx芝，E・SinceE［xま，f］＝U＋EandV（x芝，E）＝2（v＋2E），le七ting  

X己，モー（レ＋∈）   
打：＝  

2（〝＋2モ）’  
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WeeaSilyseethatE［U］＝OandV（U）＝1．Thethird，fburthandfifthcumiants。fUare  

alsogivenby  

2ヽ乃（レ＋3∈）  48ヽ乃（レ＋5ど）  12（〝＋4∈）  
K3，U＝   尺4，U＝   凡5，U＝   

（レ＋2日3／2’  （レ＋2ど）2’  （レ＋2日5／2’  

respectively・BytheCornish－FisherexpansionforU）WehavetheupperlOOαPerCentile  

X（α；U）ofthedistributionofUa5fo1lows．  

ご（α；U）＝祝α＋β1（祝α）＋哉（uα）＋哉（視α）＋0（〃‾2），  

where  

ヽ乃（レ＋3ど）  

（成一1），  β1（祝α）＝   

β2（祝α）＝  

3（レ＋2引3／2  

2（〝＋3∈）2  レ＋4∈  
（浸－3祝α）－  （2成一5祝。），  

2（レ＋2∈）2  9（レ＋2引3  

2ヽ乃（レ＋5∈）  1乃（リ＋3∈）（レ＋4ど）  
（鴎一触芝＋3ト  （鳩－5境＋2）   β3（祝α）＝  

5（レ＋2∈）5／2  （レ＋2日7／2  

4ノラ（レ＋3引3  
（12鴎－5餌芝＋17）．  

81（レ＋2∈）9／2  

Sincex2（α；L／，∈）＝Z／＋E＋J2（瑚）x（α；U），thenwehave  

2（レ＋3引′＿＿2  
（2．8）x2（α；レ，∈）＝レ＋ど＋祝α舶）＋  

3（レ＋2∈）  

2＼乃（レ＋3∈）2′。＿．3  ヽ乃（レ＋4∈）  
（成一餌αト   （2鴎－5祝α）  

9（レ＋2∈）5／2＼…α  2（リ＋2引3／2  

2（レ＋3∈）（レ＋4∈）  
4（レ＋5∈）  

（成一5戒＋2）   （鴎－6戒＋3卜  
（〝＋2日3  5（レ＋2∈）2  

8（レ＋3引3  
（1餌乏－5餌芝＋17）＋0（レ‾3／2）・  

81（レ＋2∈）4  

23  



2．3．Evaluationofnewapproximationformulaeincomparisonwithothers  

forthenon－Centralx2distribution  

Inordertocompare（2・7）and（2・8）with（2－1），（2．2）and（2．3）fbrtheupperlOOα  

percentilex2（α，L／，E）ofthenon－Centralx2distribution，Wehavethenumericalcalculation  

whenαis O・05，L／islO，15，20，25，30，40，50andどisl．0，3．0，5．0，10．0，15．0，20．0，  

25．0．ThentheerrorsoftheapproximationformulaeareglVenaSTable2．1，Wheresome  

truevaluesaresearchinglyobtainedusingMaihematica・（Asimila∫tableon（2・1），（2．2）  

and（2．3）isalsogivenbyShibata［Sh81］・）AsisseeninTable2・1，theapproximation  

formula（2・8）basedonadirectapplica七ionoftheCornishFisher（C－F）expansionfbrx芝，＜  

dominatestheothers，andthenewapproximationone（2・7）alsobehavescomparatively  

betterthantheformer（2．1），（2・2）and（2・3）．  

Table2．1．Errorsoftheapproximationformulaeoftheupper5percentileofx2（u，E）  

レ   田  truevalue   C－F  Sankaran  Patnaik  Pearson  

（2・7）  （2．8）   （2・1）   （2・2）   （2・3）   

10   1．0   20．0936   0．004  －0．001   －0．018   0．001   －0．005  

3．0   23．4593  －0．005   0．001   －0．020   0．020   －0．013  

5．0   26．6362  －0．010   0．002   －0．018   0．048   －0．018  

10．0   34．0886  －0．015   0．002   －0．012   0．116   －0．021  

15．0   41．1226  －0．015   0．002   －0．007   0．171   －0．021  

20．0   47．8997  －0．015   0．002   －0．004   0．214   －0．020  

25．0   54．4983  －0．014   0．001   －0．002   0．248   －0．019   

15   1．0   26．6377   0．004  －0．001   －0．012   0．001   －0．002  

3．0   29．7989  －0．001   0．000   －0．014   0．013   －0．006  

5．0   32．8370  －0．004   0．001   －0．014   0．032   －0．010  

10．0   40．0756  －0．009   0．001   －0．012   0．084   －0．014  

15．0   46．9825  －0．011   0．001   －0．009   0．132   －0．016  

20．0   53．6727  －0．011   0．001   －0．006   0．172   －0．016  

25．0   60．2068  －0．011   0．001   －0．004   0．205   －0．015   
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Table2・1（Continued）・  

レ   田  truevalue   C＿F  Sa血an  Patnaik  Pearson  
（2・7）  （2．8）   （2▲1）   （2・2）   （2．3）   

20   1．0   32．9650   0．003  －0．001   －0．009   0．001   －0．001  

3，0   35．9912   0．001  －0．000   －0．011   0．009   －0．004  

5．0   38．9294  －0．002   0．000   －0．011   0．023   －0．006  

10．0   46．0004  －0．006   0．001   －0．011   0．064   －0．010  

15．0   52．8005  －0．008   0．001   －0．009   0．105   －0．012  

20．0   59．4148  －0．009   0．001   －0．007   0．141   －0．013  

25．0   65．8913  －0．009   0．001   －0．005   0．172   －0．013   

25   1．0   39．1472   0．003  －0．000   －0．008   0．000   －0．001  

3．0   42．0759   0．001  －0．000   －0．009   0．007   －0．002  

5．0   44．9377  －0．000   0．000   －0．009   0．017   －0．004  

10．0   51．8731  －0．004   0．000   －0．009   0．051   －0．008  

15．0   58．5820  －0．006   0．001   －0．008   0．085   －0．009  

20．0   65．1293  －0．007   0．001   －0．007   0．118   －0．010  

25．0   71．5540  －0．007   0．001   －0．006   0．147   －0．011   

30   1．0   45．2234   0．003  －0．000   －0．007   0．000   －0．001  

3．0   48．0776   0．002  －0．000   －0．007   0．005   －0．002  

5．0   50．8787   0．000  －0．000   －0．008   0．014   －0．003  

10．0   57．7014  －0．002   0．000   －0．008   0．041   －0．006  

15．0   64．3312  －0．004   0．000   －0．008   0．071   －0．007  

20．0   70．8191  －0．005   0．000   －0．007   0．100   －0．009  

25．0   77．1968  －0．006   0．001   －0．006   0．127   ー0．009   

40   1．0   57．1469   0．002  －0．000   －0．005   0．000   －0．000  

3．0   59．8929   0．002  －0．000   －0．006   0．003   －0．001  

5．0   62．6027   0．001  －0．000   －0．006   0．009   －0．002  

10．0   69．2477  －0．001   0，000   －0．007   0．028   －0．003  

15．0   75．7469  －0．002   0．000   －0．007   0．051   －0．005  

20．0   82．1332  －0．003   0．000   －0．006   0．075   －0．006  

25．0   88．4291  －0．004   0．000   －0．006   0．097   －0．007   

50   1．0   68．8510   0．002  －0．000   ＿0．004   0．000   －0．000  

3．0   71．5211   0．002  －0．000   －0．005   0．002   －0．001  

5．0   74．1646   0．001  －0．000   －0．005   0．006   －0．001  

10．0   80．6747   0．000   0．000   －0．005   0．021   －0．002  

15．0   87．0696  －0．001   0．000   －0．006   0．039   －0．004  

20．0   93．3722  －0．002   0．000   －0．006   0．058   －0．004  

25．0   99．5989  －0．003   0．000   －0．005   0．077   －0．005   
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CHAPTER3   

Approximations七oNon－CemiralFDis七ribution  

3．1．Introduction  

Ingeneral）Whenthepower ofFtestiscalculatedintheanalysisofvariance）the  

non－CentralFdistributionisneeded・Indeed，SuppOSe七hat，foreachi＝1，‥・，P，Xij（j＝  

1，…，q）areindependently，identicallyandnormallydistributedrandomvariableswith  

meanpiandvarianceJ2．Incaseoftestingthenul1hypothesispi＝P（i＝1，…，P），itis  

knowntouseT：＝q∑た1（Xi・－X・・）2／S2asateststatistic，Where  

又i∴＝…＝1，‥・，p），ズ‥‥＝詰弟j，  
p q 

∑∑（ズ五メーズi・）2・  

電＝1ブ＝1  

β2：＝  

p（曾－1）  

Then，underthealternativehypothesis，Tisdistributedaccordingtoanon－CentralFdis－  

tributionwithanon－Centrali七yparameter入：＝q∑た1（FLi－P）2／J2，WhereP：＝∑た1FLi／p・  

Therefore，PerCentagepOin七softhenon－CentralFdistributionsplayanimportantpartin  

testingthehypothesisandobtainlngtheconfidenceinterval・   

W占considerapproximationstothenon－CentralFdistribu七ionF（z／1，U2，入）with（ul，U2）  

degreesoffreedomandanon－Centralityparameter入whosedensityisgivenby  

e一入／2レrl／2レ；2／2  
ェレ1／2－1（レ2＋叫牒） ‾（机＋レ2）／2  押（ご；レ1，レ2，入）：＝   

β（レ1／2ル2／2）  

苔「 入均諾   β（叫／2，レ2／2）  

β（レ1／2＋たル2／2）  

forO＜x＜∞，L／1，Z／2＝1，2，．．．，入＞0，WhereB（・，・）isbetafunc七ion・Thenthecumulative  

distributionfunctionisexpresseduslnglnCOmpletebetafunc七ions・Thisbringsadi缶culty  

inobtaininganalyticallypercentagepointsofthenon－Centraldistributions・Inorderto  

getnumericallypercentagepoints）Wealsoneedalarge－SCalecomputation・Henceitis  

veryusefu1to丘ndbetterapproximationformulaeofpercentagepointsofthenon－Central  

F distributions．  
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Inthischapter，inasimi1arwaytoChapterl，WeObtainnewhigherorderapproxi－  

mationformulaofpercentagepointsofthenon－CentralFdistributionsusingtheCormish－  

Fisherexpansionforthestatisticbasedonalinearcombinationofchi－randomvariables  

（［Tb96］）・Further，thenumericalcomparisonofthesebrmulaewiththeformershowsthat  

thenewapproximationformulaebehavebetterthantheothers・  

3．2．Approxima七iontoapercentagepointofthenon－CentralFdistribution  

First，WePreSentSOmeWell－knownformulaefbrapercentagepointofthenon－Central  

Fdistributionfo1lowingShibata［Sh81】（seealso［JKB95］）・SupposethatXlandX2are  

independentrandomvariablesaccordingtoanon－Centralx2distributionx2（ul，入）anda  

centralx2distributionx2（u2），reSpeCtively・Denote  

ズ1ル1  
一■一レ1，レ2，∧■  1，レ2， 

ズ2ル2  

Thenwesee七hattherandomvariableFL，1，レ。，入hasanon－CentralFdistributionF（ul，U2，入）・  

LetXl＝CIX／withsomeconstantcl・IfthedistributionofX／isapproximatedtothe  

x2（m），thenwehave，from（2・2），Cl＝（ul＋2入）／（ul＋入）andm＝（ul＋入）2／（vl＋2入）・  

Sinceforsu瓜cientlylargeulandz／2  

軋1，〃2，入母1・  
（孟）芸各  

we have 

巧凡1ル。，入＞榊P（恥2＞；誤〉（Pa血［Pa4恥  （3・1）  

wherefLl，V，isarandomvariableaccordingtoacentralFdis七ributionF（m，L／2）with  

（m，V2）degreesoffreedom・ByWilson－Hilftrty’sapproximationwehave  

ズ0／†n  

ズ2ル2  
巧凡購≦り＝P（  

＝P〈（訂′3一呵 訂′3≦0〉，  
whereX。isarandomvariablewithacentralx2distributionx2（m）whichisindependent  

ofX2．Since，forsuncientlylargeulandu2，thedistributionof（X。／m）1／3－tl／3（X2／u2）1／3  
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isapproximatedtothenormaldistributionwithmean1－（2／（9ul）トtl／3【1－（2／（9u2））］  

andvarianCe（2／（9ul））＋t2／3（2／（9L／2）），itfo1lowsthat  

（ト孟）tl／3－ （ト鼓）  
ア（凡－，レ2≦f）≒◎   

whichis said tobe Paulson，s approximationbrmula（see［Sh81］）・UsingthePaulson  

approximation払rmulawehavefrom（3・1）forsuRicientlylargez／1andu2  

（1－d）zl／3－（1－α）  
］（SeverひZelen［SZ60］），  （3・2） ア（凡1ル2，入＞J匝ト◎［  

where  

レ1J  

Jα＋d㌔／3  

2  2（レ1＋2入）  2  
d＝一ニー  α＝  α＝  

レ1＋入， 石蒜 坤1＋入）2， 
Z ＝  

Ifthedistribu七ionof（凡l，u，，入－P）／7isapproximatedto七hecentralFdistributionF（v＊，U2）  

sothattheir丘rst，SeCOndandthirdcumulantsareequal，thenwehaveforsufRcientlylarge  

レ1andレ2  

（Tiku［Ti65】），  P（凡1，レ。，入＞J）記P  凡■ル2＞  （3・3）  

where   

レ＊＝去（レ2－2）（   

リ＊．打  レ2（1＋（入ル1）－7）  

7＝  
巧（2レ＊＋リ2－2）∬’  レ2－2  

with∬＝2（叫＋入）3＋3（叫＋入）（叫＋2入）（レ2－2）＋（叫＋3入）（レ2－2）2anほ＝（叫＋入）2＋  

（レ1＋2入）（レ2－2）・   

Next，inasimi1arwaytoChapterl，Wederiveanewapproximationformulaofa  
percentagepointofthenon－CentralFdistributionfrom（3・3）bytheComish－Fisherex‾  

pansionforastatisticbasedonalinearcombinationoftwochi－randomvariables・Let  

sbearand。mVariableacc。rding七Othex2distributionx2（u＊），Whichisindependentof  
therand。mVariableX2，andputf去：＝（ん－P）／7・Thenitfo1lowsfrom（3・3）thatfor  
su瓜cientlylargeL／1andz／2  
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（3・4）トα母P〈  

仰－わ〝■一派（√弓フ玩－わレ。）ノ  ーわリー＋∨官占レ2  
｝
 
 

＿  

）
 
 

つ
一
 
昭
 
 

l
 
 

（
 
 

鳥
 
 

十
 
 

2
レ
 
 

L
U
 
 

l
 
 

1一路＋た（1一晩）  

LettingSレ・：＝仰，SL。‥＝√百石and  

gレ＊－わ〝＊－v僑（βニ2－むレ2）  
Ⅳ＝  

1一軌＋鳥（ト吃）   

weeasilyseethatE［W］＝OandV（W）＝1・Ⅵ屯assumethatO（ul／z／2）＝1forsu瓜ciently  

largeUlandL／2・Now，WeCalculatethethirdandfowthcumulantSOfWandderiveanew  

approximationusingtheComish－Fisherexpansioninasimi1arwaytoTheoreml・1・  

1emma3．1． me抽rdα乃dノ血r兢c祝mt血mね扉Ⅳαγeβ血e†もわy  

凡3（Ⅳ）  
4（1一払＋た（1－む芝。））3／2  

・〈嘉＋嘉一だ′2（嘉＋嘉か0（嘉）  

αmd  

K4（Ⅳ）＝0（嘉），  
γe坤eC如egy．  

pr。。f．SinceSレ＊－bv＊andSL。－bv2areindependent，WehavefromLemmasl・1and  

l．2  

代3（（βレ・－わレ＊卜v官（βニ。－むレ2））  

〈舶・－むレートだ′2代3（ぶニ2－むレ2）〉  

K3（Ⅳ）＝  
＋鳥（1一晩））3／2  

1  

（1一昭・  

＋た（ト晩））3／2  

1  

（1－わ芝－  

一晩））3／2  4（1一払＋鳥（1   

・極＋嘉）－だ′2（志＋志”＋0（嘉）  
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and  

l
 
 

－むレートノ烹（ぶニ。－らレ。））  （
 
 
 

4
 
K
 
 
 

㍍4（Ⅳ）＝   
（1一略＋  

つ
〕
 
 

｝
 
 

）
 
 

つ
－
 
川
鴨
 
 

l
 
 

（
 
 

〃
ね
 
 

＝0（毒）・  
□
 
 

Theorem3．1． The叩PerlOOαPerCen亡ile fαqfthe non－CentrulF distribution with  

（均，レ2）deタ代eβ扉。触edomα乃dαmOれ－Cem細物pαmmeねr入c肌ゐederねed函m統e舟m祝gα  

わレ・一派わレ。  
（3・5）   

1一札＋鳥（1一晩）  

鳩－1  

・〈長＋嘉一だ′2（嘉＋姦）〉  
＝祝α＋  

24（1一姑＋鳥（1一晩））3／2  

＋0 （嘉一誓）2（姦），  2鳩－5w。  

576（1一払＋鳥（1一昭。））3  

ひ九eγeJよ＝（ムーβ）／7・  

Proof．Ftom（3．4）andLemma3・1，WehavebytheCornish－Fisherexpansion  

わレ・一派わレ。  

1－姑＋鳥（1一晩）  

＝小言頑Ⅳ）（成一り＋去項Ⅳ購－3祝α）一志項Ⅳ）（2成一5扉＋0（毒）  

→㌘（去＋姦））  
■lム喜一1  

＝祝α＋   
24（1－軌＋た（1一晩））3／2  

2璃－5uα  
）2＋0（嘉）・□  

576（1一札＋鳥（1－わ芝。））3  

3．3．Evaluationofnewapproximationfbrmulaeincomparisonwitho七hers  

for the non－CentralF distribution   

First，WeCOmPare（3．5）withothersfbrtheupperlOOαPerCentileんofthenon－Central  

FdistributionF（z／1，Z／2，入）・Ftom（3・2），Wehave  
3
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ん≒（1  （3．6）  2
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From（3．3）andthePaulsonapproximationformula，WeObtain  

（1－α′）2d＋（1－d）2α′－α′血孟  ｛
 
 
 

γ
一
 
 
 

≒
 
 
ん
 
 
 

（3．7）  ＋β，  
（1－d）2一血芝   

wherea′＝2／（9u＊）・   

Inordertocompareanewapproximationformula（3．5）with（3・6）and（3・7），Wegive  

theerrorsoftheformulaeasTable3．1whenα＝0．05，L／1and王ノ2are3，5，10，20，30，60  

and、句石isl，＾，2，WherethetruevaluesaresearchinglyobtainedusingMathemaiica・  

AsisseeninTable3．1，七heapproximationformula（3．5）isbetterthantheothers・Itgives  

muchbettervaluesonthewholeespecial1ywhenz／2issmallforeachvalueoful．Note  

thattheformula（3・5）isgivenasanimphcitformoffよ，buttheapproximatevaluesofん  

canbeeasilycomputedusingtheNewtonme七hod■   

Next，WeCOmPare（3．9）withothersfortheupperlOOαPerCentileんofthedoublynon－  

centralFdistributionF（zJl，U2，入，入2）・Inordertocompareanewapproximationformula  

（3．9）with（3・8），Wehavetheirnumericalcalcula七ionwhenL／1is4，9，16，36，L／2is15，30  

，60，入1and入2areO．5，1．5，3（ul＝2），0・5，2，5（z／1＝4），0・5，4，9（ul＝8），reSpeCtively・In  

fact，んinTable3．2isalOOαperCentileofthecentralFdistributionF（ul，Z／2）・（Asimi1ar  

tableisgivenbyBulgren［Bu71］・）Theerrorsoftheqpproximationformulaearegivenas  

Table3．2，WherethetruevaluesarereferredfromBulgren［Bu71］andthevaluesof（3・8）  

and（3．9）areCalculatedbyNewton’smethodinMathematicaforMacintosh・Asisseen  

inTable3．2，thenewapproximationone（3・9）alsobehavescompara七ivelybetterthanthe  

brmer（3・8）  
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Table3．1．Errorsoftheapproximationformulaeofthe  

upper5percentileofF（ul，L／2；入）  

仰  レ1  レ2  truevalue   （3．5）   （3・6）   （3・7）   

3   3   18．2747   0．351   1．136   1．233  
5   10．4166   0．046   0．091   0．134  

10   6．9705  －0．007  －0．015  －0．006  

20   5．7339  －0．015  －0．014  嶋0．022  

30   5．3761  －0．016  －0．011  －0．025  

60   5．0420  －0．016  －0．007  －0．027   

5   17．8235   0．313   1．187  1．234  

9．8105   0．042   0．118  0．138  

10   6．3248   0．000   0．003  0．006  

20   5．0761  －0．006   0．000  －0．004  

30   4．7142  －0．007  0．002  －0．009  

60   4．3754  －0．007  0．006  －0．010   

1 10 3   17．4527   0．283   1．215   1．234  

5   9．3008   0．036   0．130  0．138  

10   5．7593   0．003   0．010  0．011  

20   4．4788  －0．001   0．003  －0．000  

30   4．1030  －0．002   0．004  －0．002  

60   3．7476  －0．002  0．006  －0．003   

1 20 3   17．2565   0．266   1．224   1．233  

5   9．0240   0．032   0．134  0．136  

10   5．4371   0．003   0．011   0．012  

20   4．1206   0．000  0．003   0．001  

30   3．7264  －0．000  0．003  －0．000  

60   3．3461  －0．000  0．004  －0．001   

1 30 17．1894   0．261   1．227  1．232  

5   8．9281   0．030  0．134  0．136  

10   5．3217   0．003   0．011   0．012  

20   3．9869   0．000   0．002   0．001  

30   3．5822   0．000   0．002  0．000  

60   3．1861  －0．000   0．002  －0．000   

1 60 3   17．1216   0．255   1．229   1．231  

5   8．8301   0．029   0．134  0．135  

10   5．2015   0．003   0．011   0．012  

20   3．8431   0．000   0．002  0．001  

30   3．4237   0．000   0．001   0．000  

60   3．0028  －0．000   0．001  －0．000   
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Table3・1（Continued）．  

仰  レ1  レ2  truevalue   （3・5）   （3・6）   （3．7）   
1乃   3   3   27．0002   0．480   1．737   1．880  

5   15．0610   0．065   0．152   0．212  

10   9．8467  －0．003  －0．004   0．006  

20   7．9754  －0．014   0．001  －0．017  

30   7．4329  －0．015   0．008  －0．020  

60   6．9253  －0．016   0．018  －0．023   

、乃   5   26．4595   0．439   1．797   1．869  

14．3345   0．058   0．183   0．211  

10   9．0639   0．004   0．012   0．015  

20   7．1679  －0．004   0．009  －0．004  

30   6．6152  －0．006   0．013  －0．007  

60   6．0957  －0．006   0．019  －0．009   

＼乃  10   26．0297   0．407   1．828   1．859  

5   13．7404   0．050   0．197   0．208  

10   8．3943   0．005   0．017   0．018  

20   6．4479  －0．000   0．007   0．001  

30   5．8716  －0．001   0．008  －0．001  

60   5．3217  －0．002   0．012  －0．002   

ヽ乃  20   3   25．8071   0．390   1．839   1．853  

13．4247   0．046   0．200   0．205  

10   8．0216   0．005   0．017   0．018  

20   6．0253   0．001   0．004   0．002  

30   5．4219   0．000   0．004   0．000  

60   4．8330  －0．000   0．006  －0．000   

＼乃  30   3   25．7317   0．384   1．842   1．850  

5   13．3165   0．044   0．201   0．203  

10   7．8900   0．004   0．017   0．018  

20   5．8703   0．001   0．003   0．002  

30   5．2525   0．000   0．002   0．001  

60   4．6409  －0．000   0．004  －0．000   

ヽ乃  60   3   25．6558   0．379   1．844   1．848  

5   13．2066   0．042   0．201   0．202  

10   7．7542   0．004   0．017   0．017  

20   5．7057   0：001   0．002   0．002  

30   5．0691   0．000   0．001   0．001  

60   4．4242   0．000   0．001   0．000   
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Table3・1（Continued）．  

トβ両  レ1  レ2  truevalue   （3・5）   （3．6）   （3・7）   

2   3   3   44．2219   0．725  2．972   3．146  
5   24．0496   0．096  0．293   0．359  

10   15．2720   0．006  0．017   0．025  
20   12．1132  －0．008  0．021  －0．008  

30   11．1926  －0．011  0．032  －0．013  

60   10．3273  －0．012  0．047  －0．016   

2   5   3   43．6026   0．684  3．030   3．121  
5   23．2049   0．086  0．320   0．352  

10   14．3360   0．008  0．026   0．030  

20   11．1215  －0．001  0．017   0．000  
30   10．1754  －0．003  0．023  －0．003  

60   9．2778  －0．004  0．034  －0．006   

2  10   3   43．1236   0．653  3．059   3．100  
5   22．5334   0．077  0．332   0．345  

10   13．5584   0．008  0．029   0．030  

20   10．2593   0．001  0．009   0．003  
30   9．2693  －0．000  0．011   0．000  

60   8．3113  －0．001  0．017  －0．001   

2  20   3   42．8794   0．637  3．069   3．088  

5   22．1841   0．072  0．335   0．340  

10   13．1375   0．007  0．029   0．030  

20   9．7684   0．001  0．005   0．003  

30   8．7370   0．000  0．005   0．001  

60   7．7144  －0．000  0．007  －0．000   

2  30   3   42．7974   0．632  3．072   3．084  

5   22．0655   0．071  0．335   0．338  

10   12．9914   0．007  0．029   0．029  

20   9．5924   0．001  0．004   0．003  

30   8．5415   0．000  0．003   0．001  

60   7．4852   0．000  0．004   0．000   

2  60   3   42．7150   0．626  3．074   3．080  

5   21．9458   0．069  0．335   0．337  

10   12．8421   0．006  0．028   0．029  

20   9．4086   0．001  0．004   0．003  

30   8．3339   0．000  0．002   0．001  

60   7．2326   0．000  0．001   0．000   
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CHAPTER 4 

ANew‡‡igherOrderApproximation七oaPercentagePoint  

OftheDistributionoftheSampleCorrelationCoe伍cient  

4．1．Introduction   

Intheinf6renceonthecorrelationcoe凪cientpofabivariatenormaldistribution，  

percentagepointsofthedistributionofthesamplecorrelationcoe侃cientplayanimpor－  

tantpart・Let（Xl，n），‥．，（Xn，YL）beindependentandidemiicallydistributedrandom  

VeCtOrSaCCOrdingtothebivariatenormaldistribution・ThenR：＝∑た1（Xi－X）（弟－  

∑た1（Xi－X）2∑た1（yi－Y）2iscalledthesamplecorrelationcoe紀cient，Where  
ア）／   

X＝（1／n）∑た1XiandY＝（1／n）∑た1‡1・ThedensityofRcanbeobtained，butit  

isquitedi航culttogetapercentagepointanalyticallysincethedensityhasacomplicate  

form．Henceitisusefu1toconsiderapproximationformulaeforapercen七agepoi血ofthe  

distributionofR（seeJohnsonetal・［JKB95］，Chapter32）・Oneofthewelトknownways  

toobtainpercentagepointsofthedistributionofRisanormalapproximation（see，e・9・  

Ruben［R66］）・Indeed，forO＜α＜1，WehaveP（R≦rα）≒1－α，Where  

．如何巧一9何巧  

舶  

andq：＝P／仰，WhichyieldstheupperlOOαPerCentilerαOf  1－γ孟   withpα：＝γ。／  

thedistributionofRwiththeupperlOOαPerCentileuαOfthestandardnormaldistribution・  

Anotherw町istouseFisher，stransfbrmation，i・e・Z＝（1／2）log（（1＋R）／（1－R））・Indeed，  

sinceZisasymptotical1ynormallydistributedwithmean（＝（1／2）log（（1＋p）／（1－P））and  

variancel／（n－3），theupperlOOαPerCentilerαisasymptoticallygivenbyE＋（u。／vm）・  

Thehigherorderasymptoticexpansionforthedistributionof七hesamplecorrelationco－  

encientisderivedbyNikiandKomishi［NK84］fromtheFishertransformation，anditis  

extremelyaccu∫ateandverycomplexasisstatedin［JKB95］・   

Inthischapter，inasimi1arwaytoChapterl）Wederiveanewapproximationformula  

。fthepercentagepointuptotheordero（n‾3／2），uSingtheComish－FisherexpanSionfor  

thes七atis七icbasedonalinearco血binationofanormalrandomvariableandchi－random  
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variables（［AT96］）・Innumericalcalculations，thehigher order approximationformula  

isseentobethatit dominatestheabovenormalapproximation，theapproximationby  

Fisher，sZ－tranSfbrmation，etC．andgivesalmostprecisevaluesinvariouscasesofαandp  

evenfbrn＝10（［AT96］）・  

4．2．Anewhigherorderapproximationformulaofapercentagepointofthe  

distributionofthesamplecorrelationcoe侃cient   

Inthissection，firstwederiveanewhigherorderapproximationfbrmulaofapercent－  

agepointofthedistributionofthesamplecorrelationcoefRcientusingtheCornish－Fisher  

expansion．   

Supposethat（Xl，n），…，（Xn，YL）areindependentandidenticallydistributedran－  

domvectors accordingto abivariate normaldistribution with meanvector（0，0）and  

variancesq至andcT宣andcorrelationcoencientp・Thenitisknownthatthedistribution  

Ofthesamplecorrelationcoe払cient  

∑た1（弟一度）（Ⅵ－ア）  

∑た1（弟一皮）2∑た1（℃一宮）2  

dependsononlyp，WhereX＝（1／n）∑た1XiandY＝（1／n）∑た1坑・Lettingn＝  

αXi＋Ui（i＝1，‥．，n）withα＝PO・2／Jl，WeSeethat，foreachi＝1，・・・，n，Xiand〔差  

areindependentlyandnormallydistributedwithmeanOandvarianceso・至ando・宣（トp2），  

respectively．Putting  

∑迄1（ズ元一皮）（省一テ）  
r：＝   

∑た1（ズ査一見）2 
’  

weseethattheconditionaldistributionofT，glVenXl，・・・，Xn，isnormalwithmeanα  

andvarianceg2（1MP2）／∑迄1（Xi－X）2・Let  

∑た1（為一見）2  ∑た1（弟一見）2  

（芸トβ）・  （r－α）＝   Z：＝   

机仰   J2仰  
ThenitisseenthatZisnormauydistributedwithmeanOandvariancel．Put七ingSf：＝  

∑た1（Xi一皮）2／0・至，WeSeethatSfisdistributedaccordingtoachi－Squaredistribution  
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Withn－1degreesoffreedom・Thenwehave  

r＝買（仰孟＋β）・  

Putting  

乃 れ  

〈∑（羊一宮）2－r2∑（ズi一都2）   

豆＝1  宜＝1  

翼‥＝  

J書（1一〆）  

1  

m  

（ト月2）∑（羊－テ）2，  
壱＝1  

J宣（1－〆）  

WeSeethatSぎisindependentofXl，・・・，XnandZandisdistributedaccordingtoa  

Chi－SquaredistributionwithnM2degreesoffreedom．Ⅵ屯alsohave  

Jlrぶ1仰  
月＝r  

J2何方。’   

which yields 

属  Jlrぶ1  Z   
＋  

頁  

β  β1  

、1－〆52  

Hencewe obtain  

月  r  

叩≦r）＝P（  

Putting  

p：＝  
仰’  Y‘ 仰’  

we have 

（4．1）  P（R≦り＝タ（Z＋挿1－pβ2≦0）．  

Theabovederiva七ionisstatedinTakeuchi［Ta75】toobtaintheexactdensityfunctionof  

R（seealsoJolmsonetal・［JKB95］）・ItisalsonotedthatZ，SfandS2areindependent・  
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Inordertogetahigherorderapproximationformulaofapercentagepoint。fthe  

distributionofR，We丘rsthavefrom（1・1）and（1．2）   

（4・2）  且（gl）＝ぶてゐ乃＿1， 且（∫2）＝応巧あm＿2，  

Ⅴ（gl）＝（m－1）（ト戒＿1），Ⅴ（g2）＝（れ－2）（トわま＿2），  

andV（S）denotesthevarianceofS．Since  

（4・3）  且（Z＋挿1－pg2）＝9ぶてゎれ＿1－p√㌻巧むれ＿2，  

Ⅴ（Z＋曾ぶ1－p∫2）＝Ⅴ（Z）＋ヴ2v（gl）＋p2v（β2）  

＝1＋ヴ2（乃－1）（ト戒＿1）＋p2（乃－2）（ト戒＿2），  

it払1lowsthatZ＋qSl－PS2isnormalizedas  

Z＋9（gl一 杯7われ－1卜p（g2－√巧われ＿2）  
（4・4）  Ⅳ：＝  

（1＋曾2（m－1）（1一昭＿1）＋p2（m－2）（1－わ孟＿2））1／2’  

Whichimplies  

且（Ⅳ）＝0， Ⅴ（Ⅳ）＝1．   

Note that the statistic Wis based on alinear combination ofa normalrandom variable   

and chi－randomvariables．   

FbranyαWithO＜α＜1；thereexistsarαSuChthatP（R≦rα）＝1－α・Therα  

iscalledtheupperlOOαperCentileofthedistributionofthesamplecorrelationcoefRcient  

R．Thenwehavefrom（4．1）and（4・4）  

（4．5）1－α＝P（属≦γα）＝ア（Z＋曾∫1－pαg2≦0）  

一曾何われ＿1＋pα√巧らm＿2  
＝ア〈鶴≦  

（1＋q2（れ－1）（1一妃＿1）＋兎（乃－2）（1  

Inasimi1arwayto  1－r孟andl叱denotesWwithpαinsteadofp・   wherep。＝γα／  

Chapterl，WeObtainanapproximationfbrmulaofthepercen七agepointuptotheorder  

o（n－3／2），uSingtheComish－FisherexpansionfbrthestatisticW・Inordertodosowe  

needthethirdandfburthcumulantsofW．  
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Lemma4．1． methirdandjburthcumulantsqFZ＋qSl－PS2are9ivenby  

尺3（Z＋挿1－p∫2）  

＝絢－1）3／2ゎm－1〈2（あ孟－1－1）＋よ了トp3（m－2）3′2ゎれ－2〈2批2－1）＋よち）  

α乃d  

K4（Z＋ヴ∫1－pg2）  

＝2抑（m－1）（－1＋2（ト戒＿1））＋（m－1）2（2（1一妃＿1ト3（ト戒＿1）2）］   

＋2p4【（m－2）ト1＋2（1一咤＿2））＋（m－2）2（2（1－あま＿2卜3（ト戒＿2）2）］，   

γe叩eC軌egy，カrれ≧3．  

Proof． Since，byLemmal．1，  

且（gl）＝√7わm＿1，且（g2）＝√言うあm－2，且（β至）＝m－1，β（方言）＝m－2，   

瑠）＝（m刊3／2（1・よ） 虹項■和樹＝（m－2）3′2（1＋ふ）ゎm－2，  
it follows that 

代抽）＝耶1－√てわれ－1）3］＝（m－1）3′2ゎれ－1〈2批1－1）＋よ〉，   

瑚2）＝月賦－√ぅわ几－2）3］＝（m－2）3′2らm－2〈2批2－1）＋詩〉・  

Thenwe have   

凡3（Z＋すぎl－pぶ2）  

＝叫（Z＋曾（gl一声てゎれ＿1卜p（g2－√F豆むn－2））3］  

＝且（Z3）＋曾3呵（gl一√てむm＿1）3卜p3丘■【（ぶ2一掃丁‰－2）3］  

＝ヴ3代3（ぶ1トp3K3（g2）  

＝q3（m∵－1）3／2ゎm－1〈2批1－1）＋訂㌔卜和一2）3′2bm－2〈2批2－1）＋完圭〉・  
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Since，byLemmal．2，  

呵（gl－√1むm－1）4］＝2（れ－1）（ト2緩＿1）＋（m－1）2（ト緩＿1）（1＋哺＿1），   

呵（g2－√言うわm－2）4］＝2（m－2）（ト2ゐ孟＿2）＋（m－2）2（ト戒＿2）（1＋3妃＿2），  

itbllowsfrom（4・2）that   

（4・6）  呵（Z＋曾（β1一高＝軋－1トp（g2－√「＝うむm＿2））4］  

＝β（Z4）＋揮［（gl一読＝軋－1）4］再紬［（g2－√言ぅわれ＿2）4］  

＋的2月（Z2）Ⅴ（gl）＋p2q2v（gl）Ⅴ（g2）＋p2且（Z2）Ⅴ（g2））  

＝3＋q4（2（m－1）（ト2軋1）＋（m－1）2（ト戒＿1）（1＋3ぁま＿1））  

再4（2（乃－2）（ト2む孟＿2）＋（乃－2）2（ト戒＿2）（1＋瑚＿2））  

＋6（92（几－1）（ト戒＿1）＋p2曾2（乃－1）（m－2）（ト戒＿1）（ト戒＿2）  

＋p2（m－2）（1一妃－2））．   

針om（4．3）and（4．6）wehave  

K4（Z＋曾gl－pg2）  

＝呵（Z＋9（gl－J㌃＝7白花－1卜p（S2－√言ぅわm＿2））4］   

－3（Ⅴ（Z＋q（gl－√てゎれ－1トp（∫2一高＝軋＿2）））2  

＝曾4［2（m－1）（ト飴芝＿1）十（m－1）2（1一妃＿1）（4－3（ト戒＿1）ト3（m∵－1）2（1－咤＿1）2］   

＋p4［2（れ－2）（1－2むま＿2）十（m∵－2）2（ト戒＿2）（4－3（1－緩＿2）ト3（m－2）2（1一紙＿2）2】．   

□  

Lemma4・2・ fbrastmcientlylaryen  

V（Z両方l一班）＝1十（p2＋拘〈  
1 1   1  

2 8†116γも2  ＋0（去）〉，   
q3－p3  （1＋去）＋0（宗），  ㍍3（Z＋曾gl－pぶ2）＝   
41β  

K4（Z＋か抑＝0（去）・  
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Proof・Ftom（1・8），（1・9）and（4・3）wehaveforasuEicientlylargen  

V（Z＋曾gl－pぶ2）  

＝1＋q2（れ－1）（ト咤＿1）再2（乃－2）（ト戒＿2）  

1＋q2（m－1）〈  

＋和一2）（  

1  1  

8（m二‾i平‾i両‾＝了平     16（乃－1）3  2（れ－1）  

1  1  1  

8（m∵－2）216（乃－2）3  2（乃－2）  

＝1＋（p2＋巧言－  

Since，by（1・8）and（1・9），  

1   1   

8れ 16乃2  ＋0（嘉）〉・  

〝勒〈2（む三川＋三）＝か＋去）＋0（宗），  
itfo1lowsfromLemma4．1that  

K3（Z＋9ぶ1－pβ2）  

〉＋0（宗）  4（m－2）  

FromLemma4．1and（1．9）wehave  

佗4（Z＋曾gl－pβ2）  

＝942（両）小  ［〈よ  
1  1  

＋0（去））  4（m－1）2 8（れ－1）3  

1  1  1  

＋0（嘉））  
＋（れ－1）2〈4（  

2（乃－1）8（m－1）2 16（れ－1）3  

・0（去））〉］   8（m－1）3  

＋p4［2（m－2）（－1＋  
1  1  

＋0（去））  m－2 4（m－2）2 8（れ－2）3  

1  1   

＋0（去））   
・（m－2）2〈4（  

2（れ－2）8（m∵－2）2  16（m－2）3  

＋0（嘉）））］  8（和一2）3  

＝0（嘉）・  
□  
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Lemma4・3・ methirdandhurthcumulantsqfWare9ivenby  

曾3（m－1）3′2占れ－1〈2批1－1）＋嘉トp3（m－2）3′2むn－2〈2（わ孟－2－1）＋孟〉  

K3（Ⅳ）＝   
（1＋92（れ－1）（1－ぁま＿1）＋p2（m－2）（1一昭＿2））3／2  

カγm≧3α乃d  

毎Ⅳ）＝0（去）   

わγα叫伊c宜e乃軸gα巧eTl．  

Theproofisstraightforwardfrom（4・4）andLemmas4．1and4．2．Usingthe Comish－  

Fisher expansion，WeCanObtainahigherorder approximationformulaofapercentage  

POintofthedistributionofthesamplecorrelationcoe航cientR．WbdenoteWwithpct  

insteadofpbyW云．  

Theorem4・1・ me叩peγ100αpeγCe†lf宜geγα扉兢e d由か伽如れ毎月cαmあe der血ed  

かm兢eJbγmひgα  

（4・7）  

－q√7わ乃＿1＋pα√巧われ＿2  

＝小言（山喜項鵡）＋0（嘉）  （1＋曾2（m－1）（1一咤＿1）＋虎（m－2）（1一昭＿2））1／2  

叩わ兢eordeγ0（炉3／2），ひ九eγe鮎＝rα／   1－γ孟αmd祝。由兢e叩peγ100αperCem据ゎ扉  

兢eβねm血γdmomαJd由打加ゎれ肌d㍍3（lγ云）由g血eれれエemmαイ．β．  

Proof・Rom（4．5）andLemma4・3wehavebytheComish－Fisherexpansion  

－ヴ√1ゎれ＿1＋pα√巧むm＿2  

（1＋q2（れ－1）（1－わま＿1）＋虎（m－2）（1一鴫＿2））1／2  

＝祝α＋言凡3（鶴）（成一1）＋去K4（鶴）（成一3現出0（嘉）  

＝恥＋芸（成一1）代3（靴）＋0（  

Wherel穐denotesWwithpainsteadofpandIC3（W）isgiveninLemma4・3・  口  
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Ifweignorethesecondtermoftheright－handsideof（4・7），i■e・  

一神石「‰＿1＋p。声巧むn＿2  
＝祝α＋0（1），  （4．8）   

（1＋92（m－1）（1一咤＿1）＋虎（れ－2）（1－わ孟＿2））1／2   

whichiscalledthefirst orderapproximation．Since，by（1．8），＼序bv≒  

払1lows tbat  

リー（1／2），it  

（4．9）  一曾√てわm－1＋pα√巧わn－2≒p。   

Italsobllowsfrom（4・3）andLemma4・2that  

（4．10）  1＋ヴ2（m－1）（1－わ芝＿1）＋克（和一2）（ト戒＿2）  

鈷om（4．8），（4・9）and（4・10）wehave  

恥師巧一曾併巧   

＝ミ鋸α，  

pま＋q2＋2   

whichyieldsthewell－knownnormalapproximationた）rmula  

（4m－8）曾2＋2（2γもー5）一視孟曾2－2鳩  （2m－3）（2γい5）＋祝α  
（4・11）   鉛≒  

2γい－5一鳩  

（see，e・g・Y瓦mautietal・［Y72］）・   

NextweconsideranaJpprOXimationtothepercentagepoin七byFisher）sZ－tranSfoト  

mation．Let  

z＝去log（言霊）・  

ThenitisknownthatZisasyrnptotical1ynormauydistributedwithmean（1／2）log（（1＋  

p）／（トp））andvariancel／（n－3）払rasu瓜cientlylargen・HencewehavefbrO＜α＜1  

トα＝ア（月≦γ。）＝P（Z≦zα）≒◎（√巧（zα－Ⅲ，   

where  

zα＝， 
ぐ＝log  

Then七heupperlOOαPerCentilerαOfthedistributionofRisgivenby  

e2zα一1  

（4．12）  γαモ   
e2ヱα十1  

withz。＝（＋（uα／Jm）．SeeJolmsonetal■［JKB95］forotherqpproximationstothe  

distributionofthesamplecorrelationcoe飴cient・  
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4・3・Evaluationofthenewapproximationfbrmulaincomparisonwithothers  

forthe samplecorrela七ioncoe侃cient   

Inthissectionwenumerica11ycomparethehigherorderapproximationformula（4・7）  

Withthefirstorderapproximation（4．8），thenormalapproximation（4・11）andtheapprox－  

imation（4．12）byFisher，sZ－tranSfbrmationwhenα＝0．990，0．975，0．950，0．900，0．750，  

0．500，0・250，0・100，0・050，0・025，0・010，β＝0．000，0．100，0．200，0．300，0・400，0．500，0．600，  

0．700，0．800，0・900，0・950，n＝10，20，30．Theerrorsofthe approxima七ionformulae are  

givenasTables4・4to4・15，Wherethetruevaluesofpercentagepointsofthedistribution  

Ofthesamplecorrelationcoe飽cientarereferredfromOdeh［Od82］andmadeasTables4．1  

to4．3．Thevaluesof（4・7）and（4．8）arecalculatedbyNewton，smethodinMathemaiica  

forMacintosh・AsisseeninTables4・4to4．15，theapproximation氏）rmula（4・7）dominates  

theothers andgives almostprecisevaluesinvariousca5eSOfαandpevenfbrn＝10．  

Fhrther，fortheabovevaluesofα，Pinthecaseofn＝20and30，七heerrorsof七hefbrmula  

（4．7）are士0・000（seeTables4・5and4・6）・Hencetheformula（4・7）canberecommended  

as agoodoneto derivepercentagepointsofthedistributionofthesamplecorrela七ion  

coe侃cient．  

Table4．1．nuevaluesofpercentagepointsofthedistributionofsamplecorrelation  

coefRcientreferred丘・OmOdeh（1982）whenn＝10  

β＼α  ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

．000  －．71546  一．63190  ー．54936  一．44280  －．24230  ・．24230  ．44280  ．54936  ．63190  ．71546   

．100  －．65913  ー．56326   －．47035  －．35294  ー．13946  ．33984  ．52436  ．61942  ．69167  ．76362   

．200  ー．59262  ー．48394  ー．38091  一．25385  一．03131  ．43214  ．59848  ．68177  ．74403  ．80514   

．300  ー．51325  －．39164  ＿．27930  －．14452  ．08211  ．51930  ．66592  ．73746  ．79014  ．84122   

．400  －．41737  ー．28345  ＿．16343  ＿．02386  ．20064  ．60146  ．72735  ．78735  ．83096  ．87278   

．500  －．29999  －．15565  －．03083  ．10927  ．32408  ．67880  ．78340  ．83221  ．86726  ．90057   

．600  －．15407  ー．00345  ．12142  ．25606  ．45211  ，75150  ．83462  ．87265  ．89969  ．92516   

．700  ．03046  ．17930  ．29667  ．41763  ．58430  ．81976  ．88147  ．90922  ．92877  ．94705   

．800  ．26826  ．40049  ．49875  ．59501  ．72014  ．88379  ．92441  ．94238  ．95494  ．96661   

．900  ．58091  ．67004  、73180  ．78900  ．85895  ．94380  ．96380  ．97253  ．97858  ．98417   

．950  ．77469  ．82664  ．86126  ．89237  ．92925  ．97236  ．98228  ．98658  ．98955  ．99229   
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Table4・2・Thevaluesofpercentagepointsofthedistributionofsamplecorrelation  

COe瓜cientreferredfromOdeh（1982）whenn＝20  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100  ．050   ．025   ．010   

．000  ー．51550  一．44376  －．37834  ー．29921  ー．16015  ．16015  ．29921  ．37834  ．44376  ．51550   

．100  －．43575  一．35722  －．28665  ー．20262  －．05831  ．25866  ．38997  ．46308  ．52266  ．58713   

．200  －．34656  －．26203  －．18730  t．09978  ．04687  ．35383  ．47527  ．54151  ．59478  ．65173   

．300  ー．24634  ー．15703  ー．07948  ．00971  ．15535  ．44569  ．55547  ．61420  ．66087  ．71019   

．400  －．13317  ー．04086  ．03770  ．12629  ．26709  ．53427  ．63092  ．68169  ．72158  ．76331   

．500  －．00467  ．08804  ．16522  ．25042  ．38201  ．61962  ．70192  ．74442  ．77747  ．81172   

．600  ．14210  ．23152  ．30417  ．38256  ．50001  ．70179  ．76878  ．80282  ．82904  ．85597   

．700  ．31077  ．39174  ．45577  ．52315  ．62097  ．78083  ．83177  ．85726  ．87671  ．89655   

．800  ．50591  ．57121  ．62131  ．67264  ．74475  ．85684  ．89114  ．90807  ．92088  ．93385   

．900  ．73324  ．77284  ．80222  ．83146  ．87116  ．92987  ．94715  ．95556  ．96188  ．96824   

．950  ．86117  ．88300  ．89890  ．91450  ．93529  ．96529  ．97395  ．97815  ．98128  ．98443   

Table4・3・Truevaluesofpercentagepointsofthedistributionofsamplecorrelation  

COe紀cientreferredfromOdeh（1982）whenn＝30  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

．000  ー．42257  ー．36101  －．30606  －．24075  －．12808  ．12808  ．24075  ．30606  ．36101  ．42257   

．100  ー．33517  ー．26908  ー．21081  －．14244  －．02663  ．22689  ．33432  ．39550  ．44636  ．50270   

．200  －．23958  ー．16991  ー．10930  ー．03912  ．07744  ．32307  ．42339  ．47956  ．52575  ．57637   

．300  －．13470  －．06273  －．00100  ．06944  ．18412  ．41663  ．50820  ．55866  ．59971  ．64426   

．400  －．01929  ．05333  ．11463  ．18355  ．29337  ．50758  ．58898  ．63314  ．66872  ．70698   

．500  ．10816  ．17922  ．23821  ．30346  ．40517  ．59593  ．66592  ．70334  ．73321  ．76506   

．600  ．24939  ．31605  ．37039  ．42946  ．51945  ．68173  ．73924  ．76956  ．79356  ．81894   

．700  ．40647  ．46506  ．51187  ．56183  ．63616  ．76500  ．80914  ．83210  ．85012  ．86905   

．800  ．58188  ．62763  ．66341  ．70086  ．75522  ．84577  ．87578  ．89119  ．90320  ．91572   

．900  ．77855  ．80536  ．82584  ．84683  ．87653  ．92409  ．93935  ．94709  ．95307  ．95928   

．950  ．88593  ．90044  ．91139  ．92250  ．93800  ．96234  ．97003  ．97390  ．97689  ．97998   
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Tb・ble4・4・Theerrorsofthenewhigherorderapproximationformula（4．7）forn＝10  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050  ．025  ．010   

．000  －．0002  －．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ．0002   

．100  ー．0001  ．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0001  ．0002   
．200  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ．0001  ．0004   

．300  －．0000  ー．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0005   

．400  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ．0001  ．0002  ．obo5   

．500  －．0000  ー．0000  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0006   

．600  ー．0001  ー．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0006   

．700  ー．0002  －．0001  一．0001  ．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ．0001  ．0002  ．0005   

．800  ー．0007  －．0003  －，0001  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0004   

．900  －．0015  ー．0005  －．0002  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ．0001  ．0002   

．950  －．0014  －．0004  －．0001  ー．0000  ー．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  ．0001  ．0001   

Table4・5・Theerrorsofthenewhigherorderapproximationformula（4．7）forn＝20  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025  ．010   

．000  一．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0000  一．0000  ．0000   

．100  ．0000  －．0000  ．0000  一．0000  ー．0000  一．0000  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000   

．200  ．0000  －．0000  ー．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000   

．300  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000   

．400  ．0000  ．0000  －．0000  ー．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  ー．0000  ー．0000   ．0001   

．500  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0001   

．600  －．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ー．0000  ．0000  ．0000  ．0001   

．700  －．0001  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0001   

．800  ー．0001  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0001   

．900  ー．0002  －．0001  ．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ．0000   

．950  －．0001  －．0000  ー．0000  －．0000  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ・9000   
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Table4・6・Theerrorsofthenewhigherorderapproximationformula（4．7）forn＝30  

p＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

・POO  ．0000  ー．0000  ．0000  －．0000  ．0000  一．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000   

．100  ．0000  ．0000  ー．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  －．0000  一．0000  ．0000   

て200  ．0000  一．0000  －．0000  －．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ー．0000   
．300  －．0000  ー．0000  ー．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000   

．400  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ー．0000  ．0000  ．0000  ．0000   

．500  ー．0000  ．0000  ．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000   

．600  －．0000  －．0000  －．0000  －．0000  一．0000  ．0000  ．0000  ー．0000  ー．0000  ．0000   

て00  一．0000  －．0000  ー．0000  ．0000  一．0000  ー．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000   

．800  一．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  ー．0000  －．0000  ．0000  ．0000   

．900  ー．0001  －．0000  ．0000  ．0000  ．0000  －．0000  ．0000  －．0000  －．0000  －．0000   

．950  －．0000  ．0000  －．0000  一．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ．0000  ー．0000  －．0000   

Table4・7・Theerrorsofthefirstorderapproximationformula（4．8）forn＝10  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900  ．750   ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   

．000  ー．0090  ー．0040  －．0016  ー．0003  ．0000  －．0000  ．0003  ．0016  ．0040  ．0090   

．100  －．0073  ー．0029  －．0010  －．0002  ．0000  －．0001  ．0005  ．0021  ．0050  ．0103   

．200  －．0055  一．0019  ー．0006  －．0001  ．0000  －．0002  ．0007  ．0027  ．0057  ．0111   

．300  －．0039  ー．0013  －．0005  －．0001  ．0001  ー．0003  ．0008  ．0030  ．0062  ．0113   

．400  －．0032  －．0014  ー．0007  －．0003  ．0002  －．0004  ．0010  ．0033  ．0063  ．0110   

．500  ー．0042  ー．0025  ー．0015  ー．0005  ．0003  －．0005  ．0010  ．0032  ．0060  ．0101   

．600  ー．0078  －．0049  ー．0028  一．0009  ．0004  一．0005  ．0010  ．0030  ．0054  ．0088   

．700  －．0148  ー．0086  －．0044  ー．0013  ．0004  －．0005  ．0009  ．0026  ．0045  ．0070   

．800  －．0244  ー．0124  ー．0057  ー．0014  ．0004  －．0004  ．0007  ．0019  ．0032  ．0049   

．900  －．0297  －．0127  －．0052  －．0012  ．0003  －．0003  ．0004  ．0010  ．0017  ．0026   

．950  －．0232  －．0090  －．0034  －．0007  ．0002  一．0001  ．0002  ．0005  ．0009  ．0013   
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1もble4・8・Theerrorsofthefirstorderapproximationformula（4．8）forn＝20  

六亭   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   
・000  －．0014  －．0006  ー．0002  ー．0000  ．0000  －．0000  ．0000  ．0002  ．0006  ．0014   

．100  －．0009  －．0003  －．0001  －．0000  －．0000  －，0000  ．0001  ．0004  ．0009  ．0020   

．200  ー．0005  －．0002  －．0001  ．0000  －．0000  一．0000  ．0001  ．0006  ．0013  ．0026   

．300  －．0004  －．0002  ー．0001  －．0000  －．0000  －．0001  ．0002  ．0008  ．0016  ．0030   

．400  －．0008  －．0005  一．0003  －．0001  ．0001  ー．0001  ．0003  ．0009  ．0018  ．0033   

．500  －．0017  ー．0011  ー．0006  ー．0002  ．0001  ー．0001  ．0003  ．0010  ．0019  ．0034   

．600  －．0031  －．0018  一．0009  一．0003  ．0001  －．0002  ．0003  ．0010  ．0018  ．0032   

．700  －．0049  －．0026  －．0013  ー．0004  ．0001  ー．0002  ．0003  ．0009  ．0017  ．0028   

．800  －．0064  ー．0032  ー．0015  ー．0004  ．0001  ー．0001  ．0002  ．0007  ．0013  ．0021   

．900  一．0059  －．0027  ー．0012  －．0003  ．0001  －、0001  ．0001  ．0004  ．0007  ．0012   

．950  －．0040  ー．0018  ー．0007  －．0002  ．0001  ー．0000  ．0001  ．0002  ．0004  ．0006   

Table4・9・Theerrorsofthe丘rstorderapproximationformula（4・8）forn＝30  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   

．000  ー．0005  －．0002  －．0001  －．0000  ．0000  ー．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0005   

．100  －．0003  －．0001  －．0000  －．0000  －．0000  －．0000  ．0000  ．0001  ．0004  ．0008   

．200  一．0001  一．0001  －．0000  ー．0000  ．0000  －．0000  ．0001  ．0003  ．0006  ．0011   

．300  －．0002  －．0001  ー．0001  ．0000  ．0000  －．0000  ．0001  ．0003  ．0007  ．0014   

．400  －．0005  一．0003  一．0002  －．0001  ．0000  －・0001  ．0001  ．0004  ．0009  ．0017   

．500  －．0010  ー．0006  －．0003  －．0001  ．0000  ー．0001  ．0002  ．0005  ．0010  ．0018   

．600  －．0018  ー．0010  一．0005  －．0002  ．0001  ー．0001  ．0002  ．0005  ．0010  ．0018   

．700  －．0025  －．0014  ー．0007  ー．0002  ．0001  －．0001  ．0001  ．0005  ．0009  ．0016   

．800  －．0030  －．0015  ー．0007  一．0002  ．0001  ー．0001  ．0001  ．0004  ．0007  ．0012   

．900  －．0026  －．0012  －．0006  －．0001  ．0000  －．0000  ．0001  ．0002  ．0004  ．0007   

．950  －．0017  一．0008  ー．0003  －．0001  ．0000  ．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0004   
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Table4．10．Theerrorsofthenormalapproximationfbrmula（4．11）forn＝10  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750  ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   
．000  ー．0127  －．0067  －．0035  一．0015  －．0003  ．0003  ．0015  ．0035  ．0067  ．0127   

．100  －．0109  ー．0053  －．0027  t．0011  ー．0003  ．0004  ．0019  ．0043  ．0078  ．0141   

．200  一．0088  －．0041  －．0020  ー．0009  －．0003  ．0004  ．0023  ．0050  ．0087  ．0149   

．300  －．0070  ー．0034  －．0018  ー．0010  ー．0003  ．0005  ．0026  ．0055  ．0092  ．0149   

．400  －．0063  ー．0035  ー．0022  －．0013  －．0004  ．0005  ．0028  ．0057  ．0091  ．0143   

．500  －．0075  ー．0050  －．0034  －．0020  －．0005  ．0005  ．0029  ．0055  ．0086  ．0130   

．600  －．0120  －．0082  －．0054  一．0029  －．0006  ．0005  ．0027  ．0050  ．0077  ．0112   

．700  －．0205  ー．0131  ー．0079  ー．0038  －．0007  ．0004  ．0023  ．0042  ．0063  ．0089   

．800  －．0322  －．0181  －．0099  －．0043  －．0007  ．0003  ．0017  ．0031  ．0045  ．0062   

．900  ー．0385  ー．0184  －．0089  －．0034  一，0005  ．0002  ．0010  ．0017  ．0024  ．0032   

．950  －．0302  －．0130  －．0059  一．0022  －．0003  ．0001  ．0005  ．0009  ．0012  ．0016   

Table4・11・Theerrorsofthenormalapproximationformula（4・11）forn＝20  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   

．000  －．0020  －．0010  －．0005  －．0002  ．0000  －．0000  ．0002  ．0005  ．0010  ．0020   

．100  －．0014   －．0006  －．0003  －．0001  －．0000  ．0001  ．0003  ．0007  ．0014  ．0027   

．200  ー．0009  ー．0004  ー．0002  －．0001  －．0000  ．0001  ．0004  ．0010  ．0019  ．0034   

．300  ー．0008  －．0005  －．0003  ー．0002  －．0001  ．0001  ．0006  ．0013  ．0023  ．0039   

．400  －．0013  ー．0009  －．0006  －．0004  ＿．0001  ．0001  ．0007  ．0015  ．0025  ．0042   

．500  ー．0024  －．0016  －．0011  －．0006  －．0001  ．0001  ．0008  ．0016  ．0026  ．0042   

．600  ー．0041  ー．0026  ー．0016  －．0008  －．0002  ．0001  ．0008  ．0016  ．0025  ．0040   

．700  －．0063  －．0038  －．0022  －．0010  －．0002  ．0001  ．0007  ．0014  ．0023  ．0034   

．800  －．0081  ー．0045  －．0025  ー．0011  一．0002  ．0001  ．0006  ．0011  ．0017  ．0026   

．900  ー．0075  ー．0038  －．0020  ー．0008  －．0001  ．0000  ．0003  ．0007  ．001．0  ．0014   

．950  －．0050  ー．0025  ー．0012  ー．0005  －．0001  ．0000  ．0002  ．0003  ．0005  ．0008   
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Table4・12・Theerrorsofthenormalapproximation払rmula（4．11）forn＝30  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750  ．250  ．100  ．050  ．025  ．010   
．000  －．0007  －．0003  一．0002  －．0001  －．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0003  ．0007   

．100  －．0004  一．0002  一．0001  －．0000  －．0000  ．0000  ．0001  ．0003  ．0006  ．0011   

．200  一．0003  －．0001  －．0001  ー．0001  －．0000  ．0000  ．0002  ．0004  ．0008  ．0015   

．300  ー．0004  －．0002  －．0002  －．0001  －．0000  ．0000  ．0003  ．0006  ．0010  ．0018   

．400  －．0007  ー．0005  －．0003  －．0002  －．0000  ．0000  ．0003  ．0007  ．0012  ．0021   

．500  －．0014  ー．0009  ー．0006  ー．0003  －．0001  ．0001  ．0004  ．0008  ．0013  ．0022   

．600  －．0023  ー．0014  －．0009  －．0004  ー．0001  ．0001  ．0004  ．0008  ．0014  ．0022   

．700  ー．0032  －．0019  －．0011  －．0005  一．0001  ．0001  ．0004  ．0008  ．0012  ．0019   

．800  －．0038  －．0021  －．0012  －．0005  ー．0001  ．0000  ．0003  ．0006  ．0010  ．0015   

．900  －．0032  一．0017  一．0009  ー．0004  ー．0001  ．0000  ．0002  ．0004  ．0006  ．0009   

．950  －．0021  －．0011  －．0006  －．0002  ー．0000  ．0000  ．0001  ．0002  ．0003  ．0005   

Table4．13．Theerrorsoftheapproximationformula（4．12）  

byFisher’sZ－tranSformation払rn＝10  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

．000  ．0094  ．0023  －．0029  －．0069  －．0073  ．0073  ．0069  ．0029  ー．0023  －．0094   

．100  ．0070  ー．0020  －．0084  ー．0133  －．0139  ．0012  ．0017  －．0013  －．0053  －．0107   

．200  ．0034  －．0076  t．0151  －．0206  －．0208  ー．0040  －．0024  －．0043  －．0072  ー．0112   

．300  －．0019  －．0147  ー．0231  －．0286  －．0276  －．0080  －．0053  －．0063  －．0082  －．0110   

．400  －．0091  －．0235  ー．0321  －．0368  －．0335  ー．0109  ー．0072  －．0074  －．0085  ー．0103   

．500  ー．0185  －．0335  －．0414  －．0444  －．0379  －．0124  －．0080  ー．0076  －．0081  ー．0092   

．600  －．0299  ー．0442  ー．0501  ー．0503  ー．0399  ー．0126  －．0079  一．0072  －．0072  ー．0078   

．700  ー．0424  －．0535  ー．0559  一．0524  －．0385  ー．0114  －．0070  一．0061  ー．0059  －．0061   

．800  －．0524  －．0572  ー．0550  ー．0479  ー．0324  ー．0089  ー．0053  ー．0045  －．0042  ー．0042   

．900  ー．0489  －．0461  －．0405  －．0326  －．0201  －．0051  －．0030  －．0024  －．0022  －．0021   

．950  一．0338  －．0294  －．0246  －．0189  －．0111  ー．0027  －．0016  一．0013  ー．0011  ー．0011   
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Table4．14．Theerrorsoftheapproximationformula（4．12）  

byFisher，sZ－tranSformationforn＝20  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

．000  ．0044  ．0012  －．0007  －．0020  －．0020  ．0020  ．0020  ．0007  －．0012  －．0044   

．100  ．0025  －．0012  －．0034  一．0048  ー．0049  －．0007  －．0005  ー．0015  ＿．0031  －．0057   

．200  ．0000  －．0040  曽．0064  －．0079  ー．0077  －．0031  －．0026  －．0033  －．0045  ー．0066   

．300  ー．0030  －．0073  －．0097  －．0110  －．0104  －．0050  －．0041  一．0045  ー．0054  ー．0069   

．400  －．0065  －．0108  －．0130  －．0139  ー．0127  ー．0064  －．0051  ー．0052  ー．0058  －．0069   

．500  ー．0102  －．0142  －．0160  －．0164  －．0143  ー．0071  －．0056  －．0054  ー．0057  －．0064   

．600  －．0139  ー．0171  ー．0182  －．0178  －．0150  －．0072  －．0055  －．0052  －．0052  －．0056   

．700  －．0166  一．0187  一．0189  ー．0178  ー．0143  －．0066  ー．0049  －．0045  －．0044  ー．0046   

．800  －．0172  －．0178  ー．0171  －．0155  ー．0118  －．0052  －．0038  －．0034  －．0032  －．0033   

．900  疇．0131  一．0126  ー．0115  －．0100  －．0072  －．0030  －．0021  一．0019  －．0017  ー．0017   

．950  －．0080  ー．0074  －．0067  －．0056  ー．0040  －．0016  －．0011  －．0010  －．0009  －．0009   

Table4．15．Theerrorsoftheapproximationformula（4．12）  

byFisher’sZ－tranSfbrmationfbrn＝30  

β＼α   ．990   ．975   ．950   ．900   ．750   ．250   ．100   ．050   ．025   ．010   

．000  ．0026  ．0007  －．0003  ー．0010  －．0010  ．0010  ．0010  ．0003  ー．0007  －．0026   

．100  ．0011  －．0009  ー．0021  ー．0028  －．0028  －．0007  －．0006  －．0012  －．0021  ー．0036   

．200  ー．0006  －．0028  ー．0040  －．0048  －．0046  －．0023  －．0020  －．0024  ー．0031  －．0044   

．300  －．0026  ー．0048  －．0060  －．0066  ー．0063  －．0035  －．0031  －．0033  ー．0038  －．0048   

．400  －．0048  ー．0069  －．0079  －．0084  －．0077  ー．0045  －．0038  －．0039  －．0042  ー．0049   

．500  －．0069  －．0088  －．0096  －．0097  －．0087  －．0050  ー．0042  －．0041  －．0043  －．0047   

．600  －．0088  ー．0102  ー．0106  ー．0104  －．0090  －．0051  一．0041  ー．0039  ー．0040  ー．0042   

．700  一．0099  －．0108  －．0108  ー．0102  －．0085  －．0046  －．0037  ー．0034  ー．0034  ー．0035   

．800  －．0096  －．0098  －．0095  －．0088  －．0070  －．0037  －．0029  ー．0026  －．0025  一．0025   

．900  －．0069  －．0067  ー．0062  －．0055  －．0043  －．0021  －．0016  －．0015  ー．0014  －．0014   

．950  一．0041  ー．0038  －．0035  ー．0031  －．0023  ー．0011  －．0009  ー．0008  －．0007  －．0007   
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