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INTRODUCTION  

Let（X，X）beanormaln－dimensionali＄01a・tedsingularityoverthecomplexnum－  

berfieldCandf：（M，A）→（X，X）aresolutionofthesingularity（X，X）withthe  

exceptionallocusA＝f‾1（x）．WbsayaresolutionfisgoodifAisadivisorofnor－  

malcrossings．Thegeometricgenusofthesingularity（X，X）isdefinedbyp9（X，X）＝  

dimc（Rn‾1f．OM）c．Wa．tanabe【Wtl】introducedpluri－genera（6m（X，X））mENWhich  

CarrymOrepreCiseinformationoftheslngularity，WhereNisthesetofpositivein－  

tegers．Thepluri－genera（6m（X，X））m∈NCanbecomputedonagoodresol11tion，and  

61（X，X）＝P9（X，X）・Ourmotiveproblem80fthispapera・rethefo1lowing‥（1）Whatis  

theinformationofasingula．ritywhichde七erminetheplurigenera？（2）Ca・nthepluri－  

genera．（6m）m∈Nbedeterminedby（6m）m∈NforsomefimitesubsetN（determined  

bythesingularity）ofN？  

ln七hi8Paper，WeWOrkonlyonsurfaceslngularities，SO“aSlngularity”alwaysmeans  

aSteingermofanormalsurfacesingularityoverC．Asingularity（X，X）issaidto  

beratiOnal（resp・e11iptic）ifp9（X，X）＝0（resp・1）・Asingularity（X，X）issaidtobe  

Gorensteinifthereexistsanon－Vanishing2－formwhichishoIomorphiconX－（x）；  

eq11ivalently，thecanonicaldivisoronXisa，Cartierdivisor．Acompleteintersection  

SlngularityisaGorensteinslngularity」                                                                             ●  

1   
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Sectionlgivesabriefsummaryofadefimitionandresultsabouttheplurigenera・  

InSection2，WediscusstheRiemann－Rochtheorem）theZariskidecompositionof  

K＋Aandvanishingtheorems．Wbgettha七Hl（OM（2K＋A））＝0，Whichinduce  

most results．  

InSection3，uSlngtheresult ofSection2）WePrOVethattheplurigeneraofa  

Q－Gorensteinsingularityareexpressedbyfinitelymanypolynomials，andthatthe  

plurigeneraofrationalandGorensteinslngularitiesaredeterminedbyp9andthe  

Weighteddualgraphs・   

Section4and5giveacriterion）intermsoftheplurigenera〉for aslngularity  
tobealog－CanOnicalsingularity．Infact，Wehavethefo1lowing：（1）If64（X，X）＝  

66（X，X）＝0，then（X，X）isaquotientsingularity；（2）If614（X，X）＝0，OrO＝  

∂1（X，∬）＜∂2（X，X）and∂14（X，X）＝1，then（X，X）isalog－CanOnicalsingularity；  

（3）If61（X，X）＝64（X，X）＝66（X，X）＝1，then（X，X）isasimplee11ip七icorcusp  

Slngularity．InSection4，WeSeethatthesecondplurigenuscontroIstheweighted  

d11aJlgraphs・Thesecondplurigenusofahypersurfaceslngularityiss七udiedinSection  

7．   

WbnotethattheresultsofSection3，4and5givepartialanswerstotheproblems  

above．  

InSection6，WeS11mmarize七hedefinitionsandbasicfactsofequl＄1ngulardefbrmaq  

tionswhichwillbeusedinSection7．Weshowthataminimallyellipticslngularity  

Withastar－ShapedweighteddualgraphisafibreofanequlSlngulardeformationofa  

quasi－homogeneo11Sminimallyellipticslngulari七y・  

InSection7，WeCOnSiderrelationsamongtheinvarian七S62，Pg，FL（Milnornumber），  

T（Tjurinanumber）andthemodality・Forcompleteintersectionswithp9＞0，We  

bave地eequality  

∂2＝㍍（g）＋〃一丁一拘＋1，  

Wherehl（S）isthedimensionoftheequisingulardeformationspaceof七hesingularity  

incasep9＝1・Asacorollary）Wehavethatforanelliptichypersurfaceslngularity，  

thesecondplurigenusislessthanorequaltothemodality，andiftheweighteddual  

graphoftheslngularityi＄aStar－Shaped）thenthesecondplurigenusisequaltothe  
modalityif62≦2・However）thereexistsanelliptichypersurfaceslngularitywi七h  
62＝2whoseweigh七eddualgraphisnotastar－Shapedgraph．Aminimallye11iptic  

Slngularitywith62＝1isasimpleellip七icorcuspslngularity）OraSlngularitywith  

astar－Shapedgraph・Wblistthedualgraphsofminimallyelliptic＄1ngularitieswith  
62≦2andelliptichypersurfaceslngularitieswithstarTShapedgraphs．   
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NoTATION AND TERMINOLOGY  

LetYbeanormalvarietyoverC】JuaSheafofOY－mOdules，DadivisoronYand  

Facloseds11bsetofY・TheOY（D）deno七esthere且exivesheafofrankone（invertible  
SheafifDisaCartierdivisor）correspondingtothedivisorD．Thenwe11Sethe  

fo1lowlngnOtation：  

〟（か）＝〟⑳恥（か），  
0γ  

∬壱（〟）＝∬畑〟），夷（〟）＝郎（㌢〟），  

hi（Ju）＝dimcHi（Ju），略（Ju）＝dimc郎（Ju），  

Where埠denotesthelocalcohomologygroupswithsupportsinY．IfDiswrit七en  

asD＝∑niDi，WhereDiareprimedivisorsandni≠0，thenwedefinethesupport  

OfDdeno七edbySupp（D）asSupp（D）＝UDi・   

Theminimalresolutionofaslngulari七yisonewhichhasnonon－Slngularra，tional  

C11rVeWiththeself・intersectionnu血ber－1．Thereexistsaun1queminimalresolution．  

Aresolutionisminimalifandonlyifthecan0micaldivisorontheresolutionspaceis  

nef（see（2．2））．   

Asingularityiscalledasimpleelliptic（resp．cusp）sing111arityif七heexceptional  

SetOftheminimalresolutionisane11ip七iccurve（resp．arationalcurvewithanode  

OraCyCleofnon－Singularrationalcurves）．   

Finally，adeformationofavarie七yYisa且atmorphism打：平→Tsuchthatthere  

existsapointofT，uSuallydenotedo，SuChthat7T‾1（0）isisomorphictoY．  

1．PRELIMINARIES   

（1・1）Le七（X，X）beasingularityandf：（M，A）→（X，X）aresolution・Wedenote  

byKthecanonicaldivisoronM，andsetU＝X－（x‡望M－A．   

Ⅵ厄willdescribethedefinitionoftheplurigeneraandbasicres111七S．  

Definitionl．2（Wa．tanabe【Wtl］）・Wedefinethepluri－genera（6m（X，X））m∈Nby  

∂m（ガ，∬）＝dimc∬0（のけ（m敢））／エ2／m（打），  

whereL2／m（U）denotethesetofallL2／m－integrablem－pleholomorphic2qformson  

打．Note仙at∂m（ズ，∬）＜∞鮎rallm∈因   
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Propositionl．3（Watanabe［Wtl，P・67】）・Hf：（M，A）→（X，X）isagoodreso］u一  

七血，地餌∂m（ズ，∬）由e草Preββedaβ  

∂m（ズ，∬）＝dimc茸0（の打（m∬））岬0（0〟（m∬＋（m－1）A））・  

Theoreml．4（Wa七anabe【Wtl，Theorem2．8］）．Le七A′beaconnectedproperBub－  

Ⅶrieb，OfA，and（X／，XJ）bethesingularib，ObtainedbTCOntraC血gA′inM・T加n  

ゐraJJm∈N，Weムave  

∂m（ズ，∬）≧∂m（ズ′，∬′）・  

Theoreml．5（Ishii［Ⅰ4】）・Le七7r：雷→（C，0）beasmalldeゐrma七lonofa8ingu］arfb，  

（ズ，∬）＝打－1（0）．エety＝打‾1（c），C∈C刀earO，and（肌）伽甜七Of血guJarpo血ねof  

y．m餌ゐ∫aJJm∈N，Ⅵ昭ムave  

軋（ズ，∬）≧∑㍍（㌣肌）・  

（1．6）Asingularity（X，X）issaidtobequasi－homogeneous，q－hforshort，ifithas  

agoodC＊－aCtion；equivalently，X＝Spec（R），forsome（positively）gradedringR・   

Let（X，∬）beaq－hsingularityandf：（M，A）→（X，X）theminimalgoodresolution  

（cf．（2．1））．Iti＄Wellknownthattheweighteddualgraphof（X，X）isastaトSbaped  

graph（cf．（2・1））・Theweighteddualgraphofacyclicquotientsingulari七yisregarded  

as astar－Shaped graphwithout centralcurves（note thatitis a chain ofrational  

CurVeS）．  

A＝A。＋∑e＝1Si，WhereA。isthecen七ralcurve，andSithebranches．  Ⅵ屯set   

ThecurvesofSiaredenotedbyAi．j，1≦j≦ri，WhereAo・Ai，1＝Ai，j・Ai，j＋1＝1  

（j＝1，‥・，ri－1）・Letbi，j＝－Ai．j・Ai，j・ForeachbranchSi，pOSitiveintegersei  

anddiaredefinedby  

d£／e壱＝恒－  

●  ■  ●  ．＿  

わi，γi  
Whereei＜di）andeianddiarerela七ivelyprlme．   

Foranyintegersm≧1andk≧0，WedefinethedivisorsonAoby  

β  

か慧）＝たD－∑【（たe汁m（d壱－1））／d渦，  
i：＝1  

WhereDisanydivisorsuchthatOA。（D）istheconormalsheafofAo，彗〒AonAi，l，  

andforanya∈R，【a］isthegreatestintegernotmorethana．   

Thefo1lowingis七heex七endedversionofPinkham，sformula（cf．【Pl，Theorem  

5．7】）．   
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Theoreml・7（Watanabe［Wt2，Corollary2．22］）．血七hesituationabove，  

∂m（ズ，∬）＝∑九0（OA。（m亀。－か慧）））・  
た≧O   

Theoreml・8（Tomaru【TSH］）・Lnthes加ationabove，le七9bethegenusofthe  

CentralcurveAo．Thenq－hsingularitiesareclassiBedas血1lo耶hYtheplu痩enera：  

∂m   β七ruc七ure   

桐enm→∞，∂mdiⅦ曙eβ   （1）g≧2   

wi地βeCOndorder   （2）g＝1andβ≧1  

（3）g＝0弧d∑監1（d壱－1）極＞2   

∂m＝1血ra皿ym∈N   g＝1andβ＝0  
作．e．，β血pJee叫頑c血guJaJ弱甲）   

∂m＝Oifm≠0（modd），  g＝Oa刀d∑監1（d壱－1）極＝2   

∂m＝1ifm≡0（modd）  

∂m＝0ゐra刀γm∈N   g＝Oa刀d∑覧1（di－1）極＜2  
OrCyCJicquo七血ユセβ血guJari七ieβ   

wムeredistheleas七COmmOnmu］tipleofdl，…，dβ・  

Lemmal．9．Le七（X，X）beaGorensteinsingu］arI伊T71en  

∂m（ズ，∬）≦∂m＋1（ズ，霊）   

ゐraJJm∈N．  

ProqfIf（X，X）isarationaldoublepoint，then6m（X，X）＝0forallm∈N（cf・  
Theorem4．3）．Assumethat（X，X）isnotara七ionaldoublepointandfisminimal  

good．ThenSupp（K）＝AandK＋A≦0・Thereexistsaninclusion  

の〟（m∬十（m－1）A）⊃の〟（（m＋1）∬＋mA）・  

SinceHO（Ou（mK））＝HO（OM），Wehave  

∂m（ズ，∬）＝dimcガ0（の〟）／が（の〟（m∬＋（m－1）A））・  

Hence  

∂m＋1（ズ，∬）－∂m（ズ，∬）  

＝dimcが（の〟（m∬＋（m－1）A））／が（わ〟（（m＋1）∬＋mA））≧0・   

□   
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Lemmal．10．Let（X，X）beasingulari廟mandnpositLvein七egers・T71en  

∂m（ズ，∬）≦∂mれ（ズ，∬）・  

ProqfIf6m（X，X）＝0，thenwearedone．Assume6m（X，X）≠0・Letf：（M，A）→  

（X，X）beagoodresolutionandA＝∪…＝1AithedecompositionofAin七oirreducible  

components．Letz／ibe七heminimalvalueofvAi（u）fbrallLJ∈HO（Ou（mK）），Where  

vAiisthevaluationassocia・tedtothedivisorAi・Since6m（X，X）＜∞，WeSeethat  

z／i≠－∞．ThenthereexistsanelementulSuChthatvAi（ul）＝l／iforal1i・Assume  

thatLJl，…，LJk∈HO（Ou（mK））arelinearlyindependentin  

∬0（恥（m∬））／∬0（の〟（m∬＋（m－1）A））．  

Letal，．．．，ak∈Candu＝∑た1aiui．Byassumption，VA，（LJ）≦－mforsomej・  
Sinceり≦m，Wehave七hatvAj（wil‾1（〟）≦（n－1）り－m≦－mn・Thismeansthat  

LJr，LJ㌢‾1u2，．・・，uT－1LJkarelinearlyindependentin  

ガ0（0打（m乱打））／∬0（の〟（m乱打＋（mれ－1）A））．  

ロ  

2．CYCLES ON THE RESOLUTION SPACE   

（2．1）Let（X，X）be asingulari七y and f：（M，A）→（X，X）aresolutionofthe  

singularity（X，X）．KdenotesthecanonicaldivisoronM．Le七A＝∪‡＝1Aibethe  

decompositionoftheexceptionalsetAintoirreduciblecomponents．   

Aresolutionf：（M，A）→（X，X）is calledaminimalgoodresolution，iffis  

SmalleSt reSOlutionfor whichA consists ofnon－Slngularc11rVeSintersecting among  

themselves七ransversally，Withno七hreethroughonepoint．Itiswellknowntha七there  

exis七Sauniquemimimalgoodresolution・Letusassumethatf：（M，A）→（X，X）isthe  

minimalgoodresolutionofthesingularity（X，X）．Theweighteddualgraphof（X，X）  

is七hegraphsuchthateachvertexofwhichrepresen七sacomponen七OfAweightedby  
theself－intersectionn11mber，Whileeachedgeconnec七ingtheverticescorrespondingto  

AiandAj，i≠j，COrreSPOndstothepointAinAj・Givingtheweighteddualgraph  

isequlValenttoglVlngtheinformationofthegeneraoftheAi，sandtheintersection  

matrix（Ai・Aj）・AstringSinAisachainofsmoothrationalcurvesAl，…，Anso  

thatAi・Ai＋1＝1fori＝1，‥・，n－1，and七heseaccountforallin七ersec七ionsinA   
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amongtheAi’s，eXCePtthatAlintersectsexactlyoneothercurve．Theweighteddua．1  

graphofthesingularity（X，X）issaidtobestar－Shaped，ifthedivisorAiswrittenas  

A＝Ao＋∑ち，  

WhereAoisacurveandちarethemaximalstrings・ThenAoiBCalledacentralcurve，  

andSiarecalledbranches・  

（2・2）Wese七  

重 t  

Az＝⑳zA五 and AQ＝⑳QAゎ  
壱＝1 五＝1  

WhereZ（resp・Q）isthesetofrationalintegers（resp・ra七ionalnumbers）．Anelement  

OfAz（resp・AQ）iscalledacycle（reSp・Q－CyCle）・Thereisana七uralpartialordering  

be七weenQ－CyClesdefinedbycomparisonofthecoe瓜cients・Let V＝∑diAibea  
Q－CyCle．Ⅵ砲set  

「Ⅴ「＝∑「動「Ai，  

wherethe「d「denotestheleastin七egernotlessthand．Vissaidtobee鮎c七ive（resp．  

nef）ifdi≧0（resp．V・Ai≧0）foralli・AQ－CyCleVissaidtobepositiveifV≧O  

andV≠0．Fbrany七woposi七ivecyclesVandW，thereexistsaneXaCtSeq11enCe  

（2・2・1）  0→のⅣ㊨の〟トⅤトの町Ⅳ→のⅤ→0・  

0〃  

TheRiemann－Rochtheoremimplies，foranypositivecycleV andanylnVertible  

SIleaf£on〟，  

x（のⅤ）＝九0（のⅤト九lov）＝－Ⅴ・（Ⅴ＋∬）／2，   

and  

x（のv⑳エ）＝九0（0v㊥£）一九1（のv⑳£）＝£・Ⅴ＋x（恥）・   

LetDiv（M）bethegroupofdivisorsonM・Sincetheintersec七ionmatrix（Ai・Aj）  

isnegativedefinite，thereexis七Sahomomorphism  

汀：Div（〟）→AQ，   

defined by汀（F）・Ai＝F・Aifor alli．Weset fl・為＝7T（El）・7r（筏）for any  

旦，筏∈Div（〟）．   
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Lemma－Definition2・3（cf・［M，0・3］）・ForanyD∈Div（M），thereexistsamique  

CyCle（D）∈Azsuchthat  

（1）訂（か）－（β〉isneち  

（2）ifD，∈Azandif7r（D）－D／isnef，then〈D）≦Dl．  

（2・4）〈D）canbeobtainedbymeansofacomputationsequenceasfo1lows（cf．【TW，  

（6・12）］）：Zb＝「町（D）「，Zi＝Zi＿1＋AjiWhenthereexistsanirreduciblecomponent  

AjiOfAwith（7r（D卜Zi－1）・Aji＜0．LetZLbethelastmemberintheabove．Then  

‰＝〈か〉．Tbuswehave  

（2・4．1）  岬〉＝「汀（ガ）「十（か－「汀（p）「〉．  

Proposition－De丘niton2・5（cf・［M，1・3］）・Wesetf＝（D∈Div（M）I（D）＝0）．  

Wbde£nemapsα，β：f→Qby  

α岬）＝㍍（0〟（功）－pg（ズ，∬），β（功ニβ・（β－∬）．   

Thenα（C）andβ（C）arefinitesubsetsofQ・  

（2・6）LetFbeadivisoronM，andU＝M－A．Wbset  

x〟げ）＝dimc∬0（恥げ））／∬0（の〟（ダ））＋㍍（0〟（ダ））．   

BytheRiemann－RochtheoremprovedbyMoraJles【M，1・4】（whichisageneralization  

Of［Kt，Corollaryl】），Wehave   

（2．6．1）  x〟（ダ）＝ダ・（才一∬）／2＋拘（∬，∬）＋e（ダ），   

wheree（F）＝α（F－くF））＋β（F－〈F〉）／2・Wenotethat（F－（F〉〉＝0・  

Theorem2．7（Sakai［Sa，TheoremA・1］）・LetF beadivisoronM・Thenthere  

existsa7miqueZariskidecompositoI17r（F）＝P＋N，一沌ere  

（1）タi5a皿efQ－WCJe・  

（2）Ⅳ血a皿e助c七ive《3－WCJe・  

（3）P・N＝0，i・e・，P・Ai＝0ゐra11Ai⊂Supp（N）・  

Theorem2．8（Sakai［Sa，TheoremA・2】）・血thesitua七ionabove，Wehave  

∬1（の〟（∬＋ダー［呵））＝0．   
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（2・9）Fortheremainderofthissection，f：（M，A）→（X，X）denotetheminimal  

goodresolution）andP＋NwillonlydenotetheZariskidecompositionofK＋A．  

Itiswellknownthatif（X，X）isaquotientsingularity，thenP＝0；if（X，X）isa  

Simplee11ipticoracuspsingularity，thenK＋A＝0・Bydefinition（cf．Definition  

3・2），P＝0，i・e・，N＝1r（K＋A），foralog－CanOnicalsingularity．Inallothercases，  

J・WAhlcomputedthee鮎ctivepartNbyconsideringthestrings■   

LetS＝∑迄1Aibeastringasin（2・1）・LetSl＝∑ニ1aiAibetheQ－CyClesuch  

thatβ′・Aれ＝－1，ぶ′・劫＝0（宜＜れ）．Then（現＞0丘）r宜＝1，…，m．  

Theorem2・10（Wahl【Wh6，Proposition2・3］）．Suppose（X，X）isnotaquo七ient，  

β卸pJeeJ軸叫orc日印血gu血毎エef∑彗be地eβumOV訂eaC上皿a血aJβf血卵  

ちinAof七hecorre叩OndingQ－CyCleS；・Tuen∑軍istheeRbc七ivepartoftheZariski  

deco皿pOβi血皿Of∬＋A，i・e・，Ⅳ＝∑彗・  

Lemma2・11・If（X，X）isnotara七ionaldoub］epoint，then［N］＝0．  

Proqf Let（X，X）beaquotient，Simpleellipticorcuspsingularity・Thenfisthe  

mimimalresol11tion．Hence－1r（K）ise鮎c七ive・1r（K）＝Oifandonlyif（X，X）isa  

rationaldoublepoint，ando七herwiseSupp（7r（K））＝A．WeknowthatN＝7T（K＋A）．  

Henceif（X，X）isnotarationaldoublepoint，then［N］＝0・   

Wbassumetha七（X，∬）isnotasabove・LetS＝∑芸1Aibeamaximalstringand  

S′＝∑芸1aiAithecorrespondingQ－CyCle・LetS′′＝∑芸1a；AibetheQ－CyClesuch  

thatβ′′・Al＝－1，g′′・A壱＝0（宜＞1）．Tben  

（∬＋g一方′一方′′）・Ai＝0   

fori＝1，…，n・RecallthatScanbeblowndowntoaquotientsingularity・Wbsee  

that［Sl＋S′′］＝Oasa・bove・Sinceaianda；arepositive，Wehave【S’］＝0・By  

Theorem2．10，Wehave【N］＝0・□  

Corollary2．12．If（X，X）isnotarationaldoublepoint，then  

ガ1（の〟（2∬＋A））＝0・  

ProqfItisanimmediateconsequenceofTheorem2・8andLemma2・11・□  

Corollary2．13．Le七（X，X）beasingularitylTムen  

∂2（ズ，∬）＝砲（の〟（2∬＋A））＝㍍（の〟ト∬－A））・   
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∂2（ズ，∬）≧Ⅴ・（∬＋A）－X（Ov）・  

Proqf BytheSerreduality，hL（OM（2K＋A））＝hl（OMトK－A））．Weassume  

that（X，X）isnotarationaldoublepoint．ByCorollary2．12，thereexistsanexact  

SequenCe  

O→∬0（の〟（2∬＋A））→∬0（0〟＿A（2∬））→現（ロ〟（2∬＋A））→0．   

Hence  

∂2（ズ，∬）＝兢（の〟（2∬＋A））  

by Propositionl．3．Let（X，X）be a rationaldouble point・Then K＝O and  

Hl（OM（－A））＝0．HenceHl（OM（－K－A））＝0．Sincearationaldoublepoint  

isaquotientsingularity，62（X，X）＝0（seeTheorem4・3）・Hencewehavetheequa－  

tion．   

LetVbeaposi七ivecycle．Then   

∂2（ズ，∬）≧九㌧のⅤ（－∬－A））≧－X（のⅤ（－∬－A））＝Ⅴ・（∬＋A卜x（のⅤ）・ 口  

3．Q－GoRENSTEINSINGtJLARIT柑S  

（3．1）Inthissection，WeStudytheplurigeneraofQ－Gorensteinsingularities・Let  

f：（M，A）→（X，X）betheminimalgoodresolutionandKthecanonicaldivisoron  

M．LetA＝UAibethedecompositionin七oirreduciblecomponents・  

Definition3．2．Asing111arity（X，X）iscalledaQ－Gorensteinsingularityifthere  

existsapositiveintegerrsuchthatOx（r∬五）isinvertibleatx・Itiswellknowntha七  

anyra七ionalsingularityisaQ－Gorensteinsingularity・ForaQ－Gorensteinsingularity  

（X，X），theminimalpositiveintegerrwhichsatisfiestheconditionaboveiscalled  

theindexof（X，X），anddenotedbyZ（X，X）・AQ－Gorensteinsingularity（X，X）with  

Z（X，∬）＝1iscalledaGorensteinsingularity・   

AQ－Gorensteinsingularity（X，X）issaidtobelog－CanOnical（resp・log－terminal）  

ifthefouowingconditionissa七isfied：Wbhave，aSQ－divisor，  

KM＝rKx＋∑aiAiWithai≧－1（resplai＞－1）foralli・   
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（3・3）LetLm＝m（K＋A）・BytheRiemann－Rochtheorem（2．6．1），Wehave  

（3・3・1）   x〟（∬＋エm）＝－（∬＋エm）・エm／2＋pg（ズ，∬）＋亡（∬＋エm），  

Let（X，X）beaQ－GorensteinsingularitywiththeindexI（X，X）＝S．Se七m＝Sl＋p，  

0≦p＜s・ThenK＋Lm－「7r（K＋Lm）「＝K＋Lp－「7T（K＋Lp）「．By（2．4．1），We  

havetbat∬＋上m一〈∬＋エm〉＝∬＋エp－〈∬＋ムp〉・Tbus仁（∬＋エm）＝e（∬＋エp）．  

ThenxM（K＋Lm）iscyclical1yexpressedbyfini七elymanypolynomialsofmas  

（3・3・2）   Ⅹ〟（∬＋エm）＝－（ム・ム）m2／2－（∬・ム）m／2＋鯨  

Wherep＝m－［m／s］sandpp＝P。（X，X）＋e（K十Lp）．If（X，X）isaGorenstein  

Singularity，thene（K＋Lm）＝0foranym≧0・If（X，X）isarationalsingulari七y，  

thenα（K＋Lm－（K＋Lm〉）＝Osince汀（K＋Lm）－（K＋Lm〉isnef（cf・［M，1．6】）．  

Thusビ（K＋Lm）isdeterminedbytheweigh七eddualgraphforarationalsingularity．  

Theorem3・4・LetF＝∑芸1aiAibeacγClewithai＞0（i＝1，．．・，n）suchthat  

ガ1（伽）＝0．me刀Weムave地e血肋前略  

（1）（Artin［Al，（1・7）］）Themapp：Pic（F）→Znde丘nedbyp（L：）＝（degL：lAi）is  

anisomorphism．HenceinvertiblesheavesonFareclassifiedbytheirdegree．  

（2）（Lipman［Li，（11．1）】）IfdegLIAi≧0fori＝1，．．．，n，thenHl（L：）＝0．  

（3．5）LetS＝∑SibetheBumOfthemaximalstringsSi（cf・（2－1））inA・Note  

thatifi≠jthen  

Supp（Si）nSupp（ち）＝砂  

andifFisane鮎ctivecyclesuchthatSupp（F）⊂S，thenHl（OF）＝0・Wbse七  

OF（L）＝0foranydivisorLonMifF＝0・LetSi＝∑芸1Ai，j，WhereeachAi，jis  

anirreduciblecomponentofA．TheweighteddualgraphW（Si）ofSiisthedataon  

Ai，jrAi，jandAi，j・（A－Ai，j）（j＝1，・・・，ni），andtheweighteddualgraphW（S）of  

SisthesumofthedataW（Si）．  

t，emma3．6．Suppose七ha七（X，X）isnotaquotient，Simpleeniptic，OrCu甲Singu］ar－  

i頓m蝕九㌧ロ〟（∬＋エm））由de七em血ed抄Ⅳ（g）・   

エe七γbeapoβ正血血細評rguCム地afγⅣ∈Az・鮎fm＝γた＋飢0≦ヴ＜γ・乱e刀  

㍍（β〟（∬＋エm））＝－X（0【mⅣ］（∬＋ムm））＋が（印刷（∬＋エ。））・   

Proof. Consider the exact sequence 

O→の〟（∬＋ムm－【m叫）→の〟（∬＋エm）→ロ【m叫（∬＋エm）→0・   
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ByTheorem2．8，Weha，Ve  

（3．6．1）  が（0〟（∬＋エm））＝㍍（0【叫（∬＋エm））・  

ByTheorem3・4and（3・5），hl（0［mN］（K＋Lm））isdeterminedbyW（S），Sincefora  

rationalcurveAゎ  

（∬＋エm）・A五＝－2一劫・A壱＋mト2＋（A－A五）・劫）・   

Letm＝rk＋q＝n＋q，WhereO≦q＜r．FtomTheorem3・4，Wehaveisomorphisms  

0［m呵（∬十エm）封‰明細（∬＋乃（P＋呵＋エq）  

望Om〃十【¢呵（∬十軋Ⅳ＋エ。），  
（3・6・2）  

sinceP・Ai＝0forAi⊂Supp（N）．Thereexistsanexactsequence（cf・（2・2・1））   

0→の【珂（∬＋エ。）→0≠叫【州（∬＋作Ⅳ＋エq）→0れ〃（∬＋乱Ⅳ＋エq）→0・  

Bytheduality，  

九0（0≠Ⅳ（∬＋軋Ⅳ＋エ。））＝㍍（のれⅣ（－エ。））・  

SinceforAi⊂Supp（N），  

－エq・A五＝一曾Ⅳ・A壱≧0  

（cf．（2．9），Theorem2・10），Weget  

九0（の几Ⅳ（∬＋軋Ⅳ＋ム。））＝O  

byTheorem3．4・Thenwehave  

（3・6，3）   が（q∬項刑（∬＋軋Ⅳ十エ。））＝九0（の脚】（∬十エ9））・  

Ftom（3．6．1），（3．6．2）and（3．6・3），Wehave  

㍍（の〟（∬＋エm））＝㍍（0【m呵（∬＋エm））  

＝－X（の［m叫（∬＋エm））＋九0（0刷（∬十エ。））・ □  

（3．7）Inthesituationabove，WeSetq＝m－【m／r］randBq＝qN－［qN］・Then  

we have 

（3．7．1）   九1（0〟（∬＋エm））＝－（Ⅳ・Ⅳ）m2／2－（∬・Ⅳ）m／2＋J。，  

wbereJ。＝β。・月9／2＋∬・β。／2＋九0（の［刷（∬＋エq））・  

（3．8）Itiswellknownthatthepl－1rigeneraofalog－CanOnicalsingularityaresimple  

（seeTheorem4・3and4・4）・Forremainderofthissection，WeaSSume七hat（X，X）is  

notaquo七ient】Simpledlip七ic）OrCuSpSlngulari七y・   
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Theorem3・9・Tムepludgeneraof（X，X）arerqpresentedas  

∂m＋1（ズ，∬）＝－（ア・P）m2／2－（∬・P）m／2＋u（m），  

Wムereu‥Z→Q由a鮎j七e－血ued血刀C七血de七em血ed砂地e血g血出け（ズ，∬）．  

If（X，X）isaQ－GorensteinsingularLty；thenvisrepresentedわYPando，de鮎edin  

（3・3）and（3・7），re叩eCtiveb，：V（m）＝PppCrq・  

Proof mnotethatLllLl＝P・P＋N・NandK・Ll＝K・P＋K・NIFrom（3．3）  

and（3．7），Wehavetheresults．ロ  

Lemma3・10・fbraJPOSitiveintegern，Wede血ea允mctio丑Pn：Z→ZbYPn（a）＝  

α－【α／可軋エefれ1a刀d乃2bepo且ifi聞血曝eヱ苫a刀d乃3地eJeaβfcommo刀mUJfわJeof†11  

and†12－Ⅵ毎de蝕ea皿叩や呵，れ2：Z→ZxZ抄甲叫，れユ（α）＝（恥1（α），恥2（α））・T亀en  

セムem叩p町h几2血duceぶt加埴ec七jon（0，1，‥．，れ3－1）→中れ1，れ2（Z）・  

Proof ConsiderthebijectionZ／（n3）→Z／（nl）×Z／（n2）・□  

Coro11ary3．11．Ⅵ屯wd七e6m＝6m（X，X）ゐrshort・Le七（X，X）beaQ－Gorenstein  

SiJlgu］arib，withZ（X，X）＝＝Sandrapositiveinteger8uChthatrN∈Az・Tbenthe  

pJurなe皿era（∂m）m甜arede七er皿血ed毎∂m，m＝1，2，…，d＋2，Wムered由t鮎Jeaざf  

COm皿0ユ1mu加わJeofγa皿dβ・  

Proqf・Wbdefinepolynomials9（p，q）（T）inQ［T］by  

恥M）（r）＝－（P・Pげ2／2－（∬・P）町2＋βp－α9，  

where（p，q）∈恥r（Z）・ByTheorem3・9aJndLemma3・10，theplurigeneraarecom－  

putedby9（p，q）（T），s：6m＋1＝9pB，，（m）（m）・If61，62，…，6d＋2aregiven，thenwehave  

thevaluesP・P，K・Pandpp－qq，（p，q）∈ps，r（Z）bysoIvingthesystemofeq  

tions．ロ  

Corollary3．12．Ⅵ布wdte6m＝6m（X，X）ゐrshort・T71enWehavetheゐLZow血g・  

（1）If（X，X）isarationalsingularity；then（6m）m∈Narede七erminedtvtheweighted  

duaJ併叩血of地e血卯融和  

（2）Let（X，X）beaGorensteinsingular和Tuen（6m）mENaredeterminedbYPg，  

6，，X（OA）andW（S）・血particulaT，（6m）m∈Naredefermined抄P9andiheweighted  

duaJ訂叩ムof七鮎血gujar卸（ズ，ヱ）・  

Proqf（1）isob七ainedfrom（3・3）andLemma3・6・Assumethat（X，X）isaGorenstein  

singulari七y．ByCorollary2・12and（3・3），WehaNe  

（3．12．1）  ∂2＝－（∬＋エ1）・エ1／2＋pg＝「打・エ1＋x（のA）十拘・   
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Tben  

（∬＋エm）・エm＝（m2＋m）∬・エ1＋m2A・エ1  

＝（m2十m）（拘－∂去＋x（OA）ト2m2x（OA）．   

Thus（2）fo1lowsfrom（3・3）andLemma3．6・□  

（3・13）Wbnotethatquotient，Simplee11ipticorcuspsingularitiesarecharacterized  

bytheweighteddualgraphs（cf・［Wtl，3】）・  

Corollary3．14．Let（X，X）beahypersur血ce（王e叩・COmP］etein七ersec七ion）singu－  

Ja出け南仏pg（ズ，∬）＝1・丁加点∂2（ズ，∬）≦4けe坤■≦5J・  

Proqf Notethatacompleteintersectionsingularitywithpg＝1isaminima11yelliptic  

singularity（cf．Defini七ion5．5，Theorem5・6）・From（3・12・1），Wehave   

（3．14．1）  ∂2＝1－∬・上1＋x（のA）・   

Sincep。＝1，WehaveO≦x（OA）≦1・   

Assumethatx（OA）＝0．Then（X，X）isasimpleellipticorcuspsingularity，and  

henceLl＝0．Then62＝1．   

Assumethat x（OA）＝1．Iffisno七minimal，thenby［Lal，Proposition3・5】，  

wehavethestar－Shapedgraphwhichconsistsoffourrationalcurvessuchtha七the  
selトintersection number ofthe centralcurveAlis－1．Inthis case，K＝－2Al－  

A2－A3－A4andK・Ll＝1．Hence62（X，X）＝1・Iffisminimal，then（X，X）isa  

hypersurface（resp．completein七ersection）singularityifandonlyif－K・K≦3（resp・  

≦4）by［Lal，Theorem3・13］・Wehavetheassertionffomthefbllowing  

∂2＝2－∬・∬－∬・A≦1一∬・∬． □  

4．LoG－CANONICALSINGULARITIES，Ⅰ  

（4．1）Inthissection，WeS七udyacriterion，intermsofpluri－genera，forasingularity  

（X，X）七obealog－CanOnicalsingularitywithp9（X，X）＝0・  

Definition4．2．Foranysingularity（X，X），theminimalpositiveintegermsuchthat  

6m（X，X）≠Oiscal1edthe6－indexof（X，X），anddenotedbyLf（X，X）・If6m（X，X）＝0  

如allm∈N，WeSet∫∂（ズ，∬）＝∞・   
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Theorem4・3（Ⅵhtanabe［Wtl，Theorem3・9］）・Asingu］arlty（X，X）isaquotient  

血guJad伊jfaJldo点けjfん（ズ，∬）＝∞．  

Theorem4・4（Ishii［I5］）・Let（X，X）beasingu］arltysuchtba七（6m（X，X））m∈N由  

bounded，i・e・，thereisanin七egerBsuchthat6m（X，X）≦B血ral］m∈N・1楠assume  

七加古（ズ，∬）血刀OtaquO七ie雨血那加ゴ伊 me刀（ズ，∬）由aJog」Caユユ0皿わaJ血gu血ゴけ  

w止血∫（ズ，諾）＝ム（ズ，∬），a刀d∂m（ズ，∬）≦1ゐraユJm∈N．エe七∫＝∫（ズ，∬）・me刀We  

ムaveセムe血朋0Ⅵ皿g．  

（1）6m（X，X）＝1血rm≡0（modZ）and6m（X，X）＝0ゐrm≠0（modZ）．  

（2）∫＝1ifa皿do刀か∬（ズ，∬）由aβ如pJee叫頑COraCu叩血guJar和  

（3）∬Z＞1，then（X，X）isthequo七ientwithre叩eC七toaqYClicgroupofasimp］e  

eJユ如icoracu5p別封guJaJゴ頓   

（4．5）Wbtakethefo1lowingcharacterizationofduBoissingularitiesasitsdefini－  

tion．   

Proposition4・6（Steenbrink［St，（3．6）】）・Anorma］su通cesLngu］arfb，（X，X）isadu  

β0由血guJar柑ifa皿do両用Ⅶe舶七uraJ皿叩∬1（の〟）→ガ1（のA）由a皿血）皿0ヱpム由皿，  

WムereJ：（叫A）→（∬，∬）由agoodr郎0加io皿．   

Theorem4．7（Ishii［Ⅰ2，Theorem2．3】）・EveけreSOlutionofadtzBoissingularitYis  

agoodreβOJu七わ皿．   

（4．8）Wb note that alog－CanOnicalsingularity with Z（X，∬）＞1is a rational  

singularity，anditisduBoissinceHl（OM）＝Hl（OA）＝0．Itiswe11knownthatthe  

Weighteddualgraphofarationalsingularityisatree・ByTheorem4．7，theminimal  

goodresolutionofarationalsingularityisminimal．   

Throughoutthissection，f：（M，A）→（X，X）denotetheminimalresolution，K七he  

CanOnicaldivisoronMandA＝UAithedecompositionintoirreduciblecomponen七s．  

ForanycomponentAiOfA，WeSetti＝（A－Ai）・Ai，thecardinalityoftheintersection  

pointsonAi．  

Lemma4・9・If62（X，X）＝0，thenthewe＃teddua］graphof（X，X）isachainPf  

（ズ，諾）由awcJicquo七ie出血guJadモカ，Oraβね㌣慮叩ed訂叩血涙地毛加eebrancムe乱  

Proqf ByLemmal．10，（X，3；）isarationalsingularity．ForanycomponentAiOfA，  

ii≦3byCorollary2．13．If電i≦2fbral1i，thenAisachainofc11rVeS．   

Wbassumethattl＝3・LetAnbeanycomponentofA・Let∑迄1Aibethe  
minimalconnectedcyclecontainingAlandA・n・Thenti≧2fori≦n－1・Applying   
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Corollary2．13tothepositivecycle∑≡ナAi，WehaveO≧∑；雲（tiq2）・Henceti＝2  

払r盲＝2，‥．，れ－1・□  

（4．10）Foranyrationalsingularity（X，X）withstar－Shapedgraph，thereexistsa  

rationalsingularityofwhichtheexceptionalsetoftheminimalgoodresolutionand  

theweighteddualgrapharethesameasthoseof（X，X）（cf・［Pl】，（6・8））・Let（X，X）  

bearati。nalsingularity（X，X）wi七hstar－Shapedgraph．ThenotationA。，D，De），  
彗，eianddiaredefinedasin（1．6）．ByCorollary3・12，WeCanuSetheformulain  

Theoreml．7tocomputetheplurigeneraof（X，X）．Wese七  

β  

曾＝－2m一たむ＋∑【（ね十m（d壱－1））／d壱】，  
壱＝1  

whereb＝－A。・Ao．SinceAo；茎が，Wehaveb＞1and  

∂m（ズ，∬）＝∑九0（のA。（曹））・  
た≧O  

Wbalwaysassumethatdl≦…≦dβ・  

Theorem4．11（Okuma【01】）・1f6m（X，X）＝0ゐrm＝4，6，then（X，X）isaquo七ient  

β一刀gl血d抄  

Proqf ByLemmal・10，6m（X，X）＝0form＝1，2．Weassumethat（X，X）isnot  

acyclicquotientsingularity．ByLemma4．9，theweighteddualgraphof（X，X）isa  

Sta．r－Shapedgrap王1Withthreebranches．Then  

3 3  

げ）ン8＋∑【4－4／琉〕and璃0）＝－12＋∑［6－6／琉］・  

宜＝1 宣＝1  

Notethat［m－m／al］≦［m－m／a2］ifal≦a2．   

Since66（X，X）＝0，WehavePiO）≦－1．Ifdl≧3，then璃0）≧0．Hencedl＝2．  

Since∂4（X，X）＝0，Wehave璃0）＝－6＋［4－4／d，］＋［4－4／d3］≦－1．Thusd2≦3．  
Ifdl＝d2＝2，then∑た1（di－1）／di＜2，andhence（X，X）isaquotientsingularity  

byTheoreml．8and4．3．   

Assumed，＝3．SinceFiO）＝－5＋【6－6／d3］≦－1，Wehaved3≦5．Again，We  

get∑た1（di－1）／di＜2，andhence（X，X）isaquotien七singularity．□  

Corollary4・12・エe七（ズ，∬）bea町血guJaェ秒∬（ズ，∬）血加七aquotie雨血guJar和  

地eェlお（ズ，諾）≦6．  

Prvqf TheresultisanimmediateconsequenceofTheorem4．3andTheorem4．11．□   
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Proposition4．13．Let（X，X）beasingularftywi沌h（X，X）＝6and614（X，X）＝0・  

me皿（ズ，∬）由aJogしCanO且血J血guJadけW舶∫（∬，∬）＝6・  

Proqf Ftomtheassumption，6m（X，X）＝0form＝1，2，3，4，5・ByLemma4・9，  

（X，X）hasastar－Shapedgraphwith七hreebramChes・Since63（X，X）＝0，Wehave  

璃0）＝－6＋∑た1【3－3／di］≦－1・Thusdl＝2・Similarly，Wehaved2≦3by  

dl＝2and璃0）≦－1．Ifd2＝20rd3≦5，thenl云（X，∬）＝∞bytheproofof  

Theorem4．11．Hencewegetdl＝2，d2＝3a，ndd3≧6・Since∂14（X，X）＝0，Weh乱Ve  

瑠＝－12＋［14－14／d3］≦－1．Thusd3＝6．ByTheoreml・8and4・4，（X，X）is  

log－CanOnicalsingularitywithZ（X，X）＝6・ロ  

（4．14）WenotethatifZi（X，X）＝5，then（X，X）isnotalog－CanOnicalsingularity  

byTheoreml・8and4・4（cf・Theorem4・17）・  

Proposition4．15．Let（X，X）beasingularitywithh（X，X）＝4and614（X，∬）＝0・  

me皿（芽，∬）由aJogLCa刀0扇caJ血guJa∫和南柏∫（芳，∬）＝4・  

ProqfAsintheproofofthepropositionabove，Wehavedl＝2andd2≧3．Howevcr  

d2＝3implies the same result ofthe proposition above．Hence d2 ≧4．Then  

d2＝d，＝4by可2）≦－1．ByTheoreml．8and4．4，（X，X）isalog－CanOnical  
SingularitywithZ（X，X）＝4．ロ  

Proposition4・16・Let（X，X）beasingu］arItYW舶Ii（X，X）＝3and614（X，X）＝0．  

弛e刀（ズ，∬）由aJog」Ca加皿kaJ血guねd七γ両地∫（ガ，∬）＝3．  

ProqfIfdl＝2，Wehavethesameresultof七hepropositionabove．Hcncedl≧3．  

Thendl＝d2＝d3＝3by瑠）≦－1．AgainbyTheoreml．8and4．4，（X，X）isa  
log－CanOnicalsingularitywithZ（X，X）＝3．□  

Theorem4・17（Okuma［03］）・Le七（X，X）beasingulazjb，With614（X，∬）＝0．T  

（ズ，∬）血aJog」Ca刀0丑kaJ血guJar砂  

ProqfSince614（X，X）＝0，Wehave∂1（X，X）＝62（X，X）＝ObyLemmal．10，and  

benceム（ズ，∬）≧3．  

Ifli（X，3：）＝∞，then（X，X）isaquotientsingularity，anditislog－CanOmical  

（moreprecisely，log－terminal）・Assume七hatJ6（X，X）≦6（cf■Corollary4．12）．If  

h（X，X）≠5，thenwearedone・Bytheproo鈷ofthepropositionsabove，七hereexists  
nosingulari七y（X，X）withお（X，X）＝5and614（X，X）＝0．□  

1emma4・1臥・エef（ズ，∬）bea血guJar村雨沌∂1（ズ，£）ニ0細d∂。（ズ，∬）＝1．m餌  

Weムaveo刀eOf地e血批仰血g・   
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（1）（ズ，∬）肋βaぶtar－βム叩edgTaJ止血地t加eebra刀Cム弧  

（2）（ズ，∬）加βaβねrβム叩edgr叩ム南仏血urbra刀Cムeβ．  

（3）Theexcqp七iona］divisorAisw琉七enas∑2＝。Si，WhereSi，i≧1，arethe  

皿a粛maJ雨血卵，aJld哉卜由acムa血ofcurveβ．  

Proqf By Corollary2・13，ti≦4foral1Ai・Since（X，X）is not acyclic quotient  

Singularity，thereexis七SaCOmPOnentAjSuChtha七tj≧3・Assumethat（X，∬）isnot  

inthecase（1）・Iftl＝4＝，七henasintheproofoflemma4．9，Wehaveastar－Shaped  

graphwithfourbranches．If士i≦3foraJllAi，thenwemayassumethatil＝舌2＝3．  

Then，aSintheproofoflemma4．9，Wehaveまi≦2fori≧3．ThusA－AINA2is  

adi？jointunionofchaJins ofcurveS・Sincetheweightedd11algraphisatree，there  

existsaumiqueminimalconnectedcycleSbcontainingAlandA2・Sincetl＝t2＝ 3，  

acycleA－Soisad瑚OintunionoffourmaximalstringsinA．□  

Lemma4・19・Llet（X，X）beasingu］arib，with614（X，X）＝1．∬（X，X）hasastar－  

Sh叩edgraphwi地threebranches，七hen62（X，X）＝0．  

Proqf Assumetha七（X，X）hasastar－Shapedgraphwiththreebranches．Usingthe  

notationof（4・10），Wehave   

3  

穂）＝m一朗十∑【（ね－m）／di】・  

壱＝1  

Ifわ≧3，夷た）≦耳局）≦‥・≦夷0）＜0，andhence∂2（∬，∬）＝0．If∑1極≧1，  
then62（X，X）＝ObyTheoreml・8・Assumethatb＝2and∑1／di＜1．Wbdefinea  

Subset△＊ofN6as正）1lows：（e，d）＝（el，e2，e3，dl，d2，d3）∈N6isa，nelementof△＊if  

andonlyifdl≦d2≦d3，∑1／di＜1，∑ei／di＜2（cf・【Pl，p．185】），ei＜di，andei  

anddiarerela七ivelyprlmefori＝1，2，3．勒regard祀）asafunctionofk，mand  
（e，d）∈△＊，andwrite瑠）（e，d）．Let  

が）（e，d）＝た（∑e電極－2）＋2（ト∑1極）・  

Tben  

頑ん）（e，d）≦2－2た＋∑鶴－2）／d壱＝ぴ（た）（e，d）．  

Since∑ei／di－2＜0，Wehave夷k）（e，d）＜0fork≧2（resp．k≧3）ifG（2）（e，d）＜0  
（resp．＝0）．  

Let  

△＝（d∈N31（e，d）∈△＊肋some e∈N3，and瑠）≦0）．   
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Let△1＝（（2，3，d3）I7≦d3≦13）and△2＝＝（（2，4，5），（2，4，6））・Asintheproof白of  

thepropositionsabove，Wehave△＝△1∪△2∪（（3，3，4））・   

wbass。methatd∈△1．Since614（X，X）＝1and瑠）＝0，Wehave  

璃）＝－3＋e2＋【（3e3－14）／d3】≦－1・  

Let△i＝（（e，d）∈△＊［d∈△1，璃）≦－1）．Wecaneasilyget璃k）（e，d）＜0for  
（e，d）∈△iandk＝0，1，2・W占willshow  

G（2）（e，d）＝2（∑（e定一1）極－1）≦0  

for（e，d）∈△i．For（e，d）∈△iwithe2＝1，WehaveG（2）（e，d）＝2（（e3－1）／d3－1）＜0・  
Lete2＝2．Then3e3－14＜d3，ande3／d3＜5／6・Themaximumof‡（e3－1）／d3）is  

（7－1）／9＝2／3．HenceG（2）（e，d）＝2（（e3－ 1）／d3－2／3）≦0・Thenwehave夷k）＜0，  
払rた≧Oand（e，d）∈△i・   

Weassumetha七d∈△2．Ife2＝1，thenG（2）（e，d）＝2（（e3－1）／d3－1）＜0・  

Lete2＝3．Asab。，e，Wehavee3＋d3＜7ftom璃）≦－1．Hencee3＝1．Then  
G（2）（e，d）＝2（1／2－1）＜0．Clearly，璃0）and夷1）arenegative．Hence夷k）＜0for  
た≧0．  

Ifd＝（3，3，4），thene＝（el，e2，e3）（el≦e2）suchtha・七（e，d）∈△＊isoneof（1，1，1），  

（1，1，3），（1，2，1），（1，2，3）and（2，2，1）．Again，Wehavethat夷k）＜0fork≧0・   
Thusina．nyofthecases，Weget62（X，X）＝0・□  

Theorem4．20（Okuma［03］）・Let（X，X）beasingu］ar卸而thh（X，X）＝2and  

∂14（ズ，∬）＝1．取組（ズ，∬）由aわg－CanO黒血aJ血gu血i抄扇地J（ズ，∬）＝2・  

ProoflSince614（X，£）＝1and62（X，X）≠0，hence62（X，X）＝1byLemmal・10・By  

thelemmasabove，Wehavetheweightedd11algraphin（2）or（3）ofLemma4・18・   

Suppose（X，X）hasastar－Shapedgraph．Thendl＝・・・＝d。＝2byFi2）≦0，and  
hence（X，X）isalog－CanOnicalsing111aritywithI（X，X）＝2byTheoreml・8・   

AssumethatA＝∑た。SiaSin（3）oflemma4・18・By【Kr，Theorem3・7】，there  
existsadeformation打：万→（C，0）ofM＝7r－1（0）whichinducesatrivialdeforma－  

tionofSifori＝1，2，3，4，andforc≠OnearO，7rl（c）hasaconnec七edcomponent  

oftheexceptionalsetA。＋∑た1Si，WhereAoisara七ionalcurve・Notethat打blows  
downtoadeformationof（X，X）・Let（Y7y）beasingularityobtainedbycontracting  

theexceptionaldivisorA。＋∑t＝1Siabove・ByTheoreml．5，Wehavep。（γⅧ）＝0，  
62（Yy）≦1a．nd614（羊y）≦1・Thus（Y；y）isara七ionalsingularitywhichhasastar－  

ShapedgraphwithfoⅦrbranches．ByLemma4．9，Wehave62（Yy）＝614（Yy）＝1・   
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Applyingtheargumentaboveto（Yy），Wehavedl＝…＝d4＝2・Bythedefinition  

ofdi，WeSeethatSiisac11rVeWithSi・Si＝－2，fori≧1・Recallthat7Tinducesatriv－  

ialdeformationofSifori≧1．LetBbeacycleonMde丘nedbyB＝A＋So．Then  

－Bisn11mericallyequivalentto2K．SinceanyrationalsingularityisaQ－Gorenstein  

singularity，（X，X）isalog－CanOnicalsingularitywithZ（X，X）＝2（cf・Definition4・2  

andTheorem4・4）・ロ  

5．LoG－CANONICALSINGULARITIES，ⅠⅠ  

（5・1）Inthissection，WeStudyacriterionforasingularitytobealog－CanOmical  

singularitywithZ（X，X）＝1・Recal1thatalog－CanOnicalsingularitywithZ（X，X）＝1  

isasimpleellip七icorcuspsingularity・Le七f：（M，A）→（X，X）bearesolution，Kthe  

canonicaldivisoronMandA＝UAithedecompositionintoirreduciblecomponents．   

Definition5・2・ApositivecycleEisminimallyellipticifx（OE）＝Oandx（OF）＞0  

forallcyclesFsuchthatO＜F＜E．   

（5・3）Thereexis七sauniquefundamentalcycleZonM（cf・【A2］）suchtha七Z＞0，  

Ai・Z≦0fora11i，andthatZisminimalwithrespecttothosetwoproperties．Note  

仙a七が（のz）＝1（cf．［Lal］）．  

Proposition5・4（Laufbr［Lal，Theorem3・4】）・Letf：（M，A）→（X，X）bethemini－  

malresolutionofthesingu］arity（X，X），Z七henmdamentalcycleandKthecanonica］  

divisoronM．me皿theゐl）ovmngareequivalent．  

（1）Z由am血ima勒e叫坤cq′CJe．  

（2）Ai・g＝－A壱・∬ゐraJJA宣．   

Definition5・5・Asingularity（X，X）ismimimallyellipticiftheminimalresolutiOn  

Of（X，X）satisfies七hecondi七ionsofProposition5．4．  

Theorem5・6（Laufer［Lal，Theorem3・10］）・Asingularity（X，X）isminimalb，e］liptic  

∬ando点けif（芳，∬）由a刀e叫p七icOore点β七e血血gu血ゴ頓  

（5・7）Letf：（M，A）→（X，X）betheminimalresolutionofthesingularity（X，X）  

andZthefundamen七alcycle・Bythena・turalsurjectivemapHl（OM）→Hl（Oz），  

Wehavep。（X，X）≧hl（Oz）・Artin［A2】provedthatp。（X，X）＝Oifandonlyif  

hl（Oz）＝0・Ifp。（X，X）＝1，thenhl（Oz）＝1，and七hereexistsauniqueminimally  
e11ipticcycleEby［Lal，Proposition3．1】．ThesupportofEistheexceptionalsetof  

amimimallyellipticsingularityby［Lal，Lemma3．31．   
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Lemma5．8．Le七（X，X）beaminimalb，ellipucsingularib，Whichisno七aduBois  

血gujari伊Tムe刀∂6（ズ，∬）≧2・  

Proqf First，WeaSSumethattheminimalresolutionofthesingularity（X，∬）isagood  

resolution．Letf：（M，A）→（X，T）betheminimalresolution・Recalltheequality  

（3．12．1）  

∂2（ズ，∬）＝－∬・（∬＋A）＋x（のA）＋1．  

Since（X，X）isnotaduBoissingularity，Hl（OA）＝0，andhencex（OA）＝1・Then  

wehave62（X，X）＝－（K＋A）・K＋2・Sincefisminimaland－（K＋A）≧0，Weget  

62（X，X）≧2．ByLemmal・9，Wehave66（X，X）≧2・   

Nowweassumethattheminimalresolutionof（X，X）isnotgood・Letf：（M，A）  

→（X，X）betheminimalgoodresolu七ionofthesingularity（X，X）・By［Lal，Propo－  

Sition3．5］，（X，X）hasastar－Shapedgraphwiththreebranches，andthedivisorA  

canbewrittenasA＝∑た1Ai，WhereAlisthecentralcurvewithNAl・Al＝Ml，  
andA2・A2≧A3・A3≧A4・A。．Then－K＝2Al＋∑t＝2Ai．LetZ＝∑た1niAi  
bethefundamen七alcycleonM．Then（nl，…，n4）isoneof（6，3，2，1），（4，2，1，1）or  

（3，1，1，1）．LetJubethemaximalidealinOxwhichdefinesthesingularpointx・By  

【Lal，Theorem3．13］，thereexistsafunction9∈HO（〟）（undertheassumptionthat  

Xissu侃cientlysmal1）such七hatf＊（9）haszeroofordernlOnAl・Since（X，X）is  

minimal1yelliptic，Wehavef＊OM（K）望ル1・Ontheotherhand，Wehave   

4  

0〟（6∬＋5A）望0〟（∬－5A）望0〟ト7Al－∑A壱）・  

i＝2  

Hence  

J＊（タ）∈∬0（0〟（∬））＼∬0（0〟（6∬＋5A））．  

SinceHO（OM）∋HO（OM（K））∋HO（OM（6K＋5A）），Wehave66（X，X）≧2by  

Propositionl．3．□   

Proposition5．9．Le七（X，∬）beane11ipticsingulaJribrwhichisno七aduBoissingu一  

塩血わつⅧeJユ∂6（ズ，∬）≧2・   

Proqf（5・7），Theoreml．4andLemma5．8impliestheassertion・口   

Example5・10・Thereexistsasingularity（X，a；）with6m（X，X）＝1form＝1，…，5  

WhichisnotaduBoisslngulari七y，butaminimallyellipticslngularity．   
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Let（X，X）beaminimallyellipticsingularitysuchtha七theminimalresol11ti（｝nOf  

（X，X）isno七good．Usingthenota七ionintheproofofLemma5・8，WCaSSumCthaも  

A2・A2＝－2，A3・A3＝－3andA4・A4≦－7・Then  

Z＝6Al＋3A2＋2A3＋A4＝－∬＋4Al＋2A2＋A3・  

Notethatthereexis七SSuChaminimallyellip七icslngularity・SinceZ＞A，Wehav（き  

Hl（OA）＝0（cf．Definition5．2）．Thus（X，X）isnotaduBoissingularitybyPropo－  

sition4．6．AsintheproofofLemma5・8，Wehave  

∂5（∬，∬）＝dim。が（0〟）／が（0〟（呵）＋dimc∬0（の財（勘）／が（0〃（5∬＋4A））  

＝1＋dimc∬0（0〟（∬））／ガ0（の〟（∬一4Al））・  

Fromtheexactsequence  

O→の〟（∬－4Al）→0〟（∬）→の4．41（∬）→0，  

we bave  

dimcガ0（0〟（∬））／∬0（の〟（∬－4Al））＝6〝㍍（の〟（∬－4Al））・   

Wewillshowtha七hl（OM（K－4Al））＝6・SinceHl（OM）望Hl（Oz），W（うhavc  

Hl（OM（－Z））＝0．Fromtheexactsequence  

O→の〟トg）→の〟（∬－4Al）→の2A2十A3（∬－4Al）→0，  

webave月■1（の〟（∬－4Al））望∬1（の2A汗A3（∬－4Al））．Letエ＝∬－4AトCorlSi（1（汀  

theexactsequences（cf・（2・2．1））  

0→02A2（エーA3）→02A2＋A。（エ）→OA。（エ）→0；  

0→ロA2（エーA3－A2）→02A2（エーA3）→OA2（エーA3）→0．  

Thenweget  

九1（02A2＋A。（∬－4Al））＝㍍（のA3（ム））＋が（OA。（エーA8））＋が（¢木（ムーA3－A2））  

＝2＋3＋1＝6．  

Hence65（X，X）＝1・ByLemmal・9，8m（X，X）＝1払rm＝1，・・・，5．  

（5・11）Let（X，X）beaJnellipticduBoissingularityandf：（M，A）→（X，X）the  

minimalresolution・SinceHl（OA）＝1，thedivisorAisdecomposedasA＝El＋戯，  

WhereEliseitheranon－Singularcurveoracycleofrrationalcurveswithr≧1（孔  
CyCleofonerationalcurvemeansarationalcurvewithanordinarydoublcpoint），  

andE2isvoidoradidointunionoftreesofnon－Slngularrationalcurves．IfE2＝0，  

then（X，X）isasimpleellipticoracuspsingulari七y．   

W占willusethisnotationinLemma5・12）5・13andProposition5．14bclow．   
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Lemma5・12・HE2isara七ionalcurVewith且2・E2≦－3，then63（X，X）≧2・  

Proqf ForanyCOmPOnentAiOfA，Wehave（2K＋2A－E2）・Ai≧0．ByTheorem2・8，  

∬1（の〟（3∬＋2A））望∬1（のβ。（3∬＋2A））．Since（3∬＋2A）・哉＝∬・哉－2≧－1，  

wehaveHl（OE2（3K＋2A））＝0．LetL＝3K＋2A．Thenweget  

O→∬0（の〟（エ））→∬0（0〟（エ＋仇））→ガ0（ロ∬1（エ＋軌））→0，  

and  

dimc∬0（（の〟（エ＋動））／が（の〟（エ））＝九0（q訊（エ＋訊 ））≧x（0仇（エ＋動））＝2．  

Since  

∂3（ズ，∬）＝dimc∬0（0〟＿A（3∬））岬0（0〟（エ））  

and  

∬0（の〟＿A（3∬））⊃∬0（（0〟（エ＋動））⊃ガ0（の〟（エ）），  

Wehave∂3（∬，∬）≧2．口  

Lemma5・13・HE2isara七iona］curⅥ∋而th哉・E2＝－2，then64（X，X）≧2．  

ProqfAsabove，WehaveHl（OM（4K＋3A））望Hl（02E2（4K＋3A））．LetL＝4K＋3A．  

Fromtheexactseq11enCe  

O→のβ。（エー哉）→の2∬。（エ）→¢戟（エ）→0，  

wehavehl（02E2（L））＝2．Considertheexactsequence  

O→0〟（エ）→0〟（エ＋且1）→ロガ1（エ＋β1）→0．  

AsintheproofofLemma5．12，  

∂4（芳，∬）≧dimc∬0（の〟（ん十軌））岬0（の〟（エ））＝1＋㍍（0〟（ん十軌））．  

Sincehl（OM（L＋El））≧hl（OE。（L＋E l））＝1，Wehave64（X，X）≧2．口  

Proposition5・14・Le七（X，X）beanellipticduBoissingularib，SuChtha七E2≠0．  

Tムen∂3（ズ，∬）≧20r∂4（ズ，∬）≧2．  

ProげLetAlbeacurveinE2intersectingEl・Thenhl（OEl＋Al）＝1・Le七（X′，XI）  

be七heslngularityobtainedbycontractingEl＋Alin M・ByTheoreml・4，We  

havep。（XI，X’）≦1・Hencep。（X／，XI）＝hl（OEl十Al）＝1・ByProposition4．6，the  

Singularity（X／，X／）is anellipticduBois singularity．Theresultisanimmediate  

COnSequenCeOfTheoreml．4，Lemma5．12and5．13．口   
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Theorem5・15（Okuma【03］）・Le七（X，X）beasingu］aritywith6m（X，∬）＝1ゐr  

m＝1，4，6．取組（ズ，諾）由as血pjee叫頑coracu甲血guJaユゴ抄  

Proqf ByLemmal・10，61（X，X）＝66（X，X）＝1implies63（X，X）＝1・ByProposi－  

tion5・9，（X，X）isanellipticduBoissingulari七y．ThenProposition5．14impliesthe  

asse鵬ion（c£（5・11））．□  

6．EQUISINGULARDEFORMATIONS  

（6．1）Inthissection，Wediscussdeformations．Le七（X，X）beasingularity and  

f：（M，A）→（X，X）theminimalgoodresolutionof（X，X）．Le七A＝UE＝1Aibethe  
decompositionintoirreduciblecomponents・WedenotebyDxthefunc七Or（cf・［Scl］）  

Ofdeibrmationsofasingularity（X，X）（cf・［Wh2，0］）・In［Wh2］，Wahlin七roduced七he  

equisingularfunc七orESMOfdefbrmationsof（M，A）towhichallAilift，andwhich  

blowdowntodeformationsof（X，X）・Adeforma七ionofthesingularity（X，X）iscal1ed  

a，n eq111Slngular deformationifitis obtainedfrom an equlSlngular defbrmation of  

（M，A）・Itiswellknowntha七ade丘）rmationsofMblowsdownifandonlyifhl（OM）  

does notjump（cf・【Wh2，（4．3）】）・Hence equisingulardeformations preserve the  

geometricgeneraandtheweighteddualgraphsofsingulari七ies，andsotheplurigenera  

OfGorensteinandrationalsingularitiesbyTheorem3．12．  

In［La2，La3，La4，La，5】，Lauferstudieddeforma七ionsofMintheanalyticcategory．  

ForaGorensteinsingularity（X，X），anequisingulardeformationof（M，A）inducesa  

topologicallyconstan七deforma七ionof（X，X），andtheconverseholds，tOO（see【La5，  

Ⅴ，ⅤⅠ〕）．  
（6・2）LetJ2お〈A）bethesheafofl－formswithlogarithmicpolesalongA，andS  

i七Sdual・Thenthereareexactsequences（cf．［Wh4］）‥  

た  

（6・2・1）  0→鶴→β㌫〈A〉→00Ai→0；  
宣＝1  

ゐ  

0→ざ→∂財→⑳oAi（A宣）→0；  
i＝1  

0→∂〟（－A）→5→¢A→0．  

（6・2・2）  

（6．2．3）  

By（6・2・2），Wehave七hefo1lowingexactsequence  

（垂ロAi（Ai））→0・   0→が（ざ）→∬1（∂財）→∬1  
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Thereexiststheversaldefbrma七ion7T：万→（Q，0）of（M，A）withtangentspace  

Tb，。≧仁方1（OM），andasubmanifo1d（考0）withtangentspace符，。；茎Hl（S）such  

that alloftheAilifttoabovePandPisthemaximalsubspaceofQabovewhich  

alloftheAilift（cf・［La5，p・26］）・  

Theorem6．3（Wahl【Wh2］）．（1）ESMhasahu11Pn七hesenseof［Scl］）andthe  

皿a紬rajェ叩pββ〟→かズ由力むecモルe．   

作ノ∬a刀ydeゐma七jo乃Of（〟，A）わwムicムaJJA誹允bJo耶dow盈七Oadeゐrヱna最on  

of（X，X），thenT（ESM）＝Hl（S），dereT（ESM）denotesthetangent坤aCeOfESM■  

∬鞠（ズ，∬）≦1，班e刀地由co刀d招0月由βa七血鮎d・  

（6．4）Le七B＝C（zl，・・・，Zn）．Let（X，X）beaq－hsingularityde丘nedbyanideal  

Z⊂B．Le七usrecallthatthe七angentspace鴫ofDxisglVenbytheexactsequence  

Hom兄（鶴⑪月，R）→HomR（∫げ，R）→鴫→0，  

whereR＝B／I．SinceHomR（1／P，R）isgraded，SOis鴫：WeWrite  

技＝⑳報（宜）・  

i∈Z   

Thenwehavethefo1lowlng．  

Theorem6・5（Pinkham［P2，4・6］）・T（ESM）＝Oi＞0花（i）・  

Definition6・6・Afunctionh∈C（zo，Zl，Z2）＝Oc3，。iscalledaquasi－homogeneous  

（q－h，fbrshort）polynomialofdegreedwithweights（α0，α1，α2）∈N3，if  

拍車0，Zl，g2）＝坤αogo，壬α1gl，壬α2z2）   

foranyt∈C・Weassumetha七α0，α1andα2arerelaJtivelyprime．   

Afunctionh∈Oc3，。issaidtobesemi－quaSi－homogeneous（s－q－h，fbrshort）of  

degreedwithweights（α0，α1，α2）ifi七isof七heformh＝ho＋hl，Wherehoisaq－h  

POlynomialofdegreedwithweigh七S（α0，α1，α2）whichde丘nesanisolatedsingularity  

andallofthemonomialsofhlhavedegreestrictlygreaterthandorhl＝0（cf．  

【AGV，12・1】）・Asingularityissaidtobes－q－hifitisdefinedbyas－q－hfunction．  

（6・7）Leth∈C（zo，Zl，Z2）＝Oc3，。defineanisolatedsingularity（X，0）at七he  

Origin・LetJhbeanidealofOc3，。generatedby∂h／∂zo，∂h／∂zland∂h／∂z2．Qh＝  

Oc3，。／Jhiscal1edJacobianalgebra・Thenwehave（cf・［Sc2，§1］）  

鴫望のc3，。／（九，克）．   
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Itiswellknownthat（h，JL）＝Jhifandonlyifhisq－h（afterachangeofcoodinates）・   

W6assumethathisaq－hpolynomialofdegreedwithweightsα＝（α0，α1，α2）・  

ThenαinducesagradingonOc3，。，andsoonQh・LetQh＝◎i＞OQh（i）・Recallthat  

amorphismofgradedmodulesp∈Homox（（h）／（h2），Ox）hasdegreenifp（h）has  

degreed＋n・Hencewehave鴫（i）望Qh（i＋d）（cf・（6・4）），andT（ESM）望Oi≧dQh（i）・  

We see七hat a8－qrhsingularityis afibrein an equlSlngular deformation ofa q－h  

SingularitybyTheorem6・5（cf・［AGV，Theorem12．1】）．  

（6・8）Wbassumethattheweighteddualgraphof（X，X）isastar－Shapedgraph．  

Le七Ao，D，残，eianddibeasin（1．6）（no七ethat七heyarede丘nedfors七ar－Shaped  

graphs）・Letusintroducesomeresul七sof［TW］．   

W占defineaQ－divisorConAoasfo1lows：C＝Dq∑監1qi昂， Whereqi＝ei／di．  

Let  

R＝（Dが（OA。（几q）rm⊂C（Ao）［T］，  
れ≧O  

WhereC（Ao）isthefieldofra七ionalfunctionsofAo，andTanindetermina七e．Then  

Spec（R）isaq－hnormalsurfacesingularity，Wedenoteby（Yy），and七heweighted  

dualgraphof（y7y）isthesameasthatof（X，X）（cf．〔Pl】）．   

BycontractingthebranchesSlU・・・USb，WegetanOrmalsurfaceM／withcyclic  

q110tientsingulari七ies・Let◎：（MI，Al）→（X，X）bethemorphisminducedcanoni－  

Cally？WhereAlistheimageofAo・Wede且neafi1tra七iononOxby  

ダれ＝◎＊0〟′（岬mA′）   

forn∈Z．NotethatFn＝Oxfbrn≦0．Let  

兄＝0即γ and G＝⑳げれげ叫）rれ・  
m∈盗  犯≧O   

Thenthenaturalmap  

C［r‾1］→花  

de且nesadeformationofSpec（G）withgeneralfibreisomorphicto（X，X），SinceGり≧  

7a／T‾17aandOx望見／（rしa）兄fora∈C－（0）（cf・［TW，（5・15）］）・By［TW，（6．3）］，  

RisthenormalizationofG，andR＝Gifandonlyifp。（Yy）＝P。（X，X）・By［Wh5，  

（1・12），（3・4）】，（X，X）isafibreinanequisingulardeformationof（Y；y）ifp。（Y；y）＝  

pg（ズ，∬）・   
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Proposition6・9・Le七（X，X）beaminimalb，e］1ipticsingu］arlb，而thastarshaped  

grqph・Thenthereexisfaq－hminima］Lye］］ipticsingularlty（Y；y）andanequisingular  

deゐrma七血打：平→Cof（㌣y）sucムセ加モズ＝訂‾1（α）血rα∈C－（0）．  

Proqf Weusethenotationin（6．8）・Sincetheweighteddualgraphof（Yy）isthesame  

asthatof（X，X），WeSeethat（Yy）isaminimallyellipticsingularitybyProposi七ion  

5・4andDefinition5・5・ByTheorem5．6，aminimallyellipticslngularityisaGorens七ein  

Singularitywithpg＝1・From（6・8），Wehavetheassertion・ロ  

（6・10）Underthesamenotationasabove，if（X，X）isahypersurfacemimimally  

ellipticsing111arity，thensois（Y；y）by［Lal，Theorem3．13］・ByProposi七ion6．9and  

（6・7），ahypersurfaceminimallyellipticsingularitywithstar－Shapedgraphisas－q－h  

Slngularity．  

7．CoMPLETEINTERSECTIONS   

（7・1）Wbusethe samenotation asin Section6・Let（X，X）be a Gorenstein  

SingularitywithcontractibleX・Le七ZbeacyclesuchthatOM（K）望OM（－Z）・If  
（X，X）isnotarationaldoublepoint，thenZ≧A．   

LetCbeasheafonMdefinedbyanexactsequence  

O→C→C〟→Cβ→0．  

IfZ≧A，thentheexteriordifferentiationgivesanexactsequence（cf・［Wh4，（1．5），  

（1．6）】）  

（7■1．1）   0→C→0〟（－g）上り塩〈A〉トg）⊥鴨（－Z＋A）→0．  

AsXiscontractible，Hi（C）＝0foralli・HenceHi（OM（－Z））望Hi（dOMトZ））for  

all壱．Inparticular，ガ壱（dO〟トg））望∬盲（0〟（∬））＝Ofbr豆≧1．  

（7・2）Inthere＄tOfthissection，Wealwaysassumethat（X，X）isacompletein－  

tersectionsingularitywhichisnotara七ionaldoublepoint・LetFL（X，X）andT（X，X）  

denoteMilnornumberandTjurinanumberof（X，X），reSpeCtively（cf・［LS］）．Weneed  

thefbllowingresultsofGreuel【Grl，Gr2】（cf・［LS］）．  

Proposi七iom7・3・何〝（ズ，∬）＝極）（d乃妄），a刀dT（ズ，∬）＝九払（吸）［Gr2，p・168ト   

P）Hfx）（畷）＝Obrp＋q≦1【Gr2，Proposition2・3］・   

P）1ueゐLlowingsequencesareexact［Grl，Sa，tZ4．4］：  

0→Cズ→0ズ→dOズ→0；  

0→dOズ→鴫→dJ妓→0．   



TOMOHIROOKUMA   

酢鴫）（〟妓）＝0［Grl，Lemma4・5］・  

（7．4）Ftom（7・1．1），Wehaveanexactsequence  

28  

0→現（dO〟（一g））→月ユ（招㌫〈A）（∬））→現（の〟（2∬＋A））  

→現（dO〟トg））→境（鴫〈A〉（∬））．   

ByCorollary2・13，WehavehL（OM（2K＋A））＝62（X，X）．BytheSerreduality，We  

havehi（L？L4（A〉（K））＝hl（S）・Ifweset  

β＝dimcker（境（dO〟（－Z））→境（招㌫〈A〉（∬））），   

七henwe have   

（7．4．1）  ∂2（ズ，∬）＝九1ざ）＋β一砲（dの〟（－g））．   

Wbno七ethat亀（dC）〟（－Z））≦九㌧β）．   

Le七U＝〟－A窒∴芳一（可・  

もemma7・5・鳩（dO〟卜Z））＝極）（dOズ）＋pg（ズ，可－1・  

Proof Fromtheexac七SeqlユenCe  

O→ガ0（dロ〟（－g））→∬0（dOぴ）→現（dの〟トZ））→0，   

andisomorphisms  

茸0（dO〟トg））窒∴打0（0〟（∬））≧∴打0（ムの〟（∬）），   

wesee that   

（7・5・1）  現（dO〟（一g））望が（dC）吊／が伍0〟（∬））．  

Using（2）and（3）ofProposition7・3，WeObtain鴇）（dOx）＝Oandhence  
（7・5・2）  鴨）（dOズ）望ガ1d恥）岬佃板）・  

Le七JubeanidealsheafofOxwhichdefinesthesingularpointx・Wedefineasheaf  
CIonxbytheexactsequence  

O→C／→Cズ→C（芯）→0・   
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Thenwe have  

O→C′一斗ルイ→dルイ→0．   

Ⅰ七isasubcomplexof  

O→Cズ→の∬→dのズ→0．   

NotethatdOx望dJu．SinceXiscontractible，Wehave  

（7．5．3）  ガ0（〟）窒∴汀0（d〟）望ガ0（dOズ）．   

As（X，X）isaGorens七einsingularitywithpg（X，X）≧l，Wehavef＊OM（K）⊂Ju・Ⅰ七  

iswellknownthat  

pg（ズ，∬）＝dimc∬0（0ズ）／が仏0〟（∬））  

foraGorensteinsingularity（X，X）・From（7．5．1），（7・5．2）and（7．5．3），We have七he  

払1lowlng  

兢（dO〟トZ）ト極）（dOズ）＝dimcが（dロズ）伊里＊0〟（∬））  

＝dimc∬0（〟）／ガ0佑の〟（∬））＝拘（芽，∬卜1． ロ  

Lemma7・6・β＝〝（ズ，∬）一丁（ズ，∬）＋極）（dOズ）・  

Proqf SinceHl（dOMトZ））＝H2（dOMトZ））＝0，Wehave  

境（dC）〟（－g））望が（dO打）望鴫）（dOズ）■  

BythevanishingtheoremofWahl［Whl］，Hl（ni4〈A〉（K））＝0．Similarly，Weget  

現．（乃訪〈A〉（鞘宵鴫）（鴫）・  

Tben  

β＝dim錘r（鴨｝（d堀→鴨｝（㈲）・  

FtomProposition7・3，穐‡（dJ？k）＝Oandwehaveanexactsequence  

O→鴨）（dOズ）→鴨）（鴫）→鴨）（d鴫）  

→鴨）（d板）→鴫）（鴫），  

andbenc叩＝〝（ズ，∬トT（芳，∬）＋鴨）（dのズ）・□   
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Theorem7・7（Okuma［02］）・62（X，X）＝hl（S）＋FL（X，X）－T（X，X）－P。（X，X）＋1・  

proqfTheteoremisimmediatelyobtained＆。m（7．4．1），Lemma7．5andLemma  

7．6．ロ  

Corollary7・8．Le七訂：雷→Tbean equisingu］ardeゐrmationof（X，X）．Ⅵ布se七  

晶＝汀‾1（ま）血r舌∈r．men   

（7・8・1）  丁（方丈）≧〝（ズ，∬）－∂2（ズ，∬）薫汀a町f∈r・   

血par七icuJ叫jfpg（ズ，∬）＝1，地e刀T（方丈）≧〝（ズ，∬）－5・  

Proqf WbnotethatX士isacompleteintersectionisolatedsingulari七yforany壬∈T  
（cf・［KS］）・From（7・4）andLemma7・5，hl（S）≧p。－1・ByTheorem7・7，Wehave  

that62（X士）≧FL（Xt）－1－（Xt）・ByTheorem3・12，62isdeterminedbyp9andthe  

Weighteddualgraphof七hesingulari七y，andsoispby［St，（2・26）］・Thepropertyof  

theequlSlngulardeformationsimplies七ha七  

∂2（ズ電）＝∂2（ズ，∬）and〝（端）＝〝（ズ，∬）・   

Thenweget（7・8・1）・Ifp9（X，X）＝1，then62（X，X）≦5byCoro11ary3・14・ロ  

（7・9）Fortheremainderofthissec七ion，（X，0）deno七esahypersurfacesingularity  

de丘nedbyafunctionh∈C（zo，Zl，Z2）＝Oc3，。・Ⅰ七iswellknownthat  

IL（X，0）＝dimcOc3，。／Jh and T（X，0）＝dimcOc3，。／（Jh，h），   

andthatp（X，0）＝T（X，0）ifandonlyifhisq－h（afterachangeofcoordinates）．   

Wesetp＝P（X，0）・Letpl，…，PpbefunctionsinOc3，。WhichinduceC－basisof  

Oc3，。／Jh・Thenwedefineafunc七ionH（z，i）∈C（zo，Zl，Z2，il，‥・，ip）＝Oc3×Cp，。aS  

払1lowlng  
〃  

利之，り＝九＋∑廟，  
i＝1   

andweset  

y（ズ，0）＝（（fo）∈（C〃，0）l〝（旦（z，壬0））＝〝），   

WhereFL（H（z，電0））denotesMilnornumberofthesingularitydefinedbyH（z，tO）．Then  

Y（X，0）isananalyticsubsetof（CFL，0）・   
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Definition7．10．Themodalitym（X，0）ofthesingularity（X，0）isthcdimcnsion  

ofY（X，0）（cf．［Ga］）．If（X，0）isdefinedbyaquasi－homogeneouspolynornia＝＝）f  

degreed，thentheinnermodalitymo（X，0）ofthesingularity（X，0）isde6nedasthe  

dimensionofthevectorspaceOi≧dQh（i）（cf・［YW］）・Note七hatmo（X，0）≦m（X，0）  

if（X，0）isaq－hsingulari七y（seetheproofofthefbllow）・  

Propositiom7．11（Okuma［02］）．∬拘（∬，0）＝1，比e刀∂2（∬，0）≦m（∬，0）・   

∬（ズ，0）由aq一ム血guね出切地e刀∂2（ズ，0）＝mo（∬，0）≦4・  

Proqf Let（CT（X・0），0）betheversaldeformationspaceofthesingularity（X，0）and  

p：（C〝（和），0）→（CT（和），0）   

beaprojectioncorrespondingtothenaturalmapof七hetangentspaccs  

のc3，。／九→Oc3，。／（九，九）・   

Thereisasubmanifo1dPof（CT（X，0），0）whichrepresentsESM．By七hcpropertyof  

theequisingulardeformations，P－1（P）⊂Y（X，0）．ByTheorem6．3，WeSee七hat七h（き  

dimen＄ionofp‾1（P）ishl（S）＋p（X，0）－T（X，0）．Hence  

が（β）＋〝（ズ，0卜T（ズ，0）≦m（∬，0）．   

FromTheorem7－7，Weget62（X，0）≦m（X，0）．   

Weassumetha七hisaq－hpolynomialofdegreed・ThenTheorem7・7and6・3，and  

（6．7）impliesthat  

∂2（ズ，0）＝叫ざ）＝dimcO仇（宜）＝mo（∬，0）・  
宣≧d   

ByCorollary3．14，∂2（ズ，0）≦4．口  

Remark7・12・Iftheinvariance ofMilnor numberimplies theinvarianceofth（！  

七OPOlogicaltypefortwodimensionalhypersurfacesingulari七ies（cf．［LR］），七hen，in  

theproofabove，WehavepNl（P）＝Y（X，0）（cf・（6・1））・Inthiscase，Y（X，0）is  
nonsingular，and∂2（ズ，0）＝m（ズ，0）holds．  

Itisknowntha七foranyq－hhypersurfacesingularity（X，0），aninequali七y∂2（X，0）  

≧mo（X，0）holds（see［YW］）・   
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Proposition7．13（Okuma［02］）・Let（X，0）beasingulaIitYde血ed b，aS－q－h  

允旧C七わ刀九∈ロc3，。W舶椚な加β（1，1，1）・me刀∂2（ズ，0）≧m（ズ，0）・  

Proqf．Wbwriteh＝ho＋hlaSinDefinition6．6．Let（Xo，0）beasingularitydefinedby  

ho．Thenby［GK］，mO（Xo，0）＝m（Xo，0）・Hencewehavethat62（Xo，0）≧m（Xo，0）  

by［YW］．Ontheotherhand，（X，0）isafibreinanequisingulardeformationof（Xo，0）  

by（6．7）．Thus62（X，0）＝62（Xo，0）・Sincethemodalityisuppersemi－COntinuousby  

【Ga］，Webave  

∂2（ズ，0）＝∂2（ズ0，0）≧m（ズ0，0）≧m（ズ，0）・ □   

Proposition7．14（Okuma［02】）・Le七（X，0）beahypersur血cesingularity with  

鞘（ズ，0）＝1βuCム地点モモ鮎椚由加edduaJ許叩ムof克血aぶねト血叩edgrap九 Tムe乃  

（X，0）isdeBnedhYaS－q－hfhnctionofwhichthequasi－homogeneouspartdeBnesa  

血guJar和（ズ0，0）融通mo（ズ0，0）＝∂2（ズ，0）・   

血partjcuJ叫ゐrβuCムa血gu血ゴ伊南兢∂2（ズ，0）≦2，椚ムave∂2（∬，0）＝m（ズ，0）．  

Proqf mknowtha七（X，0）isas－q－hsingularityby（6．10）．Q－hhypersurfacesingu－  

1aritieswithpg＝1andmo≦4arelistedin［YW］・Thelistsofallthesingularities  
forwhichm≦2aregivenin［AGV，15・1］・Thenweseethatforas－q－hfunctionof  

Whichtheq－hparthasinnermodalitymo≦2，Wehavem＝mo．ByProposition  

7・11，uSingthenota七ionofProposition7・13，if∂2（X，0）≦2thenwehave  

m（ズ，0）＝mo（ズ0，0）＝∂2（ズ0，0）＝∂2（ズ，0）． □   

（7・15）FromProposition6・9and7・14，WeSeethataminimallyellipticsingularity  

Withas七ar－Shaped graphis easy to deal・Howeverthere exist minima11yelliptic  

Slngularitiesofwhichtheweighteddualgraphsareno七Star－Shaped．   

W占classifytheweighteddualgraphsofminimallyellipticslngulari七ieswith62≦2．  

Inthefo1lowing，thesymbol“○”correspondstoacomponentwithselLintersection  

number－2and“□i”correspondsto acomponentAi．Wese七bi＝－Ai・Aiand  

壬壱＝（A－A宣）・A宣．  

Proposition7・16・エe七（ズ，∬）beami皿血a勒■e叫頑c血gu血相w舶∂2（ズ，∬）≦2．  

（1）∬∂2（ズ，∬）＝1if弧do可y∬（ズ，∬）由aβ血pJeeJ軸毎cMp血guJar柑ora  

βJnguJariけ両地沌eweな加edduaJ伊叩ム  

璃
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刀あ1，む2，む3：  
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mereあ0＝1＜み1≦わ2≦わ3a皿dl／わ1＋1／む2＋1／わ3＜1・  

（2）∬∂2（ズ，∬）＝2jfa刀do吋jf抽e椚紳edduaJ伊叩ムof（∬，∬＝β0罰eOf血  
ゐ刃0Ⅵ刀g．  

軍     属6： □1－○－○－○一口3  2≦わ1≦b2≦わ3，2＜む3  
且7：  

？  
□1－○－○－－○－○－○一口2  2≦わ1≦わ2，2＜む2  

？  
且8： ○－○－－－・○－（⊃－○－－○－○－」コ1 2＜む1  

ニー＝－－＝  

2≦む1≦む2≦わ3≦わ4，2＜わ4  

2≦， 

ヵ叫（宜≧1）‥。1＿＿…＿＿。4 l．  

（3）ThelIstofthe（bi）corre坤Ondingtoahypersurfaceis七hefb］］owfng．  

如e   

β♭1，b2，♭3   （2■3・7），（2・3・8），（2・3・恥（2・4・5），（2・4・6），（2・4・7），（2．5．軋（2朋）  
（3・M），（3・3・5），（3・3・軋（3・4・4），（3・4．5），（4．4．4）   

β6   （2・2・3），（2・2・4），（2・2・5），（2・3・恥（2・3・4），（3．3．恥   

β7   （2・3），（2・4），（2・5），（3・3），（3，4）   

β8   （恥（4），（5）   

β4   （2・2・2・3），（2・2・2・4），（2・2・2・5），（2・2．3．3）  

（2・2・3・勅（2・3・3・3）   

カ榊（宜≧1）   （2・2・2・恥（2・2・2・4），（2・2・2・5），（2・2．3．3）  
（2・3・2・3），（2・2・3・4），（2・3・2・4），（2・3．3，3）  
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Proqf momtheproofofCorollary3・14andLemma5．8，Wehave（1）・In（1），the  

inequalityl／bl＋1／b2＋1／b3＜1istheconditionfortheintersectionmatrix七Obe  
nega七ivedefinite・  

If62（X，X）≠1，thentheminimalgoodresolutionisminimalandweighteddual  

graphisatreeofra，tionalcurves（cf・［Lal，Proposition3・5】）・Assumetha七62＝2・  

Fromtheequality（3．14．1），62＝2ifandonlyifK・Ll＝0．LetZbeafundamen七al  

CyCle．No七etha．tK＝－Z．WesetZ＝∑aiAiandD＝Z－A．Thenwehave  

∬・（∬＋A）＝Z・刀and  

（7・16・1）  ∑（αトー1）（わ定一2）＝0・  

SinceKisnefandnottrivial，bi≧2foralliandbj≧3fbrsome］・No七e that  

ai≧1foral1i・By（7・16・1），ifbj≧3thenaj＝1andifai≧2thenbi＝2・Assume  

bl≧3．Thenal＝1．LetCbetheminimalchainofcurvescon七ainingAISuChthat  

CintersectsDandanycurveinCisnotcontainedinD．Thereexistss11Chachain  

SinceAisconnected・ForanycurveAiinC）Wehaveai＝1・LetAjbeacurveinC  
in七ersec七ingacurveAj＋1inD・ThenwehaveK・Aj＝－Aj・Aj－2＝ bj－2and  

Z・Aj＝（D＋A）・Aj＝D・Aゴ＋ち－bj・SinceK＝－Z，WehaveD・Aj＋tj＝2・  

SinceD・AjandまjarepOSitive】Wehaveij＝1andhenceAj＝Al・Then  

－わ1＋2＝g・Al＝（α2A2＋Al）・Al＝α2－わ1．   

Hencea2＝b2＝2・Thusweseethatifac11rveAjWi七haj＝1in七ersectsacurveAi  
thentj＝1andai＝2・LetAl）A3）・・・）AnbeallofcurvesintersectingA2・Then  

we bave  
γむ m  

O＝Z・A2＝α1－α2わ2＋∑α壱＝－3十∑α壱・  

壱＝3 五＝3  

Ifa3＝a4＝a5＝1，thenwehavethetypeb4（afterachangeofsu臨ces）．Assume  

a3＝1anda4＝2．Theni3＝1andb4＝2．LetA2，A5，．．．，Am beallofcurves  

itersectingA4・Then   

m m  

O＝Z・A4＝α2－α4あい∑αi＝－2＋∑αi・  
i＝5 壱＝5   

Ifa5＝a6＝1，七henwehave D5．Ifa5＝2，thenweapplythesame methodsas  

above■Af七erall，WehavethetypeDi＋4．Assumea3＝3and七ha七A2，A4，…，Anare  

allofcurvesintersectingA3・Asabove，Wehave∑迄4ai＝4・SinceacurveAiWith   
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ai＝1mustintersec七acurveAjWithaj＝2）Wehavea4＝a5＝20ra4＝4・If  
a4＝a5＝2，thenwehavethetypeE6・Ifa4＝4，thenwegoonasabove・Afterall）  

wehavethetypesE7andE8．   

Asingularitywhoseweighteddualgraphisdescribedin（2）isaminimallyelliptic  

singularity（cf・De丘nition5・5）・Wehave62（X，X）＝2forthese singularities by  

（3・14・1）・   

Thelistof（3）iscomputedfromthecondition［Lal，Theorem3・13】  

－3＜Z・g＜－1．  口  

Corollary7．17．Le七（X，0）beahypersurjacesingu］aIiiyofり7PeDbl，b2，b3，E6，E7，  
島orカ4．T加点m（ズ，0）＝∂2（ズ，0）．  

ProqfItfo1lowsfromProposition7・14and7・16．口   

（7．18）Hypers11rfacesingularitieswithmodalityequaltoland2aresaidtobeuni－  

modalandbimodal）reSPeCtively・Forhypersurfaceslngularities）Dbl，b2，b3COrreSPOnd  

to14exceptionalfami1iesofunimodalsingularities，andE6，E7andE8COrreSPOndto  

14exceptionalfamiliesofbimodalsingulari七ies，andD4COrreSPOndtothefunctions  

listedin［AGV，15・1］oftypeJ占，0，Zl，0，I隼，0，Q2，0，Sl，OandUi，Oin8infiniteseries  

Ofbimodalsingularities．Theweighteddualgraphs of8infiniteseries ofbimodal  

singularitiesareoftypeb40rjうi＋4（cf．［La2，IV］）．Wbnotethatminimallyelliptic  

Singularitieswith62≦2areKodairasingularities（cf・［Kr］）・   

AsintheproofofProposition7・16，WeCanlisttheweighteddualgraphsofmini－  

mallyellipticsingulari七ieswi七hagivensecondplurigenus（ifwemakeexertion）．The  

fo1lowlngarethelis七ofweighteddualgraphsofhypersurfaceminimallyellipticslngu－  

1aritieswithstar－Shapedgraphsand62≧3・Recallthat62≦4（seeCorollary3．14）．  

Inthefo1lowlng，七hesymbol“口”correspondstoacomponentwithselトintersec七ion  

n11mber－3and“■”correspondstoacomponen七withselLintersectionnumber－2  
0r－3andthenumberofcomponentswithselトintersectionnumber－3corresponding  
toIlisa七mostoneineachweighteddualgraph．   

Thecaseof62＝3．  

・－：て：   
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－○－○－■  ■－○－－－○－  

－○－○－○一■  ■－○－－○－○－  

・－○－○－○－○一■  ■一口ー○－  

－－○一○－○＝－－・・○－○－○－■  ロー○－   

Tb．ecaseof∂2＝4．  

ー○－○－○－○－○  ○－○一口ー  

－ 呂   －○－○－－○一－－○－－○・一○－○  ○－－－○－－○－  

（7・19）As【Pl，6］，WeCangetaq－hpolynomial丘omaweigh七eddualgraphofa  

hypersurfacesingularitylistedinProposition7．160r（7・18）・Thosepolynomialsare  

thesameasthoseof［YW，§5］・Theparametersinthepolynomialcorrespondtothe  

moduliofthein七ersectionpoin七sonthecentralc11rve・Notethatallofthefunctions  

whichdefinehypersurfaceminimallyellipticslng111aritieswithstar－Shapedgraphsare  

gainableas（6．10）・   
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