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TtIE CLASS工F工CAT工ON OF S工MPLY CONNECTE工）QF－3ALGEBRAS  

BY  

MASAH＝SA SATO  

i． 工NTRODUCT工ON． Throughout this paper，R deno亡es a finite   

dimensional algebra over an algebvaic closed fieLd K. We shall also 

assume R to be connected and basic and representation－finite．  

In亡his paper we are concerened with simply connected algegras・   

Particularly the maxitnallength of Auslander－Reiten quivers of simply   

COnneCted algebras having the same number of simple modules as wellas   

the maximalgrading of these algebrasis discussedin the first half   

and simply connect巳d QF－3 algebras are discussedin thelatter half・  

QF－3 algebras wereintroduced by Tachikawa【11］as a generalnotion   

Of QF－algebras．simply corlneCt巳d alg巳bras wereintroduced by   

Bongartz－Gabriel【4］．  

QF algebras are never simply connected，but Riedtmann pointed out   

that QF－algebras have universalcoverings of simply connected algebras   

Of Dynkin type．（cf．［6］）Further any QF－algebrais s亡able equivalen亡   

to some trivialextension algebra of simply connected algebra・（AIso   

See【6］） 工wanaga pointed out 亡hat QF－3algebra appears as the the   

covering of a trivialextension algebra．（see【2］）  

Itis wellknown that any Ausla・nder algebrais charac亡erized as   

QF－3 algebra with a globaldimension smaller than2 and a dominant   

dimensionlarger than2．（Auslander［1］）  

－2－   



UInder 亡heinfluence of these back grounds）We WOuldlike t＝O   

Classify QF－3algebras but not QF－algebras．This should be comple亡ed   

in sec亡lon 6．  

Eere we glVe a Summary Of each section．  

＝n se⊂ion2some no亡ions and fundamentalproperties aLre Pr巳Sented・  

Section 3is devoted to the classification of the par亡ia11y ordered  

Set‡㌔lHomR（P，M）≠0‡，herePis aprojec亡ivemodulewithamaximal  
grading．  

工n sec亡ion 4 using the classificationin section 3，We Shall   

PrOVe 亡he maximallength and grading between a11the simply connec亡ed   

algebras with the same number of simple modules．  

In section 5we s亡udy simply connected QF－3 algebras with an   

indecomposat）1e projectivein］eCtive faithfulmodule． The quiver of   

these algebras are called elementary QFq3 quivers and there are 59 kinds   

Of quiverslisted at section 7． These algebras supply thelist of   

algebras with sincereindecomposable modules due to Bongartz［5］。   

To determine these quivers＞ We PrOVe the following facts・  

A A㌔  

O K  

（l） R has a matrix form as R  SuCh that M is A－K  

bimodule and aninjective sincere A一皿Odule and M＝ rad R．  

0 0  

0 1  

（2）PutA＝elA⑳‥・ 
⑳en－1A and e ＝                                               n  

，be工・e e．†s are  
l  

Primitiveidempotent・Then enMei≠O andeiMel≠O for anyi・  
The property（2）means that quivers of these algebras have unique  

minimalvertices aTld unique maximalvertices and tt－ereis no ヱerO岬relaion   

in亡hese quivers．  
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工n section 6we study simply connected QF－3 algebras．Itis   

PrOVed that any quiver of a simply connected QF－3 algebrasis some   

interlacing of elementary QF－3 quivers・This resul亡is owing to亡he   

fact that any projec亡ivein］eCtiveindecomposable moduleis a faithful   

in］eCtive projective module overi亡S SuPPOrt algebra．1．e．The quiver   

Of these kinds of support algebras ar巳elementary QF－3 quivers．  

We TnuSt remark anyinterlacing doesn－t give a QF－3algebra．They are   

no亡 QF－3 nor simply connectedin general． So we should dis⊂uSS the   

PrOPer亡ies under what conditions the algebra has a minimalfaithful   

module and becomes simply connected・1・e・We should charac亡erize   

Simply connected QF－3 algebras． Of course，these conditions should be   

described by the way how tointerla⊂e elementary QF－3 quivers and how to   

glVe ZerO－rela亡ions afterin亡erlacing quivers because a glVen algebr   

trrust be verified concretelyif this algebrais a QF－3 al・gebra or not。  

The only result for a faithfulnessis due to且appeトRingel［7］。   

This is done for the case of indecomposable module using by the tilting 

亡heory．Their resultis that any sincereindecomposable TnOduleis   

fai亡hful．Butin generalthis doesnlt hold・Here we stlOuld give the   

concrete conditions for a pro］eCtiveinコeCtive module to be fai亡hful・  

Next we wouldlike to show tha亡 relations which should be glVenin   

an interlaced quiver is uniquely determined depending on the way how to 

in亡erlace the elemen亡ary QF－3 quivers．  

After the aboveinvestigations，Weintroduce a notion of a QFq3   

quiver with relations and we prove亡ha亡the algebras cons亡ruC亡ed by   

QF－3quivers with relations become QF－3algebras■ This enables us to   

construc亡any simply connected QF－3algebra which has a direct sum of  
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givenindecomposable proコeCtiveinjective modules as a minimalfaithful   

module．  

2．I）EF工N工丁工ONS AND FUNDAMENTAL RESULTS．  

2．l． Throughou亡 this paper modules mean．righ亡R－mOdules．   

Ris ca11ed a QF－3 algebraif there are projectiveinje⊂tive modules   

SuCh that their direct sumis fai亡hful．Thisis equivalent 亡O the   

Orlglnaldefinition tha亡 R has a minimalfaithfulmodule．This owes   

亡O Colby－Rutter．（cf．see［11］）．  

2・2 Let QRand rRbe a Gabrielquiver and anAuslander－Rei亡en  

quiver of Rwith a tranSlationT＝DTr respectively・is ca11ed a  

SuCCeSSOr Of kN（and RNis a predecessor of RM）if㌔and RN are  
indecomposable and thereis an chain ofirreduciblemaps from kN  
亡0・   

If Qhas no oriented cycle andno roop，then Qis par亡ially  
R  R   

Orderedin a usualway．i．e． a ＜ b if tereis a chain of arrows  

froTnatOb・Furtherweput［a，b］＝（c（a＜C＜binQR）・  

We mayidentify R with KQ／1for some two sidedidealIof a   

Path algebra KQ． For a ver亡ex a ∈ Q，We denote by P（a），J（a）and   

k（a）anindecotnposable projective module，injectiァe TnOdule and  

Simple module corresponding to a．1．e．P（a）＝［－，a］，J（a）＝D［a，－］  

andk（a）＝P（a）／radP（a），hereD＝tiom（－，K）is aduality・AIsowe  
K   

denoteby［e］a correspondingvertexofQRtO aPrimitiveidempo亡en亡e・  
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2．3．By】∋ongartz－Gabriel［4］and Bau亡ista－Larridn－Saimer占n［3］，   

algebras satisfying the following equivalen亡 COnditions are called   

Simply connected algebras．   

（1）The fundamentalgroup of rIS trivial・（See［4］）   
R  

（2）QRWith relationideal工satisfies the separated condition・  

（See．［3＝  

1．e．・＝f rad P（a）＝M⑳N and P（b）M≠O and P（c）N≠0，then there exits  

no n？n－Oriented pathb－dl－・・・ －dt－CinQRSuCh that a彗difor everyi・  

Here －meanS any direction 十Or十．  

（3）Any different direct suTnmands of a radicalof anindecomposable   

PrOjec亡ive module have no coⅧnOn Predecessor．   

（4）rRIS a tranSlationquiver？ivenby some graded亡ree・（See［4］）  

2．4． We wouldlike to men亡ion aboutimportant proper亡ies that  

Simply connected algebras satisfy・Herewedenotebyk（rR）amesh  

Ca亡egory ofk（rR）・These aremainlyowingto［4］・   

（1）k（rR）だind－R・且ereind－Ris a categoryof a11finitely  

generatedindecomposable TnOdul・eS・i・e・Any sinply connected algebra   

土s standard．  

（2） Risisonorphic to a fullsubcategory consisting of  

pro〕eCtive vertices of T 
R・  

l  

（3）Anyindecomposat）1e TnOdule Mis determined byits dimension   

Ve仁亡OrdimM．   

（4）M（a）＝dimKHomR（P（a），M）＝dimKK（rR）（P（a），M）・  
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（5）rhas no oriented cycle andis partially・Orderedby the  
R  

SameWay aS q 
R・   

（6）DimKKQ／工（a，b）≦lfor any a，b∈Q・  

（7） 工f KQ／工（a，b）≠0，then no pa亡h from a tol⊃belongs tol。  

2・5・ris construc亡ed by a graded tree，We Can define alength  
R  

func亡10nlfor x∈rby  
X   R  

（1）1Ⅹ（Ⅹ）＝1・  

Lx（y）－11f zヰy  

Lx（y）＋1土f yヰZ・  
（2）＝fLx（y）isdefined，thenLx（z）＝‡  

For any subse亡Yof rR，We deno亡ebyLx（Y）themaximalnumber  

OfLx（y）皿Ongy∈Y・FurtherweputL（Y）＝Lz（Y）for aproje⊂tive  

z whose gradingis O・Clearlyitisindependent of the choice of x   

andit holds for x∈TRthe property  

（＃）L（Yト1（Ⅹ）＝tx（Y）・  

Wedefineastartingfunctionsxat xbysx（y）＝dimKK（rR）（Ⅹ，y）  

for y∈TRandwe deno亡e by Sx the support of s・ Ⅹ   

2・6・WedenotesinplybyRTandrTanalgebraandanAuslander－  
Reiten quiver of an addmissible graded tree（T，g）・  

We recallthe definitionsin【4］．Let n be a ver亡ex Of T and   

assume that a projec亡ive module（g（m），m）has TlO PrOjec亡ive successor轟  

i・e・The corresponding vertexin QRismaximal・We denoteby tl，…， tr  
1 theneighbouringverticesofminT，byTI・・・）Trthecorresponding  

connectedcomponentsofT＼｛m｝，byリitheminimunOfgonTlタbygi  
i thegrading（gifT）pviOnTl・  

The following theoremis fundamental・  
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Theorem（Bongartz－Cabriel［4］）．  

With the above situa亡ions，the following statemen亡S are equivalent．  

（1）（T，g）is representa亡ion－fini亡e．   

i 
（2）（a）Each（T，gi）isrepresen亡ation－finite・  

（b）Eachr・COntains xi＝（g（m）刊i－1，ti）and thevalue of  ユ・ 

eachsT≦1．  
X．  

1  

（c） The partially ordered set  s≡止‥皿S≡ is representation－  

fini亡ein the sense of Nazarova－Roiter［8］．  

Here a partially ordered setis representation－finiteifit   

COn亡ains no subset of the f01lowing 5 forms；  

○
 
十
 
○
 
▲
T
 
O
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0
 
 

’  ’  ■一  

0
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．
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○
 
十
 
○
 
十
 
○
 
十
 
○
 
十
 
0
 
 

0
 
十
 
0
 
 

0
 
 

〇
 
▲
T
 
O
 
十
 
0
 
 

0
 
十
 
○
 
▲
T
 
0
 
 

0
 
 

○
 
▲
T
 
0
 
 

0
 
▲
T
 
0
 
 

0
 
十
 
○
 
 

0
 
 

0
 
 

0
 
 

0
 
 

［1，1，1，1］   ［2，2，2］   ［1，3，3】  【1，2，う］   ［N，4］．  

We notice 亡hat r≦ 3in TheoreTn2．6（c），0亡herwise［l，l，l，1］appears．  

3． THE CLASSFtCATtON OF PART工ALLY ORDERED SETS．   

3・l・Le亡（T，g）bearepresenta亡ionfinitegradedtreeand（Tl，gi）一s  

（i＝1，…，r）graded trees sta亡edin section2・Put p∈QR SuCh that  

P（p）＝（g（m），m）・SincepismaximalinQR，亡hereisasliceineachr Ti  
SuCh亡hat the fullsubquiver consisting of successors of rad‡）（p）jus亡  

coincideswi亡htheT－Orbitofthisslise言（a）・＝nthis section  
o   

we would like to classify these sections in the sense that successors 

Of rad P（p）are completely de亡ermiTled．  

Weno亡ice tha亡radP（p）＝aoObo◎co，maybeboor co＝0・  
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3,2. Assume a o，bo，Co≠0・Then‡（ao）isoneofthefo1lowing  
qulvers．   

（1）ao，bo，Co ＋… ＋C k・ （k≧0）   

（2）ao， bo＋C o，Co ＋… ＋c k・ （k≧0）  

The above factis proved easily since the o亡her section with three   

components contains［2，2，2］or［1，3，3］．  

3・3・Assune ao，bo≠O and co＝0・  
We can ge亡 nineteen possible slicesin this case・  

The first csaeis the case that quivers arelinear．   

（1）a十 …十 a 
o   i， bo十 …＋ bj・（土，j≧0）   

Fortheo亡hercases，COnSideraf01lowingsubquiverinS 
a 
O 

ノdt                                                                                         ●  

グes  刀・   
d＿   

ゝ  

m  

，bo十 …＋ bj。  
（i，j，m≧ 0，亡≧ S≧1）  

We abbreviatein］eCtive toin］．throughout this section．   

工f a．isinコeCtive，then the f01lowing five cases are possible．      1  

（2） s ＝1，j ＝ 0．   

（3） s＝1，j ＝1，1≦ t≦ 4 because of［1，2，5］．   

（4） s ＝l，j ＝ 2，3，t ＝l，2 because of［l，3，3］．   

（5） s＝1，j ≦ 4，t＝1   because of［1，2，5］．   

（6） s＝ 2，j ＝ 0，亡＝ 2，3，4 because of［l，3，3］and［l，2，5］．  
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工n the following we omit the description of partia11y ordered sets  

demandingin the each case to avoid thelong explanations・These will  

beglVenbywriting dovn the successor of ao concretely。  

工f a．is notin］eC亡ive，亡hen s＝1．0亡herwiseit appears［l，1，1，1］・            1  
The followinf six cases are possible．  

（7） t ＝1，j，m≧ 0．   

（8）j＝0，亡＝5，m＝1，dllsinj・   

（9）j＝0，t＝4，m＝ 

（10）j ＝ 0，t＝ 3，m＝1・   

（11）j＝0，t＝3，m＝2，3，dllSinj・   
（12）j＝0，t＝2，disinj・  

l  

For the case j＝0，t＝2and dlis non－inコ，the following four  
CaSeS are POSSible．   

（13）m＝4J，flSlもj・  
l  

－1   
（14）m＝＝4，T elslnj・   

l   

－1 
（15）m＝4，Tfanddareinj・  

1 l  

（16）1≦m≦ 3．  

The folloving three cases are j  

（17）j ＝1，t＝ 2，m＝1，2．   

（18）j＝1，t＝2，m＝3，dlislnj■  

（19）j ＝ 2，t＝ 2，m＝1．  

3・4・Assume rad P（p）＝ ao・1・e・bo＝Co＝0・  

The following four cases are possible・  

（1）  

（k≧ 0）   aう■ …・ヰa 
o  k・  
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（亡≧ S≧ 0，1，j≧1，k ≧0）   
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1
 
 

1
D
 
 

For（i）and（ii）the following three cases are possible．   

（1） kls arbltraly for（1）．  

（2）alSinj・，土＝1f∝（土工）・  
k  

（3）aklSinj■，i＝l，S＝2，3・4for（ii）4 ：■  

Toclassify（iii）moredetail，COnSiderasubquiverinS 
a 
O 

d
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 ● 
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Herenis theleast number such that cnTisin］eCtive，mandv are the  
－m 

greatestnumberssuchthatf＝Tc m andhw＝T－Wa 
i－m＋l k－W＋l 

eXist・  

3・5・Consider the case k＝O aTld aoisin］eC亡ive・The following  

fourteen cases are possible．  

（1） 亡 ＝ S 三＝ 0．  

（2） t ＝ S ＝1．  

（3） j ＝1，C．土s 土nj．，S ＝1．  
1   

（4）j＝1，Ciisinj・，S＝2，t＝2，3，4・  
The following five cases are］＝l，C．is non－in］。and s ＝l．  

1  

（5）dllS nOn－inj・，t＝2・m≦5・  

（6）dlis non－inj・，t＝3，4，m＝l・  

（7）dllSinj・，t＝2・  

（8）dlisinj・，t＝3，m＝1，2，3・  

（9）dllSinj・，t＝4，5，m＝l・  

≧ 2 and s ＝ 2．  The rest cases are  

（10）j＝2，C土1s土nj・，亡＝2，3，4・  

（li）j＝2，Ciis non－inj・，dlisinj・，亡＝2，m＝l，2，3・  

（12）j＝2，Ciis non－inj・，dlis non－inj・，m＝l，2。  
（13）j ＝ 3，亡 ＝ 2，m＝ 0，1．  

（14）j＝4，亡ニ2，Clislnj‥   

3・6・＝fk＝O and ais non－injec亡ive，the following sixteen cases  
o  

are possible．  

The following eight cases are s ＝j ＝l．  

（1） t ＝1．   

（2）t＝2，n－＝3，Clslnj‥   

（3）t＝2，n†＝2，CilS nOTl－inj・，m＝1・  
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（4）亡＝2，nl＝2，Cllsinj‥  

（5）亡＝2，n†＝l，Ciis nonqinj・，m＝1，2・  

（6）t＝2，nI＝l，Ciisnon－inj・，m＝3，dlisinj‥  
（7）亡＝2，Cisinj‥  

（8）亡＝3，4，n＝1，Ci土sinj‥  
The rest cases are s ＝ t ＝ 0．  

（9）j＝3，1＝3，4，Cllslnj‥  
（10）j＝3，i＝5，Clandblar巳1nj‥  

（11）j＝2，nI＝2，1＝6，blislnj‥  
（12）j＝2，n－≧2，土＝5，bまs土nj∴  

l  

（13）j＝2，nT＝2，i＝5，blis non－inj‥  
（14）j ＝ 2，n－ ≧ 2，1＝  2，3，4．   

（15）j ＝ 2，n－ ＝1．   

（16）j ＝1．   

3・7・Assumek≧1・工fw＝00rl，thenSaissameas3・5and3・6。  

o  

So we may assume w≧ 2．  

＝j ニn－  ＝1．  The following three cases are possible and s  

（1） 亡 ＝1．   

（2）m＝ 0，t＝ 2，W＝ 2，3．   

（3） mご1，亡＝ 2，W＝ 2．  

caseis the case s ＝ t ＝ 0．  By the same  3．8． The most complicated  

reason statedin3・7，Wemay aSSuTne ais no亡injective・  
k  

＝n the caseコ ＝1，2 0r 3，COnSider a following subquiver of S・                                    a  

o  

tiere the numbers attachedin the quiver are values of the starting   

func亡ion s ．  
a 

o  
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⊥
 
 

l
 
 

The following 亡Wen亡y two CaSeS areコ ＝1．   

（1）1＝ 1．   

（2）1＝  2，1≦w≦ 4．  

Tbe followlng  SeVen CaSeS are i＝ 2 and w ＝  

ー2  （3）T C21Sinj‥  

－3 （4）T CllSlnj‥  
－3 

（5）TbllSlnj‥  
－4  

（6）て alS土nj‥  
k  

－1 （7）Th1S土nj‥  
2  

（8）h3土sinj‥  

（9）h41s土nj‥  

The fo110Wing thirteen cases arei＝ 3．   

（10）w＝1，2．   

（11）n－ ＝ 2，W＝ 3．  

（12）n－＝2，C1Sinj・，W＝4，5・  
2  

（13）n7＝2，g2andh2areinj・，W＝6。  
（14）nl＝2，W＝3，4，hisinj‥  

2  

（15）n－ ＝1，W≧ 3．  
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（16）cis non－inj・， 
2  

g21SinjりW＝3・  

（17）c2isnon－inj・，g2andT－1blareinj・，W＝4・  
（18）c2isnon－inj・， g2andT－1blareinj・，W＝5，h21Sinj‥  

－1  （19）c2andT  g2arenOn－inj・，T－1bllSinj・，W＝3，4・  

（20）c2andg2arenOnqinj・，T－1bllSinj・，W＝5，h3isinj‥  
－2  

（21）c2，g2andT－1blarenOnqinj・，T  aklSinjリW＝3・  

－2  
（22）c2，g2， T－1blandT akarenOn－inj・，h2isinj。，W＝3・   

3・9・Assume S＝t＝0，j＝l，ais non－inj・andi≧4。  
k   

Then the fo1lowing sixteen cases are possible。   

（1）clSlnj‥  
l  

The following five cases are n†＝2・  

（2）w＝1，2，3．  

（3）i＝4，g土sinj・，W＝4，5・  
l  

（4）w＝1，2，土≧5．  

－1 
（5）w＝3，1＝5，TblSinj‥  

l  

（6）w＝3，i＝6，g土s土nj‥  
l  

The fo1lowing four cases are nl≧3，glisin］・。  

（7） w＝1．   

（8） w＝ 2，1＝ 4，5，6．   

（9） w＝ 2，1＝ 7，n－ ＝ 3．   

（10）w＝ 3，4，1＝＝ 4．   

The following cases are cl，C2and glarenOn－in］‥  

（11）w＝1，n▼ ≧ 4．   
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（12）w＝ 2，n－ ≧ 4，1‡＝ 4．  

（13）w＝2，n－≧4，土＝5・g1Sinj‥  
2  

－1 

（14）w＝2，n－≧←，i＝5，Tblls土nj・・  
（15）w＝ 2，n－ ＝3，1＝＝ 4，5．  

（16）w＝2，n－＝3，1＝＝6，T－1blislnj‥  

3・10・Assune ais non－inコ・and j≧2・  
k  

Then the f01lowing eleven cases are possible．  

（1） 土＝ 2，W＝1．   

（2）i＝2，n－＝ 1，W＝3，4，5，bllSlnj‥   
（3）i＝2，n－≧2，b土sinj・，W＝2，3・   

l   

1 （4）i＝2，CandblarenOn－inj・，W＝2・  
（5） n†＝1，W＝1，1 3．  

（6） n－ ＝1，W三＝ 2，1＝ 3．   

（7）nI＝1，W＝2，i＝＝4・bllSlnj‥   
（8）n12，もislnj・，W＝1，1＝3，4J・   

1   

（9）nI＝2，も1S土nj・，W＝1，1＝6・   
1   

（10）clandblarenOn－inj・，W＝l，i＝3，4・   
（11）n－＝2，blS nOn－inj・，W＝1，i＝5。  

l   

3・11・Assume ais non－inコ・and j＝3・  
k  

Then w＝1and the following three cases are possible・  

（1）cllSlnj・，i＝3，4・   

1 （2）clSlnj・，i＝5，blis土nj‥   

（3）cllS nOn－inj・，blislnj・，1＝3・  

ThiscompletestheclassificationofS 
a 
O 
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4． TtIE MAX工MAL GRAI）ING Am〕LENGTH OF S工MPLY CONNECTEI）ALGEBRAS．  

∠t．l． Let n be a naturalnumber and S a set consisting of all   
n  

the representation－finite graded trees wi亡h n vertices．We pu亡  

F（n）＝maX（L（rT）L（T，g）∈Sn）  

G（n）＝maX（g（亡）E（T，g）∈Snand t・∈T）  

tn this section we sha11prove 亡he f01lowing theorem．  

Theorem． Let n be a natural number． Thenit holds tha亡   

G（2）＝1，G（3）＝3，G（4）＝ 5，G（5）＝7，G（6）＝11，G（7）＝15，G（8）＝25   

and G（9）≦ 55，  

60n－485  （10≦ n≦ 32）  

n2－6n＋604  （n≧33）  

G（n）≦‡  

AIso since F（n）＝ G（n＋1）－l，We have   

F（2）＝2，F（3）＝4，F（4）＝6，F（5）＝10，F（6）ニ14，F（7）＝ 24 and   

F（8）≦ 54，  

60n－426  （9≦ n≦ 31）  

n2－4n＋598  （n≧32）  

F（n）≦l  

We shallglVe the proofin4．4 The graded 亡rees which give   

T（4），ア（5），F（6）and F（7）are as follow土ng．  

F（4）＝ 6  3  

璽  

0 －1－ 2－ 3 ，1－ 0－ 5  

F（5）＝10  

5
 
 

＋
 
 
 

⊥
 
－
 
0
 
－
 
⊥
 
 

＋
 
 

⊥
 
 

F（6）＝14  

2
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′
O
 
1
0
 
 

＋
 
 
 

⊥
 
－
 
0
 
 

＋
 
 

ュ
 
 

1  ，  

7
 
1
0
 
 
－
 
1
 
 

＋
 
 

⊥
 
 

4
 
 

3
 
 

＋
 
 
 

l
 
－
一
つ
ん
 
 

0 －1－  －1－ 2   
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F（7）＝ 24  
O
 
l
 
l
1
 
0
 
 

一1－ 0  8 －1－  

4・2・Let（Tn，gn）be arepresentation－finite gradedtree such tbat  

L（rT）＝F（n）－ Putp aTld qverticesinrT SuCh亡hat gn（p）＝Oand     n n  
1p（q）  ＝F（n）．Then we can construc亡a represen亡a亡ion－finite graded tree  

（T，g）such that g（t）＝F（n）＋lfor some t∈ T by the f01lowing way．  

T＝Tnu（t）・・・亡heneighbouof tis aver亡ex corresponding  

亡O a T－Orb土亡 Of q・  

gn（Ⅹ）ifx∈Tn  
g（Ⅹ）＝t  

F（n）＋1 1f x＝ t．   

工n fact G（n＋l）＝F（n）＋1and the graded trees which gives G（n＋1）are   

always described as above by 亡he f01lowingl巳mma．  

Letnma・The following statements are亡rue・  

（1） G（n＋l）＝F（n）＋land F（n＋l）≧ F（n）＋2．  

（2）The vertex whose gradingis C（n）has only one neighbourB   

（3）Let Pbeprojectivemodule correspondingto twhose gradiTlg  
t  

is G（n＋l）for some graded tree（T＊，g★）and（T，g）graded tree such that  

T＝T＊＼｛亡｝andg＝glT・Thenq＝radP亡issimpleinjectiveasRT－mOdule・  

Proof．First we prove（l）．G（n＋1）≧F（n）十1and F（n＋1）≧F（n）＋2  

are already shown just before．We show C（n＋1）≦F（n）＋1・Let（T，g）be   

any representation－finite graded亡ree with n＋lvertices andlet z be   

a vertexin T whose gradingis maximal・Consider a connected component  

TlOf Tl（Z）which contains avertexwhose gradingis O・ByTheorem2・6，  

（Tl，glTl）isrepresen亡ation－finite，henceL（rTl）≦F（n）・  
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AIsog（z）≦L（rT 
l 

Next we prove（2）・Assume contrary t has atleast two neighbours，  

here tis avertexwhosegradingis G（n）ina graded tree（f，㌔）．  

Let T be a connected component of T＼（t）which contains a vertex whose  

gradingis O．Since（T，g＊IT）is representation－finiteandlTl≦n－2，  

we can construct two representa亡ion－finite graded tree  

（Tl，gl）and（T2，g2）土n亡he follow土ngway・  

Tl＝Tu（亡‡   gl＝㌔lTl，  

T2ニTlU（p）  
g2lTl＝glandg（p）＝L（rTl）＋1  

tienceG（n）≧g2（p）＞L（TTl）≧gl（t）＝g（t）＝G（n），  
which is a contradiction．  

Last we prove（3）．Let L be alength function with respect to（T，g）・  

By（2），radP亡isindecomposable・hence the canonicalinclusionmap  

radPt＋PtlS airreduciblemap andL（radPt）＋1＝L（Pt）・  
Ontheotherhand，g★（t）＝G（n＋l）”（n）＋l，thusL（radPt）＝F（n）。  

This meanS thereis noirreducible map starting from rad Ptinr 
T，  

t SO radPis a si皿Plein］eCtive RT－mOdule・ ■  

4．3．By LeⅡ皿a4．2，itis sufficient to estimate the value F（n）・   

The fo1lowingle＝皿ais usefulto do this・  

Lemma・qis successor of every proコeC亡ive module whose  

gradingismaximalin（Tn，gn）・  

Proof・Le亡Vbevertexwhose gradingismaximalin（Tn，gn）・  

Assume there is no path from Pv to q. We consider full subtranslation 
quiverT（itmaybenon－COnneCted）ofTT COnSisting ofverticeswhich  

arenotsuccessorsofPv・S。WePutrl≡connectedcomponentofrwhich  
C0．ntains qクfurtherlet u be a neighbouring v巳rteX Of vin T・                                                                            n  
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1 

wecanchoosesuchuasP belongs亡OT・LetLlandLbelength u  
func亡ions（2・5）withrespecttorlandrrespectively・L－Llhas  

1 
the constantValuea foreveryvertexinr．we remarkthat  

F（n）＝G（n＋1ト1＝1（q）＝11（q）＋a  

1 sinceqbelongs亡Or・  

If a＝0】亡hen as constractedin4・3）thereis a simply   

COnneCted algebra whose naximalgradingislarger thanF（n）．  

So we may assume a＞ 0・Then must have two connected components・  
2 Letrbeanotherconnectedcomponentofrvhich con亡ainsavertexwith  

2  
ZerO grading and M a neighbour of P such that Mis containedin r．   

V  

2 2 

weremarkL（r）≧aSinceL（r）≧L（M）＝gn（Ⅴ）－1≧L（Pu）＝Ll（Pu）＋a≧a・  

Now we consider 亡he fo1lowing trees and their gradings．  

Tn＼（p）＝TlU T2 （disjointunionof connected trees）・  

Wemay assume that uis avertex of Tl・Under this assumption，  
wedefine  

gl＝gn－aLTl（agradingofTl），  

g2＝gnJT2  （agradingofT2）・  

We can check the facts that（Tl，g2）and（T2，g2）are representa亡ion－  
finitegradedtreeandrlandr2arefullsubtransla亡ionquiverof  

rTlandrT2reSPeC亡ively・ChooseasimpleinコeCtivemoduleS2inr T2  

andSl＝P asimplepro］eCtivemoduleinrT，herezisavertexofT 
l 

I  

SuCh that gn（z）＝a・Thenwe can definearepresentation－finite  

tranSlation quiver Q with n－1vertices as follows・  

（setofvertices），  

Qo＝（RTl）0∪（P）∪（RT2）0  

Ql＝（RTl）lU（RT2）lU（S2＋P，P＋Sl）（setofarrows），  
－1 

Ts2＝Sl  （new亡ranslation）・  
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Wepu亡LQalengthfunctioTIWithrespectto Q，亡henwehave  

LQ（q）＝Ll（q）＋2＋LQ（S2）＝Ll（q）＋2＋L2（S2）≧Ll（q）＋2＋a＝F（n）＋2，  
thisisacon亡radiction．  

4・4・Weprove the theorem4・l・Let tbeaver亡exo土（Tn，gn）  
Wbose gradingis maximal・Let（T，g）be a graded tree given by a connected  

COmPOnen亡Of Tn＼（t），Which contains avertexwhose gradingis O・Weput  

Pt apro］eCtivemodule corresponding to t andput a＝radP 
亡・・  

FurtherL，Llaredeno亡edbylengthfunctiononrT，rTreSPeCtively・  

n  

ThenL（rT）－LT（rT）＝ L（rT）－L（a）－（L7（rT）－LT（a））＝La（rT）－La（rT）          n n n  

since L（a）＝LT（a）and 2．5（＃）．  

On亡heo亡herhand，L（rT）＝F（n）andLT（rT）≦F（n－1）・  

n  

Hence we get an inequation 

F（nトF（n－1）≦1a（rT）－1－a（rT）  
n  

（★1）  

By using the classification of successor of a）thelatter par亡Of   

theinequation（★l）is caluculated concretely．Then  

＜
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＋
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ア（n）－F（n－1）  （☆2）  

Hence we get the 亡heorem4．l．  

4・5・In the proof of（＊2），tO aVOid unnecessaryleng亡hy，We Only  

Show the case of 3．4（1）．  

The successor of a＝aoin rT forms the f01lowing quiver4  

a 
Zc 

ノ可   

・●  

a・  R  

a 
ノ 
o ‥‥‥‥‥・‥・  
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Then the successor o土TT form the following quiver・  

メak，0㌔…‥カ（0，1）  
●   

． ノ（ak，1） ㌔．  

ノア  

al，0  

グ  

ao：（ao，…‥ （al，1）  

（ao，1）  

Here（p，q）meansadimensionvector（堂p・S 
Pt 

S亡artingfunctions 
P, T・  

HenceLa（rT）－LI（rT）≦2・  
n■  

By similar caluculation stated above，We get the estimations of   

F（n＋l）－F（n）for each casein section3．Thislistis presentedin   

section 8．  

5．EI。EMENTARY qF－3 qU工VERS．  

5・l・As 亡he anoter application of the classification of quivers）   

We WOuldlike to determine a11the simply connected QF－3algebras with   

un1queindecomposable faithfulindecomposable pro］eCtiveinコeCtive module■ ●  

We callthese algebras elementary QF－3algebras，also we calla quiver of   

an elementary QF－3algebra an elementary QF－3quiver．   

We prove the following theorem・  

Theorem・（l）There are59kinds of elementary QF－3quiverslis亡ed   

at the end of this paper・  

（2）The quivers have only possible commutative rela亡ions．  

（3）The elementary QF－3algebras are just simply connected   

qF－2algebras．  

We prove 亡bls theorem 土n 5．4．  
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5．2． Firat we prove the followinglemma・  

Lemma．Let R＝ KLl／工be an elementary QF－3algebra・Theni亡holds  

（1） Q has 亡he sIna11est vertexand thelarges亡VerteX and any vertex   

is connected with bo亡h of them by non一之erO Path．  

（2）工is genera亡ed by allthe coTnmutative rela亡ions・Particularly   

亡bere 土s no zeて○－rla亡土On in 工．  

Proof．First we show（2）．Assune thereis a non－ZerO Path  

l x…n y．Le亡abethesma11estver亡exinQ．Then  

gl  gm  bl  bt  there are two paths a十・‥＋ Ⅹ and a＋ ‥・十 y nO亡belonglng tOI・  

Consider亡WOPaths ht・・・hland f…flgm・・・gl，亡hen subquiver consisting n  
Of vertices between two co皿10n Vertices on two paths has a commu亡a亡ive  

lgm・・・glforsome  rela亡ionby2・3（2），hence O≠ht・‥hl＝k壬…f n  

non－ZerO kin K by2．4（7），here the symbol”要”means a residue class   

of fin KQ／工．Thisis a contradiction．   

Jc Nextweshow（2）・Wech00Sei＝Ⅹ，yきQo z＝Ⅹミz・＝y kzz  
★  

in工，herekzEKandzisapathfromavertex＊ztoavertexz・  

工ncaseofKQ［Ⅹ，y］≠0，WeChoosearepresentativezx 
，y 

e ヱ 

，y 
Ⅹ，y  

i R 
，Z 

O＝i＝ （ k ）言 
z 

Ⅹ，yQ。＊z＝Ⅹz・＝y x，y 
Ⅹ，y 

k termof亡heequationis adirec亡SumaSK－SPaCe，hence★z＝Ⅹ≡z＊＝yzkz，Z  

＝0・Thusi；＝∃」‾0； 
∑ 

kz（z‾k Z 

Ⅹ，y∈q。★z＝Ⅹz★ニy z，Z 
x，y 

x，y 

Fromthese（k ），WeCanreChoosez SuChthatk ＝l  
z，Z x，y z，Z 

x，y x，y  

by［4］．Hence the assertionis valid・  

Ⅹ）y   
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5．3．Le亡 R be an elementary QF－3 algebra o土 finite－rePreSentation   

type with a tree T andits grading g．The module P（t）corresponding   

to a vertex tin T whose gradingis unLque maXimalis proコeCtive   

in］eC亡ive．Since P（t）isindecomposableinjective，rad P（t）is   

indecomposable）hence t has only one neighbour・So we get a simply  

connected algebra B with a tree T＼（t）and a grading glT＼（t）． clearly  

B has a sincereindecomposable module rad P（亡）．  

Lemma・Le亡QRand QB be quiv巳rS Of algebras Rand B stated  

above respectivelyandx avertexof QRSuCh亡hat the projectivemodule  
R（－，Ⅹ）appearsin a T－Orbit described with t・Then   

（l）QRIS a quiver givenbyadding avertexx to QB aS unique  
maximalvertex．  

（2） rad P（Ⅹ）is a sincereinjective B－mOdule andisomorphic to  

DB（s，－），here sis aunique minimalvertexon Q 
B・  

（3）R and B are tilted aigebras．  

Proof．＝亡is clear excep亡亡hat that rad P（Ⅹ）isaninjec亡ive   

B－mOdule．Assume rad P（Ⅹ）is non－injective over B，then  

－1 

坐鞄T－lradP（Ⅹ）＝（生鞄TradP（Ⅹ）＋生鞄radP（Ⅹ），1）ispositive，  
hence raq P（Ⅹ）is a non－injective R－mOdule・tIere裏空meanS a   

dimensionvectorsofmodules．   

Further生粘P（Ⅹ）＝（坐鞄radP（Ⅹ），1），hence生鞄T－1p（Ⅹ）＝  
－ 

生鞄T－1rad？（Ⅹト生戦時）：（鞄T1radP（Ⅹ），0）・  
Hence P（Ⅹ）is a non－injective R－mOdule，Whichis a contradiction・  
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5・4・Now we prove亡he Theorem5．l．（2）is already proved．   

By5・2）itis sufficient 亡O ge亡the quivers of B・  

Let rB anAuslander－Rei亡en quiver・Since Bisisomorphic to  

Subcategory of K（rB）consis亡ing ofinjectivever亡ices，We determine  

Where theinコeC亡ivemodules appearinrB・As we showinproof of5・2，  

室OmB（rad Pt，E）≠O for anyinjectiveB－mOduleE・HenceEbelongs to  

o  
thesupport（2・5）Sa ofaoby2・6，hereao＝radPt・  

Sowelookinto thepossibleinjec亡ivever亡ices ofrB uSing  

theclassifica亡ionofsection3．  

工tis remarkable that only the caseof3・4happens sinceradP 
t  

isindecomposableandthataslice言avhichisoneofthetpyes  
o  

（i），（ii）or（iii）in3．4are a complete slice of B by5．3（3）．  

Sowe can get allthepossible quivers consis亡ing of successors of a 
o・  

工tis too bores to show a11the cases，We Only show on the   

CaSe 3．5（2）for m＝l．  

The successors of adescribedby thevertexof thevalue of  
o  

thestartingfuc亡ions 
ag 
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tlencewe get aquiver Q aS   
B  

O  ＋  ○  う・ ・・・・▲・ ヰ  ○  う・ ○  ＋  ‥…・ ＋  0  う・ ○  

＋  ＋  

○  う・  ○  

＋  ＋  

○   う・  ○  

Bu亡thisl⊃eCOmeS aninfinite type・This doenIt happen・  

（3）is clear since a QF－2algebrais an algebra tha亡any   

indecomposable projec亡ive modules have same socle and any   

indecomposableinコeCtive modules have sa皿e tOp・  

6・THE QU＝VERS ANp RELATIONS OF QF－3ALGEBRAS■  

6・l・We glVe a defini亡ion of a quiver embedding・  

A quiver embedding f：Q＋R betveen quivers Q and R meanS a quiver  

morphism describedwith apair of funCtions foand flWhich satisfy  
the fo110Wing proper亡ies（i）and（ii）；   

（i）fo：Qo＋Roisaninjectionbetwee？SetS Ofvertices・   

（ii）fl：Ql＋RllS amaPbetweensetsofarrows such亡hatif  

α‥a＋bis an arrowinQ，then fl（α）is anarrow fo（a）＋fo（b）・  
We write Q三Rif thereis a quiver embedding f：Q十R・AIso we   

Callof a support algebra of anindecomposable module Mis embedded  

in亡O QSince this algebrais a convexsetinQRaSprOVedbyBongartz・  
R  

1．e．a，b∈S（M）implie［a，b］三S（M）．Ⅱere S（M）is a support algebra of M・  

The following fact for the interlacing of quivers of support 

algebras ofinjective projective modules（i・e・elementary QF－3quivers）   

0Ver Simply connected algebrasis remarkable・  
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Proposition・Let R＝KQ／工be a simpiy connected algebra and Pl，P2  

non－isomorphicindecomposable pro］eCi亡VeinコeCtive modules・  

WeputcanOnicalembeddingf 
l： 

Ql＋Qandf2：Q2十QwhereQl＝ 
Qs（Pl）  

andQ2＝ 
Qs（P2） 

・Thenfl（Ql）nf2（Q2）isemptyor［a，b］forsome  

Ver亡土ces a，b 土n q．  

Further ais aminimalver亡exin f（Q）iffbis amaximalvertex  
ll   

in f2（q2）・  

Proof・Assume fl（Ql）n f2（Q2）is non－emPty・Then this quiverhas  

a unlque minimalver亡ex・0亡herwise there exis亡two vertices b and bT   

which aLre maXimalvertices satisfying the property that b and bT belong  

ll to a f（Q）n f2（Q2）and areincomparable，SOWe COnSider a subquiver  
α：b ＋‥．→ q ＋ ‥．←b▼ throughb，b一 亡O SOme VerteX q SuChヒhat  

αhasno com皿OnVertices andeach arrowofαisinfl（Ql）＼f2（Q2）・Since  

thereis asubquiverβfor f2（Q2）same as above andb andbT aremaximal  

andincomparable，We Can COnStruCt a quiver  

●     ●  

十
 
 
 

す
 
 

†
D
 
⊥
▼
 
‥
・
⊥
▼
 
q
 
 

●  

q
十
 
‥
・
▲
T
 
b
 
 

l  

q－：  

with no relations and no path conn巳C亡ingαandβ by removing rnaximalor   

minimalvertices from a quiver Q．On亡he other hand，KQ－ must be simply   

COnneCted，but thisis a contradiction・By亡he similar discussionタ We   

Can PrOVe the existance of the unique minimalvertex・  

ll Let aandb be aminimaland amaximalvertexin f（Q）n f2（Q2）  
respec亡ively・To show fl（Ql）n f2（Q2）＝［a，b］，it suffices toprove  
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thatif a＜ Ⅹ＜ b，thenxis avertexof fl（Ql）n f2（Q2）・  

Assumexis notin fl（Ql），亡hen there exist two paths  
α：aう・‥・十b＋ ‥・サd and β ‥ a十‥・十Ⅹ ＋‥・十b十‥・十d，  

heredis amaximalver亡exof fl（Ql）andαisapathinfl（Ql）・Since  

Xisno亡avertex of fl（Ql），β≡0（mod工）・On theotherhand，  
α≠0（mod工）sin⊂eαis apathinfl（Ql）・This contrdicts to2・3（3）・  

Next we showlatter part・工t suffices to prove that there are no  

亡WOPa亡hs sa亡isfying theproperty a ＋…す b十 Cin fl（Ql）and  

a ＋‥・十 b＋ din f2（Q2）butnotin工・In this situation，  

Pl＝D（（KQ／工）（a，－））sincePllSindecomposableprojec亡iveinjective・  
Hencedis avertex of f（Q），Whichis a contradic亡ion・  

ll  

6・2・In generalIitis difficult toinvestiga亡e whether a glVe   

module is faithful or no亡．  

In［7］Happel－Ringelproved that for anindecomposable module   

faithful modules coincide wi亡h sincere modules．  

By the fo1lowing theorem，We Can de亡ermine allthe faithful   

PrO］eC亡iveinコeC亡ive modulesin terms of zero－relations and the   

PrOPer亡ies of arrowsin a Cabrielquiver．  

Theorem・Let R巴KQR／工be a simply connected algebraand  

PlO・‥OPt a direc亡Sum Ofindecomposable proコeCtivein］eCtivemodules  

P・†s such that forany Primitiveidempotent f）there exists some P ・  

SuChthatPif≠0・WeputQi＝Qs（P．） anddentebyfaCanOnical  
i  

embedding q すqR fαr］L＝1，‥・，亡・  
土   
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Then the following statements are equivalen亡・   

（1）pl◎‥・肝亡isねitbful・   

（2）AnyarrowinQRISanarrOWinsomeQiandwhenfi（Qi）n fj（Qj）  

＝［a，b］anda＜aI＜bT＜b・foranarrowu＋ainfj（Qj）＼fi（Qi）anda  
pa亡hb＋…十Clnf土（qi）＼fj（qj），ifapa亡hu＋a－＋…＋b†＋…  ＋c  

belongs亡OnO fs（Qs），亡henitbelongs to工・  

Pr00f・WeidentifyQiand fi（Qi）・Let e l，・‥，e亡beprimitive  

idempo亡ents such亡hat Pl＝elR，…，P亡＝etR・Herewedenoteby［g】  

avertex of QR COrreSpOnding亡O gR for aprimitiveidempotent g・  

Firstassume（2）・工tsuffices to showif（elR＋…＋etR）r＝O  

for some rin R，then fre＝ O for any primi亡iveidempotents e and f．  

Assume fre≠O for some fand e．Then亡hereis a non－ZerO Path  

［e］ニ［go］＋［gl］＋…・＋［gn］＝［f］inKQR／工・Weputmaminimumnumber  

SuCh that e・RfRgm≠O for some e・・WeremarkO＜m ≦nSince ll  

コ e．RfRf≠O for some j by assumptionand e．RfRe＝e．Rfre＝O by2．3（4） 11  

ande・Rr＝0・Byassumption，thereisapath［gm－1］＋［gm］＋…十［ej］ 1  
inQ forsomej・By Lemma5・2， 

j   【gm－1］＋［gm］＋…＋【ej］doesn†t  

belongto工・ByProposition6・l，therearegandg7suchthatQinQj＝  
【g，gT］andg m，gs ∈［g，gT］・Since［gm－1］＋［gm］＋…＋［gs］＋…十［f］  

belongstonoQp（p＝l，・‥，t）and［gm－1］＋［gm］isanarrowinQj＼Qi  
and【gs］＋…＋【f］isapathinQi＼Qj， ［gm－1］＋［gm］＋‥・＋［gs］＋…＋［f］  

belongs to工by assumption，hence［e〕＋‥・＋［f］belongs to工，Whichis   

a contTadic亡lon．  

Next we prove（1）implies（2）・Assume thereis an arrow［f］す【e】  

R inQ血ichisnotanarrOWinanyQi・By2・3（4），WeCanPu亡eRf＝  
Kerf forsomerinR・Weshow（elR＋…＋e亡R）erf＝Oanderf≠0・  
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By assumption，Wemay aSSume elRe≠0・Hence eiReRf＝0，Otherwise  
O≠e・ReeRf＝e・Rfby2・3（4）and［f］＋［e】is anarrowinQ 

l・  

Nextin a situation of alatter part of（2），aSSune a Path   

α：u＋a†＋＝・＋bT＋ ＝・＋Cis notin工，then the elemen亡in eRf   

corresponding to x（here［e］＝C and［f］＝u）is no亡 ZerO and  

（elR＋…＋etR）Ⅹ＝O sinceanypathu＋aT十…＋b一斗…すC ＋…すe i  

belongs to 工 for everyi＝1，‥．，亡，thisi亭 a COntradiction．  

6。3．We ca11a connected quiver with早relationideal了 a QF－3   

quiverifit sa・tisfies the following conditions（l）－（7）；   

（l）There are elementary QF－3quivers Ql，…，Qn and their  
embeddings f 

l，…， 
finto Q・   

n  

（2）fl（Ql）∪…Ufn（Qn）＝Q and Qhasno oriented cycleswith  

the．partialorder＜．  

（3）Allthe maximalvertices（resp．minimalvertices）are mapped   

todifferen亡Verticeseachother．   

（4）ForanypairofquiversQiandQj，fi（Qi）nfj（Qj）isempty  
or［a，b］for some vertices aand b，Which satisfies the property（★）；   

（★）bismaximalinfj（Qj）iffaisminimalinfi（Qi）・   
（5）The generators of了are as follows；  

（i） The commutative relation of minimalrectangles・   

（ii）ForquiversQ i，Qj  SuChthatfi（Qi）nfj（Qj）＝［b，C］and  
ver亡ices bT and cIsuch that bくbT ＜ Cl＜ C，the zero－relation of a path   

a＋bT ＋ ‥．＋C一 ＋ ‥．十 d＋ e SuCh that a＋b▼is an arrowin  

fl（q土）＼fj（qj）andbI＋… すd＋eまsapa亡hinfj（qj）＼f土（ql）血se  

COmPOSitionwitha＋blbelongstono fs（Qs），buta path  
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a十bT＋・・・＋cT＋…・→dbelongstosomefs（Qs）・   

（6）Assumefi（Qi）nfj（Qj）＝［c，d］andthereexistarrowsa＋cin  

9i andb＋cinQj SuChthattherearenon－ZerOPathy＋…＋a＋c  
and y＋ ‥・＋b十C・Then there exist no non－Orien亡ed pa亡h  

a－Ⅹ1－…－Ⅹt－bwlth sucb亡ba亡CメⅩ土fori＝1，‥・，t・  

（7）KQ／工is representa亡ion－finite．  

6・4・We prove the main theorem・  

Theorem． Let Q be a quiver wi亡h the rela亡ionidealモ．   

Then KQ／工is simply connected QF－3algebraiff Qis a QF－3quivers。  

Pr00f・Firs亡assume KQ／工 is a simply connected QF－3algebra．  

工n this case，亡here are proコeC亡iveinje⊂亡ivemodules Pl，…，P 
n  

SuCh tha亡 their direct sutnis faithfuland they are non－isomorphic  

i each otherlWeput Qaquiver of asupport algebre S（Pi）foreach  

i≦1，・・・，n・Then Qiisanelementary QF－3sincePiis a faithful  

PrOjectiveinjectivemodule over S（Pi）and clearlythereis a canonical  

embedding．Hence（l）hold占．  

Weiden亡ifyQiand fi（Qi）in亡hefollowingifthereisno confusion・  

SincePl⑳‥・⑳］Pis faithful，fl（Ql）u…U fn（Qn）＝Q by n  
Theorem6．2．Of course，Q has n00rien亡ed cycle・   

（3）holds sincePl／radPl，・・・，Pn／radPn（resp。Soc（Pl），…タSoc（Pn））  
are pairwise non－iso＝10rPhic・  

（4），（5）－（i）孤d（5）－（ii）are already provedin Proposition6■l，   

Theorem 6．3 and2．4（7）．  

（6）is a specialcase of2．3（2）・  
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Next we show thatif Qis a QF－3 quiver with relation ＝induced   

from（5），then KQ／Iis a simply connected QF－3algebra．  

Let ai，bibe amaximalandaminimalvertexof QireSPeCtively  
l，・・・，n・Firstbytheremark（iii）statedbefore，WegetQ s（P．）＝Qi・ ］＿  

Consider the opposi亡e caseナ the quiver of support algebra of  

HomK（KQ／了（bi，－），K）isalsoQiby（5），henceP・isinjective・ 1  

Thus Pl◎・・・◎Pis projectiveinjective・IfKQ／工is simply connected， n  
thenpl◎…◎］P＋is fai亡hfulby theproper亡ies（2），（5ト（艮）                    n   

and Tbeorem 4．3．  

Last we prove KQ／Iis simply connected using2．3（2）．  

Assune KQ／工 is not simply connected．Then thereis a vertex c   

SuCh亡ha亡 rad P（c）has not separated radicals．Thatis，there are a path  

aすC十bandnon－Orientedpatna－Ⅹ1－・・・－Ⅹ－b suchthataandbbelong S  

to supports of different direct sutnmands of rad P（c）each other and  

Xl，・・・，Ⅹt arenOtlargerthan c・   

By（2），a十C andb－＞cbelong主osomeQsandQtrespectively・  
Eere Q andQ are different，0亡herwise亡herearenon－Orientedpaths  

s  t  

［es］＋‥・＋a＋cand［es］＋・・・＋b＋Cfromaminimalvertex〔es］  

inQs・Since c∈QsnQt，thereareverticescY，dsuchthat  
QsnQt＝［c†，d一］・Itmustbec一＝C，Otherwise，亡hereis a subquiver；  

［e＿］＋ ‥．十 a   
S
 
⊥
▼
・
・
・
－
Y
 
C
 
I
T
 
 

＋  

－ナ ．．．ぅー C  

＋
 
 

】
 
 t

 
 

・
・
・
十
 
e
 
 

【
 
 

●     ●    ●   1
D
 
 
 

十
 
 



SuCh亡hat theupper squareisinQs and亡helowerinQt，Which con亡radics  
tha亡 a and b arein differen亡SuPPOrtS Of rad P（c）．  

工f（s，t）≠（i，j），亡hen Q contains subquiver；  

＋  十  

ぅー C・ト  Or  ・ト c ＋  

十  ＋   

Wih no relations．Bu亡these subquivers never exis亡by assumption（7）。   

杜ence So KQ／工is sirnply connected by［3］Theorem2。2。  

This completes the proof of the亡heorem．  

6・5 We give some exaamplesin this section．   

1． The QF－3 quiver with rela亡ions；  

4＋5 ノ6  

1  ＼っ7  

【1，5］＝［2，7］＝［3，6］＝0  

is aninterlacing of the following three elementary QF－3quivers・  

1く；）4，2＋  4 す 5 ＋ 6，3 十 4 ＋ 5 ＋ 7  

2． Consider two quivers with relations；  

（i土） 1  （1）  
′
q
・
十
 
【
〕
・
†
 
′
b
 
 

十
 
 
 

⊥
 
⊥
・
つ
ん
 
⊥
－
3
 
 

＼ぅ2／ノ  

3 
／＼ゝ 

6  

［1，6］＝［4，3］＝0．   ［1，5］＝［2，6】＝0，  
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7・mE L工ST OF ELEMENTARY QF－3QU工VERS．  

7・l・In a followinglistJ亡he symbol－meanS an arrOW＋or ＋   

and（）meanS that any number o土arrowsin a parenthesis can be removed   

in a quiver．Amy squares have comutative relations and there are no   

Other relations．  

（ユ）  （2）  

／刀  

（3）  
○ ぅー ‥．．… ぅー ○  

ゝ  
…… ○ 

ノ○＼  

㌔＼。〆＋‥‥‥プ  
○ う・○ ⇒・…‥．う・0  

0
 
 
0
 
 

い
＼
 
 

0 う・  ○ ＋ ○  

（り 

。＋…・・－＋。 。＋…‥・・＋。  
（5）○  

＋  

う・  0 う・…… う・○  

＋  ＋  

○ う・○ ⇒・…… ⇒・○  う・  ○  

（6）○→・・…・・＋○ （7）○う・○   ＋   ○  

＋  ＋  

○ う・…．，＿ う・○  

＋  ＋  

○十‥・…・＋○（＋○）  

（8） 

ノ○  

＋   

＼（＋。）         ⇒・ （⊃  
（9）  0

 
 
0
 
 

＋
 
 

。
 ′

い
＼
。
 
 

）
 
 

O
 
 

T
⊥
 
 

（
 
 

＼
′
0
 
 

0
 
 ＋

 
 
＋
 
 

○
 
 

）
 
 

○
 
 

＋
＋
 
 

（
 

ナ
／
＝
＼
 
 

＋
 
 

〇
 
一
 
 

（
 
 ＋  

（11）メい○  ヰ㍉ 
（12） ＋ 

う・ ○                             。 。ノ。 ＋  

（13）  ○（＋○）十○＋  
．刀  ＼

。
〆
 
 

0
 
 ○  う・ ＼ヽ  

○  

㌔、ヰ  
○  

○  う・  

⇒・ ○  ヰ  
∠  へ、  ・i／  

○（－○）＋○⇒・○  ○   う・  ○  

（1」り  ○  う・  ○  （15’ 

・  

〆  

○                      う・  

＋  

。  十 0＼。  
∠′  

ノア  

○ ㌔∴  

○  う  

‾ ○ う・○ 十 ○  ○ 十 ○ う・0 ⇒・○ ‾ ○・ト ○  

（16）ノ        ○  ○→。  
う・  

○  う・  う・  

○㌔十  （十。）＋  ○ －ト ○ う・○ ⇒・○  

（17） 

（18）  

。  

（19） 

ノ○＼＋○ヽ  
○ う・○ ⇒・○ う・○ う・○  

＋  ＋  

／ガヾ○＋0       ヽl 一ヽ  
○ 一ナ ○ う・○ う・○ ヰ ○  

＼＼ぅ○一ノ  
○ ぅー ○  

（20）○十○う・○う・○（21）○（＋○）＋○＋○十○（22）0十○→・○十○＋○  

＋  寸  ＋  ＋  ＋  ＋  

＋  ○ 十 ○ ヰ ○  ＋  ○ ＋ ○ う・○  

＋  ＋  

○ （－） 0  0 す（○ 十）   ○  

一35－  

＋  ＋  ＋  

こ＼≡ノニ  



（25） 

丁二主 
。。   

＼＼→○  

（29）○  十  ○ヰ○  

十  ＋  ＋  

○ う・○ う・○ う・○   

／T  ＋   

＼5  ＋ ○ う■ ○  

（糾 ○○ 

、 
0  

．ノ、ゝ  
0十○＋（○＋）○う・○  

＼ぅ ○  
一々  

（23）  ○ う・○ う・○ う・○   

ノ司 ＼ゝ  

○ う・○ う・○  

＼さ ○  
う・   一／づ  

（26）○ヰ○す○＋○ （27）○  ＋  ○→・○ （28）○十○＋  
＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

宣  ○＋（○十）○＋○   

＼こ／  

（30）○＋○十○＋○  

＋  ＋  ＋  

○ ⇒・●○ う・○ う・○  

十  十  

○  う・  ○   

（3Lり ○  う・ ○＋○  

＋  ＋  ＋  

○す（○＋）○＋○  

○ う・○ ⇒・○ う・0  0・ケ ○ う・   

＋  ′千  ＋  ＋  

○   十 
、ユ  （○＋）○十○  

＋○（32）○←○→・○（33）○→○十○  （31）○  

＋  

○
 
⊥
－
0
 
 
 
0
 
 

＋
 
 
＋
 
 
＋
 
 

＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  
○・ト ○ う・0  0 づ・○ う・○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○ う・○ う・0  0 う・○ →ト 0  

⊥
－
○
 
－
 
○
 
 

＋
 
 
 
＋
 
 

○
 
⊥
▼
 
○
 
 

（35）○ 十 ○＋○（36）○十○十○＋○（37）○う・  
＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

○←（○十）○＋0  0 う・ ○づ・0  0十  

＋  ＋  十  

0  0   す   ○  

＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

○  う・  う・  ○  う・  0  0  ＋  

（39）（○→）○す○（＋○十○）＋○  

＋  ＋  

○  う・ ○  十  ○（十○）  

（38）（○→・○す○十○十）○＋○⇒・○  

＋  ＋  

○ ＋ ○（十○＋○＋○→・○）  

＋（0＋）0 （Lト2）○＋○＋  （与0）○→・○＋○→・○→・○ （叫1）○＋  

＋  ＋  ＋  ＋  

○ う・○ う・ ○ 十 0  0 う・  

う・○   

＋  

う・○  

＋  

＋（○＋）○  
＋   

○   う・  

＋○ （叫5）○ヰ・○  十  ○   

＋  ＋  ＋  ＋  

＋ 0  0 ＋ ○ う・○ ＋ ○ ＋ ○ ⇒・○ ＋ 0  

＋○（○＋）（叫＋○0＋ 

室  

（叫3）○  

＋  

○  

十
 
 
＋
 
 

（与6）（○＋）○→○十○＋○す○  （叫7）○十○＋○う・○う・○＋○  

＋  

○（ヰ○）  

＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

○ ＋  ○ ＋ ○（＋○）  ○  ⇒・ ○  ＋  

（ヰ8）（○う・）○→・○＋○＋（○→）○（与9）（○＋）○ ＋ ○うイ○＋）○  

＋  ＋  ＋  

○＋○＋○  ＋  ○（＋○）  
＋  ＋  ＋  

○ う・○ ⇒－ ○  う・  ○  

（51）（○→○＋）○う・○ 十  ○  

＋  ＋  ＋  

○＋○＋○→○（す○ヰ○）  

（50）（○→・○→・○す）○＋○十○  

＋  ＋  ＋  

○＋○う・○（＋○＋○＋○）  

（52）（○う・○ヰ）○＋○十○→・○→・○  （53）（○＋）o   」・   ○ヰ0  

＋  ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

○   ＋   ○う・○（す○）  ○＋○＋○→・0→・0い○）  
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（55）（○十）○＋○＋0＋○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○十○十○＋0（十○）   

（57） ○＋○＋○十○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○ 十 ○ ぅー 0 う・0  

0  

（5Lり（○＋）○・＋○十○→・○十○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○ ヰ ○  ⇒－  ○ ぅー ○   

（56）（○＋）0  十 ○＋○十○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○一寸 0 ＋ ○ ＋ ○ す ○  

（58）○十○ ←  ○   （59）○  十  

＋  ＋  ＋  ＋  

○＋○十○十0  0＋○十・◎サ（○＋○十）○  

＋  ＋  ＋  ＋  

○ ぅー 0  0  ＋  ○  

7．2．The graded trees which corresponding to亡he quiversin7・l  

are as f01lowing・In alist the sequence of numbersl 1 meanS  
l，・・・，k   

亡hat the grading attached wi亡h the vertex named number jin a tree   
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8．でHE ESTIMAT工ON OF F（N＋1トF（N）．  

8・l・The fo1lowinglistis a estima亡ion of F（n＋l）－F（n）for each  

CaSein sec亡ion 3． tierein alist 亡he value  means if  al，‥・，ak，  

n＝m－k＋i（i＝l，．．．，k），then F（n＋lトF（n）≦ a．．                                                               1  

3．3．  3．5．  3．6．  3．8．  3．9．  

（1）   3  n  3  7，2n－2 －  6   n   4   n－1   4  

（2）   n－2   5  2n－5  5  30   8   2，3，5，11  8   4，8，24   9  

（3）   2，6，11  9    n－1  5  28   8   20   9   17，28   11  

（4）   3，12，22  9    10，15，26   田  17   7   40   9   n＋2  5  

（5）   n－7   9    10，18，36   田    13，22   8   30   9   27  10  

（6）   8，13，24  9    12，23  8  28   9   60   9   28  11  

（7）   n－2   5  n＋1  6  10   6   50   9   n－2  7  

（8）   25   9   10，17，21   9    15，26   8   37   9   9，14，25   10  

（9）   23   8   16，27  9    16，28   8   24   9   29  11  

（10）   9   7   9，15，26  9  27   9   4，8   7   15，27  10  

（11）   15，27  ～ 9   14，19，30   9  28   9   12   8   n－2  7  

（12）   n＋1   6   13，22  8  26   8   14，25   10   18  8  

（13）   32   0  28   8  29   8   29   11   32  9  

（14）  28   9  30  9     6，15，26  7  12，19   9   23  9  

■，  

（15）   36   0  n＋2   4   ん   5   14，26  9  

（16）  2，8，16  8  n－1   3   19   8   27  10  

（17）   9，23   8  20   9  

（18）   27   9  28   10  

（19）   22   8  12，23   9  

（20）  30   10  

（21）  24  8  

（22）  16  8  
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3．2．  3．4．  3．7．  3．10  3．11．   

（1）   n－2   3   2  2n－6  6   6   6  14，26   6   

（2）  5，6，20  7   n   1 5 16，28  9   8，9，10  10   27   10   

（3）  10，13，16  9   15，28  9   8，13   8   14   6   

（4）  12   7  

（5）  n＋1   7  

（6）  14   8  

16   9  

（8）  8，13，24  9  

28   10  

（0）  15，26   8  

11）  29   9  
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