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Behavior of geodesicsin f01iated manifolds  

with bundle－1ike metrics  

By   

Shinsuke YOROZU  

1．＝ntroduction．  

F01iated manif01ds are studied bY C．Ehresmann，A．   

Haefliger，G・Reeb and manY PeOPle・ Many of works are topologl－   

Cal（non－riemannian）cases． The early studY Of riemannian   

case was done by B．L．Reinhart［24］′ thatis，he defined   

f01iated manifolds with ‖bundle－1ike’．metrics with respect to   

the f01iations and tried to prove so－Called Reeb stability   

theorem for this case． The f01iated manif01ds with bundle－1ike   

metrics are studied bY R．Hermann［4］，A・M・Naveira［19］，J・   

S．Pasternack［22，23］，B．L．Reinhart【24，25］，R．Sacksteder   

［26］′ エ．Va土sman［28′ 29］and o七hers．  

The tYPICalexamples of f01iated manif01ds with bundle－   

1ike metrics are f0110Wings；（i）each fiber space under a   

suitable choice of metric，（ii）the foliation of a riemannian   

manifold by the orbits of a group of isometries having all its 

orbits of the same dimension．  

＝n this paper we discuss the behavior of geodesicsin  

f01iated manif01ds with bundle－1ike metrics． As a well－known   

and fundamentalresultin this direction，We maY State：  

bundle－   A geodesic of a  Theorem（B．L．Reinhart［24］）．  
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1ike metric is  Orthog■Onalto the  1eaf at one pointif and onlY   

at every po土n七．  土f 土七 土s  nal 七○ 七he leaf  

We discuss geodesics making constant angle withleavesl   

and these are generalizations of［14］． We also discuss focaL   

POints ofleaves along transversalg・eOdesics／and，in the case   

Of codimension l′ We have nonqexistence of focalpoints of   

leaves along transversalgeodesics． The reiations between the   

Levi－Civita connection and the second connection defined bY   

＝．Vaisman［28］are discussed． Ahd we have the definitions of   

geodesic andJacobifield with respect to the second connection，   

and we discuss the properties of them．  

The top010glCalobstructions for the existence of the   

f01iation with a bundle－1ike metric were studied bY H．Kitahara   

and S．Yorozu［12］，J．S．Pasternack［22］and R．Sacksteder   

［26］． The existence of the complete bundle－1ike metric was   

discussed bY H．Kitahara［8，9］．  

＝n this paperr we shallbein CdJcategorY and manif01ds   

are paracompact，COnneCted Hausdorff spaces． Latinindices run   

from・1 to p r and Gr畠ekindices run from p＋1 to p＋q・We   

use the Einsteinls summation convention unless otherwise stated．  

ユ ー   



2．F01iated manif01ds．  

Let M and N be manif01ds of dimension p＋q and q‘  

respectivelyr andlet f be a map M→ N・For each point   

m ∈M，We have thelinear map  

（f☆）m：TmM－うで 
f（m）N ′   

Where TmM（resp・T 
f（m） 
N）denotes the tangent space of M at  

m（resp．the tangent space of N at f（m））． Then we have  

Definition 2．1． A map f：M→ N is called animmersion  

if（f＊）misinコeCtive for any point m∈机′ and fis called  

if（f＊）mis sur〕eCtive for any point m∈M・  a submersion  

Let TM denote the tangent bundle（or′its totalspace）  

○Ver M・For a sub－bundle E of TM，「（E）（resp・「（EIu））  

is a set of allsections of E（resp． E over UこM）．  

Definition 2．2． A sub－bundle E of TM is ca11ed   

integrableiflocallY E is the kernelof the differentialof  

a submersion． Anintegrable sub－bundle E of TM is called a   

f01iation E，and the pair （M，E） or，SimpIY M，is callea a  

f01土at土on  f01土ated man土f01d w土th  E． The maximal connected  

integralmanif01ds of E are calledleaves．  

PreciselYr a f01iation on M is defined by the f01Lowing   

da七a：  

（i）An。Pen C。Vering‡u入l入e．人 。f 朗・  

（ii）A pseudogroup 「oflocaldiffeomorphisms of 択q．  

（土工土）Submers土ons f入：U入→Rq・  

（iv）For U入ハq”≠≠r thereexists ㌦p∈「SuChthat f入  

3   



＝ ㌧▲fメ・  

Definition 2・3・ ＝n the above f01iation on M，q is  

Called the codimension of the f01iation．  

We may ch。。Se al。Calc00rdinates（ⅩL，㌔）on eachlu入，  

f入†such that  

（土）lxll＜1′lx武lく1  
戻  （ii） Theintegraldmanif01ds of E are glVenlocally bY X  

＝CO（for constants cO（satisfYinglcC（l＜l．   

1 
Definition2．4．The abovelocalc00rdinates（Ⅹ，）on  

tu入′ f入′  lu入′ f入†土s called  flat c00rdinates，and a triple  

（Ⅹ1′㌔）†。r′S土mply′U（Ⅹ1′㌔）  a flat c00rdinate chart． ＝n a  

1 
flat c00rdinate chart U（Ⅹ，）［eaCh of slices given bY  

叉 equations x ＝CO（is called a plaque・  

Definition 2．5． A f01iated manif01d M is called regular  

point m e M if there exists a flat c00rdinate chart of m  

which meets eachleafin at most one plaque． Aleafin M is  

called a regularleafif M is regular at anY POint of theleaf・  

工f U（Ⅹ1，XO（）and 缶（孟1，支d）are flat coordinate charts  

such that Un缶≠ ≠′then ∂舟Ⅹ1transf・OrmS by c00rdinate  

changeinto acombinationof ろな芸1t‥■ ［∋万芸P，Sincethe  

tangent space to aleaf goesinto the tangent space to theleaf・  

Thus the c00rdinate tranSformationis of form  

・支土＝支1（Ⅹk′Ⅹて）and 妄よ＝芸叉（Ⅹて）・  

1 
＝n each flat c00rdinate dhart U（Ⅹ［ⅩDL）1WemaY Ch00Se  
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1 
トf。rmS W，・・・ ，WP s。。hthatiwl，・‥．WP，dx P＋l，…，dxP＋q）  

is a basis for the cotangent space at each pointin u r and， ■  

vectors v ‥・ ′V 
p＋lr p＋q  

SuChthatトゆⅩl，…′∋hxP］Vp＋l，  

‥・′Vp＋qlis the dualbase for the tangent space・Wehave  
l  i 式  w ＝dx＋Aミdx  

Ⅴ〆＝コカⅩd －Aン拍Ⅹ1  

k f。rany functions A三＝Aミ（Ⅹ′Ⅹて）on・U．：fwetransf。rmthe  
-i flat c00rdinate chart U（xl，Ⅹe＜）into 缶（蒜1，；b（）and ch00Se 諒  

1 i and ㌔in 缶（妄1支メ）lthen 諒transformsintoacombination  

ofthe wコ and vkinto acombinationofthe、を・  
Notice that not every sub－bundle E of TM isintegrable．   

The f0110Wing theorems，qSually referred to コOintlY aS the   

1．Frobenius Theorem’一′ glVe theintegrabilitY Of a sub－bundle E   

Of でM．  

TM described  Theorem 2．1． Let E be a sub－bundle of  

of everywhere linearly loca11y as the simutaneous kernel  

㌔＋1′… ′声p＋q′望望王室三′三竺 m 土n the  independentl－forms  

㌔′s′  

E  ＝   m  

doma土n o王  

卜∈で㌔l㌔．1（u）＝‥・＝㌢。．。 （u）＝0†  

主星至壬生竺主芝主三聖塾 dね  10Cally  may be   でhen E  土S  

written of the form  

d～㌔＝誉ち＜亀戸  

for certa土n l－forms  
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of でM ⊥s 土n七eg■rable 土f  Theorem 2．2． A subpbundle E  

亡「（E） where   and onlYif，for anY X′ Y∈「（E）′［Ⅹ，Y］  

［ ′ ］ denotes the bracket oper  a七○エー  

ー  占 －  



3．Bundle－1ike metric and examples・  

Let Q be the quotient bundle TM／E． The natural  

projection 7⊂：TM→ Q induces a map 7こ：「（TM）→ 「（Q）  

For eaCh Z∈「（Q），Ch00Se 言∈「（TM）such that Z＝7t（富）．  

ノヽ Then we may define a”partial”connection v：r（E）メT（Q）   

→ 「（Q） by   

（3・1）  ′ヽ●・ヽJ    ▽ⅩZ＝几（【Ⅹ′ Z］）  

ノヽ一へ for X．∈「（E），Z ∈「（Q）  ▽is we11－defined． ▽is a択一   

bilinear map and satisfies the conditions：  

／ヽ ′ヽ  

▽Ⅹ（fZ）＝Ⅹ（引Z＋f彗くZ ′  

〈 ノヽ  

▽fX Z＝f㌔Z ・  

Definition3．1．令is ca11ed the Bott par七iaiccmnection  

On 〔∋  

亡寸ex七Wehave   

Definition3．2．＝n each flat c00rdinate chart U（Ⅹ1，㌔），  

aframeixl′… … 

′Ⅹp′Ⅹp＋1′ ′Ⅹp＋q†  
土s an adap七ed frame 七○  

土fixl′…′Ⅹ。†andi項Ⅹ 。．1）′‥■ ′叫Ⅹ。．。）†  the f01土a七土on E  

SPan「（EIu）and「（QIu）respectivelY・  

工。ea。h U（Ⅹ土′㌔）′frames tちbx土，∋ゐⅩよ）and t∋ねⅩ土′  

㌔†are adapted frames to E（See［14】r［22］］［23］l  

［24］）．   

i 
Definiti。n3．3．Theadaptedframe t∂hx，VJiscalled  

frarne to the f01iation E．  the basic adapted  

7 －   



工七 h01ds tha七  

（3．2）  几（［Ⅹ′Ⅴ水］）＝O  f∝any Xそ「（叫び）  

Ch00Sing a suitable riemannian metric on T皿／We maY  

identify the quatient bundle Q with the orthogonalcdrnplement  

bundle E to E in TM． We have  

（3．3）  でか1芸E⑳Q⊆；E任E   

Where ¢ denotes the WhitneY Sum．  

For two riemannian manif01ds M and N，a riemannian   

Submersion f：M→ N is a map satisfying the f0110Wing   

aX⊥OmS：   

（i） f is a submersion．   

（ii） f＊ PreSerVeSlengths of vectors which are orthogonalto  
－1 
f（f（m））for each m eM．  

Let M be an n dimensional riemannian manif01d with a   

riemannian metric ＜ ，＞． A f01iation E of codimension q   

（＝ n － P，0＜p＜ n）on M is a riemannian f01iationif  

f0110W土ng da七a aエーe g■1Ven：  

（i）A。Pen C。Veringiu入l入｛人 。f M・  

（ii） An auxiliarY q dimensionalriemannian manif01d N and   

a pseudogroup r of local isometries of N.. 

（iii）Submersions f入：U7L→ N・  

（iv）For U入ハth≠≠′thereexists VIp∈「SuChthat f入  

＝ ㌧什㍉・  

Then the metric ＜ ，＞ has alocalexpression  

（3・4）く′＞lロ＝叛 （Ⅹk′Ⅹて）wl・W］＋gよ（Ⅹて）dx〆・dxβ  
戸  
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1 
in each flat c00rdinate chart U（Ⅹ，Ⅹb！） We notice that，for  

each flat c00rdinate chart U（Ⅹ1，Ⅹb（），the submersion f：U・→  
l Nis a riemannian submersion such that ｛（f（m））1S a  

plaqueforanY m∈U・（3・4）meansthat‥（∂／axl）g＝O where  
牢   

g水β＝く㌔′ 
ヤ＞・  

Definition 3．4． Let M be a f01iated manif01d with a   

f01iation E and a riemannian metric ＜，＞． The metric  

′ ＞ is ca11ed a bundle－1ike metric with respect to the  

f01iation E ifit has alocalexpression（3．4）．  

●    A curve ロ‾（t） is called to be transverse to E if q（t）  

∈「（E⊥IJ（t） ）where 6（t）denotesthetangentvectorof Qlt）  
AIso，VeCtOr fields are ca11ed similar as curves． Then we have  

Lernma 3．1（See［24】）． The f0110Wing conditions are  

equivalent：  

is a bundleMlike metric with respect to  （土） く ′ ＞  

（ii） AnY tWO tranSVerSe CurVeS With the sarne PrOコeCtion on  

N have the same length．   

（iii） AnY tWO tranSVerSe VeCtOrS With the same pro］eCtion on  

N have the samelength．  

Now，We have f01iowing theorem which willplaY animportant   

role in the next section．  

Theorem 3．1（See［14］）・ The riemannian metric ＜，＞  

on a f01土a七ed man土f01d m w土七h  a f01土a七土on  E o王 cod土mens土on  

q is a bundle－1ike metric with respect to  E 土f and onlyif′  

for each flat c00rainate chart U（Ⅹ1，Ⅹb（），there exists an  

9 －   



ix土′Ⅹ∝†望 E 旦望生望些  Orthonormal adapted frame  

く㌔dX土′Ⅹβ）＋く㌔βⅩ土′Ⅹべ＞＝0  

空三1≦す土≦p 望旦 p＋1≦㌔′り≦  P＋q，Where ∇ denotes the  

Levi－Civita connection with respect to the metric  く ′ ノ＞．  

First we prove the foilowinglernma．  

Lemna 3．2． The metric ＜，＞is  a bundle－1ike metric  

if and onlyif，for each flat c00rdinate  唾唾主星 E  
chart U（Ⅹ1，ⅩC＊），there exists an orthonormaladapted frame  

1Ⅹ土′Ⅹよ）望 E 聖竺生麺主  

項Ⅹ虞）＝0  室竺聖芝Ⅹ∈r（El。）′  

ノヽ Where ∇ denotes the Bott partialconnection．  

Pr00f． Suppose that the metric ＜，＞is a bundle－1ike  

metricwith respect to E・We have an。rth。nOrmalframe tXi，  

Ⅹ。）fr。mthebasicadaptedframel拍Ⅹi，％1to E bYthe  

Schmidtls。rth。g。naiizati。n Pr。C占ss t。i範Ⅹ1iandivc＜‡  

respectively・Thenixi，Ⅹ。＜†is an。rth。nOrmaladapted frame  

to E・埠（3・2）′＜㌔′㌢＞＝甘夏戸（Ⅹて）土mpl土年S爪（［Ⅹ土′Ⅹ〆・］）  

ノヽ ＝0・Theref。re，．We have Vk7t（Ⅹ〆）＝O for any X∈「（Etu）・  

C。nVerSelY，1etixi，Ⅹ。＜‡be an orthonormaladapted frame  

t。E suchthat㌔芥（Ⅹ虞）＝O f。rany X∈「（El。）・Sincethe  

土 basicadaptedframei魂Ⅹi ，Ⅴ∝‡to E satisfies＜卑七Ⅹ′Ⅴ〆＞  

＝ 0 ′ We may Wrl七e  〆。ff。rm V＆＝hfxβWhere h＝are       v   
functions on U． Then we have  

e   
∂／bx  

i芥（‰）＝一穴（【∂／∂Ⅹ1′Ⅴ〆】）  

／β －   



＝J叫：【＝㍉互Ⅹ1′h£Ⅹβ］）  

1 ＝h雲穴（［㍉左Ⅹ1′Ⅹβ］）・（綿Ⅹ）（h…）れ（肇）  

＝h£令  悠 噂）＋（γ∂Ⅹユ）（h≡）項Ⅹ戸）  

斗Ⅹ 

＝（〝⊃Ⅹ⊥）（hご）花（Ⅹβ）・  

by（3・2）′ 死（㌔）＝冗（【∂恒1′㌔］）＝0  
Ⅹ 

1aVe  

．（∋／∋Ⅹ1）（ぜ）＝0  

二helinearlYindependence of 7C（Ⅹβ）・Thus we have  
－■   

（∂如⊥）く㌔′や＞＝（∂／∂Ⅹ1）くh：Ⅹy′h言Ⅹて＞  

＝（⊃カⅩ1）（h≡h言古訂て）  

でhen  

＝ 0 ．   

：efore，the metric ＜，＞ is a bundle－1ike metric・  

Q．E．D．  

Pr00f of Theorem 3．l． Suppose that the metric ＜，＞is   

ユndle－1ike metric・ By Lemma 3・2t there exists an orthonormal  
ノヽ  

？ted frame tXi，Ⅹ。†t。E such that V3（7［（Ⅹよ）＝O for   

X∈「（EIu）・Then we have   

く▽Ⅹべ 
Ⅹ土′Ⅹβ＞＝く％・Ⅹよ′Ⅹβト＜［Ⅹ土′Ⅹよ］′Ⅹβ〉 1  

＝＜㌔．X式′Ⅹβ＞′                                  1  

ノノ ー   



ノヽ  

Since Vki外（Ⅹ水）＝Oimplies［Xi，Ⅹ叉］∈「（EIu）・Therefore，  
Wehave  

＜㌔Ⅹ土′Ⅹ戸＞＋く㌔Ⅹ土′Ⅹ帆＞  

く環・Ⅹ虞′Ⅹ戸〉＋＜環土Ⅹβ′Ⅹ叉＞ 1  

＝Ⅹ土＜Ⅹ〆′ 
肇＞  

＝ 0  

Conversely，SuPPOSe that there exists an orthonomal  

adaptedframeixi，Ⅹdlto E suchthatく㌔Ⅹi，Ⅹ声＞＋  
＜㌔Ⅹ土′  

Ⅹc＜＞ ＝ 0・Then we maY Write the basic adapted frame  

1殖Ⅹ1′㌦1七。E。fねrm⊇カⅩ 1＝h呈Ⅹ 
∃  

and㌔＝でⅩy  

where hプ and h芝           1  are functions on u． Thus we have  

（わⅩ⊥）＜㌔′ヤ＞  

串Ⅹ⊥㌔′ウ＞＋く㌔′▽   ＝く▽       詭Ⅹ⊥ヤ＞  

＝hまh言（Ⅹ〕（h雲）言才て ＋h‡＜【Ⅹ〕′ⅩY］′Ⅹて＞）  

・hまhニh言＜㌔Ⅹj′Ⅹて＞  

＋h呈hヱ（Ⅹj（ギ）J托＋h言くⅩγ′【Ⅹ〕′Ⅹ。】＞）  

・hまh：ギ＜ⅩJ′罷乙Ⅹj＞・  

Since we have 

Xj（h三）吉沢＋hご＜【Ⅹ〕′Ⅹγ］′Ⅹ乞＞  

ノヱ ー   



＝Ⅹj（h雲）言托＋＜［Ⅹj′hニⅩy］′Ⅹて＞  

－＜Ⅹj（h≡）ⅩいⅩ乙＞  

＝＜［Ⅹj′㌔】′Ⅹて＞  

we have 

（∂わⅩ1）＜㌔′写＞  

＝hまh：h言（＜冤ⅤⅩ∃′Ⅹて＞＋＜㌔てⅩj′ⅩJ＞）  

＝ 0 ．  

Therefore，the metric く，＞ is a bundlerlike metric with  

respect to E・  Q．E．D  

Definition 3．5． A leaf L in a foliated manif01d M with   

a f01iation E and the Levi－Civita connection ▽ is cailed  

Vk Ylm∈TmL for each point m e L，anY  七○七ally geodes土c 土f  

flat c00rdinate chart U（rn∈U）and anY X′Y∈「（EIu），  

Where  T L denotes the tangent space of L at m． m  

We remark that animmersed sub－manif01d N of a manifoid   

M with the Levi－Civita connection ▽is totallY geOdesic（＝   

the second fundamentalform of N identicallY Vanishes）if  

and onlYif ちくY∈「（TN）for anY X′Y∈「（TN）（See［15］）・  

The f01iated manif01ds allleaves of which are totaLIY   

geodesic are studied bY manY PeP01e（See［2］，［3］，［5］，   

［16】）．  

／3   



We are often able to find out the f01iated manif01ds with  

bundle－1ike metricsin the studY Of differentialgeometrY：、  

（i） Let M be a riemannian manif01d acted on by a group of  

isometries such that all orbits are of same dimension． M is   

a f01iated manif01d with orbits asitsleaves］and the   

riemannian metric on M is a bundle－1ike metric with respect   

to the f01iation（See［5］，［7］′［22］，［23］，［24］）．   

（ii） Let M be the tangent bundle TN over a q dimensional   

riemannian manif01d N． Then M is a f01iated manif01d with   

fibers asleaves，and the Sasakimetric（See［27］）on TN   

is a bundleqlike metric with respect to the f01iation．   

（iii） Let 5L，：M→ N be a riemannian submersion（See【6］，  

［20］）．Mis a f01iatedmanif01dwith fibers P－1（b）  

（b∈ N）as leaves，and the riemannian metric on M is a   

bundle－1ike metric with respect to the f01iation．  

We maY alsointroduce examples・  

Example 3・L・ Let M be a flat torus whichisidentified  

withi（Ⅹ′Y）∈脱2lo≦Ⅹ≦1，0≦Y≦l†・Mis c。nSidered  

a f01iated manif01a bY a familY Of straightlines with constant   

slope o（・ ＝f c＜ is a rationalnunber then allleaves are  

regular／butif o（is anirrationalnumber then noleaves are  

regular・The flat metric on M is a bundle－Like metric with   

respect to the f01iation・  

Example 3・2・Let M be a flat Moebius strip whichis  
2 土den七土f土edw土七hi（Ⅹ′y）∈択10≦Ⅹ‘1′－1くy＜1′（0′y）  

isidentified with（1，一Y）1・Mis c。nSidered a f01iated  

manif01d whoseieaves are glVen bY Straightlines Y＝COnStant・  
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Aleaf through a point （0，0）is not regular，and another all   

leaves are regular． The flat metric on M is a bundle－1ike   

rnetric with respect to the f01iation．  

We remark that not all f01iated manif01ds have bundle－1ike   

metrics with respect to the f01iations・ For example，the  

canonicalmetric on a 3dimensionalsphere S3is not bundle－  

1ike metric with respect to the Reeb f01iation．  

ー  ／⊆ －   



4．Geodesic making constant angle withleaves・  

Let 甘（s）（Or 甘）be a geodesicin M pararnetrizedIフY  

arc－1ength s，thatis， 
▽9（S） 
甘（s）＝O where 音（S）denotes  

the tangent vector of 甘 at 甘（s）・  

For anY POint 首（s），We maY Ch00Se a flat coordinate  

chart U（Ⅹ1，㌔）such that 才（s）∈ U and an orthonormaladapted  

framelxirX〆）to Ein U・Leti♂i，C味‡beitsdual  

adapted frame・Thenwe define f＝lfu）bY  

（4・1）   f。（s）＝f。（す（s））＝ち望1（♂⊥（甘（S）））2・  

ifu†  defined bY（4．1）is  Lemma 4．1． The function f ＝  

choice of U． f is a differentiable  independent of the  

Whichis a range of parameter s of Y．  func七土on on  
工甘  

The geometric meaning of f（s）is a square of thelength  

of orthographic vector in 
E｛（S） 
●    Of a vector Y（S）in T 

｛（S）M・  

Let d（s） be an angle between the orthographic vector of  

ナ（S）and 才（s）．Then we have that  

f（S）＝（cos叫s）） 2  ．  

Definition 4．1．A geodesic d（s） parametrized by arc－  

COnStant angle with  Ca11ed a geodesic making  length s is  

leavesif the function f is a constant，thatis， df（s）／ds   

＝O for any s亡工Y・  

be a f01iated manif01d with a  Theorem 4．1． Let M  

f01iation E of codimension q（＝n－ P）and with a  

七hat allleaves are totally   riemannian metric ＜，）． suppose  

geodesic  

－  ／ム ー  



（i） ＝f the metric く ′ ＞ is  a bundle－1ike metric with  享声Spe些  

to E，then any  geodesic in M is a geodesic   making constant  

angle withleaves．  

（ii） ＝f allgeodesicsin M  早re Of making constant angle with  

leaves，then the metric く ′ ＞is a bundle－1ike metric with  

蝉壬生 E・  

Pr00f・（i） Let 首（s） be a geodesic parametrized bY arC－  

length s・＝n a flat c00rdinate chart U（Ⅹ1rxc＊）such that  

首（S）∈ U for anY fixed s ∈＝甘IbY Theorem3・1r we have an  

。rth。n。rmaladapted frameixi，Ⅹc＊lt。E satisfYing  

＜㌔∝Ⅹ土′Ⅹ′＞＋く㌔Ⅹ土′Ⅹd＞＝0′that土s′  

（4・2）   F£土＋F言上＝O  

（A，B，C＝1，2，・‥ ′P，P・1，・・・，P・q）・  
where％AXB＝F三BXc  
And，by the orthonormalitY Of the framer we have  

F宝B＋芸。＝0  （4．3）  

Thenwehave  

df（s）／ds＝㌫（∑土≡1（♂⊥（甘（S）））2） ●  

＝2三土望1（♂1（オ㈱））誌（♂1（音回））  

and   

O＝♂ユ（㌔（S） y（s）） ■  

一誌（♂1（拍））） ●  

＋戸主kβコ（抽）♂k（音（S））＋F‡β♂j（れs））♂ダ（才（s））  

／ア ー   



＋戸主］♂β（甘（s））♂コ（音（s））＋戸三云♂〆（拍））〆（身（S））  

wherei♂i，Cd‡deム。teSthedualframe。fixi，ⅩJ・Thuswe  

have，bY（4．2）and（4・3），  

戸晃♂⊥（緑））〆（毎））〆（寺（s））  df（S）／ds＝2∑二  
土′〕′β   

戸ヂ土＝0  Since al11eaves are tota11Y geOdesic′ We have   

Therefore we have df（S）／ds＝ O for any s ∈＝Y・  

（ii） For any point m∈M，We take a flat c00rdinate  

1 
chart U（Ⅹ，ⅩCi）at m and anY geOdesic Y（S）through m  

making constant・angle withleaves・By the method of Schmidtrs  

。rth。n。rmalizati。n，Wemaymakethebasicadapted framei∂bxi，  

㌔‡t。Eint。anadaptedframeiち′範†t。E suchthat  

t富i‡ismutua11Y。rth。n。rmaland私＝Vk・Weset㌔㌔  
＝F三Bち′Wehave  

戸主k＋戸芸土＝0′  戸‡戸＋F責gβて ＝0 ′ 戸畏＝0・  

Thus we have  

O ＝ df（S）／ds  

～〆 戸夢1（音（s））β（抽）路子（s＝  －2∑＝  
土′d′β   

foranY S∈＝YIWhere15i，5＜ldenotesthedualframeof  

tちl屯ト Asthech。ice。fage。desic ｛is arbitrarY，We  

have′ for each 土 ′  

F三戸才イ（才（s））訂ダ（ね）＝0・  

〆 l weset”s）＝flち＋f㌔ ＝f屯＋fdvk ・Thenwehave  

－  ノ冨 －   



〒fよfβ＝0 
（4・4）  （択ま伺）＝f“）・  

Thus   

べ P 貰・＜f㌔′f隼＞ ユ   

〆 ′、′  イ 
＝く等式冨〆Ⅹ土′fち〉・く［Ⅹ土′f私］′fβ毎＞ ′ヽ′  

ペ ′ヽ．′  
戸 ＋＜f武私′等βち貰土＞十くf私′［Ⅹ土′fち】＞  

＝2㌔f咋≡土 或ア 

管てβ 
・2fち（モ）g水 

戸・  

′ヽ′′V Here we note that［Ⅹi′Ⅹ。｛］∈T－（E（u）・  

On the other hand，We have   

′ヽノ   〆 

X・＜fか私′fダ㌔＞＝Ⅹ土（ffグ甘ヤ）      ′ヽ＿・                                       1  

＝2f〆ち（fダ）g。β＝dfダ乾（吋・  

Thuswehave  

2fdf戸戸；土gて戸 
＝fよfダ買土（冒〆β）・  

′、・ 

Since＜Vk武Xp，Ⅹi＞＋＜Ⅹβ′㌔Ⅹi＞＝0，thatis， 戸主p・  

F；ig甲 ＝0′Wehave  

f戻f〆ち（g。戸）＝－ 2f〆f咋三＝0（Er。m（4・4））・  β  

As the choice of the geodesic t is arbitrary，We have  

′ヽ＿  

Ⅹ土（隼）＝0 ■  
′ヽ＿■  

By the construction of  X．              ⊥ ′We have  

（l≦Vi≦p ，h arefuncti。nS。n  

i 

（納Ⅹ）甘虞戸＝0  

h∂わⅩ 
k  

貰・＝∑k≡1   エ  

U）′ and thus we have   
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V forl＜i≦p and p・l≦㌦，Yi≦P・q・Thereforethemetric  

＜ ′ ＞is畠bundle－1ike metric with respect to E・  、  

Q．E．D．  

The condition that allleaves are totaLIY geOdesic；is   

neCeSSarY：  

Example4・1・Let R2 be a x－Y Planewith the flatmetric．  

we set M＝LR2－tthe originpoint‡，then Mis considereda  

foiiatedmanif01dwhoseleavesare  Lr＝i（ⅩlY）∈択2lx2＋Y 2  

2 ＝r1for anY r＞O and ametric＜ ′＞ on Misinduced  
fromthe flatmetric on 択2・Ailleaves are not totallY  

geodesic． A geodesic glVen bY y ＝ COnStant ＝ C is to be  

tangent to Lc  at（0′C）and make an angle of 7V3 with the  

leaf L2c  at（JTc′C）・  

For the geodesics orthogonalto theleaves′ We may Omit   

the condition that allleaves are totallY geOdesic．  

f01iated manif01d with a  Theorem 4．2． Let M be a  

and w土七h a  f01iation E of codimension q（＝ n p P）  

riemannian metric く ′ ＞．  

（i）（B．L．Reinhart［24］）＝f the riemannian metric く ′ ＞  

geodes土c  is a bundlerlike metric with respect  to E，then any   

on the geodesic is to be Orthogonalto theleaf at some point  

to the leaves at aX1 points on the geodesic. Or七hogonal  

geodesj＿CS tha七 are to be  （ii） ＝f，for anY POint m ∈M，all   

Orthogonalto theleaf at m are to  be orthogonalto theleaves  

the metric ＜，  ＞ 三三皇   at a11points on the geodesics，then  

bundle－1ike metric with respect to E・  

ヱ0  



Theorem4・2（i）is a generalization of the corresponding  

results of Y・Muto［17］，B・0′Neil［21］and S．Sasaki［27］．   

0ur pr00f of（i）differs from ReinhartFs one．  

Pr00f．（i） Let 甘（s） be a geodesic orthogonalto aleaf  

1 
at some point［（S。）．We take a flat c00rdinate chart U（Ⅹ，㌔）  

（lxlt ′lxC（l＜1）of 甘（s。）′Where we use two adapted frames  

l∂万Ⅹ土′∂カⅩ“1and t∂わⅩ1 ′㌔）・  

The bundle－1ike metric ＜，＞is expressedloca11y bY   

く′＞】u＝h土〕 dx⊥・dxコ＋2hdxユ・dxβ＋h叫dx叉・dxβ  
土戸 戸  

⊥ 

㍉ t  

A 
Where  gij＝hij  and g虞β ＝h 

専 
一hijA去喜・  

＝nthefixedchart U（Ⅹi，Ⅹ∝）JWedefineametric《′  
≫u  

on U by 

せ′≫u＝g土j dxl■dx］＋㌔dxd・dxβ  
β  

ノヽ  andlet Vb denote・the Levi－Civita connection on u with  

respect to the metric《 ′ 》u・  

Now the geodesic 首‘（S）in u is glVen bY   

d          r（s）＝（す1（S）′ す（s））  

ancl 

甘（s。）＝（Yl（s。）′ Ⅴ叉（S。））  

音（so）＝㌔㌔lr（s。）  

ノヽ  

are constants・＝n U，We maY define a『‾geOdesic  
J  

（甘ユ（s。）′冨〆（七））′by  

吠  
Where a   

′～     ′ヽ′  

Y′ 訂（七）  

一  之／＿   



■■ヽ■′  

■■へ■    雪J音－（亡） 

y’（七）＝O for any 七∈トE′り（乞＞0）  

and．  

盲よ（0）＝ 甘よ（S。）  

マ・⊥（0）＝0 ′ マ・火（0）＝㌔   

Where 7 denotes the derivative with respect to t． Then′in   

U，We maY define a cur．ve q‾ bY   

′、．正          訂（七）＝（〆（七）′ 冨（七））   

Where  

㌢⊥（0）＝Yl（S。）′？・1（七）＝－A三等一武（t）  

for any 七 ∈ 卜ど′∈）．  

Therefore we have  

d 
等－（t）＝音・d（t）（⊇カⅩ）l恥）  

d 
『－（t）＝盲－ 

（t）㌦し（七）  

（4．5）  

（4．6）  

and   

町（0）＝√（s。）  

町－（0）＝ad㌔l…） ＝才（so）・   

Let twi，dx〆1（resp．iSi，6叉与）beadualadapted  

frameofI∋／∂Ⅹ1，Ⅴ虎†（resp．i∋わⅩi，∂／∂Ⅹd†）・Wehave  

Wl（㌔・（七） 『－（t））  

㌫（wユ（丁－（七）））  
－  

・「；k Wj（『一（七））wkけ・（七））  

プヱ ー   



＋「；βW］（す・（七））dxダ（町－（t））  

＋「言j dx戸（丁－（t））w］（げ－（t））  

・「≡戸dxJ（町－（七））dxざ（灯－（七））  

＝「三戸 dx〆（丁－（t））dx戸（汀－（七）） （fr。m Wl（訂－（t））  
＝0）  

By「三≠ ＋「きd＝0／Wehave  

wl（鴇・（七）  
r－（七））＝ 0  （4．7）  

forl≦す土≦p・  

On the other hand′ We have  

dxd（㌔－（七） r－（t））  

一誌（dxd（『・（七）））   

＋「；jWl（丁－（七））wコ（√－（七））   

＋「言β Wコ（町－（七））dxβ（r’（t））   

＋「言jdxβ（r・（t））w〕（畔t））   

＋「言てdx声（町－（七））dxて（㌻－（t））  

一誌（dxd（町・（七））・「芸て飯βけ－（七））dxて（r－（t））  

－㌫（才・水（t））＋「言て才一β（七）等・て（七）  

Then we have  

（from（4．6））   

－  ヱ3 －  



（4・8）血涙（㌔－（七） 町－（t））  

－㌫（ダ〆（音・（七）））＋「ぷて罫β（rt（t））♂て（冨・（t））  

by（4．5）．Wenotethat  

「言と＝喜gよE（笥（g象て）・Ⅴて（gβ∈いⅤと（gβて））  

1戻乞 
（∋紬／∂Ⅹ戸＋∂gβモ ／⊇Ⅹて－∋9βこわⅩ∈）   

i 
e  

Now′ We Set  

SlnC  

k 

∂万Ⅹて＝鴇由＋F言t∂如よ′  由β  

then we have  

F芸て＝O  

て 

P蓑 
喜9ょき（∋g乏こ／pxβ‥事象／∂Ⅹ－∋争こ／∂Ⅹ£）  

Thus we have  

「蓑＝戸言て  （4．9）   

and，from（4．8）and（4．9），We have  

（4・10）dx〆（罷－（七） 丁－（七））  

ノヽ   －㌫（ダ〆（盲－（七）））＋「；て厨ダ（冨・（七））ダてげ－（七））  

′ヽ〆 

／ヽ ～  

＝ 0 ′  

■′ヽ  

is a『J－geOdesic・From（4・7）and（4・10），We have  
～  

S土nce r  

一  
之写 叫   



▽r▼（t） 
丁－（t）＝0 ′  

thatis，a CurVe r（t）．is a geodesic orthogonalto theleaves   

at a11points q（t）（一己＜t ＜ 邑）． The geodesic cr（t）   

Sa七土s王土es  

■  

丁（0）＝ す（S。）  灯－（0）＝ 甘（S。）．   

Let V。（xl，XCi）be the smallest flat c00dinate chart of す（s。）  

in U（Ⅹ1，ⅩCA）containing the geodesic g（t）（t E（一己，e））．  

Thus，by the unlqueneSS Of s01ution of differentialequation   

SyStem，We have  

首（s）＝『（s－S。）   

in V。・ Therefore the geodesic 甘 is a geodesic orthogonal   

to theleaves at allpoints on T in v。．  

Next／We take a point ＄（si）in vo which differs from  

the point ｛（s。）・We maY a・SSume that s。＜sl・The geodesic  

甘is orthogonalto theleaf at 首（sl）・We take a flat  

c00rdinatechart 缶（芸1／妄d）（一芸1一′J支ぺ）く1）of 甘（sl）Jandl  

1 
Vl（支′芸〆）  as above waY，We maY take a flat c00rdinate chart   

in which the geodesic す is a geodesic orthogonalto theleaves   

at allpoints on Y－． And this waY gOeS On． Thus we have  

sequencesi首（sN）‡aムdivN）JWhere sN＜sN．1 and N＝l，2I  

3，‥●  Let ＝す denote the range of the parameter s of the  

geodesic V． Then we have  

SuPisNIN＝l，2，3l…1＝SuP＝T・  

エn factlif there exists s＊∈＝す SuCh thatlim す（sN）＝｛（s＊）  
N一＞クO  

and s＊＜sup＝γ ′ then y is orthogonalto theleaf at ｛（s＊）  

2女 －   



Then the above argument maY be・aPPlied at す（s＊）．  

Andifwe take a sequenceiす（sN）†suchthat s N＞sN．1  
（N ＝l，2，3，・‥  ）′ then we have  

土nflsNIN＝1′2′3′‥・i＝土nf工y・  

Therefore the geodesic 甘 is a geodesic orthogonalto the  

leaves at a11points on ｛．  

（ii） For any point m 亡M，We take a flat c00rdinate  

1 chart U（Ⅹ1ⅩC＜）of the point m・Let す（s）be any geodesic  

through m orthogonalto theleaves． We take an adapted frame  

i支i，衰。‡t。E suchthat tr支iiaremutuallYOrth。gOnaland  

are glVen bY the method of Schmidtr畠 orthogonalization from  

i∂カⅩ1i ，and 支＜＝Vk・Letiきil㍍Jden。tethedualframe  

。fi支i，支。1・F。r eaChi／We have   

O＝岳1（▽緑） オ（S）） ●  

一誌（∂ユ（甘（S））） ■  

・「；k磨］（オ（s））れ拓））   

＋「；βき］（緑））∂β（ね）   

・「言j∂戸（オ（s））彦コ（言（s））   

＋←三βタイ（ね）∂ダ（才（s））   

＝「ニβ 〆（ね）〆（抽）・  

BY the same waY aS the pr00f of Theorem4・1（ii），ィWe have that  
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the metric く ′ ＞is a bundle－1ike metric with respect to E．  

Q．E．D．  

Theorem 4■land 4．2 are generalizations of［14】．  

Definition 4．2． A geodesic 甘 on M is called a  

transversalgeodesicif す  is to be orthogonalthe theleaves  

a七allpo土nts on す．  

Evenif M admits onlY One tranSVerSalgeodesiclthen the   

metric ＜ ，＞ on M is not necessarilly a bundle－1ike metric   

with respect to the f01iation：  

Example4・2・Let 駅2 be au－VPlanewith the flatmetric  

＜ ′＞．tR2is a foliatedmanif01dwhoseleaves are glVenby  

i（u，Ⅴ）∈択21v＝u2－a）f。rany a∈択・Age。desicglVen  

by u＝O is onlY One tranSVerSalgeodesic・We set   

f（u）＝喜（2u（4u2＋1） 1／2・1。9（2u＋（4u2＋1） 1／2））  

Ⅹ ＝ f（u） ′  y ＝ Ⅴ － u  

－1／2 setting w＝dx＋2u（4u2＋1） dYIWehave  

＜ ′ ＞ ＝ du・du＋ dv・dv  

＝W・W＋（4u2＋1）－1dy・dy  

＝W■W＋（4（f－1（Ⅹ））2＋1）－1dy・dy   

Thus the metric＜，＞is not a bundleqlike metric with respect   

七O the f01土ation．  

－  
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5．Focalpo土n七 Of aleaf．  

We recallthat the bundle－1ike metric く ′ ＞ on M is   

locally expressed by 

k 
＜′＞lu＝㍉（x′Ⅹて）wl・W〕＋g火β（Ⅹて）dxd■dxβ  

1 
in each flat c00rdinate chart U（Ⅹ，ⅩC）．Here and hereafter′  

vector fields，forms，tenSOr fields and etc・arelocaily  

expressed by the basic adapted framel∂hxl，％†to E and  
i 

its dualiw，dxよ）′Where  

wl＝dxl＋A王dx叉  and ㌦＝ ∂ゐⅩ〆－A去らなⅩ1   

Weset，inU，  

▽ ∂／⊇Ⅹ］＝「≡〕 わⅩk＋「；∃Ⅴて  
∂如土  

k 
雪 ＝「≡β∂加＋「ちⅤて  
舟Ⅹ 

▽㌔⊇ムⅩj ＝「≡j∂加k＋「；コⅤて  

▽ k 
り  

＝「≡β⊇如＋「ニ戸Ⅴて  
Ⅴ銘   

and  

コ  

［㌔′ウ］＝（抽去／axβ－∂A吉／∂Ⅹ扉＋Aま拍きルⅩ  

ーA喜∂A雲わⅩコ）今如1  

＝B 

dp 
∂万Ⅹ1・  

Lerrma 5．1． Suppose that the metric ＜  ′ フ 土s a bundle－   

like metric with respect to E，then  
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kh i 
「≡］＝喜g（∋gh〕加‥q土h／bxコー∂9土j如h）  

てE i 
「；コ＝喜g（9h∃∋A聖／∂Ⅹ＋g土h占A空知 ］ －Ve（g土j））  

「よコ＝喜gkh （㌔（ghj）・ghf∋A≡hxコー gjf∂A£hxh）  

ニ 「筈。「≡コーヨA慧加 コ  

「≡戸＝イ㌫一書Bち  

てモ 

「宗＝「言〆＝一喜gB慧乞翫  

＝て毛 

「ち喜9 （鋼材カ㌔＋∂㌔乞加ダー ∂g武β加も）・  

By the decomposition（3・3），TM…E①Eエ′anY Y∈「（TM）  

is decomposed as  

Y＝YE＋YE⊥ ′  

Where  YE（resp・ I  YE⊥）denotes a「（E）－（resp・T（王‾卜）  

componentof Y・＝na flatc00rdinate chart U（Ⅹ1，Ⅹd）′YE  

and YE⊥ areloca11y expressed bY  

i i YE＝Y皐亮Ⅹ ′ YE⊥＝Y〆㌔ 

Let Y（t）be a transversalgeodesicin M parametrized  

proportionally to arc－1ength，then，Setting v（t）＝Ⅹよvkin 」■  

U′Wehave  

y 
（5′・1）Ⅹ虞㌔（Ⅹて）＋ⅩよⅩβ「三β＝0 （p＋1≦て≦p＋q）・  

Accordinq to B．0′Neill［21］，We have  

－ ヱヲ ー   



Definition5・l・＝f Y（t）＝Y＝YE＋YE⊥is a vector field  
along a transversalgeodesic 冨（t）in M，then  

～   

（七）＝＝ 

（㌔（七）YE）E－（qEす（t＝E・2（▽音（七）㌔エ）E  
ノヽ  

is called the derived vector field of Y，and Y  （七）∈「（可机））  

Hereafter，We aSSume that M has a bundle－1ike metric   

く ′ ＞ w土七h respec上 土O E・  

VeCtOr field Y  Propos土七土on 5．1・ For a  早Ⅰ？竺旦皇tranSVerSai  

t（t）in M，it h01ds that  geodes土c  

（5・2）（㌔（t）▽恒） Y＋R（Y′甘（七））Y（七））E  

＝（『（七） 
Y）E十（彗甘（七））Eエ   

（5・3）（％（七）▽ナ仕） Y＋R（Y′言出）れ七））E⊥  

（▽i（七） 
（▽ナ（七）YE⊥）EりE‾                                          l  ＼  l  

‾（『（七） （qEユ頼））Eエ）Eエ  

‾（ ［YE⊥′拍）】）E－  ■  

／ヽ  

＋2（『（七） Y）E⊥   

where R denotes the curvature tensor of ▽，thatis，  

R（Ⅴ′W）Z＝ ▽Ⅴ『寸Z－▽w▽v Z－ ▽［Ⅴ′W］ Z・  

This is proved by the direct calculation, taking notice of 

エemma 5．1and（5．1）．  

jβ －   



Let 甘：［O11］→ M be a transversalgeodesicin M  

Parametrizedproportiona11ytoarc－length・Let  
（t） 
denote  

theleaf throqghapoint 首（t）and T 
首（t） 
L the tangent space  

to  
（七） 
a七 れt）・   

Al土near space  
餌…）′㌔（1） ）（resp・如凧）′す（1）））  

COnSists of piece－Wise differentiable vector fields Y（t） along  

｛（t）orthogonalto 首（t）satisfYing Y（0）亡丁射0）L and Y（1）  

∈T｛（l） 
L（resp・Y（1）＝0）・Then theindex form ＝ on  

ど仕甘（0）′L須1））土s冒ユVenby  

工（Y′Z）  

卜～：く㌔（亡，▽抽 Y十R（Y′音（t））音（七）′Z＞dt  工・（y）   

＋＜笥（七） 
Y－S 

舌（七） 
Y′   

・∑≡：王＜（㌔（t） Y）（t；）－ （▽佃 Y）（七；）′Z（七土）＞ト  

where L（Y）denotes thelength of（，S denotes the second   

fundamental form：  

くS紆り 
Y′Z＞＝－＜雪Z′須七）＞  ′  

0＜tl＜t2＜‥・＜tk－1＜lare pointswhere Yis not  

differentiable，and 
（Vi（t） 

Y）（ti）（resp・ 
（Vi（t） 

Y）（t三））  

denotes theleft（resp・right）1imit of  
∇i（t） 

Y at t・ ユ  

（See t15】′［18］′［21］）・  

VeC七Or f土eld along●  a 七ransverSal   Lemma 5．2． Let Y be a  

土n M・工f Y（0）∈Tれ0）ム′七hen  土c 甘（七）  geodes  

j／  



ノヽ  

Y（0）  
（『（七） YE）E（0ト（▽E拍））E（0）  

（予（t） 
Y）E（0）＝（▽れ）YE）E（0）  

S 
机） ■  Y（0）＝（qE…））E（0）・  

Thislerrmais easily proved．   

Lemma 5・3・ Let Y be a pleCe－Wise differentiable vector  

f土el冬草些型旦皇  冒eOdes土c オ（七）  transversal  主旦 M and Oく七1  

broken points of Y． Then，for each l  ＜ 七2く▲‥く七k－1＜1  

（1くi≦k－1）′  

（『（t） 
Y）（七土ト（『（七） y）（七；）  

／ヽ＿＿  ＝Y（七土ト音（七三）＋（『（七） YE⊥）Eエ（上土い 
（『（七）YEユ）E⊥－（七；）  

Pr00f・For any 七∈（土工′七土＋1）（or（t土－1′七土））′  

雪（t） 
Y（七）ニ（『（t） YE）E（七）十（『（七）YE）E⊥（t）   

＋（『（七）YEりE（t）＋（笥（七）YE⊥）E⊥（七）   

ノヽ ＝Y（七）＋（雪（七）YE）E⊥（七）＋（『（七）YE⊥）Eエ（七）  

＋（喝E甘㈲）E（tい（『（七）YE⊥）E（七）  

i 扉 叉 wemaYSet YE＝Yl∂カⅩ，YE⊥＝Yvd andl（t）＝ⅩⅤ〆・  

thuswehave  

d土 
（笥（七）YE）Eエ＝ⅩY 「；土Ⅴて  

＝ⅩよYダ「≡β∂如 
k  

（弔（t）YEエ）E  

jユ ー   



（箪E拙）E＝Y土Ⅹβ「≡戸串Ⅹk・  

Since YE（t）and YEエ（t）are continuous on［0′l］，We have  

（▽れ） 
YE）Eエ（七土）＝ 

（『（七） 
YE）E⊥（七‡）  

（弔（七）YEエ）E（七土）＝（『（亡）YEユ）E（七‡）  

（馬E甘（…E（t土）＝（箪Eせ（…E（七；）・  

Therefore we have the assertion．  Q．E．D．  

From above tw0lemnas，theindex form ＝ on  

g（L7（0）′LT（l） 
）is rewritten：  

（5．4） 工（Y′Z）  

トj：  

ノ＼ ＋ く Y′  

＜『（七）▽れ七） 
Y・R（Y′音（t））れt）′Z＞d七  

z＞も： 
＋エ≡≡王＜△叛）′Z（t土）＞  

L（丁）  

＋∑≡ ＜ム（㌔（七， YEエ）E⊥（七土）′ZEエ（七土）＞〕′  

whereム音（ti）＝苛（t；）一章（t；）andム（『（t）YEエ）Eエ（ti）  

＝（㌔（七）YEエ）E⊥（七土い（『（七）YE⊥）E⊥（七；）  

Definition 5．2． A vector field Y along a geodesic （（t）   

is ca11ed aJacobifield along ｛if Y satisfies theJacobi  

equa七土。n‥  
鞄（七）『（t） 

Y＋R（Y′甘（七））甘（七）＝0・  

Let す be a tran占versalgeodesicin M parametrized  

proportiona11Y tO arC－1ength and 5（y）thelinear space of ail  

ー  35 －   



Jacobifields along す orthogonalto t．Then we consider  

the f01lowing subspaces of 訂（｛）・   

乾（首）＝iY∈Jげ＝冒＝0‡  

部r；い＝tY∈プ（y）；Y（七）∈㌔（七） L f。rany t∈［0′1］†  

ぎけ；L首（0）′㌔（1） ）＝iY∈グけ）；ノY（0）∈T…）L and  

Y（1）∈㌔皿）L）   

部首；L…）′甘（1））＝い∈ぎ（ざ）；Y（0）∈T…）1and  

Y（0）＝0）  

孔（y；工）＝孔（首）ハぎ（訂；1）  

ち（y；L…）′㌔（1） ）＝孔（首）〔ぎ（甘；L首（0）′㌔（1） ）  

孔（y∫1〆（。）′ れ1））＝孔（甘）ハ部首；L…）′r（1））  

Lemma5・4・望竺宣匹三三 左（首；L）  

s0lutions Y of  

COnS土sts of all  

（5・5）鞄（t） Y＝（笥（七） 
YE）E⊥＋（『（七）YEりE＋（㌔拍））E  

d土m 乾け；L）  竺 甘 SuCh that Y（0）∈Tv（0）L  

＝ p ＝写 n － q・  

Moreover  

Pr00f・＝f Y＝YE＋YEエ satisfies（5・5）and  

YEエ（0）＝0 ′  （5．6）  

then we have  

jす －   



（『（七）YEエ）E⊥＝0 ′  （5．7）  

since （『（・T）Y）Eエ＝（Vi（t）YE）Eエ＋（『（t）YEユ）Eユ・BY  

（5．6）and（5．7），We have a differentialequation sYStem  

d Yて   

dt  
・弔Y戸＝0  

i  

（p＋1≦≦p＋q）  
て 
Y（0）＝0  

where YE⊥＝Yて㌔′れ）＝Ⅹ夏㌦andα言＝Ⅹ亘「ち・で血  
we havelfor each てJYて＝0 ′ thatisI   

Y＝YE・  

Since 
（Vt（t）YE）E＝（鞍E＋（t））E and㌔＝（Vi（t）YE）E  

ノヽ －（qE子（t））ErWehavethat YE＝07thatisr  
／ヽ  

Y ＝ 0 ．  

BY Proposition 5．l，We have   

∇富（t）㌔（七） 
■■    Y＋R（Y′甘（七））甘（t）＝0・  

■ Andwehave ＜Y，‡（t）＞＝＜YE，Y（t）＞＝0・Thereforewe  

have Y∈孔（甘；工）・  

C。nVerSely，if Y∈孔（甘；L），thenitis trivialthat  

Ysa七土sf土es（5．5）．  

Andwe easily have dim3L（＄；L）＝P・Q・E・D・  

些阜主阜車軸皇与車中  Lemma 5．5． Let Y be a Jacobi  

工f，for some tl∈［0′i］lY（tl）＝OIthen Y  土c 首■  

∈範（す）・  

ノヽ  

Pr。。f・Fr。m（5・2）′Y sa七土sf土es 
（等（t） 

Y）E＋  

（巧者（t））E＝0・Thuswehave  

ー jよ －   



ノヽ 

等（t） 
Y＝（『（t） 〈■    Y）E‥（預甘（t））E                                                          I  

／ヽ  

Yくtl）＝0   ′   

thatis，We have a differentiaiequation sYStem  

・宙主音j＝0  
∀ （1≦土≦p）  

等1（七1）＝0   

扉 よ Where晋＝；⊥∂如1′☆（七）＝Ⅹ㌦ andゐ；＝Ⅹ∂A三如］・  
／ヽ  

Th。S Wehave  
苛i 
＝0，thatis，Y＝0．Theref。re We have Y  

∈孔（訂）・  

propos土t土on 5．2．  

Q．E．D．  

∈如れ0）′㌔（1））  
f土eld Y  A vector  

ろ川；Ly（0）′L首（⊥） ）  belongs to  土f and only 土f 工（Y′Z）＝ 0  

圭竺皇望  
Z∈釦須0）′1す（1））・  

Pr00f・＝f Y belongs t0  
7L（｛；Lv（0）′L｛（1） 

）′We have  

Y∈r（す）′ 音（0）＝0 ′  

Y（0）∈㌔（0） ム ′ Y（1）∈です（1）L ′  

that土s′  

㌔（t）∇れt） 
Y・R（Y′音（七））甘（t）＝0 ′  

ノヽ  

Y ＝ 0  

ノヽ  

ムY ＝ 0 ′  ム（『（七）YEエ）E⊥＝0  

By（5・4）′Wehave ＝（Y′Z）＝O forany  
z∈ど（Lす（O）′Lt（1））  

ConverselY，SuPPOSe that l（Y，Z）＝ O for any z e  

ど（Lv（0）′Lr（l））・ 
Then Yis aJacobifield al。ng y（See  

－ jg －   



［15］，［18］）・ For sufficiently sma11 t一 ＞0，We take an  

arb土trary  Z∈紬須0）′L机） ）suchtha七 Z＝0。n 里［t－′1］  

Then（bY the assumptionT We have  

O ＝ 工（Y′Z）  

／ヽ ＜Y（0）′ Z（0）＞  
1（才）  

By the arbitraritY Of the choice of Z（0）を㌔（0）L，We have  

that 冒（0）＝0．Fr。mLemma5．5，We have；＝0．Theref。re  

Y∈孔（y；エr（0）′Ly（1） ）・  Q・E・D・  

BY the same waysJthe nullspace of theindex form ＝ on  

f（L才（0）， ｛（l））is 7i（t；L8（0）r T（l））・Thuswehave  

Definition 5．3． Let t（t） be a transversalgeodesicin   

M parametrized proportionallY tO arC－length・A point ｛（1）  

L 
v（0） 
along 甘if there exists  is a focalpoint of theleaf  

an。n－ZerO VeCtOr field Y belonging t0 3L（Y；L 
T（0）， 

t（1））  

fleld．  Propos土t土on5・3・1e七 Y＝YE ＋YE⊥  ■be a vec七Or   

Y 塗 M・望 YE∈㌔（Y；Ly（0）′  旦与坤蝉  along  

富（1））′ then YE＝0・   

i d pr00f・Weset YE＝Yl∂bxandi（t）＝Ⅹvk・From  
YEぐろ十＝工≠0）′す（1））′We have  

ノヽ  

YE＝0 ′YE（1）＝0′   

七hat 土s′  

二 十ど；Yj＝0  
∀ 

（1≦土≦p）   

Yl（1）＝0  

j7 －  



Where Z：；＝Ⅹd⊇A去わⅩ］・Thenwehave YE＝0・  
Q．E．D．  

Definition 5．4． Let 甘（t）（t e［0，l］）be a transversal   

geodesicin M and cl：［0，l］X（一三tき）→ M（と＞0）ra  

variation of r，thatis，戻（t，0）＝ 首（t）  The variation c（of  

variation of γ ifit satisfies  ）－geOdes土c  
古 土s a（Lれ0）′㌔（1）  

七he f0110W土ng：  

（i）F。r eaCh u∈（－Elど）′a CurVe ㌔（t）（＝C［（t／u））is a  

geodesic．  

（ii）Two curves C（0（u）＝C（（0，u）and 玖1（u）＝O（（l，u）arein  

L 
v（0） 

and L 
J（l） 

reSPeCtively・  

P工・OpOS土七土on 5．4． 工e七 r（七）（t ∈［0′1】）  be a transversal  

Parametrized proportionally to arc－1ength and  geodesicin M  

よ：［0′1］×（一三′を）→ M（と－＞0）a（エY′（、′LY′1、卜geodes土c ′‾  
す（0）y（1）  

variation of オ． Then the variationalvector field Y（t）  

〆女（∂ノなu）（七′0）  along Y belongs  聖 竃用；エr（0）′㌔（1） ）  

Pr00f． We have easily that Y is aJacobifield along  

■■ t and ＜Y（t），y（t）＞ ＝ O for anY t ∈［0／1］  

and［Y′才（t）］！七＝0＝0′We have  

By 工Jema 5・2   

ノ＼  

Y（0）  

（㌔（七）YE）E（0い（qEY（七））E（0）  

● （［Y（t）′Yヱ］）E（0）・  

■l （【Y（七）′Y］）E（0）  

＝ 0  

ー j才 一  



ByLema5・5′Y∈乾（れコ㍉（0）′㌔（1） ）  

Propos土七土on 5．5・  

Q．E．D．  

孔（首；エ…）′ す（1））⑳乾（Ⅴ；L）⊂乾（y；も甘（。）′ム机） ）  

生垣 d土m㌔（y∫1y（0）′ y（1）  

direct sum．  

）≦q －1，Where ⑳ den。teS the   

Pr00f・Wetakeanarbitraryvectorfield Y∈竃（y；L訂（0）l  

r（1））∩肴（す；工）・でhenwe have  

Y＝YE  

『（七） Y＝（▽れ）YE）E⊥＋（㌔拍））E  

Y（1）＝ 0   

＝f we set q－（t）＝ す（1－t） and Z（t）＝ Y（l－t），then we have  

Z＝ ZE  

鴇（七） Z＝（鞄（七）ZE）E 
エ＋（範E抽））玉  

Z（0）＝0′  

i i 
thatis，Z＝ZE＝Z∂カⅩsatisfies  

＋β；zj＝0  

●  z（0）＝0  

V （1去i≦p）  

コ 

where＆（t）＝Vdviand舟；＝V久3Athx・Thenwehave Z  
＝O r thatisr Y＝0・Therefore We have  

－ jヲ ー   



（5・8）  竃（首；L 
…）′ 
r（1））〔乾（首；二L）＝lo‡・  

Wetake an arbitrarYVeCtOr field Y∈7L（｛；L 
5（0）′ 

＄（l））  

＋孔（甘∫1）′Y＝Z＋W where Z∈㌔（い】㌔ 
（0）′ 
√（1））and  

W∈7L（首；L） Thenlfrom WE⊥＝OIWe have  

（Z十W）E＝ ZE＋WE  

（Z＋W）E⊥＝ Z丑⊥  

and  

／ヽ  ′・一′′、－－－－  

Y ＝（Z ＋ W）  

ノヘ   ／ヽ  

＝ Z ＋ W   

＝0．   

工tis obvious that Y（0）∈T｛（0） L and Y（1）をTy（1）L・Thus  

Wehave that Y∈7L（Y；Ly（0）′Lr（1） ） Thereforewe have  

（5・9）乾け；L…）′す（1））＋孔（y；1）⊂荒川；1首（0）′ γ（1））  

By（5．8）and（5・9）′Wehave   

乾（オ∫1r（。）′れ1））田ち用；い⊂ち（首；L…）′LJ（ユ））・  

S土nce dimち（γ；1r（0）′1れ1） ）＝n－1and  

d土m乾け；L）ニn－q′We have  

d土m乾（y；エー（0）′ ＝1））≦（n－1）－（n－q）  

＝ q －1．  

Q．E．D．  

--- 4-0 



Theorem 5．l． Let M be a   

foliation E of codimension 11 

f01iated manif01d with a  
■■■■■・  

and with a bundle－1ike metric  
‾  

With respect to E． For any point rn亡M／thereis not  

through m  focalpoint of th卑1eaf L  along every transversal  
m  

Start土ng from m・  geodes土c 甘  

Pr00f． By Proposition 5．5，We have   

d土m乾（y；L領0）′甘（1））＝0・  Q．E．D．  

Example5・1・Let 択3 be the setof triple（ⅩlyIZ）of  

realnumbers．択3is considered a riemannian manif01d with a  
2 

riemannian metric＜，）＝dx・dx－2z dx′dY＋（1＋z）dY・dy  

is considered a f01iated manifold whose  ＋ dz・dz． Then  

leaves are orbits of a vector field ∂／bx ′ and the metricis   

a bundle－1ike metric with respect to the f01iation，thatis，   

＜，＞ ＝W・W ＋ dy・dy ＋ dz・dz where w＝dx － Z dY・ For anY  

point（Ⅹ。，y。，Z。）∈択3，let ｛ be anarbitrarY tranSVerSal  

geodesic starting from（Ⅹoryo，Zo）and L the leaf 
（Ⅹ。′Y。，Z。）  

through the point （Ⅹ。，Y。′2：。）・Then thereis no focalpoint  

Ofthelea王1 along 甘・  
（Ⅹ。′y。′Z。）  

Example5・2・Let 択4 beidentifiedwiththequaternion  

n。mber fieid Q，andlet S3⊂．択4 beasetia∈¢l胆‖＝1†  

where ZIat12＝a■a and a denotes the con］ugate Of a・For  
3 anY a∈S／La  denotesasetgivenbyi（COS♂）・a＋  

（sinC）・（i・a）lo≦C≦27［ト Then S3is af。Iiatedmanif。1d  

byafamilYOftheset La・Themetricon S3inducedfrom  
the flat metric on tR4is a bundle－1ike metric with respect to  

3 
thefoliation（See［3］，［12］，［14］）・Forany a∈Sr  

ヰJ   



1et La be theleaf through a and Y（s）a transversal  

geodesic parametrized bY arC－length such that 甘（0）＝ a． Then  

a po土nt オ（吋2）土s a focalpo土n七Of La along y・  

ヰ之 －   



6．Clairautrs f01iation．  

The f0110Wing clairautJs theoremis a basic t001for   

Studying geodesics on a surface of rev01ution．  

Clairaut’s Theorem． Let 廿 be the distance to the axis  

Of rev01ution］andlet c（ be the  angle between a geodesic and  

the meridians，Viewed as a  function on the parameter of the  

geodesic． Then 仁－ Sinc（＝ COnStant．  

Then we have the f01lowing definition：  

Definition 6．1． Let M be a f01iated manif01d with a   

foliation E of codimension q and with a riemannian metric 

＜ ′ ＞． The foLiation E is  Called a Clairaut］s  f01土a七土on  

if there exists a positive valued function 町：現→ tR such   

that，for any geodesic ＄（t） parametrized proportionally to   

arc－1eng七h′  

虻 S土n戻 ＝ COnS七an七 ′  

where c＊＝d（t）is defined by  

2 
cos扉（七）＝‖ⅩE⊥（t）l1／＝Ⅹ（七）l1 

2  

（0≦c“t）≦冗／2）′音（t）＝Ⅹ（七）＝ⅩE（七）＋ⅩE⊥（七）andlほ（七）l1 
2  

＝＜Ⅹ（t）， Ⅹ（t）＞． The function 虹・is ca11ed the girth of E   

（See［1］′【10］）・  

Let 甘（t） be a geodesicin M parametrized proportionally  

toarc－lengthand 子（t）＝Ⅹ（t）＝ⅩE＋ⅩEエ Setting f2＝  

zlx（t）n2＝COnStant，We have  

くⅩE′ⅩE＞＝F2s土n2〆  

一 手5 ＿   



＜ⅩEユ′ⅩE⊥＞＝P 2c。S2ベ ・  

R・L・Bishop［i］defined and studied Clairaut submersions′  

and H・Kitahara［10］discussed the ClairautJs foliations of   

COdimension l． We discuss the f01iated manif01d M．with a   

Clairaut’s f01iation E of codimension q ana with a bundle－   

1ike metric with respect to E．  

Definition 6．2． A function f on M is called a f01iated  

function if f is constant on each leaf of M．  

P工■OpOS土t土on 6．1． 工e七 M be a f01土ated man土f01d w土七h a  
－  

f01iation E of codimension q  and with a bundle－1ike metric  

Cla土raut′  ＜ ′ ＞ 竺主堕respec七望 E・工王 E 法皇   S f01土at土on  

with the girth 町＝ef r where fis a function on M／then  

f is a foiiated function on M．  

Pr00f． Let ［（t） be a geodesic parametrized proportionallY   

to arc－length． By assumPtion，n：Sinc（＝ COnStant ′ thus we   

have  

o＝（町S土n〆）  

df  町S土n〆 ＋虹COS〆  
石モ   

Then we have   

2   0＝（㌫（『Sin戻））p sinc｛  

＝肛 くⅩE′ⅩE＞・『く管（七）ⅩE′ⅩE＞  

＝好く才（七）′ くⅩE′ⅩE＞冒radf〉＋紅く『（t）ⅩE′ⅩE＞ ′  

享子 ー   



Since df／dt＝くY（t）′grad f＞ and 官（t）＝Ⅹ＝ⅩE＋ⅩEi  
Thuswehave  

＜音（t）′＜ⅩE′ⅩE＞甘md f＞＝－く巧（t）ⅩE′ⅩE＞・  

Wehave  

くⅩE＋ⅩE⊥′ⅩE＞＝くⅩE′ⅩEう  

＝2＜『（t） ⅩE′ⅩE＞  

On the other hand，We have   

誌くⅩE＋ⅩE⊥′ⅩE＞ニ誌く身（七）′ⅩE＞  

＝く『（t）せ（t）′ⅩE＞＋＜盲（t）′㌔（t）ⅩEゝ  

＝＜れt）′預（七）ⅩE＞  

＝くⅩE′『（七）ⅩE＞＋くⅩEユ′て㌔（七）ⅩE〉  

Thus we have  

（6．1）  
＜『（七） 

ⅩE′ⅩE＞＝くⅩEエ′㌔（t） 
ⅩE＞  

Therefore  

′    ＜机七）′くⅩE′ⅩE＞grad・f＞＝－くⅩEユ′『（七）Ⅹ五＞  

ByLemna5．l，Wehave  

てⅩ土∂如土）＞  
＜ⅩE⊥′罷E⊥ⅩE＞＝くⅩ正‰′罷βや  

＝Ⅹ〆ⅩダⅩ1「言土9。て  

一 ベⅩβⅩユ ⅩBイgk土  

＝ 0  ′  

チi－   



thus we have  

（6．2）  ＜ⅩE⊥′▽机） ⅩE＞＝＜Ⅹ且⊥′罷EXE＞  

Thereforewehave  

（6・3）＜れ）′くⅩE′ⅩE＞gradf＞＝－くⅩEユ′環EXE＞  

Now，for any point m ∈M and anY nOn－ZerO VeCtOr Y  

∈TmL，We take a geodesic i（t）such that  

● 首（0）＝ Y  亨（0）＝ m  

and then we have′ by（6．3）at t ＝ 0 ′  

＜Y′ ＜Y′Y＞曾rad flm＞＝0 ′  

七hus we have  

＜Y′9rad flm＞＝O  

Therefore，grad f is orthogonalto aleaf at each point，   

and f is a constant on each leaf． Thus f is a f01iated  

functi．0n⊥On M．  Q．E．D．  

Definiti。n6・3・Let tXi［Ⅹ水1be an。rth。n。rmaladapted  

frame to E． The mean curvature vector H at m ∈ M of the  
m  

leaf Lm is aefined bY  

H 
m 莞＜罷土Ⅹ土！m′Ⅹ〆ImゝⅩ〆Im・  

Definition 6・4・ Aleafis called totallY umbilicif，for  

each point m of theleaf，it holds  

くⅩlm′Ylm＞Hm＝（罷Y）Eエ Im  
for anY X′Y∈「（EIu）where Uis a flat c。。rdinate chart   



a七  m．  

Proposition 6．2． Let M be a  f01iated manif01d with a  

a bundle－1ike metric  ＜ ′ 〉 with respect  f01iation E and with  

土s a Cla土raut′s  f01土a七土on w土th 七he 冒土rth 打  七0．E． 工f E  

＝ef where f is a function on M．Then the mean curvature  

vector H of eachleafis － grad f．  

′   Pr00f・For a geodesic Y（t）′ y（t）＝ⅩE ＋ⅩEエ ′We have  

（6・4）くⅩE⊥′＜ⅩE′ⅩE＞gradf＞＝‾＜ⅩEユ′㌔ ⅩE＞′  

since grad f is orthogonalto eachleaf and（6・3）h01ds・  

For anY fixed point m∈M and any non－ZerO VeCtOr  

Y虞Ⅹdlm at mlWemaY take geodesics 3i（t）（i＝112，．’’ ，P）  

such七ha七  

甘土（0）＝m  才土（0）＝Ⅹ土fm＋Y叉Ⅹ。Im ′  

Whereixi，Ⅹ火‡i？anOrthonormaladaptedframeto E・BY  

（6．4）／We have，for each i，  

くYよⅩ。∫m′gTad王きm＞＝－くY虞Ⅹ。Im′罷．X土Im＞・ 1  
And，foreachiandD（，  

＜Ⅹ。Jm，罷．Xilm＞＝－＜Ⅹ〆Im，gradfjm〉                          1  
Thuswehave  

∑ニ＜Ⅹ。Jm′罷．x土Im＞ⅩよIm  
土′ベ  1  

＝－（n－q）∑＜Ⅹ〆tm，gradflm＞Ⅹ。Im              よ  

＝－ （n－q）grad fJm  

一 子ク ー   



Therefore，by the choice of m，We have H＝－ grad f．  

Q．E．D．  

Theorem 6．1． Let M be a f01iated  man土f01d w土七h a  

f01iation E of codimension q and  With a bundle－1ike  me七ric  

く，＞ with羊宇SPe？t阜9 E・ Suppose that a111eaves are  

totally umbilic and the mean curvature vector H of eaeh leaf 

is － grad f，Where f is a function on M  でhen E   

Cla土raut′s f01土at土on  With the girth k：＝ e  

Proof・Let 首（t）be an arbitrary geodesic parametrized  

PrOPOrtiona11Y tO arC－1ength and S（t）＝Ⅹ＝ ⅩE＋ⅩE⊥・  

戸＝ …（亡）lt （＝COnS七an七）  

We se亡  

cos2d＝！ほEり，2／－－Ⅹ－1 2  

lr ＝ e  
f  

Wehave  

＜音（七）′ くⅩE′ⅩE＞匹ad f＞  

＝くⅩE⊥′くⅩE′ⅩE＞grad f＞  

＝－くⅩEエ′ ＜ⅩE′ⅩE＞ H〉（fromthat H＝－grad f）  

（fごOm七ha七allleaves are  
七Otally umb土1土c）   

（from（6・2））  

＞  

＝－イⅩE⊥′％EXE  

＝－くⅩE⊥′㌔（t）ⅩE＞  

（from（6・1））  ＝－く『（t） ⅩE′ⅩE＞  

ヰ才 一   



Thus   

＜ⅩE′ⅩE＞くれ七）パradf＞＋く『（七）ⅩE′ⅩE＞＝0 ′  
～  

七hat土s′  

2芸p2sin2戻＋㌫（P2sin2武）＝0・  

Thenwehave  

f 2 2ef芸F2sin2〆・e㌫（F2sinc（）＝0，  

that土s′  

2ア2s土n戻（霊s土n戻・町誌（s土nよ））＝0・  

BY the choice of 首，We have d（B：Sino（）／dt＝ 0・ Therefore，  

E is a Clairaut，s f01iation with the girth D：＝ e  

Q．E．D．  

Example6・L・Let 択2 be a x－Y Planewith the flatmetric  
2 

＜，＞．We consider．．択－i（0，0）†a f01iatedmanif01dwhose  

leavesaresets  
2 Lr＝i（Ⅹ′Y）EiR2lx2・y＝r2†（r＞0）・  

Themetric＜l＞l脱2 
－i（0，0）† 

isabundle－1ikemetricwith  

respect to the f01iation・ Then the f01iationis a Clairautls  
2 f01iationwith the girth『＝（Ⅹ＋Y 2  

す9   



7．Second connection．  

＝．Vaisman proved the f0110Wing theorem：  

Theorem（＝．Vaisman［28，29］）． Let M be a f01iated  

f01iation E of codimension  manif01d with a  q and w土七h a  

riemannian metric ＜，＞． Then there exists a connection D  

by the f01lowing conditions：  unlquely defined  

l （土）望 Yを「（E）（resp・「（E‾））′壬生竺 Dx Y∈「（E）（望旦・  
I  

「（E‾））室生更生芝 Ⅹ∈「けM）・  
I  

（土土）三三 Ⅹ′ Y′ Z∈「（E）（望三「（E‾））′坐 ⅩくY′ Z＞＝  

＜DxY′Z＞＋くY′Dx Z＞・  

O if atleast one of the argumentsisin  （土土土）（で（Ⅹ′Y））E  

O if atleast one of the arquments  「（E）′堅迫（で（Ⅹ′Y））E⊥  

Here T denotes the torsion tensor of D，that  主星三塾 「（E）  

塗′T（Ⅹ′Y）＝Dx Y－ DY X－［Ⅹ′Y］・  

This is proved by sirnilar way to prove the existence and 

unlqueneSS Of the Levi－Civita connection on a manifold with a   

riemannian metric．  

Definition 7．1． The connection D of above theorem is   

called the second connection on a f01iated manif01d．  

The second connection is not metrical with respect to the 

riemannian metric and has non－ZerO tOrSionin general． The   

f01iated manif01ds with second connections are studied bY H．   

Kitahara［11］，H．Kitahara and S．Yorozu［13］11．Vaisman［28］   

and others．  

Now［We have expressions of the second connection D・and   

its torsion tensor T bY uSing the basic adapted frame  

与〃 －   



i∂カⅩ1，VJ to Ein a flat co。rdinate chart u（Ⅹ1，㌔）．  

first recallthat the metric＜，＞islocallY eXPreSSed bY；   

k k く′＞lu＝㍉（Ⅹ′㌔）wl・Wコ＋9水戸（Ⅹ′Ⅹて）d㌔・dx β  

1 
e  

Lemma 7．1． 工亡 h01ds that  

Wher  

D ∂如〕＝畦㍉如 k D コ領〕＝咤わⅩ k  
∂／∂Ⅹ土  ㌔  

D ＝O  

∂加 
工や   Dり  ＝『三βⅤて′  

Where  

i 鴫＝主管kh（∂冒hゴムⅩ＋ag土h／bxコー∂g土j加h）  

咤＝∂A慧加 コ   

1て∈（㌔（g乞戸）＋Ⅴβ（曾根） 
－Ⅴ王（gヤ ））・  

Moreover   

T（∂カⅩ1′コカⅩコ）＝0  で（拍Ⅹ⊥′や）＝O   

〆 
T（㌔′ウ）＝（∋A慧万Ⅹダーヨ鴇ムⅩ・A慧∋Aき加 

h  

－Aき∂A慧加h）魂Ⅹk  

エemma 7．2． 工七 h01ds that  

（み匂Ⅹユ）く∂恒コ′辣Ⅹkク＝＝くD わⅩ］′拗k＞  
獅土  

＋く辣Ⅹコ′D 面k＞  
∋如土  

－ ∫ノ   



㌔く写′Ⅴて＞＝くD 等′Ⅴて＞＋＜Ⅴβ′D 
㌔ ㌦ 

㌔＞  

a bundle－1ike metric with  Moreover，if the metric  ＜ ′ ＞ 主至  

then  respect to E ′  ●■■－   

（∋／∋Ⅹ⊥）＜㌔′ や＞＝＜D ㌔′写＞＋く㌔∴㌔如土隼＞  
ゎⅩ土  

＝ O  

We omit pr00fs of above tw0lemnas．  

We discuss the ralation between the second connection D   

and the Levi－Civita connection ▽．  

Proposition 7．1． Let M be a f01iated  manif01d with a  

f01iation E of codimension q  and with a bundle－1ike  me七ご土c  

＜ ′ ＞ with respect to E． ＝f al11eaves are totally geodesic  

⊥  

and E isintegrable，then ▽＝ D  

⊥  

Pr00f． By theintegrability of E ，We have  

1  

【㌔′や］＝B三β拍Ⅹ  

＝0′  

thatisIB三p＝O foreverYi′dTP・Thenwehave  

「慧β＝桟＝「‡コ＝「言。＝O  

for every k′〕′〆′ ダ′ て   

by工Iemma5．1．   

Sinceallleavesaret。tallyge。desic′Wehave「言］＝O  

and′ bylemma 5．1′  

i 
Ⅴ已（冒土〕）＝gkj∂A隻加＋9土k⊃A望加 〕  （7．1）   

よユ ー   



Substituting above equality to the right side of the third   

equalitYin Lemma 5．l，We have  

「≡〕＝∂A慧如コ ・  

Thus we have  

「音。＝0・  

Therefore，by Lerruna 5．land 7．l，We have   

＝ 
「≡コ鴫  ′「雷∃＝鴫 ′  「毒＝『三β  

and others vanish．  Q．E．D．  

与3   



8・Geodesic with respect to the second connection・  

Let M be a f01iated manif01d with a f01iation E of  

codimension q and with a bundle－1ike metric＜ ′ ＞ with  

respect to E．Let 首（t）be a curvein M・LocallY，Y（t）  

is expressed by t（t）＝（首1（t），才d（t）ト・in a flat c00rdinate  
1 

。hart U（Ⅹ′）′and  

Y（七）＝を土（七）∂鳥Ⅹ1十音〆（亡）∂ルⅩ戻                         ■  

＝（才1（t）＋A三才〆（七））∂／よⅩ⊥・子よ（七）Ⅴ外  

Definition 8．1． A curve 古一（t）in M is ca11ed a   

D－qeOdes土c 土王   

D 
れ七） 

●        れ七）＝0・  

t is called a D－affine parameter．  Such a parameter  

Remark． To distinguish a geodesic with respect to the  

Levi～Civita connection ▽ from a D－geOdesic，We Willuse   

．一▽－geOdesic一一instead of ‖ geodesic with respect to て7H．  

A curve す（t）in M is a D－geOdesicif and onlYif （（t）   

satisfies a differentialequation sYStem：  

dユdrコ  
＋鴫諾 d七  

＋2（鴫A≡‥舐／∂Ⅹ∃ む吐旦ゼ  
）                         d七  d七  

・（∂A慧／∋Ⅹβ＋A吉∋舐ねⅩ土＋鴫A王Aを  

一時A隻）廻土建 ＝O  

d Y・廣dすβ   

d七  d七  
＝ 0  

5サー   



On the other handr a curve t（s）in Mis a▽－geOdesicif  

and onlYif ｛（s）satisfies a differentialequation system：‘  

d rld首］  
ds ds  

d y］d才叉   

ds ds  
・2（「≡∃＋「空〕A王）  

＋（∂A慧如ダ・2「≡jA喜一Aま∂Aき如j  

・「≡jA去Aき）生更むピ                            ds ds  

d2yβ  
＋A 

d甘銘d訂ダ   

ds ds  ・（「ち＋「；］A三Aい2「；工事）  

d yユd㌃］   
ds ds  ＋「；j  

d y］d首武   
ds dls 

＋2（「≡j・「；jA去）  ＝ 0  

Let 首（u） be a D－geOdesicin M parametrized bY a   

Parameter u ＝ u（t） where t is a D－affine parameter・Then   

We have  

D 
訂・（u） 
…u）＝－（（d2u／dモ2）／（du／d七）2）…u）  

＝（dオ1／du＋A≡d訂ツdu）∂わⅩ1＋（dTシdu）Ⅴ。・   

t   

■ and t（t）＝Ⅹ＝ⅩE＋ⅩEエ・Let s be the arc－  

｛．Thenwehave  

（くⅩE′ⅩE＞＋くⅩE⊥′警Eエ＞） 
1／2  

（8．2）  

Where オー（u）  

Now′ 1e   

parame七er 七   

Iength along  

ds  
d七  

一 主よ －   



＝ 
（8・3） （＜ⅩE′ⅩE＞・＜ⅩEエ′ 

‾1／2 
Ⅹヱエ＞） ‡Ⅹ（くⅩE′ⅩE＞  

l  

＋くⅩE⊥′ⅩE⊥＞）1  

By Lerruna 7．2，We have  

X（くⅩE′ⅩE＞＋くⅩEエ′ⅩEエ＞）  

＝2くDxEXE′ⅩE＞＋ⅩEエ＜ⅩE′ⅩE＞   

＋2くDxEXEエ′ⅩE⊥＞＋2＜DxEエⅩE⊥′ⅩE⊥＞  

＝2＜′Dx X′ⅩE＞＋2＜′Dx X′ⅩE⊥＞＋ⅩEエくⅩE′ⅩE＞  

－2く′DxE⊥Ⅹ丑′ⅩE＞   

＝ⅩEユくⅩE′ 
ⅩE＞－2くDxE⊥ⅩE′ⅩE＞・  

ペ 
Thus′Se七t土叩  

ⅩE 
＝Ⅹユ∂カⅩ1and XEエ＝Ⅹ㌔′Wehave   

（8・4） Ⅹ（＜ⅩE′ⅩE＞ ＋＜ⅩEエ′ⅩE⊥＞）  

＝Ⅹ夏Ⅹコ（Ⅹ1 k 
㌔（g土jト2Ⅹk管主〕∂Aよ加）  

f01土a七ed man土f01d w土七h a  Propos土t土on 8．1．1e七 M be a  

and with a bundle－1ike metric  f01iation E of codimension q  

Suppose that all leaves are ＜ ′ ＞ 堕！生ご寧早狸阜望 E  

totally geodesic． Then the  D－affine  皇三三一郎h坤ざ主星旦  

pa工■ame七er・  

Pr00f・BY the assumption／Wehave that v＆（gij）  

i ＝gkj∂A5hx・gik∂A慧hxコ（See（7・1））・By（8・4）′Wehave  

－ きg －   



Ⅹ（＜Ⅹ去′ⅩE＞＋＜ⅩEエ′ⅩE⊥＞）   

i i ＝ⅩよⅩ］（Ⅹ冒kj∋A慧如＋Ⅹ1g土k∂舐如 コ  

k ー2Ⅹkg土j∋A志如）   

＝Ⅹ水Ⅹコ k k 
（Ⅹユ冒土k∂A慧加〕－Ⅹg土∃∂A去如）   

よコ⊥ コ ＝ⅩⅩⅩg土k∂A如 ーⅩ虎ⅩコⅩkg土j∂A乞わⅩ k  

＝0．  

2 2 
Thus，bY（8・3），ds／dt＝0・Thereforewehave D 

下一（s） 
首T（s）  

＝ O where T denotes the derivative with respect to the arc－  

length parameter s  Q．E．D．  

Definition 8．2． A D－geOdesic 甘（t）in M is called a  

子…∈「（EユーY（t） ）forevery七・  transversalD－geOdesicif   

Theorem 8．1． Let 班 be a f01iated manif01d with  

f01iation E of codimension q and with  bundle－1ike metric  

す（t）in M is a transversal  With respect to E・  

is a transversal▽－geOdesic．  D－geOdesicif and onlYif t（t）  

1 
pr。。f．工n a flat c00rdinate chart U（Ⅹ，）′ Setting  

y（t）＝（甘1（t），甘〆（t）），We have  

旦 
…）＝（ 十A皇㌔ぎ）拍Ⅹ1・旦ぷ Ⅴ。 

＝f y（t）is a transversalD－geOdesic′thatis，D 
i（t） 

●      Y（t）  

＝O and d｛1／dt＝－A去d才べ／dt．Then we have  

－  5ク ー   



＝－A  

（8．5）  

・町ちd。空叉dr声       ∵ ∵ ＝ O             dt   dt2  

BY Lema 5．land Lemna 7．1，（8．5）makesinto  

dすk   

d七  ＝－A  

d2首て  

・「：戸㌔ぎむピ＝O             d七  
d七 
2  

Thus 甘k（t）and yd（t）satisfy the equation（8・l）・  

√（t）is a transversal▽－geOdesic．  

There王ore  

The converse is obvious．  Q．E．D．   

絹 －   



9・Jacobifield with respect to the second connection．  

Let M bein above section，and we define a D－Jacobifield   

along a D－geOdesicin M．  

Definition9・l・Let 甘（t）be a D－geOdesicin M．A  

VeCtOr field Y＝ Y（t） along （（t）is ca11ed a D－Jacobifield  

至ユ三塁旦 甘（t）if Y satisfies theJacobiequation：   

D D 
か七）才（七） 

■■    Y＋RD（Y′ れ七））す（t）  

＋D 
ま仕） 

●           （T（Y′甘（七）））＝O  

Where RD denotes the curvature tensor of D and T denotes  

the torsion tensor of D（See［15］）．  

We notice that  

（D舌代） 
■ （T（Y′甘（七））））Eエ＝0  （9．1）  

by工」emma 7・1．  

Remark． We willuse17▽－Jacobifield－7 and”▽qfocalpoint”   

instead of ‖Jacobifield‖ and ‖focal■POint”in section 5，   

respectivelY．  

Definition 9．2． A vector field Y on 畏 is called  

エ transversalif Y ∈「（E）．  

By Lernma 7．1and（9・1），We have   

Lernma 9．1． ＝f Y is a transversalD－Jacobifield along  

土c す（七） 土n M ′ 七hen  a transversal  

D 
綽）P恒） 

●■ Y＋RD（Y′甘（t））甘（七）＝0  

ー  
ざヲ ー   



Every transversalDqgeodesic ｛（t）admits tw。D＿Jac。bi  

fieldsin a naturalwaY・Oneis glVen by 甘（t）and the。ther  

● is given bY t 官（t）・  

M be a f01土ated  Propos土t土on 9．1．1et  man土f01d w土七h a  

f01iation E of codimension q and with  a bundle－1ike  me七工土c  

＜，＞ with respect to E・ Then eY箪ざ望 D－Jacobifield Y  

D一瞥eOdes土c 甘（七）  a transversal  ＝ Y（t） along■  婁里 出 土s un⊥quely  

decomposedin the f0110Wing form：  

■ Y（七）＝（at ＋ b）首（t）＋ Ⅴ（七）  

Where a and b are realconstants，and v（t）  is a D－Jacobi  

field along す▲（t） orthogonalto す（t）  

Pr00f．Wese七  

■  

a＝く粘）′（D音（七） Y）（to）＞／－一身鶴）｝12  

b＝くY（七。）′Y（七。）＞／約（t。川2 ●．■  

for some t。，and   

■      Ⅴ（七）＝ Y（t）－（a七 ＋ b）甘（t） ．   

since Y（t）and（at＋b）音（t）are D－Jacobifield along  

富（t），SO does V（t）． We have，by（9．1），   

（9・2）0＝＜D子（七）D才（七） 1■ Ⅴ（七）′Y（七）＞  

十＜RD（Ⅴ（七）′才…）音（七）′h）＞  

D ＝＜D恒）音㈲ ■    V（七）′Y（七）＞・  

BY the properties of D（See Theorem（Vaisman）in section7），  

‘β －   



首（七）くⅤ（七）′ Y（t）＞ ＝Y（七）＜Ⅴ（七）E＋Ⅴ（七）Eユ′ 首（t）＞  

′ れ七）＜Ⅴ（七）E′ 甘（七）＞  

●■        ＋y（t）＜Ⅴ（七）去－′ 甘（t）＞                                                      l  

′■ ＝J（七）＜Ⅴ（t）Eユ′ 盲（七）＞  

＝＜D 
れt） 
Ⅴ（七）Eユ′y（七）＞ ′  

and ＜D官托） ■  Ⅴ（七）E′ れ七）＞＝0・蝕us we have  

（9・3）舌㈲＜Ⅴ（七）′甘（七）〉＝くD 
ナ㈲ 
Ⅴ（七）′子㈲＞・  

By（9．2）and（9．3），We have  

くⅤ（七）′ 富（t）〉 ＝ 0 ′  

thus・＜ v（t），Y（t）＞ ＝ Ct ＋ d where c and d are constants．  

We have  

●      d＝ ＜Ⅴ（七。）′ す（七。）＞  

＝＜Y（七。） －b才（t。）′ す（七。）＞  

＝くY（亡。）′ y（七。）＞ － b＜ ぎ（七。）′ Y（七。）＞   

＝bllナ（七。）t12－bll音（七。）l1 2  

＝ 0  ．  

As D 
音（t） 

■ 
i（t） 
V（t）＝D 

i（t） 
■   

Thuswehave  

c＝㌫＜Ⅴ（七）′音（七）＞lt＝七 

ー  
占／－   



＝＜D 
拇） 

Ⅴ（七）′音（七）＞l七＝七。  

＝＜（Dま（七） 
Y）（七0トa封to）′Y（to）＞  

＝＜（D京七） Y）（七0）′Y（to）〉 －aく甘（七0）′ 甘（七。）＞   

＝a11豆（七。）112－all京七。）l1 2  

＝ 0  

でherefore we have  

■          くⅤ（七）′ 甘（t）＞ ＝ O  

The uniqueness of decomposition of Y（t）is easily proved．  

Q．E．D．  

Let M be a f01iated manif01d with  Propos土t土on 9．2．  

bundleMlike metric  f01iation E of codirnension  q and w土七h a  

＜ ′ ＞ 裏壬生respec七生 E・互生 甘（七）（七 ∈［0′1］）堕至  

a 七ransversal D－Jacob土  transversalD－geOdesicin M and Y  

＜㌔（Y′甘（七））れ七）′Y〉≦0 聖垣．Y  f土eld along Y（t）  エf  

and す（1），then Y vanishes  vanishes at two points す（0）  

土den七土cally．  

Pr00f． We have   

誌くD抽 Y′Y＞  

＝イDれ七）Dま（七） 
Y′Y〉＋くD音（t） Y′D子… Y〉  

＝－くRD（Y′Y（t））Ⅴ（七）′Y■＞  

＋くD恒） Y′D恒） Y＞ ′  

ー Jユ ー   



thuswehave  

；：iくD抽 Y′D音（七， Yト輔Y′抽）れり′Y＞‡dと  

＝く（D音（七） Y）（0）′Y（0）＞－＜（D射t） Y）（1）′Y（1）＞  

＝ 0  ．  

■ Since ＜RD（Yr甘（t））y（t）［Y＞≦0′Wehave  

＜D 
か七） Y′D古代） 

Y＞＝O  

foranY t∈［0，1］・Since Y vanishes at 射0）r D音（t） Y＝  

implies Y（t）＝ O for any t e［0，l］．  Q．E．D．  

Now we have the non－eXistence of ∇－focalpoints of each  

leaf under a certain condition of  

For a point m∈M，a Plane TT in the tangent space  
で M  m  

is ca11ed a transversalplaneifl¶‾  is spaned by linearly 
ユ  

independent vectors  
Xm′Ym  such that Xm［Ym∈E m（thatis，  

Ⅹm  
and Ym  are transversalvectors）・For each point m EM  

and each transversaiplane TT in TMM ′ the transversal  
m  

土s def土ned by  D－SeCtionalcurvature K（m，¶）  

くRD（Ⅹm′Ym）Ym′Ⅹ ＞                      m  

Ⅹ（m′¶）  

くⅩm′ⅩmフくYm′Ym＞－＜Ⅹ 
2  

m′Ym＞  

Where  Xm  and Ym  arelinearlyindependent vectors and span  

a transversalplane TT・ ＝f K（m，¶）皇O for each point m∈・   

and for alltransversalplane lT in T班 ′ then M．is called m  

to have non－POSitive transversalD－SeCtionalcurvature．  

Then we have   

J3  



Theorem 9．l． Let M be a f01iated manif01d with  a  

me七ご土c  foユ土a七土on E of  COdimension q and with  a bundle－1ike  

＜，＞ With respect to E・Suppose that M has non－POSitive  

transversaiDusectional curvature． Then，  for any po土nt m e M ′  

thereis not a ▽－focaipoint of theieaf through  m along  

早Very tranSVerSal▽－geOdesic starting from m．  

Pr00f・Let y（t）（t ∈【0，l］）be a transversal▽－geOdesic  

Starting from m． We assume that a point ｛（1）is a ▽－focal  

point of the leaf Lm through m along ｛・ThatisT We  

assume that there exists云 non－ZerO ∇－Jacobifield Y  

∈竃（Y；L 
y（0）［ 
｛（1））・Thenwehave YEエ≠O byPr。POSiti。n  

5・弓・ でhus we have   

／ヽ  

Y＝0 ′ Y（0）∈でで（0）L ′ Y（1）＝O  

and′ by propos土七土on 5．1′   

（9・4）0＝（▽子托） （▽古住）YE⊥）E⊥）Eエ  

－（▽拍）（▽YEユ 拍））E－）Eエ                                                                               l  

‾（∇【YEユ′す㈲】）E－  ■      ’  

The transversal▽一geOdesic 甘 is also a transversalD－geOdesic   

by Theorem 8・L・ By Lernma 5・1and Lemma 7．l，（9．4）impLies  

0＝D f（t）D％（t）YE∴D ＊（t）DYEユd（t）  

－D 
（［YE⊥′y（七）］）E 

′        ユ甘（t）  

J抒 －   



＝D D 
●   身（t）才（t）YEユ＋RD（YE⊥T Y（t））甘（t）・  

Thus YEユis a transversalD－Jacobifield along 甘 and  l  

satisfies  YEユ（0）＝YE⊥（1）＝0・BY ＜RD（YEユ′才（t））i（t），YE⊥＞  

≦O and Proposition9・2，We have YE⊥＝0・Thisis／a ∴   

contradiction．  Q．E．D．  

See Example 5・1．  

‘ダー   



Append土Ⅹ  

Let G be a p＋q dimensionalconnected Lie group，and 

1et 笥 be the．associated Lie algebra consisting of a11left  

invariant vector fields on G・ ＝f we take a Lie sub－algebra  

コ of 管，then G is regarded as a f01iated manif01d・＝n  

E  
＝ixalX∈○‡。f七he  fact，a Sub－bundle E ＝ U  

a∈G  

tangさnt bdndle TG of G isintegrable・And we assume that   

dim E ＝ P for every a e G． Then we have a  

Definition． The above cople （G；つ）is called a f01iated  

Of codimension q．  a f01土a七土on  L土e group w土七h  

We notice thatif rIis anidealof 習 then theleaf  

SPaCe G／コ has a Lie group structure・  

We assume that G admits a left invariant riemannian  

metric＜，＞・Then we take an orthonormaladapted frameix 
i′  

X．）to the f01iation コ With respect to the metricく，＞・  

The LeviMCivita cinnection ∇ is defined by  

く∇ⅩY′Z＞   

iく［Ⅹ′Y］′Zトく［Y′Z］′Ⅹ＞  1  

2   

・＜【Z′Ⅹ】′Y＞i  

for anY X，Y，Z ∈ 亡才、．・▲Setting  

CABC ＝＜［ⅩA′ⅩB］′Ⅹc＞  ′   

土t f0110WS 七ha七  

〟 －   



VkAXB＝言喜icABC CBCA ＋CcAB）Ⅹc  

Where A′ B，C＝1，2，・‥ ′ P，P＋ユ′… ′ P＋q・（See，J．Milnor，  

Curvature ofieftinvariant metrics on Lie group，Advancesin 

Ma七h．21（ユ976）′ 293－329）．  

Let Y（s）be a geodesicin G parametrized bY arC－1ength  

S and す（0）＝ e（the unit of G）． We set  

（★）  寺（s）＝Z土望1す土（s）Ⅹ土Iy（s） ＋∑。崇1音〆（S）Ⅹ。l拍）  
for an orthonormaladapted frameixi，Ⅹ。｛）toコ・Fr。m  

Theorem 4．1，if the riemannian metric く，＞is a bundle－1ike  

metric with respect to コ and allleaves a干e tOtallY geOdesic，  

then  

∑土≡1t甘1（s）12＝C。nStant  
for anY geOdesic t（S）with（＊）．But each 音1（S）is not  

COnStantin general．  

For each X∈く計，aiinear transformation ad（Ⅹ）：笥→曾   

is defined by  

ad（Ⅹ）Y ＝［Ⅹ，Y】   

for any Y e甘・′ anditis called skew－adjointifit satisfie  

くad（Ⅹ）Y′ Z＞ ＋＜’Y′ ad（Ⅹ）Z＞ ＝ O   

for any Y′ Z ∈Cヨ・  

dimensional f01iated  Theorem・Let （G；コ） be a p＋q  

Of codimension q． Suppose that  f01土a七土on  Lie group with a  

G has aleftinvariant riemannian metric ＜，＞ and that  

占ク ー   



ad（Ⅹ）is skew－adjoint for every  Ⅹ∈つ・聖と至旦′ 室生至竺学理  

in G parametrized  geodes土c l′（s）  by arc－1eng七h sJ  

舌ユ（s）＝Cdns七an七  1≦．y上皇p  

音（s）＝∑土≡1古土（S）Ⅹ土Iy（S， ＋∑虞崇1音〆（s）Ⅹ。l冨（s）′建  Wneとe  

lx土′Ⅹよ†  denotes an orthonormaladapted frame to  

Remark． Under the above assurnPtions，We have that the   

metric ＜，＞is a bundle－1ike metric with respect to コ and  

allleaves are totally geodesic・＝f コ is the non－trivial  

center of 管・′ then ad（Ⅹ）is skew－adjoint for every X己コ・  

＝f the metric ＜，＞ is a bi－invariant metric on G，then  

A 
ea。h 甘（S）＝。。nStant（Ap＝1，2，・‥ ，P，P＋1，・・・ ′P＋q）．  

Pr00f． Let す（s） be a geodesicin G・ Then we have   

O＝▽才（s） せ（s）   

＝A ヂ㈲ⅩB  
（S）ⅩA  

d音C（S）  A 
十主音（S）すB（S）（CABC －CBCA  ＝∑  

C   
ds   

＋CcAB）lxcly（s）  

Thus we have，for each i，  

d音1（S）  B 
甘A（s）i（S）（CABi － CBiA＋CiAB ）  

1  
＋    －1111－  

2   ds  

Now we have  

CABC ＋CBAC ＝O  

and，from that ad（Ⅹi）is skew－adjoint，We have  

J官 －   



CiBC ＋CiCB ＝0  

Thus we have  

B iA（S）音（S）（CABi － CiBA＋CiAB ）  

B 
オA（s）せ（S）CAB土  

1  
＋    －    ＋  

2  

＝0．   

1 
Thereforer for eachi，舌（s）＝COnStant．  Q．E．D．  

We give a example of G satisfying the assumptions in 

the above theorem．  

Example． We set  

AユをSO（n）′  

A3∈GL（m沌）   

Ⅹ1亡A♂（n）′  

Ⅹ3∈ポ（m；勘  

A2∈机n′m‥酎 A2≠O  

det A3＞0  

Ⅹ2∈饉（n′m将）  

Ⅹ ∈ Aタ（n）  

Then cg／is the associated Lie algebra of G，and コis a  

Lie sub－algebra of‘督一 andis not anidealof 管・・  

For each a∈G［theleft translation 亀：G→ G is  

definedbY 考（b）＝ab f。r anY b e G・Theleft translation  

JCainduces amap（亀＊）e：等＝TeG→TaG・ThuswemaYtake  
that TaG＝（亀★）e（甘）for everY a EG・ForanY X′Y∈留′  

We maY define くⅩ′ Y＞ bY  

七 くⅩ′Y＞＝でrace（ⅩY）  

－ ノア －   



where tX Mdenotes the transposedmatrix of X・Then G has  

aleftinvariant riemannian metric ＜，＞． ＝n fact，for anY  

首′冒∈TaG（a∈G）［WemaYdefine＜＝，首＞a bY  

＜訂′マ＞a＝くⅩ′Y＞  

where 訂＝（名☆）e（Ⅹ）and す＝（塩＊）e（Y）・  

Next，We Show that ad（Ⅹ）is skew－adjoint for every X   

∈つ・We take   

Vx＝と；1：］∈コ   

レY＝［：1；；ト Vz＝［≡1≡；い 甘  

Then we have  

＜ad（Ⅹ）Y′ Z＞  

七 ＝Trace（（ⅩY－YX）Z）  

七 ＝甑ace（七（Ⅹ1Yl－YlXl）Zl＋（Ⅹ1Y2）Z2）  

く Y′ ad（Ⅹ）Z ＞  

＝批ace（tYl（Ⅹ1Zl－ZlXl）＋七Y2（Ⅹ1Z2））  

We have  

くad（Ⅹ）Y′ Z＞ ＋ ＜Y′ ad（Ⅹ）Z＞  

＝Trace（ 七 （Ⅹ1Yl－YlXl）Zl＋tYl（Ⅹ1Zl－ZlXl））  

7∂ －   



＋でrace（七（Ⅹ1Y2）Z去＋七Y2（Ⅹ1Z2）） 

Since  xl，Yl，Zl∈h（n），We have   

でrace（t（Ⅹ1Yl－YlXl）Zl＋tYl（Ⅹ1Zl一之lXl））  

＝でrace（一 
七Ⅹ1七YIZl－七YIZlXl）  

＝Trace（－Ⅹ1YIZl－t（Ⅹ1ZIYl））  

111 ＝でrace（－ⅩYZ－Ⅹ1ZIYl）  

＝でrace（－ Ⅹ1（YIZl－ZIYl））  

＝TraceいⅩ1（（YIZl）＋七（YIZl）））  

＝ 0  ′  

and  

化ace（七（Ⅹ1Y2）Z2＋七Y2（Ⅹ1Z2））  

＝Trace（七Y2tXIZ2＋七Y2Ⅹ1Z2）  

＝TraceいtY2Ⅹ1Z2＋tY2Ⅹ1Z2）  

ニ 0   

Thus we have  

＜ad（Ⅹ）Y′ Z＞ ＋ ＜Y′ ad（Ⅹ）Z＞ ＝ O   

for any X∈コ ′ Y′ Z∈‘計・   



We se七  

0 ・ 0  
・‥1 ‥・  

0  0  

V ∈ポ（m将）1呈㌔′j≦m  E土j＝ 土）  

r：…i上菅  Ⅹ．  ユ〕   

Then we notice that ad（Ⅹ1m）is not skew－adjoint on e5・工n  

fac七′ We have  

＜ad（Ⅹ1m）Ⅹmm′Ⅹ1mゝ ＝1  

くⅩmm′ ad（Ⅹ1m）Ⅹ1m＞＝0・  

Therefore （G；コ）is a f01iated Lie group with a f01iation  

コ Satisfying the assumPtionsin the above theorem・  

7Z －   
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