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FOURIERANALYSIS AND LATTICE POINTPROBLEMS  

Pre払ce   

Fburieranalysisandlat七icepoin七problemsareclassicalfieldswi七halonghistory・  

Thestudyofla七ticepointproblems且ourishedinthebeginnlngOfthe20thcen七ury・The  

outstandingmathematiciansinla七ticepointproblemsareHardy，Lit七1ewood，Landau，  

Walfisz，Szeg6，JarnikandCram占r．Recently，B．NovakandW．G．Nowakhavebeen  

VeryaCtive．   

On七heotherhand，Fburieranalysis，inparticular，COnVergenCePrOblem＄（almos七ev－  

erywhereconvergence，nOrmCOnVergenCe，andsummability）ha5beenstudiedbyHardy，  

Littlewood，Paley，Zygmund，Marcinkiewicz，M．RieszandKolmogorov，andothers．In  

regardstopoin七wiseconvergenceproblemsofFburierseries，Kolmogorov【1925，1926】  

provedthat七heFburierseriesofacertainLl－functiondivergeseverywhere・Onnorm  

COnVergenCeM・Riesz〔1927］provedtha七theFburierseriesofLP－functionsconverges  

innormifp＞1・Ontheotherhand，theproblemthattheFburierserie＄OfL2（Tl）－  

functionsconvergesalmosteverywhere（i・e・，Lusin’sconjecture）continuedtoattrac七the  

attentionofmanymathema七icians・About40yeasafterM∴Riesz）sproofthelongstory  

WaSfinallyclosedin1966，WhenCarlesonprovedtheLusinconjecture．  

While七heinterestofFburieranalysisresearcherswaB払cusedononevariablecases，  

thetwofieldscouldn）七readilyintesec七・Since1966）thecen七ralconcernofFburieranaly－  

Sisresearchershasbeenseveralvariables・Inthe1930）s，Bochnersolvedthelocalization  

PrOPertyOfmultipleFburierseriesat criticaJindex．Thisshowsthatthereisadelicate  

di鮎rencebetweenFburierintegralsandseries．Inthelate1950，sSteinstartedanex－  

tensives七udywithrespecttoFburieranalysisofseveralvariablesandheobtainedmany  

Strikingresults・OneparticularsentenceinoneofStein，spapers［1961］wasunforgetable   



forme．Hewrote“WeleiS怠beiheRieszmeansofihefburierexpansion  

紬）＝一義（1瑠）∂α乃e盲㍑∬  

伽eoJ塊emαょれd亘伊c髄JまよeβW抽偽五β即Ⅵ摘m盲β血eわ0祝γ古几COmpgefeた乃〃ぴJed♂eq′娩e  

あe九αV右打げたeγmeわ  

（1，1）  …＜  一誌（1一節∬，  （た－1）  

血塊e押eU盲仙βp叩eγWe♪肌d血ち犯e眠γ兢ge叫0循e Cα花0あね五犯αⅤαγ去壇OJγeβ加地  

あyみy一夕α郎盲几タαd五γeCまeβ七五mα如花OJ仕り．乃m五夕加ゐe－〟抑兢ひ九五geわ0ゐβ打Ve塊α七α  

γα娩eγCOmpgeまeた花“〟ge勾e oJ兢eあeんαγ右打OJ兢eたeγ几eJβ〃・り“制止＝前句＝血塊記α  

βOg混ま壱0几ねβOme O視ねね乃d毎夕γ0抗emβ去乃兢e兢印γy OJ陀祝mあerβ．「且ダリねたe∬＝0フ  

∂＝OJた＝2∫兢e几兢eβ≠m「リノあecomeβ兢e肌mあeγOJgα班cepo左乃わ去犯αC去γCgeq′  

radiusR）”．Thissen七encewas七hefirsttoimpressuponusthenecessi七yofstudyingno七  

onlyFburieranalysisbutalsolatticepointproblems・Inthe1970）sC・Fb鮎rmanmade  

severalverylmPOrtantCOntributionsonmultipleFburierseries・HewontheFieldsPrize  

attheInternationalCongressofMathematicians1978atHelsinki・Hebecamethefirst  

medalistinthefieldofFburieranalysis．  

Inthelate1960’s，fortunately，aCzechoslovakianmathematician，B．Novak，Started  

the＄tudyoflatticepointproblemswithweightwhichisperfbctlyrelatedtoiheknowl－  

ed9e Ofihe behaviorofkernels．WbthinkthatthetwofieldsofmultipleFburierseries  

andla七ticepoin七problemsdono七haveagreatdealincommon．Inthispaperwewill  

COnSidersomeofthemutualpointsofcontactbetweenthem．  
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ChapterI・Fburieranalysis  

Sectionl・AsimplesummaryofFburierseriesofonevariable   

Letf（x）beanelementofLl［0，1］（i．e．，afunctionintegrablein［0，1】andperiodic  

withtheperiodl）・W占put  

1  

納＝／拍）e一飯‘m∬ ゐ（m∈Z），  

O   

andcal1j（m）theFburiercoe氏cientsoff．Thefbrmalseries  

∑ソ（m）e2汀‘m∬  

m∈Z   

iscal1edtheFburierseriesoff．TheNthpartialsumsSN（f；X）oftheFburierseriesof  

fcanbewrittenintheform  

2 ／  
＿   

2  

‰（J；∬）＝ぶ〝（J）（諾）＝  ′（諾＋f）刀加（f）d士，  

wbere  

β玩（2汀（Ⅳ＋帥）  

刀〃（り＝   
β玩（汀り   

andthefunctionDN（i）iscalledtheI）irichletkernel．   

TheconvergenceproblemofFburierseriesis：WhendoesSN（x）convcryeiof（x）？．   

Thefollowlngaretheimportantresultsinthehistoryoftheconvergenceproblem  

ofFburierseries．  

2   



r∬β0月β〟げ．de動五β一鮎ymo几d〃β7町 乃eγee諾左通αC〃乃血…βか乙C子吉0循β祝C九  

兢αま五わ動≠γ壱eγβeγ盲e8d盲veγyeβαまαpO査花ま・  

r片肘点β〟「A．凡∬oJm叩卯0V〃タg硯・ 釣eγee諾盲8由肌ょれ吻γαあJeカム冊C如…≠C九  

兢α電壱わ動≠γ‘eγβeγ五e8d五ve叩e8帥eγyWんeγe・  

r∬即点β〟「丑戯eβZ〃タg刀ノ．ザ1＜p＜＋00，翫犯Il∫〃（J）－プルco犯γ叩eβわ0αβ  

Ⅳ→＋∞♪γ帥eγyJ∈エp．  

「rん盲βγeβ≠昆布言ゎわんoJdかp＝1αrp＝＋∞ノ  

r∬β0点∬〟「J．タ．∬αんαれeα循dr∬α加eね0陀〃タβ可ノ・動γα陀yタ富γe乃肌ggβef且，電磁γe  

eヱ盲βわαCO几血wolムβか几C電よ0犯β≠C九仇α電五わ爪≠γ盲打βeγ壱e8d盲ve叩eβ0乃帥eγypO盲氾ま立花且  

r∬月0兄月〟「ムCαγJeβ0几〃銅材α犯d点・A・仇花子〃郎秒 〝p＞1，翫循凡髄γ古eγ弼γ盲eβ  

0′JあeJo†岬言明ねびco肌e†甘eβαgm朋七帥eγyWんeγe．  

3   



Section2．MultipleFburierseries   

WbconsiderthendimensionalEuclideanspaceRn，Whoseelementsaredenotedby  

X＝（a；1，‥．，Xn），andforx，y∈Rnweput  

鞘＝（∬，y）＝∬1yl＋…＋恥恥，l∬I＝（諾，諾）喜．   

The set Tn ofallvectors x with－1／2＜れ′≦1／2foreach u＝1，．．．，n，thatis，  

Tn＝（－1／2，1／2］niscalledthendimensionaltorus．ThesetZn⊂Rnofallvectors  

Withintegralcoordinatesiscalled七heintegerlatticeinRn，andtheelemen七sofZnare  

denotedbym＝（ml，・・・，mn），mX＝mlXl＋…＋mnxn，andFml2＝m蚕＋．．．＋mま．  

W占ca11theelementofZnihelaiiicepoini．   

Letf（x）beanelementofL（Tn）（i．e．，afunctionintegrableinTnandperiodicin  

eachvariablewiththeperiodl）・Ⅵ屯put  

f（m）＝／梱e瑚m∬ 血，m∈Z兜  

r▼l   

ノヽ andcallf（m）iheFburiercoqH；cienisoff．Theformalseries  

札H＝∑f（m）e2訂im∬  

m  

iscallediheEburierseriesoff・ThusFburiercoe且cientsandFburierseriesareformal1y  

thesameasinonevariablecase・Butinthecaseofseveralvariables，howtheconceptof  

PartialsumSOftheseriesshouldbetakenisanessentialproblem・Theconceptswhich  

arestudiedmostextensivelyarethesquarepartialsumandthesphericalpartialsum・  

a）ThesquarepariialsumSk（f；X），SPeCifiedbyanaturalnu血berk，hastheform  

た た  

範（恒）＝∑…∑ブ（m）e2椚加ほ  
ml＝－た m，、＝－た  

Wbconsidertha七S［f］convergessquarelytoAif範（f；X）convergestoAask→＋∞．  

4   



b）ThesphericalpariialsumSl（f；X）specifiedbyapositivenumbert，hastheform  

ふ（J；諾）＝∑f（m）e2血ば  

匝車＜t   

Wbsay七hatS［f］convergessphericallytoAifSi（f；X）convergestoAast→＋∞・   

Thesquare andsphericalpartialsumsofanS［f］behaveinmanyrespects quite  

di鮎rently．Eachtyperequires adifftrenttechniquetotreat andappealstodi鮎rent  

PrOpertiesoff・Fbrexample，C・Fb鮎rmanprovedthealmosteverywhereconvergence  

PrOblemforthe squarepartialsumbyapplyingthe Carleson－Hunt theorem，but the  

COrreSPOndingproblemforthesphericalcasehasnotbeenprovedatthepresentmoment．  

r∬ガ0月月〟「C・榔γmα几〃タ7Jル 凡γp＞1，∫［J】c〃肌叩e＝ヴ視αγegyわJ（£）αgmOβ電  

e靴γyぴんereわり∈が（r氾）・  

（Fb鮎rmanalsoprovedthistheoreminregardsto〟polygonal，）   

鈷omnowonwewillconsiderexclu＄ivelythesphericalpartialsum，becauseourin－  

teres七i＄inintersectionsbetweenFburieranalysi＄andlatticepointproblems．Moreover，  

thesphericalpartialsumisnaturalfromthepointofviewofeigenvalueproblemsfor  

LaplacianonTn・S・Bochnerreferstothefo1lowlng：  

rんe eJeme†dαγye諾pO乃e和ま盲αわ  

u（∬）＝ei（町1＋…巾刷）  

「αJg陀1，…，陀たよ血タeγβノαreαCOm〆e電eβe電0′r甲髄Jαγβ〃g祝如陀βげ塊ecんαγαCか汀去β王立＝αg≠e  

pγ0あJem  

△w（ご）＝一入鋸（∬），   

げ兢盲β印加α電五0几古βみe盲几タCO几β宣deγedo几翫「cgoβedノねγ祝β  

0≦∬1＜2汀，‥リ0≦∬た＜2汀，  

肌d△鋸（ご）わ兢ゼエ叩gαCeOpeγαわγW鵡γe叩eCまね銑e飢cg盲deα几meかょco犯塊e出げ叫  

5   



乃αmeJ飢  

∂21▲  ∂21↓  

弼 ＋…＋野  

馳ce入＝れ≡＋…中島“膵M附小川油断蛸壷（1）＊盲耽鮎如かm（5）＝βα紘ポe8娩e  

靴γy几αね汀αJpγ立花C壷pgeげ仰deγ盲几夕塊eねγmβ盲几8eγ盲eβ〃ノαCC卯d壱叩ね塊em叩犯血de毎  

払e c九αrαCねr盲8滋cl用J≠eβ入．  

（N．B．，リ（諾）～∑α町．n鳥 e申1町ト‥＋陀㍍拍） 
，   

e‘（Ml＋…＋柚）；〝2＝m至＋ 
坤∑嵩∑匹Jα几1…侮 ……孟）  

（S・Bochner［1936］，P・179）  

6   



Section3・TheBochner－RieszmeansofmultipleFburierseries   

W占introducetheBo血ner－RieszmeansofS［f］，i．e．，α＞－1，青＞0  

紬）＝．昆（ト男αf碑m∬  
WらsaythatS［f］isBoclmer－RieszsummableoforderαtOAifSF（f；X）convergesto  

Aasi→＋∞・TheBochner－RieszmeanShavethefo1lowlngPrOperty．  

a）fbrα＞－1，  

＝ ／  
rn  

ギ（J；∬）  J（∬－y）∬ふ（如）dy，  

where  

柚）＝．昆（ト即2訂‘my  
（W占callthiskerneliheBochner－Rieszkerneloforderα）  

b）恥rα＞－1，  

電  

紬）＝ルー言）αd紬），  
O  

Wheretherigh七integralmeanstheRiemann－Stieltjesintegralonvariables．  

C）ダorα＞0，  

／（1す柚・  

7   
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2仲2TI  Wbsetp（α）＝印可，andalsopl（α）＝市コ可Whichisthedualexponentof  

p（α）ifα≦ヱ宇・LeセセhesetsS，U，Hbethefo1lowing：  

S＝（（α，P）：1≦p≦∞andα＞（n－1）l告－ill（Stein，sdomain），  

U＝（（α，P）‥0≦α≦盟ヂandp（α）＜p＜pI（α））（Unknowndomain），and  

H＝（（α，P）‥α≧Oandp（α）≧porpl（α）≦p）（Herz，sdomain）．  

r且β0月月〟「且加c九几eγ〃タ∫町ノ．meγeeヱ五油α舟乃C電ね凡才∈項㍗）抑止南関緑川  

几e盲タんあorん00d扉娩e oγ盲甘夏mβ髄C九兢α電  

展f（ト即納  
lim sup 
電→＋∝）   

＝＋（X）  

（InFburierin七egralscase，itiswellknownthatthislocalizaiionprinc亘pleholds七ruefor  

Criiicalinde3；α＝（n－1）／2・SeeAlimov－Ashurov－Pula七ov［1990］，P・34）  

r∬β0月β〟「且βoc九mer〃タβ可αmd且〟．馳壷〃蝕町  

「りガ（α，p）∈∫，兢em♪γeαCん舟花C電よ0陀J∈エp（rm），∫㌢（J；∬）co肌e叩eβよ乃れOrmね  

J（∬）．   

α几d   

作ノ〝1≦p≦2肌d（α，p）∈∫ク兢e犯ルγe瓜C九舟花C亡友0れJ∈エp（アれ），即（J；∬）co陀Ve叩e8  

αgm〃βま紺eγyWんeγeねJ（∬）．  

r∬β0月β〟「C∫・∬eγ∬〃タ舅ノα几d∬．エ加ゎe几如〃β7即ノ．  

「りガ（α，p）∈∬，塊e几かβOmeル乃C電盲¢犯J∈エp（r柁），ギ（J；∬）d五veγyeβ壱乃耶γm．  

α花d   

作ノ∫Jl≦p≦2肌d（α，p）∈∬，紘e几かβ〃me♪描C慮去0凡才∈〝（r循）ブギ（J，∬）d盲v叩eβ  

0几αβe電oJpo8五如emeαβ呪化  

8   



In Chapter3somefunctionsact asago－betweenofFburieranalysisandlat七ice  

pointproblems・Thefo1lowinglemmaisseeninStein－Wbiss，stext（［1971］，p・256）and  

Wainger’smemoirs（［1965］，Theorem7）．  

‾1 

∑m≠。（匝・JlogT・m・） e2血  エ月〟」ばA． エe電0＜J＜mα犯dT＞0．乃e†も塊eβeγよe8   

盲β兢e動‰γよerβeγ盲e…Jα陀盲犯吻γα抽ル几C如氾0犯r弗ぴんよc九五＝Jcgα朗C∞馴化7Ⅶ－（0）・  

A電娩e oγ盲夕盲氾娩わ舟陀Cfよ0氾んα8銑e紬meβ盲恥夕鶴hγ軸αβ妨e♪J犯C山花びん朋e Vαg祝eβαγe  

7Jrl坪‾mlog‾rl∬「1．r九α電盲β，  

竹r軒‾沌logイ匝「1＋あ（諾）…∑  

m≠0  

e加血∬ 
（諾∈r沌），  

l叫JlogTlm   

Wんereむ∈C∞（r陀）α几d7Jr盲8αCO乃βね几電肌mあeγ．  

Throughoutthisthesiswewritethefunctionas（q，，tha七is，  

（Jr（∬）～∑  

m≠0  

e2訂im∬  

Imlblogr Imm 

Therefbreぐq，∈LP（Tn）isanintegrablefunctionifandonlyif  

r p（q‾矛ト1log－PTdr＜＋∞，thatis，J＞n／pI，Orq＝n／plandT＞1／p．  

9   



Section4・MultipleFburierintegrals   

Letf（x）beanelementofL（Rn）（i・e・，afunctionintegrableonRn）．W占put  

f（y）＝ノ梱e－2訂鴨  

月n   

andcallittheFburierintegraloff．Fhrtherwepu七theBoclmer－Rieszmeansoforder  

α：   

鞘ご）＝／（ト男αf（y）♂軸物 ＝／拍旬月α（棚，  
lyl＜上  

月－1   

where  

J号＋α（2汀㍉回）  
叫；∬）＝／（ト男αe－軸物＝  

Iy】2＜電  

r（α＋1）  

l諾l号＋α  汀α  

InmultipleFburierintegralstheconvergenceproblemsarealsoverylmPOrtant．  

附e几d¢eβR㌢（J；∬）c〃花里eγ耶盲几几0γm「0γαJmoβfeueγyWんeγeノねJ（諾）ダ  

Wbhavethefo1lowlng：                                                         ●  

r∬β0月β∬「C・鼠∬erz〃夕方〟ノ・ガ（α，p）∈∬，塊e几鮎ree諾盲βわαル氾C電盲¢凡才∈エp（即）  

β≠Cん兢α七月㌢（J；ご）d盲ve叩eβ去几几〃γm．  

r∬β0月β∬rC・棚γmα几，Jタ7町 ガα＞ヱ宇α冊d（α，p）∈打，翫穐かeαC九匝c如冊  

J∈エア（月几）ク月㌢（J；∬）co几Ve耶β古雅乃抑mわJ（諾）・  

10   



r∬β0月∬〟笹・Cαγgeβ0几α循dア・塀g吏花〃タ嘲・ザα＞0α陀d（α，p）∈打，娩e几か  

eαCんル几C電盲0几J∈エ当月2），埠（J；‡）c〃几V叩eβ盲…OrmねJ（ェ）．  

r∬ガORβ∬「仁棚γmα乃〃タ7現．嘲（J；諾）d右脚耶β壷犯犯〃γm肌geβ…＝1αrp＝2．   

TlmstheresearchofnormconvergenceinLP（Rn）isfurtherdevelopedthanofthat  

inLP（Tn）・ButtheproblemofalmosteverywhereconvergenceofR㌢（f；X）hasnotseen  

muchprogressalthoughtherearesomepartialresults（Christ［1985】，Kanjin［1988】and  

Prestini［1988］，etal．）・OfcoursethecaseofSF（f；X）hasnotyetbeendevelopedeither．  

11   



Section5．UnsoIvedproblemsinmultipleFburierseries   

Whenαandpsatis＆theconditionof（α，P）∈Ui．e．，  

1≦p≦2弧dm（去一芸）一芸＜α≦（両 ）（去一芸），  

theproblemsonnormOralmosteverywhereconvergenceinLP（Tn）remainunsoIved．  

W占refertothemostimpor七antproblemsinmultipleFburierseriesasProblemsland  

2．  

P点0βエβ∬J．   

Ⅳ九e几α＞0，m≧2仇dp（α）＜p＜〆（α），doeβ坪（′；∬）c〃几γe叩e盲几花押mダ  

P点0βエ眉〟β．  

附e几α＞OJm≧2αmd2≧p＞p（α頼…伽w卯dβ，1≦p≦2肌dα＞ヱ宇一貫），  

doeβぶ㌻（J；∬）comりe叩eαgmOβ電eueryw九eγeダ   

Steinproposedproblemsof七hesame七ypeinthecaseofFburierintegrals（［1979］，  

ProblemlandProblem2）・TheconvergenceproblemofFburierseriesismoredi瓜cult  

thanOfFburierintegrals．Fhrther，thealmosteverywhereconvergenceproblemismore  

di且cultthanthenormconvergenceproblem．Actual1y，inthecaseofonevariable，M．  

RieszsoIved七henormconvergenceproblemin1927，then，40yearslaterCarlesonsolved  

thebigproblem．Ⅰ七hinkthat，Problem2especial1yisextremelydi餓cult．  
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ChapterII．Latticepointproblems  

Sectionl．Gauss，scircleproblemandHardy’sconjecture   

Thearithmeticalfunctionr2（k）countsthenumberofrepresen七ationsofanonnega－  

tiveintegerkasasumoftwointegralsquares：inotherwords）thenurhberofsolutions  

ofeqation3＝2＋y2＝k）inintegersxly■   

W占denotebyA（i）thenumberoflatticepointsonacirclewhosecenteristhe  

originandwhoseradiusisvG，i・e・，A（t）＝∑。≦k＜tr2（k）・Themagni七udeofA（t）is  

approximatelyequalto雨，theareaofthecircle・W占putP（i）＝A（i）－7Ti・The  

problemofestimatingP（i）iscal1edGauss，scircleproblem・Thefo1lowingarewell  

known：  

理）＝0（描＋ど），  

P（f）＝n（叛logり喜），   

（J（f）＝n（ダ（り）mea皿SJ（り≠0（タ（f）））  

and  

f   （言／醐β）喜＝C青書＋0 

0  

（  

（cf．EncyclopedicDictionaryofMathematics（2nded・）【1987】，P・892）   

W占willuset9astheinfimumoftheset（α：P（t）＝0（tα））・G・H・Hardycordectured  

thatO＝喜・Thebestresultup七onowis35／108（＝0・324074…）byW・G・Nowak［1984］・  
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Section2・Latticepointproblemswithweight   

AsanextensionofGauss’scircleproblem，itisnaturaltoconsiderthenumberof  

latticepointsm＝（ml，…，mn）satisfyingm至＋．．．＋m急＜i．   

Thisproblemisex七endedtoacaseinwhichtheweighte2qi（mlEl＋・・・＋mn訂n）isplaced  

ateachlatticepoint・Wbcallthisproblemlaiiicepoin電problemwiihweighiinn di－  

mensionalsphere・Thenourinterestistoestima七ethe払1lowlng：  

郎恒，y）＝ ∑ e（（m＋y）諾），  
lm＋yl2＜f  

汀号ま号  

P（f；∬，y）＝A（青；∬，y）－   e（∬y）∂（ご），  
r（号＋1）   

wheree（s）＝e加is ，and6（x）＝lorOaccordingtowhetherx∈Znornot．   

Fbrexmple，inthecaseofn＝1，thefo1lowlngequalitiesareuSedoften：  

e紬如砲＝  

怠e2血－j  

sin（2打（Ⅳ＋喜）∬）  Sin（2打Ⅳ∬）  

Sln汀∬  汀こr  

汀才一tan打∬  
＝Sin（2汀Ⅳ∬）  ＋cos（2打Ⅳご）＝0（1）・  

汀∬tan汀∬  

ThefollowlngLandau，sresultisimportantinthesensethatitistruefbrgeneraldi－  

menSlOn n  

r且お0月茸〟「且エα陀d肌〃タJβル  

P（帥0）＝0（士号‾隷）．  
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Inparticular，  

A（用0）＝∑1＝∑r沌（た），  
】ml2＜f O＜た＜電   

Wherern（k）＝nurhberoflatticepointsm＝（ml，…，mn）satisfying  

m苦＋…＋m急＝た．  

Vinogradov（1960）obtaineddeeperresultsforaspecialcasen＝3：  

P（珊0）＝0（描巾）．  

Wtwillusees七imationsonrn（k）bySiegelandMaly昌evinCHAPTER3．Thenwewill  

introducetheBoclmer－Rie＄2；meanSOfmultipletrigonometricseries：  

∑e（（m再）∬）・  

m∈gm   

万brα＞－1，f≧0，m∈gれandこ訂，y∈兄n，  

∑（ト」m＋yl2）αe（（m＋y）諾），  
lm＋yl2＜電  

Aα（f；∬，y）＝  
r（α＋1）  

打号f号＋α  

島（ま；諾，y）＝A。（士；∬，y）－  e（鞘）∂（∬），  
r（昔＋α＋1）   

where  

打号躇＋α  1  

ーy．t   

（壬－】yI2）αdy．   
r（昔＋α＋1） r（α＋1）  

Wbpointouttherelationbetweenthekernelof七heBochner－Rieszmeans払rorderα，  

andAα（f；∬，0）：  

r（α＋1）  

Aα（f；諾，0）  軋（f；ご）＝   
まα   

W占calltheproblemofestimating島（t；X，y）雪α摘cepoinisproblem”throughou七our  

Thesis．  
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r∬β0点月〟「且血犯血髄〃タJ可α花d佑Jαγ几よた〃タβ可ノ．  

0（桝） 巾パ宇，  

0（桝logり  軒端  

0（距一競）研≦αぐ宇・  

j㌔（む0，0）＝  

r∬β0月β〟「G・ぬが〃紺軋且C・βer几dりJタ叫α几dJ．ム∬ゆeりJ錮g〃．  

n（桝）   
擁＞牢，  

n（掛号loglogう  
小一宇α几d陀壱…脚，  

n（桝（logり駕生 ） 

げ0≦αぐ宇・   

j㌔（士；0，0）＝  

BerndtandHaherextendedSzeg6’stheoremtomoregenerallatticepoin七problems・  

TheirmethodisbasedonideasusedbyS2；eg6toob七ainthistheorem・ThisSzeg6’sidea  

Canbeusedincaseswithweight．W占carryitoutinSection60fChapter3・  

A merit ofconsideration oftwovariablesユ：and y canbefoundin thefo1lowlng  

property・This propositionis provenin TYPICAL MEANS［1952】（p・126）by K・  

Chandrasekharan＆S．Minakshisundaramin the case of x＝O and Stein－Ⅵ屯iss）text  

［1971】（p．255）inthecaseofy＝0．  

凸里朋砧加L・島（f，諾，y）よβαpeγOd盲c♪ムmC電五0几W古仏娩eクeγわdlαふ¢祝電Ⅴαγ五α抽y∫肌d  

言わ凡髄r盲eγe叩α乃β去0陀よβ塊eJbggow盲㍑ダニ  

f喜（苧＋α） 
rJ号＋α（2汀㍉lm一諾l）  
∑  

m－∬≠0   

■㌔（f；∬，y）～  
lm－∬l号＋α  打α   

ぴんeγeカ‘犯C如乃み盲J偽eβeββeg舟陀Cfよ0犯か卯deγβ・  
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Proof．Ⅵ屯bave  

∑1恥）（m＋Ⅷ）（叫m再12）αe叫m巾）∬  
m∈gn  

Aα（青；∬，y）＝  
r（α＋1）  

＝∑や（m＋Ⅷ），  
m∈gれ  

Wherep（y）＝ポ印1B（0，Vq）（y）（t－lyl2）αe2極・Wbwe11know：  

頼号＋α）J号＋α（2mカ1〕－諾l）  

¢（山）＝   
が  Iリー∬l号＋α  

／Aα（f；痛e瑚d y＝ノ｛妄＿函＋y）｝e瑚d y  

V rnm∈gn  
r▼T  

＝長打r土  

？（y）e－2摘（y－m）み  

扁nrれ土  

p（y）e‾紬動的  

や（封）e‾2輌dy＝綽），  

and   
れ  

灯す  
貴書＋α  

（才一lyl2）α軸＝  
r（昔＋α＋1）  

Thereforeweh乱Ve  

巾（加㌦lト珊  t与（菅山）J  
げた－∬≠0，  

訂d  

Aα（恒，y）e 
‾2訂軸d 

y＝  

汀号  

r一号†l．＝ 
げた－∬＝0．  

頼号＋α）J号＋α（2町斤Im－ごl）  打号f号＋α  

e2廟∂（∬）＋∑  

m－∬≠0  

17   

e紬my   
Aα（恒，y）～   

打α  lm一ズー昔＋α  r（昔＋α＋1）  



Therefbrewehave  

重吉（号＋α）J普＋α（2汀㍉】m一瑚  

島（f；∬，y）～∑      ‾u＼V’‾′7－pノ  e加imy   

汀α  lm－ごl号巾  
m。   

ThiscompletestheproofoftheProposition．  

BywellknownestimationsontheBesselfunction：Jb（s）≪max（sβ，S‾1／2）・W6  

havethefo1lowingtwoCorollarie＄．  

CoγOJJαγyJ．ガα＞（和一1）／2，兢電動祝γ盲eγβ汀よeβげAα（fげ，y）友8αゐβOJ≠ねgyco犯Ve叩e正  

月叩eC五αJJ肌よ几兢e cαβeイy＝0，We九αVe塊eわrml血♪r兢e飢cん氾eγ一点盲eβgたeγ几eJイ  

0γderαご  

∬α（恒．昆（ト野2血  
J号＋α（2m〆Im－∬1）  r（α＋1）古書（号－α）  

∑  
m∈gけ  

lm－可号＋α  
’  

町α  

wんere   

J号＋α（2mβlm－∬l）  汀号＋αf圭（号＋α）  

m＿。＝O  r（昔＋α＋1）●  lm－ごl号十α  

Stein and Wbiss obtained this expansionfrom the Poisson’s summationformula  

（［1971】，P・253）・Ourmethodcangiveameaningalsoforthecaseofα≦ヱ宇thateach  

termofexpansionisakindofFburiercoe侃cient．  

CoγOgJαγyゑ・動γα＞（n－1）／2，銑eree諾盲βねαpOβ五如eco耽βね几電Cαj≠C九仇αま  

．昆（ト野血－．y．∠f（ト騨如dy  ≦Cα子吉（空手－α）   

肌姉γmJyi兜∬∈ト1／2，1／2】n．  
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Proof・Itisobviousfromthenextinequality：  

J号＋α（2mβlm－∬l）  モーi  

匝－∬I号＋α   ml苧＋α  

払rm≠0．  

Ftomcorollarylwecanobtainal＄0七hewellknownfundamentalresult．  

CoγOJJαryβ・属汀α＞牢，We九αγe  

0（頼寧十α））  

n（縛＋α））かαJJ∬・  

Aα（f；諾）＝  

（cf・Jamik［1969］，theproofofSai24）  
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Section3．Onthe contributionsofB．Nov丘k  

Let  
m相  

継）＝Q（町・‥，祝m）聖∑∑叫叫  
i＝1J＝1   

beapositivedefinitequadraticformwithdeterminantD・Le七x＝（xl，…，Xn）and  

y＝（yl，・・・，yn）beelementsofndimensionalEuclideanspaceRn，M＝（Ml，・．・，帆）  

be叫＞0（j＝1，…，n）andm＝（ml，…，mn）bendimensionalintegralpoin七，i・e・，  

n∈Zn．Fbrt＞0，1e七usconsiderthefunction  

A諦恒）＝A諦ご，y，叫響 ∑：e（∬（mo〟＋y）），  
¢（mo〟＋y）＜t   

Wheremo〟＝（ml〟1，…，mn吼），∬（mo〟＋y）＝勘（ml〟1＋yl）＋…＋∬陀（m沌脇＋恥）  

弧de（ご（mo〟＋y））＝e2ぬ（mo〟＋y）   

Whenweput  

e（鞘） 汀号措  
鴨（士；諾）＝鴨（f；∬，y，〟）聖  ∂（∬0〟），  

J万Ⅱ鎧1叫r（昔＋1）   

Where6（xoM）＝lorOaccordingtowhe七herxoM∈Znornot・Then  

鞄（恒）＝鞄（f；∬，y，叫響Aq（恒）－均（恒）  

is known as 〟払電iice resiM．Fhr七herweintroduce some notations．  

A刷＝A伽（輔弼 
㌔（m£y）＜電ト  

Q（mo〟＋y）  
e（∬（mo〟＋y）），  

汀苦慮号巾  d。f e（叩）  
∂（∬0〟），   鴨（f；∬）＝l匂，α（f；∬，臥〟）芸   ‾ 

躇晦1叫r（昔＋α＋1）  

20  



島（恒）＝鞄，α（f；諾，y，叫響A伽（亡；‡，y，叫一物，α（f；諾，y，〟），  

and   

電  

帥）＝鞄証恒，y，叫聖（喜ノ陣；ご）  
0  

InterestingresultsinlaiiiceresiwerederivedinaseriesofpapersbytheCzechoslo－  

VakianmathematicianB・Novak・Hestudiedindetail，andthorough1y，howtheestima－  

tionsof鞄，α（i，X，y，M）orTb，α（i；X，y，M）areinfiuencedbythecoe鮎ientsofQ，that  

is？uij，XOry・Inthissection？WeSta七ethepartofhisstudyrelatedtoourinterest・  

Thatis，thecaseofQ（u）＝u雪＋…＋u急，y＝OandM＝（1，…，1）．  

Ⅰ・恥rO≦α＜昔－2，  

0（針1），n（f号－1）払r  ∬∈Q陀，   

0（f号－1）  払r ‡紺，  

0（桝logrf）  払r almostallご，  

島（f；∬）＝  

where T＝3n－1forα＞O andT＝3nforα＝0．   

（【1972］Satz4，Satz5，Satz7）  

ⅠⅠ．R）rこr∈Qn，  

∬（項号－1＋0（士荘）  肋 0≦α＜ヱ馨，  

榊号－1log㍉＋0（糾可 払r  α＝，  

榊据＋α）＋0（掛号） 払r  α＞攣，  

了も（t；ご）＝  

WhereK（3：）i＄thepositiveconstantnumberdependingonlyonx，andpcisanynumber  

lessthan昔－1andβisanynumberless七han1／2・  
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Consequently，  

n（か1）  払r O≦α＜寧，  

n（桝㈲）払r  
沌3 

α＝ 
，  

n（新字＋α））払r  α＞半  

」㌔（士；諾）＝  

（【1969］Hauptsa七zl，［1971】Haup七satzl，Hauptsatz2and［1973］Hauptsatz）   

and払rallご，  

士号‾1   for  O≦α＜ヱ宇，  

貴書（寧巾）≪‰（電；∬）≪  士号‾1府 払r   里  

α＝  

f喜（寧＋α）  h α＞max（旦許0），  

and駐）rm＝2，上告≪孤（f；ご）≪f喜．  

（【1967】Satzl，［1970］Theorem3a・nd【1969］Hauptsatz3）  

㌔（f；∬）≪子吉（寧＋α）log（3扁）／2ま 払ralmostall乱  

（［1970］Theorem5）   

Thefo1lowlngreSultsarewellknownintheDiopantineApproximationTheory：  

i）meγeαγe古癖物m咽よ輌eγβ〃抽冊…如1／n昂（∬）＜和／（m＋1），ぴんeγe昂（∬）聖  
max（（qx〝）：1≦u≦n）．（Cassels［1965］，P・14，TheoremVII）  

ii）エe電¢（曾）あeαmO几0加eJydecreαβ和声几C如乃げ侮言花物eγmγ五αあgeヴ＞O w鵡  

0≦¢≦1／2．me几兢eβe電げ左肘叩髄α物量（∬）＜¢（曾）九αβ古癖花物mα叩五花物er  

β0如五0几8曾＞0ノbrαJmoβま陀＝rかαgm∂βまαgJβe由oJ∬＝（∬1，…，∬几）αCC卯d五叩αβ  

∑（4，（q））nconveryesordiverye旦・（Cassels［1965］，P・120，TheoremI）  
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Let7（x）響sup（T＞0：穐（x）≪k－Thasinfinitelymanysolutions）・Then，  

consequently，Wehave  

（1）7（諾）≧吉払rall∬，  

（2）7（諾）＝吉払ralmostall∬，and  

（3）7（諾）＝＋∞払ranyご∈Qm．  

ⅠⅠⅠ・（1）Ifxl＝…＝Xn＝SandO≦α＜空事，then  

logl島（f；諾）l m．   1  
1imsup  
t→＋∝）  

－1－  
log壬  2  2（7（∬）＋1）  

（【1972］Hauptsatz）  

（2）恥rO≦α≦（和一3）／2－1／γ（∬），Webave  

logl島（f；∬）l m l  l  

1imsup  
電一→＋∝〉  

－1－  －1－  
logf  2  2（7（∬）＋1）  

（【1974】Theorem3）   

（3）fbrα＞（和一3）／2－1／27（∬）andα≧0，   

まを（寧＋α）≪㍍（恒）≪士を（寧＋α）log㍍t，  

whererc＝1forα＝（n－3）／2，elseJC＝0・AndforO≦α＜（n－3）／2－1／27（x），  

log㌔（f；訂） m＋1   1  

－1－   1imsup  
竜一◆＋00   

（［1974】Theorem4）  

－1－  
logf  2  2（7（∬）＋1）  
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ChapterIII・Fburieranalysisandlatticepointproblems  

Sectionl・Somepointsofcontac七betweenFburieranalysisandlatticepointproblem   

Thespecialtrigonometricseries：∑m≠0壷e2T‘m∬ formsastrongconnectionbe－  

tweenthetwofields・Thefirstdeviceisthe払IlowlngSimpleidea：   

（1）ThismultipletrigonometricseriesistheFburierseriesofthefunction（q（3；）andit  

isnecessarilyandsu氏cientlyforthefunction（qtobelongtoLP（Tn）thatq＞n／pl．  

（2）If∑m≠。［ml‾qe2Timx convergesfbrsomepoint，then∑0＜Im）2＜i lmI‾qe2qimx＝0（1）・  

Therefbre，byLemma20fSection3，  

∑e2血ば＝∑た号（∑匝「Je2血）＝叩号）  
0＜Iml2＜f  O＜た＜t l叫2＝た  

atthepoint．  

（3）If∑lm］2＜t 
e2訂im∬ ＝0（fα）for＄OmepOintxand2α＜q，then  

f よ書か‘m∬＝／嘉坤；ご）                            β  

t   ＝［妄可；－；／恥瑞叫…′2）＝0（1）・  

Thatis，∑m≠。Iml‾qe2qim∬ covergesatthepoint・  

Thereforewehave七hefo1lowingequalitiesfbrx≠Zn：q（x）＝2α（x），  
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where  

isdivergent＝infq： 〉（芸蒜 iscomergent q（x）％p〈q：蓋蒜 ）  

and   

α（∬）聖ヰ：∑e2∬‘m∬＝ n（fα））＝可α：∑e加‘m∬＝0可  

（becauseq（x）≧2α（x）by（2）and2α（x）≧q（x）by（3）．）  

貫）and（（q，α）：α＋q＝  和一1  Theseconddeviceisthatthelines†（1／p，α）：α＝丁一  
牢）becomethesameOnebylineartransformationq＝茅・Thehrmerlineisdiscovered  
in Section30fChapterl・On the other hand，thelatterlineis the boundary on  

convergenceoftheseries：  

ゑ（ト男α蒜  

FbrexamPle，Ifα＋q＜ヱ宇，α＞Oandq＞0，thenthisseriesdivergesforeveryx，but  

ifα＋q＞空≠，thenitisnotalwaysso・Thi＄factissta七edinSection40fthisChap七er・  
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Section2・OntherelationbetweenFburiercoefBcientsandrn（k）   

Wbknowthatiff∈Ll（Tn），f（m）convergestoOaslmL→＋∞bytheRiemann－  

Lebesgue，slemma，andiff∈L2（Tn），  

∑卜柚l2≦l刷12払reveryゐ∈Ⅳ  
1叫2＝た  

by Parseval’s equality，and since七he right hand side oftheinequality canbe made  

f（m）12＝0．   arbitrarilysmal1bysub七racting血・Omfapolynomial，1imk→＋∞∑1ml2＝k  

AccordingtoZygmund［1974】（p・189），CharlesFb鮎rmanprOPOSedsometimeago‥  

“加eβ兢eγe e霊五βまαpOβ定ま五ve†も祝mゐeγpβかょc軸Jeββ兢α乃2β≠C九兢α慮  

（．哀刷）喜  ≦A＝拙 かαgり∈が（r2），  

WんeγeA五β五几depe几de†l士0′た∈Ⅳ．”  

ZygmundgivesananSWertOtheproblem・  

r∬β0点β〟「A．gygmⅦmd〃タ明ル 凡γα叩ちweん肌e  

（．昆If（m）げ≦勅，  
ぴんeγeA＝51／4．  

Wbfbrmulatethefo1lowlngPrOblem：DeiermineOn）  
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ぴん。γ。∂渇inf  p∈【1，＋∞）：  

（見げ明喜  
≦A＝州pか印eryJ∈エp（r沌）α几deveγy  

（Adepe几d…几gyO几p肌dm・）  

Zygmund’sresultimpliest，2≦4／3．W占obtainedthe払1lowinganditimplies汐n≧  

2れ／（陀＋2）ifm≧3・  

r九eoγem「∬≠rα血あ0／Jタ7郎ノ・〝れ≧3α几dl≦p＜2γl／（m＋2），娩打ee£五βわα舟花C如凡  

才∈エp（r氾）β髄Cゐ兢α電  

∑卜仙l2＝＋∞・  

卜nl＝鳥  

lim sup 
た→＋∝）  

Wbusesomeestimationsforrn（k）toproveourtheorem・  

Fbrevery positivenumberE，  

r3（k）≧Ctk卜e，  form≡1，2（mod4）andm≡3（mod8）・  

Ifn≧4，  

（1）  

（2）  r乃（た）≧Gた号‾1‾g  払r弧yた．  

（（1）byC．L．Siegel【1935】and（2）byA・Ⅴ・Maly義ev［1962］・Cf・Linnik［1968】）   

ProofofTheorem．Ftomthegivenconditions，Wehavetheinequality；n（p－1）／p＜（n－  

2）／2．W占useforqanumberwhichsatisfiestheinequality：n（p－1）／p＜q＜（nM2）／2・  

Then  

n／2－1－J＞Oand   

（和一J）p＜m・  
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Now，Putf（x）＝（qo（x）．Thenf∈LP（Tn）by（2）and  

ゑ刷＝ゑ（毒）2＝嘉r刷  

There払re  

∑lf叫2＝＋∞・（by（1））・  
lml2＝鳥  

lim sup 
た→＋00  

ThiscompletestheproofoftheTheorem．  
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Section3・Onaninequalityofll’in＆Alimov’sinequali七yanditsapplica七ions   

Thefo1lowingtwolemmaswereprovedbyIl，inandAlimovforb（t）＝士β（β＞0）  

andβ＞0．  

エβ刷上rVA．丑施用鼎れ銅・A．AJ五m抑〃タ7β〃・ ∫祝ppOβeβ＞－1，β＞0α几dβ＝  

r＋K，ぴんeγer五㌻α穐五花物eγα几dKβα恒βeβ0＜代≦1，α陀dβ叩pOβeら（り∈C叶2（0，＋∞）．  

凡γ兢eγ，か肌y几≠meγ古cαJ朗γ五eβ∑J≧1αJα几d入＞0，geま  

α又＝芸（1一針  

α犯d  

有＝芸（ト汀軌  
r九e†lWeんα町e  

柑（孟）叶2  再＝あ（入）J又＋（－1）叶1  【（み（拍）－あ（入））（1一書）g匝・  

（r＋1）！  

Proof．Wもprovefirstthecaseof－1＜s≦0．   

∫  

軍＝芸α叫一江＝…・芸州一両一壬）  

＝…・去芸α刷卜…（入－げ  

入  

＝…・去／（入－げ（あ（り－…ゐぎ，  
0  
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where，byintegrationbyparts，   

1 入  

ノ（入一岬卜嘲）d串［（Å－榊町…船／孟【（入－げ碑ト…脚  
0  0  

入      ＝／孟［（入－げ（あ（f卜…】秘  
O   

Tbere払re  

入    再＝…一芸／孟【（入一州f）坤））］秘  
O  

Nextle七usconsider七hecaseofs＞0・PutAo（i）＝∑j＜faj＝qPandAk＋1（t）＝  

ぷAk（u）du＝r（k＋2）‾1∑j＜i（トブ）k＋1aj＝r（k＋2）‾1ik＋1qf＋1，inductively・Using  

r＋1timesIn七egrationbypar七s，WeCOmPleteourproof．   

TbproveLemma2and3weneedthefollowlngWellknownrelationofqFforvarious  

ordersα．Let s＞－1and6＞0．Thenwehave  

ペ＋∂＝β（∂，β＋1）‾1  （1－J）∂‾1士βJ㌫df．  
（＊）   

（cf・SteinandW占iss［1971】，P・269）   

エemmαβ．仇deγ統eβαme几〃ね上古0几αβ古雅エemmαJJW九e犯ゐ（f）＝㌦logTち0αCCOγd玄関  

ね入≦e，入＜eγe叩eC電ねeJy．わγβOmepOβ言上よveco几βね几まC，We九αVe  

1
′
ノ
0
 
 

（訂2  

fr＋1  

［（あ（拍）－あ（入））（1－げ］  df≦Cあ（入）フルγα町人≧0，  
（r＋1）！  

1軍l≦の（入）sup圃・  
0＜f＜入  
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Proof．Itfo1low＄fromthenext．  

［（ら（拍）－あ（入））（1－げ】  

r＋2  

≦Cあ（人）（（トfβ）（1－→）…－2＋∑fβ11一 書）8‾‾γ＋ト2 ），  

J＝1  

and  

小叶1（トfβ）（トげ中2df＜＋∞，  

ガ士叫＋β－メ（1一書）…＋ト2df＜＋∞  
（1≦J≦r＋2）・  

Therefbre  

閻≦…矧＋叩） 

。入 

Hereapplying（＊）fbrr＜s＜r＋1and6whichr＋1＝＝S十6，Wehave  

（1岬りトl士βα㌫dま．  ぺ＋1＝β（∂，β＋l）‾1   

Therefbrewehave f軍I≦Cb（入）supo＜i≦入相・  

ムemmαタ「飢γαわみ0〃タ鱒〃・ 仇もdeγ兢eβαme几¢ね電盲0陀瓜βあ（舶re兢だrだだ∬盲βねα卵β盲軌e  

co几βね几まCβ髄C九塊αま  

丁 重   

妄押2dÅ≦叩）2。謁「（‡／舶）J…齢0・                                       0  

Proof・ByLemma2wehave七henextinequality・   

rr    J醐≦2〈ノ輌佃                                      0  
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fr＋1 ＿‥ノd  
J打1（芸［（ゐ（拍）－あ（入））（1－げ］df  

（r＋1）！〉l人＼励  

＝2（ム＋ム）．   

Now，bymono七oneincreaseofb（入）wehaveh≦b（T）2Hlqil2d入・Next，by  

S血warz’sinequality，Fhbini’stheorem，Lemma2anditsproofwehave  

r l ム≦柑  （孟）叶2［（あ（叫一嘲）（1－げ】  

1
′
ノ
0
 
 
 

（
 
 ×

 
 

r  
l
 
 

＋
 
 
 

■
ん
 
 df）d入  （孟）叶2【（あ（叫坤））（1ザ】  

2
 
 

1
 
 

叶
拍
 
 
 

b
 
 

）
 
 

l
 
 

＋
 
 
 

r
 
 

（
 
 

rl ≦小（入）2（／呵（1一和一げ－r－2  

O 0  

＋薫叫－f）軸2）舶ま）d入  

1  

≦C叩）2／叫卜伽－げ中2  
0  

T電  
r＋2  

＋妄叫－げ叫‾2）去／椚2d入df                                             O  

電  

≦叩）2 
。「 

（喜／椚2d入）・  

0   

InthesamewayasintheproofofLemma2，WeheLNe   

t 1 電   

言伊l2d入≦β（佃）－1 
J（ト抑（／輌）血  

0  
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（申呵  ＜ sup  
O＜≠＜f   

ThesecompletetheproofofLemma3．   

加mmαイ・孤よ几エemmαβ，eαC九ねγmαJOJ兢e肌meγ盲cαJβ叩≠e几Ce五β〃（r几）一言花物γαゐge，  

兢eγe e∬壷βわα卯βよ電よγeCO犯βね和まCβWCん塊α電  

Il可Ip≦Cあ（入）sup】lポ‖p・  
0＜t＜入  

Proof．ByLemmal，Wehave  

1爾l≦あ（冊又（∬）l  

】J汀1（瑚df・  
［わ（拍）－ゐ（入））（1－げ］  

Byihe9CneralizcdMinkovski’sincqualiiy，thatis，  

‖／′（欄＝p≦／‖輝）‖pdf，  

Wehavethe nextinequality：  

‖可Ip≦あ（刃＝ペ＝p＋  

llJ汀1‖p胤  【（あ（拍）－あ（入））（1－f）∫］  

Fhrther，by therelation（＊），Wehave  

（1－M）∂‾1呵IJ志士入帖血，  llJ打1帖≦β（∂，β＋1）‾1  

wherer＜s＜r＋1and6whichr＋1＝S＋6．  

Therefbre，uSlngthefirsthalfofLemma2）WeCOmPletetheproofofLemma4・  
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Section4・Onthesummabili七yofFburierseriesbytheBochner－Rieszmeans  

E．M．Stein［1958］hasshownthat  

iff∈LP（Tn）andα＞（n－ 1）（圭一去），鳥S”；X）＝f（x）foralmostal1x・  
InthesamepaperhehassoIvedtheproblemofthestrongsummability．Theproblem  

OfthestrongsummabilityoftheBo血ner－RieszmeansofmultipleFburierseriesisone  

ofdealingwiththevalidityofthefo1lowlng：   

r  

（★）  r聖妄ノ1附∬‥（榊＝0・  
O   

E・M・Steinhasshownthefo1lowimgtheorem：  

＝  r郎0点β〟作・肱助言几〃タ鱒〃・ギブ∈エp（r几）α㍑dα＞αp彗n（圭一与卜喜  

（れ－1）（圭一喜卜戸一丁一貫ノ娩e几（★）ん0偽れeαJmoβ電e脚yぴんeγeよ几∬・              1＿ 和一1   

Butthecaseα≦aphasbeenunknownexceptfbrtheca5eP＝1andα＝α1  

（＝牢）・（In［1958］Steinstated七heafRrmativeresultwithouttheproof・）   

Thepurposeofthissec七ionis七oproveanegativeresultforthecaseα＜αpandto  

PrOVeSOmeCOrOllarys．ThemethodconsistsofjoiningmultipleFburierseriesandlattice  

POintproblemsbymeansofaspecialfunction（。Or（q，WhoseFburiercoe侃cientsis  

givenbyEq（m）＝1／lmIqorE。，，（m）＝1／lmlqlogTlml（SeeSection30fChapterl）．Our  

mainresul七sinthissectionarethefollowlng．  

r九e卯em「肌用わ髄ゐ0〃卵βル 動pp…1≦p≦2，－1＜α＜叫α犯dT＞皇・耶ね陀  
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班eγee∬五βねα舟mcま五0几′∈エp（r明）β髄Cん兢αま   

r  

妄J●…2d士＝n（rα珊2Tr）αβr→＋∞  

か紺eγy£フ五几pαγま五c祝gαγフ   

r  

聖慧紺肘胸＝＋∞  
0   

かeveγy∬JぴんeγeWeCα㍑ねたeぐ。T（∬）かβ髄Cんα舟mc電壱0几J（∬）・  

（Intheabovesta七ement，g（T）＝n（h（T））impliesg（T）≠0（h（T）））   

Wemustcommentonasmal1gapbetweenStein’sandourdefinitionofthestrong  

summabilityandwedosoatthe endofthissection．  

FtomthistheoremwehavedirectlythefollowlngCOrOllary・  

伽0抽汀y「飢γα加あ0〃β叫肌d〃タ嘲・∫叩pOβel≦p≦2，－1＜α＜鞄α几dT＞告・  

r九em兢ゼγe e£壱βわα舟几C上古0犯J∈エp（r几）β髄Cん兢αま  

肘∬）＝n（紳α）log一丁壬 ） 

αβ士→・∞  

わγ帥eγy∬ノ五和pαγ慮五c伽gαγ，  

1imsup15‘㌻（∫；∬）l＝十∞  
ま→＋∝〉  

かeveγy∬，WんeγeWeC肌ねたeぐJT（∬）かβ≠C九α舟几C如犯J（諾）・   

Theexistenceoff∈LP（Tn）suchthatlimsupi→＋∞tSF（f；X）暮＝＋∞foralmostall  

xandthefac七thatwecan七ake（■qforsuchafunc七ionfhavebeenshownforα＝Oby  

SteinandWbiss［1971］andforO≦α＜（n－1）／2byBabenko【1973］（seealsoAlimov，  

Il）inandNikishin［1976］）．Especial1y，Babenko’sresultbecomesthefbllowingformin  

thespecialcaBethattheposi七iveellipticoperatorwithconstantcoefBcientsisLaplacian  
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r∬茸ORβ鳳 ∫叩pO8el≦p≦2れ／（m＋1），α＜叫α¶dれ／〆＜J＜（和一1）／2－α・  

rんe几くJ∈エp（r職）α几d野（（♂；∬）αγe肌ゐ¢肌de的d壷Ⅴ叩e凡慮αJm朋子everyぴんeγeO几ア冊・   

In connectionwiththistheoremheproposedtheproblemofhowtocharacterize  

SetSOnWhichtheFburierseriesof（qissummablebytheBochner－Rieszmeansoforder  

α＜ap andstatedthefo1lowing：“「aCCOrdin9io THEOREM）suchaseimuslbe qf  

エeみe叩≠e meαβ髄γe geγ0．助士五花月沌カγm＞1β≠C九αC九αγαC玩γ壱zα如雅言βね0あγ0αdノ  

ゐec肌βeαm¢花g兢eβeわげm紬β髄γeヱerO銑eγeαγeβeわげⅤαr五川βdよme几βわ朋．劇五βm抑e  

p叩βねゐJeわcんαrαCねγよzeβ髄Cん8eわ吏陀ねγmβ毎払eよr∬肌β血γ∬meαβ‰γe．孤epγ0あgem  

αγ五8e…J伽d盲几gαmOγered埴几edc九αγαCfeγよzα電£0陀毎払ee諾Cept盲0几αJβe電盲几r且β0月∬肱   

血塊盲…e電em納言乃ge几e可α几d d…翫朗γ五eβ∑m∈ZnI叫‾βe加im∬ ル五Jわあe  

β≠mmαあJeあy翫見ょeβヱme塊odoJo〟打α＜叫かαJg∬∈r氾P劇び0祝Jdあ…eγy  

interes電in9ioresoIveihisquesiionカriheLaplaceoperaior・”（Babenko［1973］，P．194）   

OurCorollaryglVeSthecompleteanswerfortheLaplaceoperator．  

r∬β0点β〟「且∬州dた〃タ7町ノ．∫叩ク08eα＞－1．アんe†＝〟e九αVe  

怠（ト上打e加‘m∬  

df≫r（n」）／2－α  

ルγeVeγy乱   

（”f（T）≫g（T）”impliesf（T）≧Cg（T）forsomeconstantnumberCwhichmay  

dependonこringeneral．）  

Indeed，  

0  

（…）2＝言ノ柚）呵／  
∑（β－1叫2）αe2訂‘m∬  

lml2＜β  

dβ  

＝吉β2α  柑2α言   泉（ト野加‘m∬  ，昆（ト野2椚hほ  
Ontheotherhand，byNovak，sresult（Chap七er2，Section3，ⅠⅠ），tl／2（（n－1）／2＋α）≪  

：㍍（恒）fora11x．Therefore，WeObtaintheproofoftheorem．  
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（Novak’sresultwasprovedinthecaseofα≧0，butanexaminationoftheproof  

Showsthatitcanapplywithoutsignificantchangetothepresentsituation．）  

加mmαr∬≠γαわ‰あ0〃タβ切．∫叩pOβeα＞－1ノJ≧0，α＋J＜（和一1）／2α花dT五βα  

几0冊穐egαま五ve几Ⅶmあer．孤e几We九αVe  

e2訂im∬  

1＜謀＜f（ト男α   戯㌧＝n（r（叫′2－…log－2r r）  lmlJlogTl叫   

♪γeりeryご．  

Proof．ApplyingLemma3tothecase  

e2汀im∬  

β＝言， andβ＝α・  αJ＝∑  

】ml2＝J   

lmlJlogrl叫’   

Then  

αmd軒ふ（1一群訂im∬  

e2訂im∬  

J㌢＝1＜吉＜t（ト誓）α  l叫Jlogrlml  

S11PPOSe，forsomex，  

e2汀im∬   

ふ（ト男α  振0（軒）′2－…log－2T r）・  回申logTl叫  

ThenbyLemma30fSection3，Wehave  

r   

（榊d入）＝0（r（叫′2う  
頼紳≪相場                               0  

Thiscontradictsourhypothesis・  
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ProofofTheorem．Nowletqbeequalton／p／，Tlargerthanl／pand（q，thefunction  

such that  

′ヽ （Jr（m）＝  払rlml＞1・  
lmlJlogrt叫’   

Then，fromtheLemmaofSection30fChapter2，thefunction（q，belongstoLP（Tn）  

andfromKuratsubo）s Lemmawehave  

T r  

紬鞘；胸＝妄／  
0  0  

e加im∬  

1＜冨＜電（ト男α  

虎  

l叫Jlogrlml   

＝n（軒）′2－…〝log－2T r）  

＝n（ア町αlog－2r r）  

foreveryx．ThiscompletestheproofoftheTheorem．  

Remarks．Stein’sandourdefinitionsofthes七rongsummabilityareequivalent．Thatis，   

ぶね盲m：  

T r2  

畔）響妄／射車′（榊＝妄／附直イ（∬）喘  
0  0  

∬血あ0：   

r     叫丁）蟹汁肘車′（冊・  
0   

動叩㈲摘㈹」恥（r）→0αβr→＋∞げ肌d〃功げ宙∬（ア）→0αβr→＋∞・  
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Proof・Let4（i）≧Oand＠（T）beJF4（i）di．Thenitissufncien七toshowthat   

”t）dt＝0（T）ifandonlyif f嶋＝0（T）・  

In七hefirstplace，   

T2 TZ r2  

妄／紳）芸＝妄／紳）芸（言 ）き劇≧宗／刷  
O O 0  

becauseT／t≧1・ThereforeifH2綽）B＝0（T），thenH綽）dt＝0（T）・   

Ontheotherhand，  

T2 712   

／嶋＝／かり＝［叫）  
1   

Thereforeif◎（T）＝0（T），  

r2  r2  

／綽）芸＝妄0（巧＋0（1）小（堵＝岬）・  
1 1   

ThiscompletestheproofoftheProposition．   

InthissectionweobtainedthedivergenceproblemofthestronglyBochner－Riesz  

SummabilityofFburierseries丘omaresultinlatticepointproblemsofNov孟k．Inthe  

latterpartofthissection，WeShowconverselythatwecanobtainaes七imationof‰（f；X）  

駐om aresult ofFburier series．  

r九eoγem． 動γα叩α＞0α几dα叩e＞0ノWeんαVe  

帥）＝0（新字＋車中））かαgm卵価・  

Proof・Letpbe anumbersuch七hatl＜p＜2and（n－1）／2－n／pl＋e＞α＞  

（n－1）／2－n／pl・Then（n－1）／2－α＋E＞n／pI＞（n－1）／2－α．Next，1etqbe  
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amlmbersuchthat（n－1）／2－α＋E＞q＞n／pl・Bytheinequalityq＞n／p’，  

E。（x）∈LP（Tn）andbytheinequalityα＞ctp＝（n－1）／2－n／pl，theBochner－Rie＄Z  

meansofSF（（q；X）isstronglysummableto（q（x）（byStein［1958］）・Thatis，  

t
′
ノ
0
 
 
 

1
－
■
ん
 
 

αe2打im∬   

恒車  

）
 
、
エ
■
J
 
 

l
 
 

■）  

（
 
 

∑
昭
 
 

dβ＝0（1）・  

Bylemma30fsectiOn3，Wehave  

t
′
ノ
0
 
 
 

1
T
‡
 
 

α
 
 

）
 
、
エ
、
J
 
 

l
 
 

■）  

（
 
 

∑
昭
 
 

e加im∬  
dβ＝0（fJ）・  

Therefbre，Wehave七hefo1lowlnglnequality：  

紳2α；  

t
′
ノ
0
 
 
 

1
一
・
t
 
 

．昆（1一野加‘m∬  （β－lmt2）αe2訂im∬   
∑
昭
 
 

β  

＝0（士2α巾）．   

Here，Since2α＋q＝（α＋q）＋α＜（n－1）／2＋α＋e，WeCOmPletetheproofofthe  

Theorem．  
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Section5．Onamajorantforthepartialsumsofamultipletrigonometricseries   

Fbrn＝1trigonometricseries∑m≠。Imrqe加im∬ equalsto2∑m，Om‾qcos（2mx）・  

ThisseriesinthecaseofO＜q＜1isverylmPOrtantandthefo1lowlngfactsareknown：  

（1）  CIxIq－1＋gq（x）～∑ニ≡1m－qcos（27rmX），WhereCisaconstantnumber   

andgq（x）isainfinitlydi鮎rrentiablefunctionon（－∞，＋∞）・  

（2）   Thisseriesconvergesforeveryx≠0・  

and  

（3）ThereexistsaconstantnumberCsuchthat［∑m＜tCOS（2汀mX）m‾q蔓≦CIx［q～1  

（cf．Zygmund（［1968】，ChapterV，P・191）   

Kohnextendedtheinequalityof（3）tothefo1lowingformin1972・  

r∬ガ0月β〟「丑J．∬0九几／Jβ72ル ガ和一1＜J＜m，塊eree諾盲βわαCOれβ励ま几髄mあeγ  

CJβ≠C九兢α電  

1  

≦G 
ご－J  

わrα昭子＞0α几d諾∈r几・   

Ⅵ屯canPrOVe，inthecasen≧4，thatKohn，srestriction“n－1”canbeextended  

to㍑n－2乃andthisisthebest．  

r九e仰em「∬wα加あ0〃叫ル エefn≧4・ガれ－2＜J＜陀ノ兢em翫γee∬意地αCO朋ね几ま  

ⅣumあerGβ髄C九塊α電  

1  

≦CJ  
肝  
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♪γeVe叩諾∈r几α几d紺eγyf＞0・0几兢ゼ〃銑汀んα旬げ0＜J＜和一2，塊eTも塊eγedoeβ  

几〃慮e〇盲βf肌yβ‰C九co几βね几電肌mあeγ．   

Throughoutthissection，theletter Cdenotes（ingeneraldi鮎rent）positivecon－  

stantS，dependingonlyonnandq，andthenotationA≪BimpliesIAL≦CBfor  

some Cl．  

LetD（t；X）andK（t；X）denotetheDirichletkemelsforTnandRnre＄PeCtively，七ha七  

1SI  

叫諾）＝∑e2訂‘m∬  

l叫2＜電   

and  

打号t号器課（咤0），  

打号f号尋珂 （∬＝0），  
ノ  

Iyl2＜f  

e知和d 
y＝  ∬（電；∬）＝  

WhereJ号（s）is七heBesselfunctionoforder号・   

ThefbllowlngtheoremsareessentialfortIlePrOOfofourtheorem・  

r且方0点β〟J「∬・エ飢あeれた0βタ7ざ〃・ 加電m≧4・r九e犯Weん肌e  

（m＞4），  
（n＝4）  

刀（t；∬）－∬（f；∬）≪  

♪γ帥eγy∬∈rn肌d帥eryf＞0・  

r且βORβ〟「且勅竹丘た〃タ7Jル エe電m≧4・乃eれWeんαγe  

刀（f；∬）  
lim sup 
t→＋00   

＞0  
f号－1   

かe眠ry霊∈Q㌔w九eγeQ循壷β兢eβeり（ご1，…，∬れ）：eαCん∬i五βγα電壱∂几叫・  
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Fhrther，reCal1ingthefo1lowlnge＄timation：  

J号（β）≪max川‾去，冊），  

we have 

if㍉lごl≦1，  

∬（f；∬）≪   

〆n」）／4  

陣  
if㍉l∬l＞1．  

ProofofTheorem．Fbrsimplicityofdescriptiononlythecasen＞4istreated・The  

casen＝4isalsosimi1ar．Bythefbrmulaofsummationbyparts）WehaⅣe  

f
／
ノ
β
 
 

l
 
 
b
一
2
 
 

＋
 
 

）
 
 

∬
 
 

e2訂im∬  

βミ∴丁宗  鋸  
L ∑ 三－ ．，＿」l叫J  

0＜lm12＜電  

f  

＝妄仰；∬）瑚；瑚＋言／（叫町汀→仲村））宗  
2  

電
′
ノ
〃
 
 

l
 
 
b
一
2
 
 

＃L‥ご妄  ＋鞘小  

＝ム＋ム＋ム＋ム  

Accordingto（3），Wehave  

士恥／2－1  

tJ／2  

か2－J） 1  

≪1≪  
市戸  

ム≪  

and   

t
′
J
喜
 
 

二
 
 

f
′
ノ
喜
 
 
 

≪
 
 
 

ム
ー
 
 

1  

1津‾J  

w紳－2一打ト1dM≪1≪  
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Next，aCOrdingto（3）ifvqxl≦1，thenwehave   

l          ム≪匪J）≪  
†言戸  

andifvqtx［≧1，thenwehave  

れ－1 ヶ  

fT‾言  
ム≪ ≪軒糾撃－J）） ＝  

甘官 回－トJ’  

because（n－1）／2－q＜（n－1）／2－（n－2）＜－（n－3）／2＜0．Similarly，aCOrdingto  

（3）weIl孔Ve  

l掴I2      ム≪／孟・ア要望⊥          毒 1仙21げヂ㌦仰1  

＋∝）  

≪（毒）誓十請／㌦苧‾叶†血≪詰                             1／l∫l2  

Consequently）theseestimatescompletethefirsthalfoftheproofofthetheorem・Lastly，  

WeSha11provethesecondhalf．Ifweput  

0＜岬＜電 
瑚∬）＝∑聖ニ               仰’  

七henbytheformulaofsummationbyparts，Wehave   

f  

瑚∬）＝直納） 
一言／榊；諾）u号－1du・  

1  

2  

momthisrelationitfo1lowsthatiflimsupt→＋00lTl（t；Xo）・＜＋∞forsomexo，  

thenwehavehmsupi＋．∞＜＋∞・Thereforethisshowstha七  

1imsup榊x）［＝＋∞，Wheneverlimsup 
旦生地 

＝＋∞．  
レ＋∞  レ＋∞  亡号  

Tlms，WhenO＜q＜n－2，（2）impliesthatlimsup電→＋∞l7L（t；X）l＝＋∞forevery  

X∈Tn．Thiscompletestheproofofthe＄eCOndhalf．  
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Sec七ion6．Onlatticepointproblemswithweightinellipsoid  

Fbranypositivedefinitequardrticfbrm：  

†l†l  

Q（u）＝Q（wl，…，uれ）＝∑∑岬勒  
i＝1メ＝1  

WithdeterminantD，WeCOnSiderthemostgeneralE7a班ceresiN？  

鞄（f；ご）＝鞄（f；∬，y，〟）＝A¢（f；∬，y，〟）一鴨（壬；∬，y）   

Thenotationsofthi＄SeCtionfo1lowtheonesofSection30fChap七er2．  

Thefirstinterestingresultofthelaiiice re8iwasderivedbyB・Nov孟k・Init七he  

in且uenceof‘‘wei9hi”xhasbeendiscussed．Fbrexample，  

r∬βOR月〟J「且∬0γdりJタβ即ノ． ガQ，〟α乃dyαγeγα電盲0乃叫ルrewer即諾，Weゐ郁e  

0（f号‾1） か陀≧5，  

0（＝og2f）かm＝4．  
鞄（f；∬）＝  

Hefurtherprovedthefo1lowlng．  

r∬β0月β〟〃岬・爪川dた〃ββざル   〃Q，〟α陀dyαγerα山花αJα几dm≧5，Weゐ㈹8  

統率わほ川壷郵  

リガ∬盲…〃電rαま盲0彿αち鞄（f；∬）＝0（ま号‾1）・  
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卵塊eeβ滋mα上古0几扉Jcα几㌔盲叩γ抑ege眠rα称アゐαまよβ，かeαC九mo伽ね陀edecγeαβ五叩  

匝c滋0れ伸）w九盲cんco花Ⅴ叩eβわ0αβf→＋∞，兢eγee芯盲βわ∬β祝Cん兢αf  

勒（士げ）＝坤号‾1抑））・  

タノ動γαJm〃β電帥eryぴんeγe∬，WeんαVe  

鞄（f；∬）＝0（fれog紬t）・  

Ontheotherhand，Landauprovedtheresultwhichistrueforeverycase・  

r∬ガORβ〟〃J岬．エα陀血‰〃タ上村ノ．凡rn≧2α几dαJ柑∫∬，yα陀d〟ノWeゐαVe  

鞄（f；諾，y，〟）＝坤号」＋ホ）・  

（鈷icker，stext【1982］commentsindetailontheseresultsandthemainresultsup七0  

1981・）   

OurpurposeinthissectionistoprovethenextTheoremwhichisageneralization  

andanimprovementofTHEOREMII・3）．Ourmethodisquitedi鮎rent・Ourtheorem  

is betterfor case n≧4than Landau’s and Novak’s，bu七for七he case ofn＝2，3  

Landau）sresultisbetterthanours．  

rんeoγem「∬wαわ髄あ〃〃タβぞル 知和≧2肌dαJgQ，y肌d〟ノα几dか㍍＞書・Weた…  

鞄（f：ご，y，〟）＝0（措logぷf）かαJmoβまe眠γyぴんere諾∈鮮．   

Inthefo1lowing七heletterCdenotes（ingeneral，di鮎rent）positivecons七ants，de－  

pendingonlyonQ，yandM．Thenex七threepropositionsaretrivial．  
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かopoβ古山几J．几eγe eご五βまpoβ盲血eco花βね几わCl，C2β伽C九兢αま  

Cllwl2≦Q（u）≦ql可2  

♪γαJJ祝∈月n．  

アγOpOβ盲電£0几g・ 乃eγeeエ盲β電c¢循βね几わCノClα几dC28≠C九妨α電狛叫＞CJ塊eγも  

Cll叫≦lmo〟＋yl≦C2lm卜   

Wbdenoteby（ん）；慧thesequence（e（x（moM＋y））：m∈Zn）rearrangedinorder  

OfascendingofmagnitudeofQ（moM＋y），thenweobtainthefo1lowingproposition  

丘ompropositionland2．  

且叫押扇品川β．几ere e〇盲βわαp朋五如e comβねmまCβ髄Cん娩αま  

げん（∬）＝e（ご（mo凡才＋y）），兢e柁レ≦Cl叫几・   

Fhrther，let z／o beanaturalnumbersuchthatifん。（x）＝e（x（moM＋y）），then  

Q（mo〟＋y）≧2・  

エemmα・山王no＝Ⅲ鎧1［0，町1】J翫几（ん）慧盲…卯伽花押mαJ叩ねmo乃noび抽  

γ叩eC電わ娩emeαβ髄γe（Ⅱ鎧1叫）ゐw九eγeゐ壱β血相d壱me花β盲0犯αJエeゐ叩髄emeαβ髄γe・  

凡γ兢項efc〝＝（帥0〟＋勅g働0鞠） ）‾1 

かeαC九〝≧町血  

＋∞  

∑Ic〝l2log㌦＜＋∞・  

γ＝〃0  

Proof．Thefirsthalfistrivial．Thesecondhalffo1lows駐omthefbllowlnglnequality．  

∑lc〝】2log2〝  

〝≧叫  
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≦C帥去y，≧2（Q（mo〟・踊Q（mo〟＋け2刷叫  
≦C∑   

1ml≧2  

＜＋∝）．   
1叫nlog2ぷ‾2 lml  

Intheproofofthetheorem，thetheoremofMen昌ov－Rademacherisessentialand  

thistheoremisstatedinthefo1lowlngform．  

ヽ′ r∬β0月β〟0ダ〟月Ⅳ∫0V」点A刀眉肌躇β且 エeりn，A，〃）ムeαmeαβ≠γe叩αCeα犯d  

Jeり¢カニ芸あeα卯朗畑花押mαg叩ねm〃花n・ガα8印Ⅶe几Ce（c〝）才芸βα瑚eβ翫co几d左上盲0几ご  

＋00  

∑hl2log2〝＜＋∞，  
〝＝1  

兢e陀∑ニ芸c〝んcom叩eβαJmo8t帥叩W九eγe盲犯n．  

（SeeZygmund［1968】，VOl．ⅠⅠ，P・193（10，21））  

BythelemmaandthetheoremofMen畠0V－Rademacher，Wehave  

。伸，≦t（Q（ mo〟＋踊紳0射け1e（諾（mo〟亜0（1）   

foralmosteverywherex∈Rn．WbdenotethelefthandbySQ（i；X）＝SQ（t；X，y，M）・  

Thenwehave  

f 紳£y，≦fe（∬（mo〟十州＝什榊帥）＋0（1）  

電 ＝咄嘲∬ト／∫q（叫濾w号log㍍坤・0（1）  
2  
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2  

f    ＝0（輔車0（／断堀中）＋0（1）  

＝0（措log代り．   

Therebre  

∑：e（∬（mo〟＋y））＝0（勘ogぷf）  

¢（mo〟＋y）≦t   

almosteverywhereonRn．ThiscompletestheproofoftheTheorem．  
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Section7・Onsomespecialmultipletrigonometricseries   

W畠cosiderinthissectiontheBoclmer－Rieszmeansofsomespecialmultipletrigono－  

metricseries，thatis，  

ト町かm∬  
一見（  

Firstly，We PreSent already－known resultsin Fburier analysis by Stein，Stein－W占iss，  

Babenko，Il’in，ShaplrO，Alimov－Il’n－Nikishin．  

ぶfe盲m：  

侶Clog叫）・  
・混（ト野e2訂‘m  

（cf・Stein［1961］，THEOREM4）   

且．凡才．∫te宜m乱nd G．Ⅳe壱ββ：  

【g－Ⅳ＊］  1imsup  
f→＋00  

＝＋∞払r∬∈g，  

and  

l  
。＜＜電 

［ぶ－Ⅳ＊＊】  lim sup 
電→＋∝〉   

＝＋∞払ーニr∈∫，  

WhereSisthesetofpointsxwherethedenumerablecollectionofrealnumbers（lx－ml：  

m∈Zn）islinearlyindependentovertherationalandi七isknown七hatthecomplemen七of  

ShasmeasureOwhenn＞1・（SteinandW占iss［1971］，LEMMA．4．11andTHEOREM  

4．3）  
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．打．∫．βαあe門．た0：   

（1）Supposel≦p≦2n／（n＋1），0≦α＜αpandq＜n／p／・Then  

剛  直」…） ≪‖。＜冨＜f（ト男α辟m騨与件可  
（2）Supposel≦p≦2n／（n十1），α＝αpandq＜n／pl．Then  

（ト誓）αp毒 e2灯‘m∬ltp≪距（logf）書・  【β「  七草‾J（logり圭≪ll∑  

0＜lml2＜t   

（3）Supposel≦p≦2n／（n＋1），α＜αpandn／pl＜q＜（n－1）／2－α・Then（q∈LP（Tn）  

andi七sBochner－Rieszmeansoforderαareunboundedlydivergentalmosteverywhere  

on rれ．   

（Babenko【1973］，THEOREM3．3andTHEOREM3．7）  

VA．∫J′よmand且g．ぶん叩盲ro：  

青学≪11∑e2汀im∬ ル≪㌔字  

Iml2＜t  

［∫－∫】  

（TheleftinequamybyIl，in（［1968］，（23））andtherigh七inequalitybyShapiro【1975］）  

即．A．A言古mou，坤and坤：  

e2那加は  

［A－ト椚］   II C 彊Ip＝0（1） （1≦p＜  
。＜岬＜t】m声  

・A－ト叩  ‖。＜吉＜茅脚（1）（1≦p，a皿dJ＜宇）・  
（Alimov，Il，nandNikishin［1977】，COROLLARY3，COROLLARY5）  

ZO．On七heresultsofStein－Ⅵ砧iss  
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Stein－Wbissshowfirst【S－W＊】，andthenshow［S－W＊＊］byusingtheRiesz，s  

COnVeXitytheorem．W占canobtainthefo1lowlng：  

rんe卯em・∫叩p朋eO≦α＜等主JJ≧0肌dα＋J＝丑声rんe…eんαVe  

1imsup  
モー→＋00  

＝＋∞カγご∈鼠  

rんeC㈹e諾軸r九eoγem好局壷eβgmeα几β「〟・R盲eβZ〃ββガノ・Co几β盲deγα几≠meγ盲cαg8eγ盲eβ  

∑た≧0αたα几d五わ戯eβ∬me…J㌢＝∑0≦た＜t（ト頼）ααた，α≧0・乱ppoβe兢扇J㌻J＝  

0（挿）αβt→＋∝㍉カ汀j＝0，1．几e氾，げ0＜β＜1，α＝α0（1－β）＋α1β，α几d  

β＝β0（1－β）＋β1β，WeCα循CO几CJ≠de塊α電J㌢＝0（fβ）αβf→＋∞．  

Proof・Suppose，forsomeαoWhichO≦α0＜王室，  

e2汀iわ∬0  

lim sup 
t→＋∞  

＜＋∞，atこrO∈∫．  
lml寧－α0  

Then，byLemma20fSection3，Weh乱Ve  

．昆（ト町e2訂im∬0  ≪fを（守一α0） 
sup  

O＜∫＜t  

＝0（新字一両）・  

Ontheotherhand，ifα1＞寧，Wehave  

怠（1一町e2血0＝0（脚1））・  

Now，1etObeanurhbersuchthatO＜0＜1and牢＝ぬ1＋（1－0）α0・Then，Since  
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e（ヱ宇一号）＋（1－0）（ヱ宇一 号）＝0，byRiesz，sConvexityTheorem，WeCanget  

（ト掌）苧e2血0＝0（1）  

Thiscontradictsthe【S－W＊］．  

Thistheoremcanbeimprovedtoamorepreciseformbyusingthe七heorem【Szeg6－  

BerndトHa丘1er】，  

r∬∬0月β〟「C・ぶ叩∂〃タg軋且C・βeγ冊d電〃タ叫α几dJ．ム∬小㍑γ／Jββ卿・  

爪汀0≦α＜ヱ宇，  

ゑ（書冊）αe餌‘m∬＝n（脚）（log揮」α）），  
α几dかα＝旦≠α犯deve几m，  

∑（モー回2）寧e加血 ＝叩翠loglogり，  
】ml2＜f  

帥eγyW九eγe．  

Thisproofisbasedonthefo1lowlngequality  

／
ノ
0
 
 
 

1
一
封
 
 

∬£晋＋α）（汀2】m－∬l2∈）  ど喜（号＋α）  

e‾早島（！士；∬，y）dま＝   
∑  

m－∬≠0   
lm－∬l号＋α  汀α  

） whereH£β）（u）＝u告e－uL㌘（u）andLg（u）istheLaguerrepolynomialoforderβ・In  

七hecaseofα＝Oandx＝0，thiswasobtainedbySzeg6【1926】，byBerndt［1971］inthe  

caseofα＝0andgeneralx，andbyⅡa血er［1982】inthecaseofα≧Oandgenealx・  
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me卯em笹wα加あ0〃タβ船 ∫叩pOβeT≧0，0≦α＜空手，J≧0肌dα＋J≦牢・  

rんeTlぴe九αγe  

e2汀im∬  

ふ（ト男α  ＝n（縛Lα一価）措Lα）ィ）  t叫りogTlml   

everyぴんere．  

Proof．Assumetheexistenceofx suchthat  

e加im∬  

1＜冨＜t（1一群   ＝0（締－α一偏）措Lα）ィ）・  1叫りogrl叫   

Next，applyningLemma20fSection3tothecases＝α，β＝q，T＝Tand  

e2汀血∬  

αた＝∑  
l叫2＝た   

l叫JlogT】m】’  

then we have 

e加im∬  

J又＝1＜冨＜入（ト男α   
1mlJlogTlml’  

amd  

軍＝1＜吉＜入（ト即加‘m∬  

Therefore，Wehave  

≪人音logrヰ糖仲恒g入）措Lα）一っ  1＜冨＜入（1－即2血  

＝0（人吉帥）（log岬－α））・  

Thisisinconsistentwith［S－B－H］・  
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仇仰紬明り「飢椚血品再M劇肘・カ0≦α＜αpα几dl≦p≦缶，翫花，かα几yT＞吉，  

兢eree〇盲β由α舟几C山花J（ご）∈エp（r陀）β髄C九紙皿f  

鞘∬）＝n（紳甑）摘」α）－r）e叩桓  

Wんerewecα几ねたeかβ≠C九α舟几C如几J（諾），塊eカ‘几C如犯（町（諾）・  

仇汀0批ryg・劇汀0≦α＜牢，WeんαVeα即eCよβかmqJ鮎叩γ壱¢髄8仇eoγemご  

。＜冨＜fト男α  ＝n（（log岬－α） 
） 

明W九eγe・  

動pecよαgJy，   

＝＋∞eVeγyぴんeγe．  lim sup 
t一→＋00  

20．OnestimationsofLP－nOrmfbrtheBochner－Rieszkernel   

FbrO＜E＜1／2，definingthefunctionV；α（x）asR。（士；X）orOaccordingtowhe七her  

lxl≦E，OrlxI＞Eandx∈Tn，Where  

J号十α（2mβl∬l）  

月α…＝／（ト男α♂廟物＝  

ly12＜f  

r（α＋1）  

t∬l号＋α  汀α  

Tben  

熱m）＝／叫；∬）e一紬冊 血  

l∬l≦そ  

モ  

／J号＋α（2町有）J号－1（2州境  
0  
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r（α＋1）謝号－α）  
2汀  

がl叫昔‾1  



Bythewellknownformula（Ⅵ触on［1966］，p．411）‥FbrO≦aandb，  

げα＜わ，  

ん（αりん（如）  

画而司  
げα＝ゐ，  df  

b〝伊－〝－1   

げα＞ゐ・  
2〃－リー1α〃r   

we have 

＋∝〉 ／J号＋α（2汀舟輝1（2榊）雷  

O  

iff＜l叫2，  

r（α＋1）書き（号－α）  

2Ⅳ   

がIm悸－1  

iff＝I叫2弧dα＝0，  

（ト牢）α  iff＞回2・   

Therefore wehave  

呼00＝（ト誓）α伸）－Cα  
f喜（エ宇－α）  

∵－＼…●ノ 回半’ TTl  

where6F（m）＝1，1／2andOaccordingtowhetherlm［2＜士，I叫2＝青andα＝0，Or  

暮叫2＞tパα＝2汀r（α＋1）／が，弧d   

＋∝）    抑）＝柚／J号・紳布巾ー1（2榊）芸  
ど   

There払r，forT≧電，Wehave  

紳）＝．昆（ト即2壷  
青書（守一α）  

＝∑呼（m）e2訂m∬＋cα■∑  

l叫2＜r  O＜】叫2＜r   

ギ（m）e2訂im∬  

回牢   

一｛、 Sincelうα（∬）∈エ2（r几），∑岬＜r呼（m）e加im∬→呼（∬）inが側rmaS71→十∞・  
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Thereforewehavethefo1lovlngLemmふ．  

エemmαJ・r九ee叩よ0几∑m≠O e？訂im∬壱β翫加よer・脚両α師宣0花   

βデ（∬）∈エ2（r循）肌d∬α（f；ご）＝W（∬）＋cαf喜（寧一α）β㌢（∬）．  

上emmαβ「佑A．劇㌔几．肌d凱．A．AJ盲mov〃タ7鋸・ク・5鮎ノ・  

（1）  lギ（m）l≦Cl∈‾α，  

α陀d  

ど‾α‾1  

l芹（m）1≦C2   （2）  

lf－・l叫2I■  

wんeγeClα几dC2αγedepe†もdo陀gyO几αα几dm．  

Usingthi＄Lemma，Wehavethefo1lowlnglemma・  

上emmαタ「佑A．刀，盲几α几d乱A．舶mov〃タ7耽p・∂坤l岬捌2≦Cど‾α‾1  

エemmαイ． 凡γp≧1，Weん肌e  

■■呼駈叩 
0  

2汀ヽ句  

w九erec叩＝ 1 2号小誓町一針号r（α＋1）r（号「盲・  
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Proof．  

J号＋α（2和利瑚  

－ 

∫こ≦モ   

r（α＋1）  
貴書（号－α）  

llⅥαllp＝   
l∬l号巾  打α  

J号＋α（2汀、ふ）  r（α＋1）  
r和一1l∑n＿1ldr  

r号＋α   汀α  

＝C 呵芋 珊瑚＋α（叫・  

rたeoγemJ・ ガα＞αpα几dl≦p≦2，塊e几Weん肌e  

ll∬α（上甑＝Cニ，p河＋0（f喜（牢－α））， TI  

wゐeγe  

二二㌘  
β 几－ト（号＋α）p  

C，p＝Cα，p  

（α＞叫⇔α＞（和一1）／2－m／〆⇔m伊＞（m－1）／2一α）  

Proof．First，   

‖呼ルー＝馴p≦‖軋（り‖p≦ll呼帖＋‖酬，Whereβ拍）＝士を（翠‾α）β㌢（∬）・ 一－〉′｝′‾、一一   

and‖馴p≦‖OF＝2＝t喜（翠－α）‖OF＝2＝0（t喜（守一α））（bylemma3・）・                ～                 ＿二‾‾■二一■■■  

Next，  

掃（汀麦汁p（号佃α（湖   

＝0（掃（訂麦汁御井0（脚）・  
Thesecompletetheproofofthetheorem・  
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ムemmα∂．  

‖呼Ilp＝C琵，p渾（logり皇＋0岬），函＝α卯                          n l ll  （1）  

α冊d  

（2） ‖肌＝Cニ，甚 平－α）∈号増＋α）・0（祈」α）サ如＜α即  

〉烹は／lcos叩β 帯（甜cosヰ  C㌫＝C叩   ぴんere  

）（綿坤）書ト（竿＋α）〉‾き  
肌d cニ・p＝（浣  

Proof．Bywellknownformula：ん（s）＝J喜市言cos（s一叩／2－7r／4）＋0（s－3／2），Wehave  

げ叶p（号＋α）1J号＋α（叫  

m＋1＋2α  ㌔－トp（苧＋α）   
＝0（1）＋  

＋0（げ叶榊dβ 
）皇）  

Here，   

′ 

プ軒紳α）－cos（頼A）一夕dβ＝プβ叫帥）（ノ■cos（r＋A）lpdr）dβ  

1  1  1  
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＝卜榊）】cos（r＋叫：  

SinceJ；lcos（r＋A）JPdr＝S／2訂J？訂IcosrlPdr＋0（1），Wehave   

－（叫岸・坤瑚＋専cos（r・A）・ヰ＝…・  

ム＝（芸才・cosr】pdr）折半＋畑中瑚帥 ）・  

Inthecaseofα＝αp）   

ム＝（芸才・坤）葎・0（巨（糾dβ ）  

＝（芸才Icosr・pdr）  logM＋0（1）・  

Therefore，inthiscase，   

巨卿佃＋榊 ＝（甜∽可log刷  

Inthecaseofα＜ap（⇔p（ヱ撃＋α）＜n），h＝  

（綿坤）トp綜＋α））‾1折半＋α）＋0（1）＋0（u巾馴 
）・  

Therefore，Wehave  

㌔一トp（苧＋叫cos（r＋A）lpdβ  
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＋α 
∴哺・α）  

＝（去デ・cosr・pdr）ト鳩））  

＋0（祝叫（軸） 
）＋0（1）■  

Thesecompletetheproofofthelemma．  

r九eoγem・動γ兢ecαβeq′α＝鞄，We九抑e  

l凧（り＝p＝C琵，p渾（logり吾＋0（げ）・                                                                       ▼l l           ▼l  

励pec五α勒，ぴん∽p＝1，  

（ト璧）‘叫′2  】】∑  

l叫2＜電   

e2血珊＝Cologt＋0（logり，  

W九eγeCo＝琴，1＝4汀‾招r（寧）r（号）‾1   

Remark．Whenn＝1，P＝1，theconstantCobecomes4／7T2．Thisisconsistentwi七hthe  

SO－Calledエeあe叩髄e†川mゐeγエた．Thatis，  

上と聖二  

（SeeZygImnd【1968】，P・67）  

た ∑e2訂i〝∬  

〝＝－た  

血＝logた＋0（1）・  

r九eorem．血塊ecαβ＝′α＜鞄（⇔1≦p＜2m／（m＋1＋2α）），かβOmep〃β盲電盲ve  

川m血抑bCIJC2，  

Clf喜（守一α）≦肘㍍（…lp≦q青書 （守一α）   

動pec盲αg軌かα＝0α几dp＝1，We九αVe仇eγe8髄J叩・刃・  
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Proof．First，bylemma3andLemm5，WeObtain七herightinequality・Next，払reach  

P≧1，Webave  

‖刷帖≧ 榊 （∬．巨）皇  
≧（∬．去p酬ゐ）圭一（∬．去p紬血）皇・  

一二‾‾＝一一′ whereOF（x）＝C。fを（半－α）oT（x）．By七hedefini七ionofthefunctionlうα（x），1emma4and  

lemma5，  

冊甑α（湖  
（か醐）き＝C叩挿仔  

＝C蒜謝号－ヤ摩‾α‾即＋0（古書（宇－αト1）・  

Ontheotherhand，bytheSchwarzinequalityandLemma3？Wehave  

…皇  

密呵圭≦糎2d弛1ゐ）  

≪‖嘲l2ど 
頑圭一告）≪青書（守一α）∈－α－1＋叩（き一書）  

Therefore，1etkbearrumbersuchthatp（寧－α一貫）＜－α－1＋pn（圭一喜）（⇔p＞  
掛），andletEbesuiRcientlysmal1・ThenwehaNethefo1lowinginequality：  

膵津川Ip≫青書（寧－α）  
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Section8．A remark onBabenko？stheorem   

BabenkoprovedthetheoremwhichgivesanestimationofD（t；X）－K（t‥X）・Ⅰalso  

PrOVeitinthefo1lowlngformand my methodis thesame as B・Nov孟k’sinwhich  

he proved a pointwise estimation．This work was announced at a seminar on the  

StudyofHardyspacebytherealanalyticmethodandmul七ipleFburieranalysisatRE－  

SEARCHINSTITUTEFORMATHEMATICALSCIENCES，KYOTOUNIVERSITY  

（1980・2／12～2／14）［1980］：  

rんeoγem． r九eγee〇よβわαCO几βね几tC立花depe†もdよ几gO陀諾β視Cん塊α士  

C浮‾1log貴  かm＞4，  

さ∴一 
‾ 

二＿ 
二二＿ 仰＜t  lyl；＜t  Cflog3f  かm＝4．   

舟rαggご∈r犯．  

Themainpartofourproofof七histheoremis七oconfirmthateachinequalityofSatz  

30fNovak［1968］isvaliduniform1yinx・  

Notations：t＞0，（t〉＝min（lj－tl：j∈Z）， X∈Rn，ak（x）＝∑lm［2＝ke 2訂im∬，A（恒）＝  

∑ImI2＜t 
e2汀im∬＝ ∑0≦k＜iak（3），Al（t；X）＝A（恒），A（恒）＋1／2ak（x）accordingto  

whetheriisnotintegerorinteger，K（t；X）＝jlyl2＜ie2極dyand  

＋∞  

0（s；X）＝∑ak（x）e．k8＝∑e2qim”lml2s （Theta－function）・  

た＝O  m∈gれ  
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加mmαJ．爪γあ＞OJ  

1＋戒・ J机＞0，  

姦ア芋dβ＝  
あーir   

1／2＋〃皐   かu＝0，  

〃品 かⅧ＜0・  

ぴんere〃de几0電e8pO8盲ま盲vec捌ね穐わdepe几d如0鴨ア，…几dあβ≠Cん血相i≦1．  

上emmαg．エe汀≫fn，α几d（f〉≧モー沌／2卯（f〉＝0．ア九e…eん肌e  

1／t＋ir     A′…＝孟／  
1／ト」r  

WんeγeO（1）五…花押γmgy盲几諾．  

Proof．  

eね0（β；諾）  

dβ＋0（1），  

1／t＋ir  1／電＋汀  

dβ  

dβ＝≡αた（ご）去丁雫  

eね0（β；ご）  

1／ト汀  1／竜一ir  

＝。芸才αた（ヰ＋〃  ）＋呂αた（ヰ佃妄）＋岩αたヰ  

＝A′（帖妄増・αた（叫  

whereαk＝e（tqk）／i／Tli－kl，1／（Tt）accordingtowhetherk≠tork＝士．   

Putgl＝∑た＜り20rわ2tlαた（∬）lαたand銭＝∑t／2≦た錘lαた酬αた・   

First，WeeStimateSl．SinceIaた（x）［≪k（n－1）／2and［k－可＞t／2ifk＜t／20rk＞2t，  

＋∝〉  ＋∝〉  

∑たぃ1）／2e（叫／t  

た＝0  

1  

仇≪言∑lα刷e（叫／電≪  
た＝0   

＋∝）  

rr苧 
2l青学  

た 
＝0  

Nex七，WeeStimate S2intwocases separately，i．e．，aCCOrdingasfisintegralorno七，  
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respectively・Inthe”noiinie9er”case，letNbe（i）＝lt－NI・Then  

哉＝〈ふ＋嘉＋叫芸≦2J㈹  

n－1 ≪fT  ≪r牢（logけ勘≪r．  

Inthe〝inie9er”case，1ettbeN．Then  

範＝〈喜≦嘉∴芸≦2J刷  
e（トた）／t  

＋∑1αた（∬）l言   

n＝Ⅳ  
lトたl  

≪澤旬ogけ言）≪r・  

ThereforewecompletetheproofoftheLemma・  

Definition．（ThegeneralizedGaussiansums）   

た鳥  

揖（m）＝毎，（ml，．．．，mn） 空∑．∑・  ‥ 

α α1＝1恥＝1 n＝1   

エemmαβ．エe電βあeαCOmpge諾肌mあeγ，Re（β）＞0・r九eTも  

汀2tm－た∬l2  
12 

汀冒  

∑∫抽（m）eXp  
m∈gn   

0（β；∬）＝  

呵β一撃）号  

ぴんereゐyββ，β＞0，Weme肌αあγα几C九小九e′肌C如乃ββぴん盲c九盲β押盲ま盲veかpoβ盲血e  

りαJ≠e8イβ．凡γ兢eγ，Weんαりe  

l恥（m）l≦（2浦）恥叫叩eC勅l恥（m）l＝た号，紺，九）＝1・  

Proof．  

更e桝2β＝ た 更（∑押・冊巾）2り  

J＝－∞  J＝－∞ d＝1  
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た 

＝∑e‾2哩 
＋00 ∑e 

‾（β‾2棚叫仰＋2坤＋搬   

α＝1  J＝－∞  

i
 
 

2  
  α
  h
－た 
   
．●■
   
灯  
 り一
  

∵
 
 

た
 
 
 

ニ
 
 

exp（2藻  
＋00 ∑   

i
 
 

）
 
 

，  

2
 
 

り
J
 
 

（
 
 

2
 
 

汀
 
 

た（β－2汀嘲喜J≦霊  
）
 
 

ん
T
た
 
 

．
〃
○
 
 
 汀

 
 

2
 
 

β
 
 

（
 
 

whereweusedthewellknownTheta－tranSformationfommla：  

∑e －刷＋2榊）∬＝ 嘉 榊）輌α   
J＝－00  

汀2  

∑e‾2瑚＋2極  
α＝1  

央2（d－2汀i  

た（β－2汀嘲喜J±誌  

Therefore，WehaNe  

叫；∬）＝耶＝1（更 e2血叫2  
ml′＝－00  

り  

Ⅲ ニ＝1（望e  
mレ＝－00  

IZ 

灯す  ∑e潮音α胸骨恥 

叫声＝1  

〉   

た2（8－2灯i  

ヱ
2
 
 

）
 
 

－
几
T
た
 
 

．
■
ワ
V
 
 
 汀

 
 

2
 
 

Q
リ
 
 

（
 
 
 

れ
 
 

■
■
〃
 
 

一 

∑触m）e 
m∈gれ  

†1  

甘言  

㍍（β－2汀緩）号  

Therefbrethiscompletes七heproofof七heLemma．   

Definition．魚（x）響max（（kxv）：1≦u≦n），Rk（x）空min（，m－叫2：m∈  

Zn）andSh，k（x）響sh，k，（m）ifmsatisfiesRk（x）＝lm一叫2・（Itiseasytoseetha七  

1／哺2（x）≦Rk（x）≦nA2（x）・）nlrther，theFbreyfractionscorre＄POndingtotl／2  
meansfhcti。nS。fthefbrmh／kwhere（h，k）＝1andO＜k≦tl／2・Ifhl／kl＜h／k＜  
h2／k2arethreeconsecutive丘actionsofthis七ype（i・e・，betweenhl／klandh2／k21ies  
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justone払rey＆actioncorespondingtoil／2，namely，h／k），thenwedenotebyl㌔，kthe  

interval  

［2打…豊 ，2訂詰計  
Thenwehave  

侮＝［2打…－㌫ ，2打喜・品］，  
Where7T≦el，e2＜27T・Tlms，fort∈VL，k，Wehave  

lf一l≪1仲1′2  

Theunionofal1theseinterValsisthewholerealaxis．Inparticular，WehaveVh，1＝  

トw，可，Wheret〃＝2汀／（1＋［〃2】）≪1／〃2  

加mmαイ・ガJ∈鴨，た，塊e几We九肌e  

Cf  

f号e叛1十卑－2汀食  訂号動，た（∬）＿  
0（β；諾）＝  

た町＋叫－2汀㍍）号’  

ぴんeγeβ＝1／け盲Jα几d〃盲βCOmpJe諾肌mあeγβdep帥d壱几gO花器W九壱cんl〃l≦1・  

Proof．LetmlbetheintegerforwhichRk（x）＝Iml－kxl2・Thenwehave  

†1  

灯す  
n  

打冒  

∑（…）  

m≠m′  

助，た（ご）e 
た2（き‾2訂‘  

0（β；∬）＝  

か（β－2汀緩）号  か（β－2汀か号  

＝（mainterm）＋（errorterm）・  

）
 
 
 

l
 
 

一打2lm一叫2  ∑た号exp  

m≠m′  

（errorterm）≪  ）
 
 

，
几
t
た
 
 

．
ウ
V
 
 
 

打
 
 

2
 
 

e
U
 
 
 

（
 
 

2
 
 

L
r
几
 
 

▼l 呵β－2汀矧す  

〉〈を‾  

た2（11り2（す－2汀  た2（11日2（J一触  

≪  
た号（1＋士2（グ－  
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ト 
‾ e‾和恭耶ポ棚）‾n  ≪  

㍍（1＋f2（α－2汀か2）号  

上告  
ー  

．〔．‥。  

e巧1＋中一加□）2） 
）  

≪  

た墾1＋f2（J－2璃）2）号  

because  

2汀≪ い封志・  ≫丁て≧，WbenJ∈侮，1．e．，  
た2（1＋士2（α－2汀か2）〝た2＋電」2  

エemmα古．爪汀eV叩まβ髄Cん仏α頼〉≧f一書0γ〈f〉＝0，  

eヰβ一叢粘）  

‰
 
 

dJ＋0（持logり，  A′（f；諾）＝町号  

（β－2汀嘲号β   

w九eγeれ＝［門ノβ＝1／f＋壱α，α穐dんα几dたβαま壱励（九，り＝1αgWα卵・  

Proof．Wbcovertheinterval ト2汀Tl，2汀n］by（VL，k：h／karethemrey血・aCtions  

correspondingtoil／2）．Thelengthofthemoste侃cientcoveringis2Twhi血satisfies  

therelation：T＝27Tn＋0（1／tl／2）．   

ByLemma2，Wehave  

eね0（β；∬）  

A′…＝∑∑去／  
た≦㍉l叫≦抑L lん   

ゐ＋0（1），  

andbyLemma4，  

一  ●  ゐ＝（…）号帥）去／              Ⅵl，た  
eね0（β；諾）  

（β－2汀緩）号β  

′
ノ
町
 
 

立
2
 
 

）
 
 

ナ
V
一
た
 
 

（
 
 

〃
r
 
 
ハ
し
 
 
 

＋
 
 

＋t2（J－2汀喜）2）待1  
l
 
 

（
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Denotingthesecondtermby7も，k，  

恥＝C〝（妄）号Cr  

－C／hβ  

Inthecaseof（h，k）＝（0，1），  

ct exp（一間）  

（1＋f2祝2）苦け〃＋盲（“＋2魂）  

h‥≪チラー享子  

0  

汁き  

。f n  e‾市笛才血≪f言，  

becausethefunctionqde－Cqisboundedon［0，＋∞）foreachc，d＞0．Next，＄ince，in  

thecaseofh≠0（weassumeh＞Oafter七his），ll／ま＋i（u＋27Ti）L≫h／k，  

c葎㌦  

Ct e‾た2（1擁）  

恥≪（妄）号芸才  du  
（1＋士2u2）晋  

nた  
＝fT   

Therefore we have 

‾ c－  n 111 
e榊2）血≪青7‾雷－  

ん●  た2（1＋f2朋2）  

1  

≪勘ogf・  
何  

∑ ∑恥≪f号＋亡君‾喜∑ ∑  
た≦㍉0＜l叫≦たn  た≦㌦困≦たn   

ThiscompletestheproofoftheLemma5．  

エemmα♂．動γα∈月，あ≧0，  

扁  

1   

eね－り（β一叫  eね－わルー叫   1  def l  
ゐ，  dβ＝  ∫（t；α，あ）芸  

（β－ね）号β   

W〉 

（β一呵号β 2汀  2  

w九eγeβ＝1／f＋壱グ．耶淵牛ガ（f）≧「号押（f〉＝0ノWe鳥肌e  

乱，た（∬）丁。′⊥＿．。＿ 九打2月た（∬）  ）＋0（謹log㍍f），   A′（書画＝ポ∑：∑  

た≦㍉l叫≦たn  

印‥2町有，   た2  た兜  

wんeγe代＝1〃r2αCCOrdよ叩ねびんe兢erγl＞40γ∵n＝4・  
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Proof．  

。 
ね一望血  

1  e 
ね一也出            β  

瑚0，打2月刷一芸／  
鴨，1  

dJ＝  dJ  
βれ／2＋1、■－＝、ノ  2汀  β職／2＋1  

dJ  

≪／  
lJl≧c／㍉  

≪／  
lJl≧c／㍉  

n ≪士T，  
J几／2＋1  ll／電＋叫几／2＋1  

because 月e（わー汀2月1（ご）／β）≦1．   

Next，inthecaseofh≠0（weassumeh＞0・），  

（β－2汀告）号β  

訂りた ＋∞  

“た几／2    ≪！蒜〈ト／1  ≪芸二／  
c／た1β  

dt‘  

（1＋f2視2）昔（1＋士2（M－2璃）2）1／2  
c／た㌦ 灯りた  

＝克，た・  

Inthecaseof毒≦“≦叫k，（denominatorofintegrand）≫（t2u2）n／4（t瑠）1／2  
＝雪花／2＋1u鴨／2りた．   

Ontheotherhand，inthecaseof7rh／k≦u＜＋∞，（denominatorofin七egrand）≫  

（士2u2）叫＝（ね）n／2．There払re，  

ぽ  
1若  

f几／2＋1  

五，た≪‾盲誘‾  
dⅦ  d祝  

f¶／2祝沌／2  fm／2＋1混沌／2ん／た  

＋00  ＋00  
f可4－1／2  f  

1 ／蒜＋読／品 ≪  

c／た㍉  灯りた  

≪  
九  ’たゐn／2－1●  んたれ／2－  

Therefbre，Wehave  

∑∑毎≪t叫・∑ ∑〈  
た≦㍉l叫≦たn  た≦㍉0＜回≦たn  
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1  

言＋f去。 
＜一粗 

≪f叫＋f叫‾1／2 ∑ ∑  
た≦㍉0＜1九l≦たれ  

電logt   払rγl＞4，  

tlog2f  払rm＝4・  
≪f可4＋fn／勺ogf＋  

ThiscompletestheproofofLemma6・  

上emmα7「r九e∬α几たeJ㌔かm≠kノ・動γd＞0，A＞0，β＞0肌d〃＞0，Weんα骨e  

去ア崇 dβ＝（芸）号ん（2伺・  

d－i（X）   

（SeeLandau［1962］（p・262））  

上emmαβ．上efレあe娩eJmα批β電よ花物e＝髄C九兢αまn／4－1≦〝・r九e犯We九αVe  

A′（f；諾）一打号措J号（2m句珊  

（－1）r て「 
措‾卜1  

撃）。＜．冨たn  ＝汀号 ∑  
J号一巨－1  

たr＋1  たれ－卜1  

0≦r＜号一1＼ ′  た≦㌦  

＋0（措log㍍り，ぴんeγeん（z）＝ん（g）／（貴之）〝・  

Proof．First，  

1／f＋∞ ／eね一也                      き  

／  
1／トi∞  

dβ＝f沌／2J号（2打席）・  ダ（む0，打2動（∬））＝  
β号＋1  

Sincel／（s＋ia）＝∑霊（－1）rsr／（ia）r＋1＋1／（1＋ia）（－1）VsV／（ia）〝，Wehave  

招i∞ 
1 7eね一法  1  

et（叶叫一析  

／  
1／t－i∞  

dβ   dβ  ダ（士；α，り＝  
β号（β＋叫  

W〉 

（β－ね）号β 2訂盲  2汀壱  
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1／f＋i∞  

糾e如詳姦／  
1／トi∞  

〝－1  

＝e‘α電∑  
eね」／β  et8－りβ  

β号－r  

（－1）rl  
dβ  

β号‾〝（β＋ね）  慧（呵叶12扁  

⊥  
1  

リー1  

＝eねt∑  
eね」／β   

（－1）r  ヒ圭ニ  

（ね）〝2扁  
（言）喜（号十1）J号中1（2凋）・e最  dβ  

β号‾〝（β＋呵  
た石（叫叶1  

1／t＋i∞  

軒1れ2－ー－1 （2ゆ・e‘α博志／  
1／トi∞  

両
倒
 
 

α  

．
■
●
 
 

e
 
 
 

ニ
 
 

eね」／β  

（－1）r  dβ，  
β陀／2－〝（β＋ね）  （ね）叶1  

月e（ef（1／什呵－り（1／杵呵）  ef8－りβ  

dJ  
ll／け叫号‾〝け／トい（J＋α）  β号‾〝（β＋ぬ）  

〃  
′
ノ
 
 

ヱ
2
 
 

一
†
む
 
 
 

≪
 
 

b
 
 

－
α
 
 
 

dJ  
＋回）（1＋lJ＋α珊  

l
 
 

（
 
 
 ＋l可）号‾〝（1＋  

）
 
 
 

⊥
－
ん
 
 

α
 
 

＋
 
 

b
 
 

l
 
 

（
 
 
 

log（1＋1αlり  ，because盲－レ＞芸≧1・          乃  ≪fm／2－〝  

l坤  

Therefbre，Wehavethefo1lowlng：  

坤画一（叫号ブ号（2打席）  

紳  〝－1  

＝汀号∑  

r＝0  

f氾／2－卜1  
（－1）r  

∑  
0＜困≦たれ  

∑  
た≦㍉   

J昔一巨一1  たn－ー－1  
（2扇）叶1  

1／t＋i∞  

。 ね一㌍  

た≦㍉   ∑宗∑   0＜l呵≦たれ   

dβ   

βn／2－〝（β＋2打婚）  ん〝  2汀盲  

1／ト；∞  

＋0（勘ogKt）＝（mainterm）＋（errorterm）＋0（勘ogKt）・  
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f号logt 払ーれ＞4，  

持log3ま 払rれ＝4．  

1  

（errorterm）≪電n／2－V－1logt∑  

た≦㍉  

∑ 高志 ≪  
たn／2－〝－1  

0＜困≦たれ  

ThiscompletestheproofofLemma8．  

上emmαタ．エe欄＝匿】，α几d（f）≧モーm／20γ（f）＝0．me…e九αVe  

A′（恒）－（叫n／2尭（2和布珊≪士号‾1log代t，  

w九eγeK＝loγ3αCCOγd盲γ岬fow九e班eγm＞40γ∵n＝4・  

Proof．Wbconsideronlythecaseofn＞4．Bytheboundednessofthefunctionjp（z）  

andtheestimationofthegeneralizedGau＄Siansum：Sh，k，（m）≪kn／2，Wehave  

た号 八′J  

げ／2－r－1  

＋勘og花子  t呵≦たn   享，〔肝  A′（恒）－（叫号J号（2mカ1∬l）≪ ∑ ∑  

0≦γ＜号－1た≦㍉  

た几一卜1  

0＜  

∑河 呈＋軸  
¢＜九≦たn  ・士号‾1£宗。急  ≪ ∑ t汁‾1∑   

0＜r＜号－1  た≦㍉  

たn／2－r－1  

≪ ∑ f号中1＋t号－1logけ勘ogi≪f号‾2＋t号‾1logt＋t号logKf≪f号‾1logi・  

0＜r＜昔－1   

TherefbrewecompletetheproofofLemma9・  

n  

pr。。f。fthe。rem．SupposeO＜（f〉＜t一号．Ⅵ屯considerflSudthat（il）＝片言and  
n  

lfl刊≦fr言・Then  

Al（恒）＝AI（恒）＝A（恒）andi 掌‾1－i号－1≪1by“meanValuetheorem”  
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and  

∬  ∬  UV
 
 
†
d
 
 

．
 
 
 

打
 
 
 

2
 
 

慧
 
 

／
ノ
恒
 
 

y
 
 

y
 
 
d
 
 

．
 
 
 

打
 
 
 

2
 
 

e
 
 

／
ノ
廟
 
 

“
y
 
 

（叫）号J号（2打席ト（叫号J号（2汀  f凡（芳））＝  

／ 
＝／押dy≪ 1勾＝fぎーf号≪1・  

t≦lyt＜電1  咤Iyl＜tl   

Thereforeforal1士＞1wehave  

A′（f画一（叫号J号（2打席）≪貴書‾1log㍍f・  

Fbr notintegralt，WeObtainthewantedinequality．Ontheotherhand，forin七eger  

電＝k，Weal＄00btainitbythefactthatlimi→k＿OAl（f；X）＝A（k；X）・Thiscompletesthe  

PrOOfoftheTheorem．  
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Section9・OnanunsoIvedproblemofmultipleFburierseries   

InChapterI（Section5），WePOintouttheexistenceOfabigunsoIvedproblemin  

multipleFburierseries，thatis，Whenn≧2，1≦p≦2andα＞max†ヱ宇一貫，0），does  
g㌢（J；霊）co花町叩eαJm朋電everyぴんeγeダげroあJem叫   

Thisproblemiscloselyrelatedtolatticepointproblemswithweightinthefo1lowlng  

SenSe．  

r九eoγem・ギアγ0あgem〃cαmあeβ〃gVed雌rmα上古ve軌塊e犯Weゐ肌e兢e舟‰w言明二  

月汀0≦α＜牢  

．昆（ト男αe2血＝0（澤＋中血判血壷∈属沌・  

エemmαJ・翻α≧0α几dαmy肌meγ吏cαg呵≠e几Ce（αた）王芸，叩pOβe  

∑（トた）ααた＝Atα＋0（fα）・  

た＜モ   

ア九eTも，We九肌e娩e♪Jわw£几geβ電盲mα如几J  

Aた－A＝0（たα）ぴんereAた＝∑αJ・  

J＜た   

（SeeChandrasekharanandMinakshisundaram［1952】（p・13，COROLLARYl．61．））  

エemmαβ．ガ∑た＜t（ト音）ααたCO耶叩eβねAかβOmeα≧0，翫几∑た＜tαたぁたC¢肌叩eβ  

かeαC九8叩e陀Ce（ぁた）王芸び九左c九あた＝（が）‾1かβ〃meβ＞αⅣ毎＝（たαlogTり‾1か  

細me T＞1．  
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Proof・W占consideronlythecaseofbk＝（kαlogTk）－1．First，COnSideringao－Aasao  

renewedly，itisenoughtoconsiderforthecaseA＝0．Then，byLemmal．wehave：  

Ak＝0（kα）・Therefore  

〝 〝 〝  

∑α鳥あた＝∑（A純一Aた）あた＝∑瑚あた－1一掃＋A州ゐ〝－んみ〝  
た＝〝  た＝〝  〃＋1  

た  ）・0（志）・0（嘉）＝0（1）・  
たlogT  

Proofoftheorem・（1）Thecaseofα＞0：FbranyE＞0，1e七qbe牢－α＋eandletp  

beanumbersuchthatl≦p≦2and空手ーα＜茅＜q・Then  

m－1 γ1   

2  〆●  
ぐJO∈エp（rn）andα＞  

Ftomourhypothesis，Wehave：  

→刷almosteverywhereinxasi－｝＋∞・  
SF（＜qo；X）＝ゑ（ト町蒜  

Now，1etak（x）be∑岬＝ke2qimx／JmJq・Then∑k＜tak（x）（1一書）α＝0（1）almostev－  

erywhereinx．  

Therefore，byLemma20fSection3，Wehave  

．昆（1一群餌m∬ ＝芸（ト音）αた舶  

0（i号）＝0（t竿）almosteverywhereinx．  

ThiscompletestheproofofCase（1）．  
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（2）Thecaseofα＝0：Letqbeヱ宇and，foranye＞0，letpbeanumbersudlthat  

空手＞茅＞守一g・Thene＞牢一貫＞Oandぐqo∈LP（Tn）・Therefore，ffomour  
hypothesis，Wehavethefbllowlng．  

→（州恒e・aS輌  
ゑ（ト誓）笛  

ByLemma2，   

た≧O  
∑空紆coⅣergeSalmosteverywhere，Whereak（x）＝∑       l叫2 

＝た  

e加im∬  

l叫J   

Therefbre，byLemma20fSection3，Wehave  

e加im∬  

∑e 
加血＝∑た2叶号 

lml2＜t  鳥＜電   

∑  
l叫2＜電   

1叫叶4亡  

＝0（t2e＋号）＝0（t宇＋2e）almosteverywhereinx．   

ThiscompletestheproofofCase（2）・  

Remark・Especially，inn＝2andα＝0）thistheoremmaintainsthat  

∑e2汀‘m∬＝叩拉）払ralmos七山lご・  
l叫2＜電   

Thiscorrespondsto‘甘ardy㌧conjeciure”・  
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