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ABSでRACT  

Consider the problem of nonparametric probabilitY densitY   

estimation- Recursive kernel estimators are proposed and their 

asYmPtOtic properties areinvestigated・AIsor a class of stopplng   

rules based on the idea of fixed－Width interval estimation is   

proposed・Finally（aPPlying theidea of sequentialdensity esti－  

mation′ the problem of estimating a multiple regression function   

is considered．  
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＝NTRODUCT＝ON  

Recently，nOnParametric density estimation has been attract－   

ed by statisticians and scientists・＝n densitY eStimation the   

usefulstatisticalmethods are pararnetric．The assumptionin   

these methodsis that the sample of observations comes from a   

POPulation with a known pararnetric family．But when no assump－   

tions about the functionalform of the density function are made   

We Should use another rnethods．These methods are nonparametric．   

＝n this thesis we consider the problem of nonparametric probabil－   

ity densitY eStimation．  

For the nonparametric estimation of density functions sev－   

eralmethods have been developed．Furthermore，aPPlications of   

nonparametric densitY eStimators have been studied．Prakasa Rao   

［25］has made a survey of the methods developedin this area．   

Since Rosenblatt［27］has proposed the kernelmethodin1956，   

Parzen［23］and many authors haveinvestigated two types of the   

kernel estimators．one is nonrecursive and the other is recursive．   

The Parzen－Rosenblatt kernel estimator is nonrecursive．A dis－   

advantage of this typeis that the estimators are not easy to   

update when new data become available．In order toimprove this   

disadvantage，W0lverton and Wagner［37］，and Yamato【38］have   

developed the recursive kernelestimators．1n this thesis we   

treat the recursive kernelestirnatOrS．Devroye and Gy6rfi［12］   

Published a b00k about nonparametric probability density estima－   

tion，in which they discussed variousトtyPeS Of kernelestimators   

COntaining our recursive kernelestimators．  

On the other hand′in estimating the probability densitY  

function there are many situations in practice where the number 
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Of observations on which the density estimators are to be calcu－   

latedis not fixed buヒ random．Carr011［6］hasintroduced two   

Classes ofinteger－Valued random variables（stopping rules）and  

developed sequentialdensity estimators．By using these sequen－   

tialdensitY eStirnatOrS he has glVen COnfidenceintervals for   

the densitY function of fixed－Width and prescribed coverage prob－   

ab土1土ty．  

＝n Chapterlwe propose recursive kernelestimators fn（x）  

Of the nonparametric probability densitY function f（Ⅹ）in the   

multivariate case・AIso′ We Study their asYmPtOtic properties   

including consistency and asYmPtOtic normalitY・  

Chapter 2 deals with sequential density estimators in the 

univariate case・We define a certain class of stopplng rules  

N（d）and take＝ 
N（d）．d 

（Ⅹ）＝［fN（d）（Ⅹ）－d，fN（d）（x）＋d］as a2d－  

Width confidenceintervalfor f（Ⅹ）with prescribed coverage prob－  

abilityα・The rate of convergence of P（f（Ⅹ）E＝ 
N（d），d 

（Ⅹ））toαaS  

d＋Oisinvestigated．  

1n Chapter 3 we consider a modified class of the stopplng ■  

rulesin Chapter 2 and study thelirniting behavior of the mo－   

ments of the stopplng rules．  

＝n thelast chapter we apply theidea of sequentialdensity   

estimation to the problem of estimating a multiple regression   

function m（Ⅹ）．We define a class of stopping rules N（d），and  

by using the recursive kernelestimators mn（Ⅹ）of m（Ⅹ）we give  

＝ 

N（d），d 
（Ⅹ）＝［mN（d）（Ⅹ）－d′mN（d）（Ⅹ）＋d］as a2d－Width confidence  

intervalfor m（x）with prescribed coverage probability oL．We also  

Showthe convergence of P（m（Ⅹ）EI 
N（d）′d 

（Ⅹ））toαaS d＋0・  
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l． RECURS＝VE DENSITY ESTIMAT＝ON  

l．1． FORmU工∫Aで工ON OF THE pROBIJEH  

Let f（Ⅹ）be a（unknown）ProbabilitY densitY function（p・d・f．）  

on RP with respect to the Lebesgue measure where RP denotes the  

p－dimensionalEuclidean space・Thereis a vastliterature on the  

problem of recursively estimating the p．d．f．f（Ⅹ）・Yamato［38］   

introduced the recursive estimator defined by   

壬n（Ⅹ）＝（1－n－1）妄n＿l （x）・（nhE）‾1K（（x－Ⅹn）／hn）・  

′ヽ  

Carro11［6］and Davies［9］considered this estimator f・The                                                                        n  

（声）  

following recursive kernelestimator f＊wasintroduced by Wegman n   

andDavies［36］：   

－1 l／2 f芸（Ⅹ）＝（トn）（hn＿1／hn）f芸－1 （Ⅹ）＋（nhn）‾1K（（x－Xn）／hn）  

1 
for xER．  

＝n this section we sha11propose a recursive kernelestima－  

torfn（Ⅹ）inamodifiedformof壬n（Ⅹ）′thatis，n－1isreplaced  

byan－1withl／2＜a≦l・Theestimator fn（Ⅹ）definedin section  
′■＼  

l・2and the estimator fn（Ⅹ）can be rewritten，reSPeCtively′aS   

n   

fn（x）＝m≡lamβmnhニPK（（x－Xm）／hm）・βonfo（x）  

and  

n  

（nh烹）‾1R（（Ⅹ－Ⅹm）／hm）・  f＿＿（x）＝ ∑  
n  

m＝1   

－1 ＝fweputa＝1thenitturnsoutthatamβmn＝nforalll＜m＜n  
〈  

andβon＝0・Hence fn（Ⅹ）canbe obtained bY Substituting a＝linto  

fn（Ⅹ）・  

In this chapter we shall consider the problem of estimating 
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f（Ⅹ）at a given point x・Yamato［38］showed the weak consistencY  
／＼  

Of f（Ⅹ）andits asYmPtOtic normalitY・Davies［9］showed the  
n  

〈  

StrOng COnSistencY Of fn（Ⅹ）・We shallshow the strong consistencY  

Of fn（Ⅹ）andits asymptotic normalitY・The estimator fn（Ⅹ）will  
ノ＼  

also be shown to be better than fn（Ⅹ）′ from the viewpoint of the  

criterion of the asymptotic rate of variances′ for some choice of   

the sm00thing parameter h． n  

＝n Section l．2 we shalldefine the recursive kernelestima－  

tor f（Ⅹ）in a certain form・AIso′auXiliary results wi11be giv－  
n  

en・＝n Sectionl・3the estimator fn（Ⅹ）willbe shown to be strong－  

ly consistent and its asymptotic normality will also he shown. 

Further，the rate of convergence of the mean square error willbe  

given・Sectionl・4is devoted to comparison between fn（Ⅹ）and  
ノヽ ′ヽ fn（Ⅹ）under the criterion of thelimit of Var（fn（Ⅹ））／Var（fn（Ⅹ））・  

We shallgive a specialtype of the sequence（hn）′by whichit  

willbe demonstrated that the abovelimitis strictlYless thanl  

for certain a depending on this sequence（hn）・Thus，in this case  
〈  

the estimator fn（Ⅹ）is better than the estimator fn（Ⅹ）under the  

above criterion．Further，an OPtimalchoice of the coefficient a  

in the estimator fn（Ⅹ）willbe given for the specialtYPeOf（hn）・  

1．2． ASSUMPT工ONS AND AUX＝L＝ARY RESULTS  

＝n this section we shallgLVe a reCurSive kernelestimator  

of the p．d．f．f（Ⅹ）and give severalresults which are needed for   

the sections that f0110W．  

Let K be a real－Valued Borelmeasurable function on RP satis－  
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fying－  

／】Ⅹ（y）tdy＜∞ and／R（y）dy＝1′   

1座Il∞＝ Suplx（y）1＜00  
yERp  

and  

‖y‖p輌）l＝0′  
＋00  

（K3）  

where［トl［denotes the Euclidean normon RP and the domain of  

integralis RPunless otherwise specified・Let｛an｝bea sequence  

Of positive nunbers defined bY  

（A）  a＝a／n withl／2＜a≦l for alln≧1・   
n  

Let（hn）be a sequence of positive numbers satisfYing the f01low－  

ing conditions：  

（Hl）  1土m h ＝0′       n  

nう・00  

hn≧hn＋1≧・・・ forsomen≧l，  
O O 

o  

1土mn轄＝∞′  

nう■00  

（H2）  

（H3）  

（nhE）‾1／21。叩＝0′  （H4）  1土m  

nぅー∞  

∞   

∑  

n＝1   
（n2hE）■1＜∞・  （H5）  

Define Kn bY  

Xn（Ⅹ′y）＝hニpx（（Ⅹ－y）／hn）f。rallx′yERp′n＝1′2′…  
Consider the modified recursive kernelestimator fn（Ⅹ）for f（Ⅹ）  

91Ven by  
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fo（x）＝K（Ⅹ）forallxERp  
（F）   

fn（x）＝（l－an）fn－1（x）＋anKn（Ⅹ′Ⅹn）for allxERP，n＝l，2，…′  

Where Xl，X2，Ⅹ3，‥・ is a sequence ofindependent andidentically  

distributed p－dimensionalrandom vectors with the common p・d・f・   

f，and the conditions（Kl）′～（K3），（A）and（Hl）are assumed to be   

Satisfied．1n what follows，for the estimator f we sha11assume n  

the conditions（Kl）r・U（K3），（A）and（Hl）without restating them  

repeatedly・Throughout this chapter ClrC2， ‥・ denote appropriate  

positive constants，and for any function g on RP c（g）stands for  

the set of allpoints of continuitY Of g．  

REMARK・＝f K（Ⅹ）ヱO for allxERP，thenitis easy to see  

that fn（Ⅹ）（n＝1，2，‥・）are actuallY PrObability densitY functions  

＝f we put a＝1in（A）then the estirnatOr fn（Ⅹ）coincides with the  
／ヽ  

estimator fn（x）・  

Now，We introduce notation．Let  

（トak）for O＜m＜n   

for m＝n＞ 0  

k＝m＋1  

βmn  

Yo＝Yl＝1   

and  

n   

Yn＝ m（l－aj）for alln＞2・      ＝2  
〕  

1tis clear that Yn＞O for a11n＞1，βmn－－q                             ＜lfor allnz．m＞O and  

－1 

βmn＝YnYm   
for alln＞m＞1．  

Sacks［29］showed that  
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a 
（1－Eふ）man－a皇βmn三（1＋Eふ）mn forallnヱmヱl・  （1・2・1）  

where E′＋O as m＋∞．By（l．2．1）and the fact that トa・＞O for m］  
all〕ヱ2・there exist two positive constants Cland C2SuCh that  

a 
Cmn Clman－a皇βmn5＝2 for a11n之m三l・  （1・2・2）  

1n particular，it holds that  

‾a  
Cln‾a≦Yn≦C2n  foralln＞1・  （1．2．3）  

LE柑4Al・2・l・Let（hn）satisfy（Hl）and（H2）・＝f for some  

a＞1／2 there exists a positive constant β such that   

l．2ah 
n m 2（a‾1）hニP・βasn十∞′  

ml  

then for any positiveinteger m 
o  

n  
，1 

asnヰ∞′  ∑a2m‾2Yニ2hニP～a2β（nhEY三）  
m＝m 

o  

Where TTゆn′〉叫n  as n→ペカーーmeans thatゆn／叫n＋1as nす∞・  

（1．2．4）  

PROOF．1t suffices to show that  

β－1nh琵 琶m‾2β孟nhニP・lasn・∞・  
m＝m 

o   

（1．2．5）  

Let anY E With O＜c＜lbe fixed・Ch00Se∈with O＜∈＜1such that  

（1＋2E／3）（1＋∈）＜1＋E and（ト2E／3）（ト∈）＞トE・  （1・2・6）  

BY（l・2・l）there exists a positiveinteger mlgreater thanboth of  

mo and no・Where nois givenin（H2），SuCh that   

（トE／3）m2an 
‾2a  

‾2a≦β孟n≦（1＋E／3）m2an  
（l・2・7）  

for alln≧m≧ml・By themonotonicityof h and a＞1／2we get                                                          n  
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m 2（a－1）h－p＋∞ aS。→．（氾．  （1．2．8）  
m   

m＝1  

From（Hl），a＞l／2，（1．2．4）and（1．2．8）there exists a positive  

integer m2,ml such thatt 
n   

∑  

m＝m 
l  

m 
2（a－1）h－p＜1＋∈           m  

1－∈＜β－1nト2ahp  
n  

（1．2．9）  

and   

m‾1  
l  

朝＜C  
2（a‾1）hニp＜E／3  

o  
∑m‾2Yニ2hエソm主1m      m＝m  

（1．2．10）  

for alln三m2・Combining（l・2・3），（1・2・6），（1・2・7）′（1・2・9）and  

（1．2．10）we obtain  

n   

∑  

m＝m 
o  

m 
‾2β孟nhニp  

－1p  
βnh       n  （1．2．11）  

m 
2（a－1）hニP｛（C… ：ま三m，2Yニ2hニP／  

n   

∑  

m＝m 
l  

＜β 
－1nト2ahp  

n  

m 
2（a－1）hニp）＋1＋E／3｝  

m＝m 
l  

＜（1＋∈）（1＋2E／3）＜1＋E for alln≧m2・  

＝n the same manner as above we have   

β－1nh琵 琶m－2β孟nhニ2 ＞l－C fora11n≧m2・  
m＝m 

o   

（1．2．12）  

Thus the combined use of（1．2．11）and（1．2．12）yields（1．2．5），   

Which cornPletes the pr00f．  

The nextleTrunais one of the results given by Sacks［29］．  
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LEMMAl・2・2・Let q＞－1・Then for any positiveintegerrn0  

mq～（l＋q） Nlnq＋l 
as n＋∞．  

The following two propositions can be foundin Watanabe［34】．  

PROPOS＝T＝ONl・2・3・Let（An）be a sequence of nonnegative  

numbers．Suppose that there exist two sequences of nonnegative  

nunbers（bn）and（d）such that                           n  

An＋l≦（トbn＋l）An＋bn＋ldn＋1 for alln≧l，  （1．2．13）  

∞   

∑ b ＝の  

n＝1 

（1．2．14）  and lim b＿＿＝0′   
n  

n＋∞  

and  

1土m d ＝0．  （1．2．15）  
n   

n」・00  

Then we have  

l土m A ＝0．             n  

nう・∝〉  

PROPOSIT＝ONl・2・4・Let（Un）and（Vn†be two sequences of  
random variables on some probability space（n・F，P）・Let（Fnlbe  

a sequence of o－fields・ FnこFn＋1⊂F for a11n三1・Where U and n  

V are measurable with respect to F for each n≧1・Andlet（bn） nn  
be a sequence of realnumbers．Suppose that the f01lowing condi－   

tions are satisfied：  

（1．2．16）  

（1．2．17）   

0≦Un a・S・for allnヱ1′   

E［Ul】＜∞′  
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（l・2・18）  E［Un＋llFn］三（1－bn＋l）Un＋Vn a・S・for alln三l，  

。1E－Ⅴ。－＜∞  （1．2．19）  

and   
∞  

0≦bn三1（n＝l，2，‥●）′三三慧bn＝Oandn三Ibn＝∞′  
（1．2．20）  

Where E［・］and E［・l・］denote the expectation and the conditional  

expectation operatorslreSPeCtivelY・Then we have   

三雲Un＝O a・S・and 三三慧E【Un］＝0・  

Cacoullos［5］gave the f0110Wing proposition．  

PROPOS工TZONl．2．5． Let K（y）be a real－Valued Borelmeasur－  

able function on RP satisfying（Kl）～（K3）without／K（y）dy＝l．  

Let g（y）be a reaトvalued Borelmeasurable function on RP such  

thatIIg（y）ldY＜∞′ andlet  

‾P 
gn（Ⅹ）＝h／Ⅹ（y／hn）g（Ⅹ－y）dy′ n  

Where（hn）is a sequence of positive constants satisfying（Hl）・  

Then at each point xEC（g）  

1土m gn（Ⅹ）＝g（Ⅹ）用（y）dy・       nぅー0〇  

DEFINIT＝ONl・2・6・ A bounded real－Valued function g defined  

onRPis said to belocallyLipschitz of order入′l／2＜入皇1′at  

Xo（abbreviated asloc・Lip・入at xo）if there exist two positive  

COnStantS L and n，Whichmay depend on xo，SuCh that＝yft＜∩  

土mpl土es－g（xo＋y）－g（Ⅹ0）－≦Ll－州入・  
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l．3． STRONG CONSISTENCY AND ASYMPTOTIC NORMALITY  

工n this section we sha11show the strong consistency of the   

estimator f defined by（F）of Sectionl．2 and we shalldiscuss   
n  

the asymptotic normality of the estimator・  

The f01lowing theorern Shows the strong consistency of the   

estimator f．               n  

THEOREMl・3・l・Let（hn）satisfy（Hl）and（H5）・Then for  

each xE：C（f）  

（1．3．1）  

1土m fn（Ⅹ）＝f（Ⅹ）a・S・ nう‾（カ  

and  

2 
1土mE（fn（x卜f（Ⅹ））＝0・  
nう・00  

（1．3．2）  

PROOF． From the algorithm（F）it follows that  

tEf。（xトf（x）l  

≦（l－an）tEfn＿l（x卜f（x）1＋anlEKn（Ⅹ′Ⅹn）－f（x）I  

for alln＞1．By Propositionl・2・5 we get   

l土m tEK。（x′Ⅹ。卜f（Ⅹ）l＝0・  
n＋∝〉  

（1．3．3）  

（1．3．4）  

Thus′ making use of（1．3．3），（l．3．4）and Propositionl・2・3 we have   

（1・3・5）  

l土mlEf。（Ⅹ卜f（Ⅹ）l＝0・             n⇒・∞  
Now，bY the algorithm（F）and theindependence of X we                                                                          n   

obta土n  

E［（fn（Ⅹ）－Efn（x））21Ⅹl，…・Ⅹn－1］  

≦（l－an）（fn－1（x）－Efn－1 （x））2＋a2vartKn（Ⅹ・Ⅹn）］                                          n  

（1．3．6）   
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≦（トan）（fn＿1（Ⅹ）－Efn＿l （Ⅹ））2・a三E【K三（Ⅹ′Ⅹn）］a・S・  

for alln≧2，Where Var（Ⅹ）denotes the variance of X・  

By Propositionl．2．5 we have   

limhEE【K三（Ⅹ′Ⅹn）］＝f（x）IK2（Y）dy，  
nぅー00   

Which Yields bY uSing of（Kl）and（K2）that   

hEE［K（Ⅹ′Ⅹn）］≦C3 f。ra11n≧l・  

Hence，COmbining（l，3．6）and（l・3・7）we obtain   

E［（fn（Ⅹ）－Efn（x））2Ixl，・・・，Xn－1］  

（1．3．7）  

（1．3．8）   

三（l－an）（fn＿1（x）－Efn＿l（Ⅹ））2＋C3aまhこP a・S・foralln＞2・  

From（H5）it f0110WS that  

00  

∑a2h－P＜00．  
n n   

n＝1  

By（K2）we have   

E（fl（x卜Efl（Ⅹ））2＜∞・  

（1．3．9）  

（1．3．10）  

Thus，from（A）′（l．3．8）．（1．3．9），（1．3・10）and Propositionl・2・4  

Weget   

lim（fn（Ⅹ）－Efn（Ⅹ））2＝O a・S・  
n・十∞  

and   

limE（fn（Ⅹ）－Efn（x））2＝0・  
nう・00  

（1．3．11）  

（1．3．12）  

Ontheotherhand   

lfn（Ⅹ）－f（Ⅹ）I≦lfn（Ⅹ）－Efn（Ⅹ）1＋IEfn（x）－f（x）I （l・3・13）  

and   

E（fn（x）－f（x））2＝E（fn（x）－Efn（Ⅹ））2＋（Efn（Ⅹ）－f（Ⅹ））2（1・3・14）  
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for n≧1．Hence we get（l．3．1）from（1．3．5），（l．3．11）and（1．3．13）′   

and get（1．3．2）from（l．3．5），（l．3．12）and（1．3．14）′ Which cornPlete   

the pr00f．  

We sha11glVe the f0110Wing theorem concerning the order of l   

COnVergenCe Of Var（fn（x））・  

THEOREMl．3．2． Let（h）satisfY（Hl）and（H2）・Assume the                              n  

f01lowing condition：   

For some ain（A）withl／2＜a≦lthere exists a   

POSitive constant β such that  

（1．3．15）  

n ト2ahP 冒m 2（a－1）h－P，β  
n  m   

m＝1  

Then for each xEC（f）   

limnhPvar（fn（Ⅹ））＝Bf（Ⅹ）・               n  

nぅー00  

Where  

22 
B＝aβIK（Y）dy＞0・  

aS n ぅー∞．  

（1．3．16）  

PROOF．Let  

Zm 
＝Km（Ⅹ′Ⅹm）－EKm（x′Ⅹm）for a11m＞l・  

From the algorithm（F）we get   

n   

f（x）qEf（x）＝m≡1amβmnZm foralln’l’ nn   

＝t f0110WS from（Hl）and Propositionl・2・5 that   

2 

lim hPEZ2＝f（Ⅹ）IR（Y）dy・              n n  
nぅー（刀  

（1．3．17）  

（1．3．18）  

（1．3．19）   
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1et  

Y2hP   

b＝ 
ml 

for all n＞1．  

By Lemnal．2．lwe obtain   

bnnhEY三～a2β（＞0）asn・∞・  

On the other hand，by（l．2．3）we have   

O＜nhEY三≦C。nl－2ahE ．  

Which yields．together with a＞1／2 and（Hl），that   

llmnhEY三＝0・  
nう・0〇   

Thusit follows from（l．3．20）and（l．3．21）that  

b †00 aS nヰ・00．  
n  

（1．3．20）  

（1．3．21）  

（1．3．22）  

By（l．3．19），（1．3．22）and the Toeplitzlernma（see Loさve［20】）we   

have   

‾1 2 
b 

ml 

From（l．3．18）we get   

var（fn（Ⅹ））＝ 
m1 

‾1 1 2 ＝（nhE）（bnnhEY）b； aYニEZ′  
m1 

WhichYields   

P I 22 
nhvar（fn（Ⅹ））＝（bnnhEY）bこmlaYニEZ・ nm   

Combining（1．3．20），（l．3．23）and（1．3・24）we obtain   

limnhPvar（fn（Ⅹ））＝Bf（Ⅹ）′               n  

nう・00  

（1．3．23）  

（1．3．24）   
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Which concludes the theorem．  

LEMMAl．3．3． Suppose thatin addition to（Kl）rb（K3），K（y）  

Satisfies the condition   

／‖Y＝匝（y）ldy＜00．  （K4）  

Then for each x at which fisloc．Lip．入′ there exists a posi－   

tive constant C，Which may depend on x，SuCh that  

IEKn（Ⅹ′Ⅹn）－f（Ⅹ）．≦Ch入 fora11n＞l・                               n  （1．3．25）  

PR00F．1et   

6 ＝EKn（Ⅹ′Ⅹn）－f（x）for alln＞1  n  
（1．3．26）  

and  

ltf＝∽＝ SuP f（Y）・  

yERp  

（1．3．27）  

The boundedness of the p・d・f・fimpliesllf＝∞＜00・By（Rl）and  

Definition l．2．6 we have  

l6。l  

≦／1Ⅸ（y）ltf（Ⅹ－h。y）－f（Ⅹ）ldy   

（1．3．28）   

≦C3 5IIYI］入IK（y）ldyhま＋2Itf‖∞ 5IK（Y）Idy  
（hnJlylI＜∩）  （hn）lylI≧¶）   

‾入入 入 

≦C3川yll入IK（y）ldyh三・2＝flt∞nh／HYIl1K（Y）IdY n   

＝（C3・21lf＝∞∩一入）川yIl入IK（y）ldyh三  

for alln≧1・＝f 入＝1．thenit f01lows from（K4）that  

川州入IK（y）ldy＜∞  
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tfl／2＜入＜1，thenit f01lows from（Kl）．（Ⅹ4）and the H61derine－   

qualitY that  

川州入Ix（y＝如  

入 

5＝［川yItIK（Y）ldy］【IIK（Y）IdY］ 
ト入 

＜00．  

入 Hence・Puttingc＝（C3＋2Hfll∞［一入）／［．Yt一IK（y）ldyweget  

C ＜ ∞．  （1．3．29）  

Fina11Y We get（1．3．25）from（1．3．28）and（1．3．29）．The pr00fis   

COmPlete．  

The f01lowing theorem presents the rate of convergence of   

mean Square errOr・  

THEOREMl．3．4． Let x be a point such that f（x）＞O and fis   

loc．Lip．入 at x．Let K（y）be givenin Lemmal．3．3．Suppose   

that（h）satisfies（Hl），（H2），（H3）and（H5）．1n addition to n  

（l．3．15），aSSume the following condition：   

n   

∑  

m＝1  

m a a‾1hエ＝0（nh三）asnサ∞．  （1．3．30）  

Where ais givenin（l．3．15）．   

Then there exists a positive constant C，Which may depend on x．  

such that: 

E（fn（Ⅹ）－f（x））2＜Cbn forallnヱII  

‾2a｝ whereb＝maX｛（nhE）‾1，h三入′n 

（1．3．31）  

PROOF． By Theoreml．3．2 there exists a positive constant  
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C3SuCh that   

‾l 
Var（fn（x））皇C3（nhE） foralln≧1・  （1．3．32）  

Let 6 be givenin（l．3．26）．From（l．2．2），（l．3．30）and Lernmal．3．3 m   

Weget  

a－1 

Im≡lamβm。6ml！C．nqam≡1mh三三C5h三f。ralln＞1・  
Hence we have  

n  
2 

（ 

m1 

（1．3．33）  

Sincelfo（x）－f（x）l三1lKIlm＋＝fIl∞＜∞・WhereIIf＝00is defined by  

（l．3．27），it f01lows from（l．2．3）that   

2 
βn（f。（Ⅹ）－f（Ⅹ））≦C7n －2a foralln＞1・   （l・3・34）  

n  

SinceEfn（Ⅹ）‾f（x）＝βon（fo（Ⅹ）‾f（Ⅹ））＋ 
ml 

and（l．3．34）wehave   

（Efn（Ⅹ）－f（Ⅹ））2≦C8bn foralln＞1・  （1．3．35）  

Let C＝C3＋C8＜∞・Hence by（l・3・14），（l・3・32）and（l・3・35）we  
Obtain（1．3．31）．This completes the proof・  

We sha11now show the asYmPtOtic normalitY Of the estimator   

f 
．＝n the remainder of this section K（y）is assumed to satisfy  

（Kl）～（K4）．  

LEMmAl・3・5・Let Z be givenin（1・3・17）・Suppose that（hn） m  

satisfies（Hl），（H2）and（H4）．Assume the following conditions：  

－ 17 －   



For some ain（A）with 2／3≦，a三＝1there exists  

a positive constant β such that  

（1．3．36）  

l－2ahP  
n  m 

n  2（a－1）h－P．β  
m＝1  

aS n ぅー0〇   

and  

llf＝∞ ＝ Sup f（y）く∽．  
yERp  

（1．3．37）  

Then for each xE：C（f）it h01ds that  

l／2 
（nhE） （1・3・38）  

mlamβmnZmて→N（0・Bf（Ⅹ））asn・∞′   

2 
where Bis givenin Theoreml．3．2，N（0，0）stands for the normal  

random variable with mean O and variance cT2and‖→ ‖  
L   

means convergenceinlaw．   

1 pROOF・LetUn＝anYこzn・Sn ＝ 

ml 

2 
n＞l・Thenitholdsthats＝ la孟Yニ2EZ2・Letb＝ 

m la孟Yニ2hニP  
m  

for alln≧l・First we consider the case when f（Ⅹ）＝0・Since   

1／2 2 1 
E［｛（nhE） amβmnZm｝］＝（bnnhEY）（bこs）′  

m1 

it f0110WS from（1．3．20）and（1．3．23）that  

1／2 limE［｛（nhE） 
2 

n⇒－（氾   

amβmnZm｝］＝0・  
m1  

which implies that 

1／2 
（nhE） amβmnZmヰ0  

m1  

in probability as n十00・  
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Thus（1．3．38）h01ds．  

1n what fo110WS We COnSider the case when f（Ⅹ）＞0．1t fol－  

lows from（1．3．20）and（1．3．23）that   

2   －l 

sn～Bf（Ⅹ）（nhEY） asn・∞・  

1f the LYaPOunOV COndition   

－3 

s冒EIumI3ヰO asn・∞    n m＝1   

h01ds，then it follows that  

－1 
ss －→ N（0′1）as n＋∞．  

（1．3．39）  

（1．3．40）  

（1．3．41）  
n n  

3 

using theinequality亨a＋bf3＜4＝a13＋Ibl）and the H61derine－  
quality we get 

3 3 EIuml3＝a孟YニEIzml3≦8a孟Yニ3E［IKm（Ⅹ，Ⅹm）l］・  （l・3・42）  

S土nce  

-2p ／fK（Y），3f（Ⅹ－hmY）dY≦駆Il㌔＝ff］00′lK（y）Idyhニ  E叫m（Ⅹ・Ⅹm）I3】＝h－2p                        m   

for allm≧l，it follows from（Kl），（K2）and（1・3・37）that   

ニ2p f。rallm≧ll  E【IKm（Ⅹ′Ⅹm）l3］≦C，h   （1．3．43）  

whereC3＝HKtI㌔l酬∞′lK（y）ldy＜00・From（l・3・42）and（l・3・43）  

We Obtain  

可UmJ3≦C4mq3Yニ3hニ2p  forallm≧1・  （1．3．44）  

Let nl＝no＋1with no being givenin（H2）・Thus′by using（1・2・3）・  
（1．3．39），（1．3．44）and（H2）we have  

3／2 －3 

s冒EIumI3≦C5Y三（nhE） 
m＝n 

冒m－3，ニ3hニ2p  
l  

m＝n 
l  

（1．3．45）   
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3（a－1） 
≦C6n 2－3a（nhE）－1／2琶m （hn／hm） 

2p  

m＝n 
l  

n   
2  

∑  

m＝n 
l  

2‾3a‾l／  
三C6n （nhE）  m 3（a－1）foralln≧nl・  

＝tis easy to see that（H4）implies（H3）．We now consider the   

following two cases for the value of a．   

Case（土）・ 2／3＜a≦1・  

1t f0110WS from Lemma l．2．2 that  

n  

∑ rn 3（a－1）rb（3a－2） －1n3a－2  
as n＋∞  

m＝n 
l   

By making use of（H3），（l．3．45）and（l．3．46）we obtain   

－3 

s冒EtUmt3＋O asn＋00・ n  
m＝n 

l   

Case（土い． a＝2／3．  

（1．3．46）  

（1．3．47）  

n  

Since  ∑ m  
m＝n 

l  

－l＜10gn，We have（l・3・47）frorn（H4）and（1・3・45）・  

Hence（l．3．47）h01ds for 2／3ia三1．From（1・2・3）it f0110WS that   

l－2ahP  
f。ralln之l，  0＜nh冨Y三≦C，n   n   

Which Yields，tOgether with a≧2／3 and（Hl），that   

l土mnhEY三＝0・  
nぅー0〇  

（1．3．48）  

By using the fact that Bf（Ⅹ）＞0′（l・3・39）and（1・3・48）we get  

2 11m s“＝ ∞． n  （1．3．49）   

n⇒・00  

which implies that 
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3  
∑，EIumlJサO as n十∞・  （1．3．50）  S  

m＝1  

Combining（l・3．47）and（l．3．50）we obtain（l．3．40）．Since  

1／2 
（nhE） 

I 

m1 
amβmnZm＝（nhE）l／2YnSn・Sこsn，  

We have（1・3・38）from（l．3．39）and（l．3．41）．Therefore the pr00f   

is cpmplete．  

The f0110Wing theorem glVeS the asymptotic normality of f・                                                                           n  

THEOREMl．3・6・ Let x be a point at which fisloc．Lip．入．  

Suppose that（hn）satisfies（Hl），（H2）・（H4）′（l・3・36）and（1・3・30）  

With a being givenin（1．3．36）．Furthermore assume the condition   

lim nh2入＋p ＝0．  （1．3．51）  
n  

nぅーOD  

Thenitholdsthat   

（l・3・52）  （nhE）l／2（fn（x）－f（x））→N（0′Bf（x））asn・∞，                              も   
Where Bis glVenin Theoreml．3．2．  

PROOF． Let Z and 6 be givenin（1．3．17）and（1・3・26）， mm  

respectively・Then we can rewrite fn（Ⅹ）uf（Ⅹ）as  

（1．3．53）  fn（Ⅹ）－f（Ⅹ）   

n n   

＝βon（fo（Ⅹ）‾f（x））＋ 
m1 ml 

for a11n三l．Definitionl．2．6implies（1．3．37）．Thus by virtue   

Of Lemmal．3．5（l．3．38）h01ds．＝fit holds that  
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（nhE）1／2β。n（f。（Ⅹ）－f（Ⅹ））＋O asn・∞  （1．3．54）  

and   

1／2 
（nhE） amβmn6mすO asn・∞′  

ml  

（1．3．55）  

then by the use of（1．3．38），（1．3．53），（l．3．54），（l．3．55）and   

COr01lary of Chung t8］（page 93）we can obtain（1．3．52）．  

We next show（1．3・54）and（l．3．55）．BY（l．2．3）′（K2）and   

（1．3．37）weget   

（nhE）l／2β。nlf。（Ⅹ卜f（x）l≦C3n l／2－ahP／2  
n   

Hence（Hl）together with a≧2／3implies（1・3・54）・＝n view of  

（1．2．2），（l．3．30）and Lemmal．3．3 we have  

（nhE）l／2r 
m≡1amβmn6ml  

（1．3．56）  

n  皇C。（nhE）l／2n－a∑ma‾lhま ≦C5（nh2入＋p）l／2  
m＝1  

From（l・3・51）and（1．3．56）we get（l．3．55）．This completes the   

proof．  

We shallgive an example of（hn）・  

EXAHPLE．  

Let h＝n －r／p forn≧l・＝fl／2＜a三1and O＜r＜min（ap／入′1）．  

then｛hn｝satisfiesallof（Hl）ん（H5）・（l・3・15）withβ＝（2a＋r－1） －l  

and（1・3・30）・＝fl／2＜a≦1and p／（2入＋p）＜r＜min（ap／入，l），then  

（h）satisfies（l．3．51）in addition to（Hl）rb（H5），（l．3．15）with n  
β＝（2a＋ご－1）－1and（1．3．30）．  
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l．4． CHO＝CE OF THE COEFF＝C＝ENT  

n
 
）
 
 

（
【
工
 
 
（
F
 
 

Let the estimators   

（Kl）ru（K3）be given by（  

and f with the kernelK satisfying n  

and（F），reSPeCtivelY．1n this section  

〈  

we shall discuss the asymptotic rate of variances between f and 
n  

fn，and we shallglVe an OPtimalchoice，in a certain sense′ Of  

the coefficient ain（A）．  

THEOREMl・4・l・Let（h）satisfY（Hl）and（H2）with no＝l・ n  

Suppose the f01lowing condition be satisfied：  

For some ain（A）withl／2＜a皇1there exist two positive con－  
StantS α With α 三1and β such that  

n ト2ahP 冒m 
n  2（a－1）h－P，β  

m＝1  

（1．4．1）  aS n⇒・0〇   

and  

n n－1hP ∑h－P＋α aS n＋   n m＝1m  

（1．4．2）  

Suppose that f（Ⅹ）is continuous on RP．Then for each point x with  

f（Ⅹ）＞O   

′＼  2 
limVar（fn（Ⅹ））／Var（fn（Ⅹ））＝aβ／α・  
nう・∞  

（1．4．3）  

PROOF． From Theorem 3 0f Yarnato【38］it f0110WS that  

limnhPvar（fn（x））＝αf（x）′K2（y）dy（＞0）・ 〈 n→・∞  n   

（1．4．4）  

Which together with（1．3．16）implies（l．4．3）・This completes the   

Pr00f．  
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COROLLARYl・4・2・Let（h）be given bY n  

h ＝n －r／p where O＜r＜l．   （1．4．5）  

＝f f（x）is continuous on RP，then for each point x with f（Ⅹ）＞0   

1土mVar（fn（Ⅹ））／Var（fn（Ⅹ））＝a2（1＋ご）／（2a＋ご－1）′  （1・4・6）  

nづ・0〇   

Wherel／2＜a5＝l・Furthermore，if for each fixed O＜r＜l／2we put  

a＝1－r′ 七hen  

＜  

2  
1土m Var（f“（Ⅹ））／Var（fu（Ⅹ））＝1－ご． ’       ’   （1．4．7）  

n  n  
nう・00  

PR00F・ Asis seenin Example of Sectionl．3，allthe condi－  

tions of Theoreml・4・lare satisfied bY takingα＝（l＋r）－land  
－l 

β＝（2a＋r－1），Wherel／2＜a≦1・Hence（l・4・6）isadirectconse－  

quence of（1．4．3）．  

Now we shalldiscuss an optimalchoice of the coefficient a．  

Let（hn）be givenin（l・4・5）・＝tis easy to see that  

2 
a（1＋r）／（2a＋r－1）in the right hand side of（1．4．6）achivesits  

minimum at a＝l－r aS a function of a for each fixed rE：（0，l）．Thus，   

taking account of the condition thatl／2＜a皇1，for each fixed  

O＜r＜1／2，a＝l－r gives the minimum value of the asymptotic rate  

′ヽ  

Of variances，lim Var（fn（Ⅹ））／Var（fn（Ⅹ））・For each fixedl／2三r＜l，  
nう・00   

the closer the coefficient ais t01／2，the betteritisin the   

SenSe Of making the asymptotic rate of variances smaller・  

We next consider the speed of convergence of variance．BY   

Theorem l．3．2 and（l．4．4）we have  
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Var（fn（Ⅹ））＝Var（妄n（Ⅹ））＝0（n 
－1＋r ）asn＋00・  

Thus the closer ris t0 01the betteritis from the viewpoint  

Of the speed of convergence of variance・＝f 2／3皇a5＝1and  

P／（2入＋p）＜r＜min（ap／入′l）in（l・4・5）′then the sequence（hn）  

Satisfies allthe conditionsin the previous sections．Hence，in  

this case，a＝2／3is the best and the cIoser ris to min（ap／入′l）′  

the better it is from the viewpoint of the asymptotic rate of 

VarユanCeS．  
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2． sEQUENTIAL DENS＝TY ESTtMATlON  

2．l． STATEMENT OF THE PROBLEM  

Let f be a nonparametric probability density function on the  

realline R・Thereis a vastliterature on nonparametric density  

estimation（see DevroYe and Gy6rfi［12］）．1n this chapter we sha11  

treat the problem of sequentialestimation of f（Ⅹ）at a given  

POint x・Let Xl， Ⅹ2，X3 ‥・ be a sequence ofindependent andiden－  

ticallY distributed random variables（With the cornmon density  

function f，On a PrObability space（n，F，P）．The estimatoris of   

thef01lowingform：   

‾1 

fn（x）＝n1Kj（Ⅹ′Ⅹj）forn＞1・  
j  

Here′  

Kn（x，Y）＝hこIK（（Ⅹ－y）／hn）f。rX．yERandnヱl，  （2．1．1）  

Kis a glVen bounded probability density function on R satisfying  

2 
1阜mlxIK（Ⅹ）＝0，／ⅩK（x）dx＝O andIxK（Ⅹ）dx＜00  

and  

－r   
Wlthl／5＜ご＜1．  h ＝n  n  （2．1．2）  

Where the domain ofintegralis R throughout this chapter．  

The problem of sequentialestirnation of f（x）by fixed－Width   

COnfidenceintervals has been stpdied bY Carroll［61and several   

authors（see Prakasa Rao【25］）．For given α（0＜α＜l）and d＞O  

Carroll［6］defined stopping rules Nd aS the first n such that  
2 

nh＞（b／d）fn（x），Withsomeb＞0′andthent00k＝Nd（x）＝ n＝＝＝  
［fNd （Ⅹトd，fN 

d 
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Stute【33］considered the f01lowing class of stopping rules：He  

COnStruCtS a SequenCe（＝n（Ⅹ）′n≧l）of randomintervals，defines  

Nd aS the first n such that thelength of＝n（x）三2d and takes  

I 

Nd 
as a 2d－Width confidenceinterval．The second class of  

StOPPing rules as consideredin Carr011［6］is of this form．For   

both of the classes of stopplng rul．es they showed that the prob－  

abilityP（f（x）E＝N 
d 

The aim of this chapteris tointroduce a certain class of  

StOPPlng rules Nd Of the first type and derive the rate at which  
P（f（x）EZN 

d 

in the pr00fis the result of Rychlik［28］on the convergence   

rate in the random centrallimit theorem．  

The chapter consists of four sections・＝n Section 2・2 the   

main theoremis presented／thatislthe rate of convergence of  

P（f（x）E＝N 
d 

lemmas that will be used for proving the main theorem in Section 

2．4．＝n Section 2．4 the main theorem wi11be proved．  

2．2．MA＝NRESULT  

＝n this section we define stopplng rules Nd and a class of ●   

fixcd↑Width sequentialconfidenceintervals （1n，d（Ⅹ）・n三1）′ and  

derivetherateatwhichP（f（x）E＝ （Ⅹ））convergestoαaSd  
Nd，d  

tends to zero．  

Fix any d＞O and define a confidenceintervalof fixed－Width  

2dasln，d（Ⅹ）＝［fn（Ⅹ）－d，fn（Ⅹ）＋d］for eachnヱ1・Forgivenα  
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（0＜α＜l）ch00Se D＝D ＞O such that ◎（D）－◎卜D）＝α′ Where ◎is α  

the standard normaldistribution function．Define stopplng rules  

Nd＝Nd（x）for each x as f01lows：  

Nd＝first n＞lsuch that  

（D2B）－lnlLrd2≧fn（Ⅹ）＋n－l  

Where  

B＝（1＋r）－1′K2（y）dy・  

The f01lowingis our main theorem．  

（2．2．1）  

（2．2．2）  

THEOREM・ Assume that the densitY f has a bounded second   

derivative f”on R．Then for each x with f（Ⅹ）＞O we obtain   

P｛f（Ⅹ吊 （Ⅹ）｝＝α＋0（d¶）asd＋0′  
Nd′d  

Where  

¶ ＝m土n（r／2．2（1－r）／5（2－ご）′（5r－1）／（1－ご））．  

REMARK 2・2・l・ By the same argument for Theorem 3・3 0f   

＝sogai［15］it can be shown that for each xin the above theorem  

and each d＞O P（Nd＜∞）＝l・   

2．3． NOTAT工ON AND PREL＝M工NARY LEmmAS  

Throughout Sections 2・3 and 2・4let an arbitrary point x  

with f（Ⅹ）＞O and the constant rin（2．1．2）be fixed．工n this   

Chapter we use the f01lowing notation unless otherwise stated：  

Zn 
＝Rn（Ⅹ′Ⅹn）－EKn（x′Ⅹn），6n ＝EK（ⅩrXn）Nf（Ⅹ）′  
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n 
2 0 

1ヽ   

Sn ＝j≡lZj，0＝Var（Zn），Sn＝ 1′B＝ EEIzj，3，  
j j＝1   

W ＝n‾（1＋ご）／2sn／椚汀′Ⅴ＝n 
j1 ‾（1＋r）／2≡6j／頭首石汀′  

Where Kn（x′Y）and B are as definedin（2・l・1）and（2・2・2），reS－  

PeCtivelY・When thereis no confusion（We drop the argument xin  

fn（Ⅹ）′f（x）andln，d（Ⅹ）′andwrite themas fn，f and＝ n，d・  

Throughout this chapter c，Cl，C2，… denote positive constants  

appropriately chosen for the contextin which they appear，［a］  

Stands for the greatestintegerless than or equalto aland the  

Syrnbolllrb Tl means asYmPtOtic equivalence・  

LEHMA 2・3・l・ Under the conditions of the preceding theorem，  

s三／（Bf（x）nl＋r）＝l＋0（n－r）asn・∞・  

PROOF． ＝tis easy to see that  

トトrvar（fn）一叫  

‾（1＋ご） EK（Ⅹ′Ⅹ）叫＋n ‾（1＋ご）   

≦・n 
j1 

n   

∑  

j＝1  

2  

｛EKj（Ⅹ′Ⅹj）｝  

＝ 工 ＋ 工工．say．   

By the Taylor theorem and the conditions on f and K we get that   

EKn（Ⅹ′Ⅹn）＝f（Ⅹ）＋0（n－2r）′  

Whichimplies that   

lER。（Ⅹ′Ⅹ。）l≦Clfor alln≧1・  

Hence we have that＝ェ＝0（n－r）．Ztis obvious that  

（2．3．1）  

（2．3．2）   
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1≦n －（l＋r） 冒jrlIK2（y）（f（x－jqry）－f（x））。yI  
j＝1  

．ln－（l＋r）琶jr－（1．r）－11f（Ⅹ）／K2（y）dy  
j＝1  

＝ 工工工 ＋ 工Ⅴ′ Say．   

By the use of the Taylor theorem and the conditions on K we have  

2 
′K（y）（f（x－j－ry）－f（x））dy＝0（j－r），WhichYields that＝＝1＝0（n－r）・  

－（1＋r） 
sinceO＜n 冒jr－（1．r）－1＜n－1f。ra11n，l，Wegetthat  

j＝1  

‾l 2 
工Ⅴ＝0（n）・Thus，takingacc。untOfthefactthatVar（fn）＝S／n，  

We Obtain the statement of this lemma．  

The f0110Winglemma was proved by Rychlik【28］・  

LEMMA2・3・2・Let（Xn，n≧l）be a sequence ofindependent  

rand。mVariablessuchthatEXn＝0，Var（Ⅹn）＝α三andElxnl3＝β三＜∞′  

andlet（Nn，n≧l）be a sequence of positiveinteger－Valued ran－  

2  

d。mVariables・SetS＝，≡lXj，S＝冒α写andB3＝ j≡lβ3・If  

B三／S三≦膏「andP｛ls孟／TS孟－1l＞En）＝0咋；）f。rS。meC。nStant              n  
n  

T＞O and a nonnegative sequence（En，n≧l）with E ＋O as n＋∞′                                                                 n   
then  

＿∞＜t＜わ 。＜tsN。ト◎（t）l＝0（何・    Suplp（SN・＝＝  

S 

NdNd 
The rate of approach of the distribution of  
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Standard normaldistributionis glVen bY the nextlernma・  

LE比MA 2・3．3． Let Tl＝min（r／2，2（トr）／5（2－r））．Then，under   

the conditions of the preceding theorem we have   

lp（SN 
＿∞∞ 

。 N。 

PROOF・Let（dk′k≧1）be any sequence of positive numbers  

● COnVerglng tO ZerO aS k tends toinfinity．Zt suffices to prove   

thelernma for this sequence・Throughout this pr00flet k be suf－  

ficientlylarge，SO that dis sufficiently small・First we shall  
k  

Showthat   

B三／s三＝0（n （ご‾1）／2） 
（2・3・3）  

By H61derTsinequality，the boundedness of K and（2．3．2）we get  

thatEIzn（3＝0（n2r），Whichimpliesthat  

B3＝0（n l＋2r 
）．   （2．3．4）  

Hence′ aCCOrding to（2．3．4）and Lemma 2．3．lwe have（2・3・3）・Set   

cl＝D2B′β＝（1－r）／（l＋r），Tβ＝Clf  

and   

2／（トご） 
nk＝【dこ ］・  

Then，We Sha11show that   

－1い柑｝＝0（d芸）  
叫s孟k／TS三k  

（2．3．5）  

（2．3．6）  

foranyfixed∈＞0′WhereNk＝Ndk・Letanyら＞Obefixed・For  
notational simplicity we drop the subscript k of Nk, nk and dk 

throughout the pr00f of（2．3．6）．By（2・2．1），Remark 2・2・land  

2－r －2 
thefactthatf＞OwegetthatN≧Cldalmostsurely・Hence′                     n ＝＝  
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Put七土ng   

－21／（2－r） 
gl＝gl（d）＝【（Cld） ］′  

We have that  

P（N≧gl）＝1・  

Set  

（2．3．7）  

（2．3．8）  

－2r  
1fl／5＜工＜1／2  

b（m）＝br（m）＝   （1＋10g・m）／m 土f r＝1／2  （2．3．9）  

－1  
1fl／2＜ご＜1．  

Sincern－1j≡lj‾2r≦C2b（m），itfoll。WSfrom（2・3・l）that  

-1 ．m 
j1 

By Lemna 2・3．lwe get   

l＋r qr  

ts孟／Bfm －11≦C3m  f。rm＞1・  

＝t is obvious that   

叫s孟／TS三－1い∈d2［）   

2n2 2 
＝P｛s孟＜（l－∈d）TS｝＋P｛s孟＞（l・ちd2n）TS｝ nn  

＝ 工 ＋ 工工，Say．   

Set  

‾r 
p＝P（d）＝C3（g；ご＋n）／（トC3g；ご）（＞0）・   

g2＝g2（d）＝【｛T（1＋P）（1－らd2n）｝1／（1＋r）n】  

and   

Al＝Al（d）＝C；lg≡－rd2 －f・Cb（gl）・  

（2．3．10）  

（2．3．11）  

（2．3．12）  

Then，it f01lows from（2．2．1），（2．3．8），（2．3．10），（2．3．11），the def－   

inition of f and the monotonicitY Of b（m）that                n  
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Ⅰ≦P（gl≦N≦g2）  

≦Pげ1s・＜Al如s。megl≦〕≦吋・              ］   
From（2．3．5）．（2．3．7）and（2．3．9）we have that   

b（gl）＝○（d2n）and p＝○（d2n），  

（2．3．13）  

（2．3．14）  

Where o（d）means that o（d）／d→－O as d＋0．BY uSing theinequalitY  

that（l－t）∈＜1－∈t for O＜t＜land O＜∈＜1we obtain that   

c；1g圭‾rd2 －f≦f｛（1・p）β（1－∈d 2∩）β－1｝  

三一郎∈d2∩（ト（β∈）－1pd－2∩＋p｝′  

which′tOgetherwith（2・3・14），yieldsthatlimsupAl／d2∩＜－fB∈ dぅ・0  
＜0・FromthiswegetthatAl≦－C4d2n fordsufficientlYSmall・  
Hence，bY Virtue of the Hまjek－R占nYiinequalitY（see Petrov［24］′  

Page 51）and（2．3．13）we have that  

91≦］≦g2 
・－1lsjいC4d2∩｝ 工≦P（m？Ⅹ］   

〕．1 吋叫｛g；2‡EK…（Ⅹ′Ⅹj）＋ゴー2EX三（Ⅹ′Ⅹ〕）｝・  

From（2．3．2）and the boundedness of K we get that   

2 1  

g；2EX…（x・Ⅹj）≦痛jr≦Cフ打  

and  

（2．3．15）  

（2．3．16）   

g2  
∑  

‾2 1 
jER（Ⅹ′Ⅹぅ）≦C7打′  

〕▼］＝ ／‾⊥  
］＝gl＋1   

瑚～l 
which，t。getherwith（2・3・15），impIYthat：≦C8dg；・Thus，  
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bY（2．3．7）and the definition of TIWe Obtain  

工＝0（dn）．   

Next，We Shall estimate ＝1in（2．3．12）．Put  

P＝C3（g；r・n‾r）／（1＋C3g；r）・   

93＝［｛T（1－P）（1＋∈d2∩）｝ 
1／（1＋ご）n］  

and   

A＝C 2；1g三‾rd2 －ト（C＋1）b（g3）・  

Then，bY the same argument for（2．3・13）we have that   

工Ⅰ≦p｛N≧g3・1｝三p｛打s。3＞A2｝・  

（2．3．17）  

（2．3．18）  

BYmaking use of（2・3．5）and theinequalities that（l＋t）∈＞1＋∈t／2  
for smallt and∈＞O and that（t－1）∈＞t∈－1for t＞land O＜∈＜l  

we obtain that  

C；19三‾rd2－ 
f   

＞C；1 ｛｛T（トp）（l＋ちd2n）｝l／（l＋r）n－1） 
トrd2 

－f   

＞f（（トp）β（l＋∈d2［）β（l－d2）－1トC；1d2   

＞f｛（1－P）（1＋（β∈／2）d2［卜1トC9d 
2   

＝（fB∈／2）d2n｛l－（2／βE）pd －2［－PトC9d2・  

Hence，inviewofthefactthatb（g3）＝0（d2¶）andp＝○（d2n）we  

2n  

havethatliminfA2／d2¶＞fB∈／2＞0′WhichyieldsthatA2≧ClOd            d＋O   

for d sufficientlY Small・Thusr according to ChebYChevIsinequal－  

ity，（2・3・16），（2・3・18），thefactthatg3．1＝0（d2）andthedefini－  

tion of n we obtain that＝＝＝○（dn），Which，tOgether with（2・3・12）  
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and（2．3．17），Yields（2．3．6）．Now，let  

Nk  if n＝ nk for some k＞1  

【T l／（1＋r）n］otherwise  
Ln＝i  

and  

if n＝ nk  for some k＞l  

Otherw土se．  

Where T and nk are aS definedin（2・3・5），and the positive con－  
Stant ら Willbe chosenlater．Withoutloss of generalitY We maY  

assume that L ＞1for a11n≧1・Hence bY Remark2・2・1（Ln，n≧1） n＝  
is a sequence of positiveinteger－Valued random variables・First   

We Shall show that   

2  

ls三／TS三－1l＜E  （2・3・19）  

n  

for n（≠nk）sufficientlylarge・Let n≠nk for allk皇Ibe suffi－  

cientlylarge．BY the use of（2．3．11）and the definition of TIWe   

getthat  

n2［（S三／TS三－1）  
n   

＜n2n（（（1・C3Lこr）／（l－C，n‾r））（Ln／T l／（1＋r）n）1＋r 
－1｝   

n 2¶－rc3｛（n／Ln）r＋1｝／（トC3n－r）≦Cll′  

which implies that 

‾2n  

s三／TS三－1＜Clln   n  
（2．3．20）  

Setqn＝（トC3Lこr）／（l・C3n‾r）・Bytheuseof（2・3・11）andthe  

inequality that（トt）∈＞1－∈t for O＜t＜land∈＞1we have that  
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n2∩（S三／TS三－1） n   

＞n2n｛qn（ト（T l／（l＋r）n）－1）1＋r 
－1｝   

2rl ＞n（qn－1）－（1＋r）T －1／（1＋ご） 

qnn 

～－C3（T －r／（1＋r）＋l）n2［－r －r／（1＋r）＋1），  
＞－C3（T  

Which yields that   

‾2n  

s三／TS三－1＞一C12n n   

Zt follows from（2．3．3）and the definition of n that   

B／s≦C13m ‾［f。rm≧1・  

From（2．3．5）itis clear that   

n這n≦（C14／C13）d£ fork≧l・  

（2．3．21）  

（2．3．22）  

（2．3．23）  

Here・Eis chosen as max（C11，C12・C13・C14）＋l・Then the rela－  

tions（2．3．20）and（2．3．21）imply（2．3．19）．Thus′ by virtue of  

（2．3．6）and（2．3．19）we have   

叫s三／TS喜一1いE三｝＝0（E。）・  
n   

From（2．3．22）and（2．3．23）we get   

Bシs三≦E。forn＞1・  

（2．3．24）  

（2．3．25）  

Therefore，Since the conditions of Lemrna 2．3．2 are satisfied by   

（2．3．24）and（2．3．25）we have that   

＿呵＜∞ n＜tsLn）－ut）f＝0（En）・    Suplp（SL＝   

1n particular，Putting n＝nk We Obtain the result of Lernma2・3・3・  

Thus thelernma was proved．  
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The nextlertmais due to Micheland Pfanzagl［21］・  

LEMmA2・3・4・Let（Ⅹn，n≧l）and（Yn，n≧1）be tWO SequenCe  
Of random variables．Assume that   

＿∞…呈冒∞lp（Ⅹn≦tト¢（t）l＝0（an）  

and  

P（lYn－1I＞an）＝0（an）・  

Then  

SuPIp（Ⅹn≦tYnト◎（t）I＝0（an）・      －∞＜t＜∞   

2．4． PROOF OF THE THEOREM  

＝n this section we prove the theorem presented in Section  

2・2・Throughout this sectionlet N＝Nd・＝tis easY tO See tha  

Ip｛fEIN，dトαI≦2supIp｛fN－f皇tD‾ld｝－◎（t）E・                   t  （2．4．1）  

2 setcl＝DB・  1f it holds that as d＋0   

suplp｛N （トr）／2（fN－f）≦七屑｝－¢（t）l＝0（dn）  
t  

and   

叫（d2Nト工／fCl）1／2－1いdn｝＝0（dn）′  

then by Lerruna 2・3・4 we have that   

supIp｛fN－f≦tD－1d｝－◎（t）．＝0（dn）asd＋Or       t   

（2．4．2）  

（2．4．3）  

Which，tOgether with（2．4・1），yields the theorem．Henceit suf－  

fices to show（2・4・2）and（2・4・3）・First we shallshow（2．4．3）．  

By the use of the inequality that 
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ly－1l＞z if［ノ才一1［＞／言 for y＞O and z＞0，  

it is sufficient to show that   

p｛ld2Nトr／fCl－1一＞d2n｝＝0（d¶）・  

（2．4．4）  

（2．4．5）  

－21／（2－r） putgl＝［（Cld） ］・g2 ＝［｛fCl（l－d2n）d－2｝l／（l－r）］and  

93 ＝［｛fCl（1＋d2n）－2｝1／（1－r）］・＝nviewof（2・3・8）weeasilyget  

P｛Td2Nl－r／fCl－1一＞d2n｝  

≦P（gl≦N≦g2）＋p（N≧g3＋1）＝工＋工工・Say・  

（2．4．6）  

By means of arguments sirnilar to ＝ andl工in（2．3・12）we can  

prove thatl＋＝＝＝0（dn），Which，tOgether with（2・4・6）．yields  

（2．4．5）．Next，We Shall show that  

supIp（WN≦tト◎（t）1＝0（d¶）・       t   

Suppose the f01lowing relation be valid：   

叫s孟／B用 
1＋r －1いd2∩｝＝0（dn）・  

Then from（2．4．4）and（2．4．8）we get that   

叫sN／（BfN l＋工）1／2－1いdn｝＝0（dn）・  

（2．4．7）  

（2．4．8）  

（2．4．9）  

＝tis easY tO See that for a random variable Y and a positive  

n。mber。（＜1／2）P（lY～l－1I＞2E）≦2P（lY－1I＞E）・By this fact  
and（2．4．9）wehave   

p｛－（B和 
1＋ご）1／2 

／sN －1l＞2dn｝＝0（d¶）・  （2・4・10）  

Hence，by virtue of（2．4．10），Lerrunas 2・3・3・and 2・3・4we obtain  

（2．4．7）．Thus，in order to prove（2．4．7）it suffices to prove   

（2．4．8）．Lemrna 2．3．1implies that  

l＋r－ －r  

1s三／Bfn 11≦C2n  forn＞1・  （2．4．11）   
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－r＜d2n for d sufficiently smalllit f0110WS from Since C2gl  

（2．3．8）and（2．4．11）that  

叫s孟／BfN l＋r 
－1いd2∩｝  

0〇  

∑P｛d2n＜ls三／Bfn l＋r － 11≦C2n‾r，N＝n）  
n＝g 

l  

p（d2n＜C2g；r，N＝n）＝O fordsufficientlYSmall・  

Hence（2．4．8）h01ds．Last of all，We Shallprove（2・4．2）・Let  

＝d′ 
d＞0′be the closedintervalgiven by Zd＝［g2，g3］・Since  

（nトr／Bf）1／2（fn－f）＝W＋V andVisfiniteforeachn≧lbY nnn   

（2．3．2），We get that  

tp｛N（1－ご）／2（fN－f）皇t屑ト◎（七）一  

三Ip（WN≦t－VN ′NE工dl－⑳（t）いP（N〆工d）  

for all tE：R．From（2．4．5）we have  

P｛N直d｝＝○（dn）・  

SetMd＝maX（lvjI：jEld）・Since   

P（WN≦t－ Md ・NEld）≦P（WN≦t－VN・NEld）皇P（WN≦t＋Md）  

andl◎（Ⅹ）－◎（Y）1≦lx－yIfor x，yER，We Obtain that  

lp（WN≦トVN′NE工d）－⑳（七）l  

（2．4．12）  

（2．4．13）  

（2．4．14）  

≦1p（WN≦t－Md）－◎（t－Md）I＋l◎（t－－Md） －◎（t）l＋P（Ni＝d）   

＋lp（WN≦t＋㌔）－◎（t」∵Hd）いl◎（t＋Md卜◎（t）l  

≦2（suplp（WN≦t）－◎（t）I＋Md）＋P（Ni＝d）for alltER・      t  
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Hence，aCCOrding to（2，4．7），（2．4．13）and（2．4．14）we get that   

（2・4・15）  supIp｛wN5＝トVN，NE＝d｝－◎（t）1≦2Md＋0（dn）・        t   
By the use of the Taylor theorem and the conditions on f and K  

wehavethat－6n一≦C3n－2r・Hence，itholdsthatlvnJ皇C4b（n），  
Where  

n －（5r－1）／2  
土fl／5＜ご＜1／2  

n －3／4（1＋10gn）土f r＝1／2  

n －（1＋ご）／2  
土fl／2＜r＜1．  

b（n）＝  

Since b（n）is nonincreasing for n≧2・We get that Md皇C4b（g2）for  

smalld・＝t f0110WS fromthedefinitionof n thatb（g2）＝0（dn）・  

Hence from（2．4．15）we have that  

suplp（WN≦トVN′NE＝d）－¢（t）l＝0（dn）・  t  
（2．4．16）  

Thus，COrnbining（2．4．12），（2．4．13）and（2．4．16）we obtain（2・4・2）・   

Therefore the pr00f of the theoremis complete．  
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3． STOPPING RULES ＝N DENSrTY ESTIMATZON  

3．l． STATEMENT OF THE PROBLEM  

＝n this chapter we consider the problem of sequentialestima－  

tion of a probabilitY density function f at a glVen POint xo on  

the p－dimensionalEuclidean space RP．工n connection with this  

PrOblem Carr011［6］proposed two classes of stopping rules・The  

first class is based on the idea of fixed－Width interval estima－   

tion（see Chow and Robbins［7］）．Theidea for the second classis  

to find two statistics for f（Ⅹ0）and to stop when the difference  

in those two statistics becomes at most 2d（see，e．g．′ Geertsema   

［13］′ and Sen and Ghosh［31］）．Stute【33］treated the second class   

Of stopplng rules．1n Chapter 2 that of the first tYPe WaS dis－ 1  

CuSSed．  

In this chapter we consider the following first class of   

StOPPing rules．For each d＞O we define the stopping rule N（d）as  

N（d）＝Smallestinteger nヱ1such that  

nhE≧（b／d）2fn（Ⅹ。），  （3・1・l）  

Where hn，b and fn（Ⅹ0）willbe givenin Section3・2・The definiN  
tion of this stopping rule N（d）given by Carroll［6］is motivated  

for the construction of a2d－Width confidenceintervalfor f（x）・  
o  

［fN（d）（Ⅹ0）－d・fN（d） 
（Ⅹ0）＋d］′With prescribed coverage probabilitY・  

The discussion in the present chapter focusses on the limiting 

behavior of the moments of the stopping rule N（d）．  

The purpose of this chapteris to show that for any glVen l  

function g with certain properties   

g（N（d）hS（。）d2）／g（b2f（Ⅹ。））十Ia・S・aSdヰ0  
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and   

E（g（N（d）hS（。）d2））／g（b2f（Ⅹ。））・lasd＋0・  

As an application of this result we obtain an approximation to  

the q－th moment E（（N（d））q）of N（d）for each q＞0．  

This chapter consists of four sections．1n Section 3．2 we   

glVe aSSumPtions．section 3．3 presents the main result andits   

application・The proof of the theorem of Section 3・3is glVenin   

Section 3．4．   

3．2． ASSUMPT＝ONS  

＝n this section we shallglVe aSSumPtions used throughout   

this chapter．  

Let f be a（unknown）probabilitY densitY function on RP with  

respect to the Lebesgue measure・Let（Ⅹn，n≧1）be a sequence of  

independent andidentically distributed random vectors，taking  

valuesin RP with the comnon density f．For estimating f we use  

the recursive kernel estimators defined as follows：   

fo（Ⅹ）≡O   

－1 
forn＞l，  

fn（x）＝ni≡1Ki（Ⅹ′Ⅹi）＋n‾l  

Where  

Kn（Ⅹ′Y）＝hこPK（（x－Y）／hn）f。rX′yERP  

Throughout this chapter we assume the fol10Wing conditions on f，  

K and hn，referred to as the‖stated conditionsIT：   

fis continuous and bounded on RP；  
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Kis a bounded probabilitY density function on RP satisfying   

tl刷pK（u）十O as ＝u】ト∞．  

wherel［・Ildenotes the Euclidean norm on RP；  

（hn，n≧l）is a sequence of positive constants satisfying   

hn＋O and nhE†00 aSn十∞′   

nhE／1。gl。gn… as nヰ∞．  

hn／hn－l 
＋l as n＋00′   

for some constant βE（0，00）   

n   

（hE／n）∑hTP－トβ as n・∞・       i＝11  

（工Ⅰ4）  

EXAMPIJES．  

After some calculations the f01lowing sequences（hn，n≧1）  

can be seen to satisfy allthe conditions（Hl）rb（H4）・   

（i） For each fixedinteger d＞1  

h ＝｛（n＋no）r（log（n＋no））d｝－1／p forn＞l  

with O＜r＜l，Where n＝［exp（d／（1－r））］，and［a］denotes the  
o  

largestinteger not greater than a；  

（ii）h＝n n 
－r／p forn≧lwithO＜r＜1・  

1nboth casesβin（H4）is equalto（1＋r）－l・  

Let any αE（0′1）be given・Set  

b＝席◎－1（1－α／2）．  （3．2．1）  

Where   

B＝β／K2（u）du，βis asin（H4）′thedomainofintegralis RP  
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and◎is the standard normaldistribution function・Throughout  

this chapterlet any xo with f（Ⅹ0）＞O be fixed and we use the  

StOPPing rule N（d）defined by（3．1・l）．   

3．3． ′ASYMPTOT＝C BEHAVlOR OF THE STOPP＝NG RULE  

＝n this section we shallglVe three results about the asYmP－   

totic behavior of the stopping rule N（d）defined by（3．1・l）・  

The f0110Wingis our main result・  

THEOREM 3．3．l・ Let g be a continuousJStrictlyincreasing  

function on［0，∞）satisfying  

g（0）＝0， g（Ⅹ）＋ ∞ aS Xす∞ and  

log g（Ⅹ）／Ⅹ ＋ O as xヰ∞・  （3．3．1）  

Then（under the stated conditions on f，K and h for any xo with n  

f（Ⅹ0）＞0   

g（N（d）hS（d）d2）／g（b2f（Ⅹ。））・la・S・aSd十O  

and   

E｛g（N（d）hS（。）d2））／g（b2f（Ⅹ。）い1asd・0′  

where bis as in（3．2．1）．  

（3．3．2）  

（3．3．3）  

As applications of Theorem3・3・1we can obtain the following two  

cor011ar土es．  

Put g（x）＝Ⅹ for x≧0・Then we have  
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COROLLARY 3．3．2． Under the conditions of Theorern 3・3・1  

N（d）hS（d）／（b2f（Ⅹ。）d‾2）・1a・S・aSdヰ0  

and  

E（N（d）hS（。））／（b2f（Ⅹ。）d‾2）ヰ1asd・0・  

REMARK 3・3・1．This coro11ary with the reSult about the ex－  

pectation corresponds to Lemma4．lof Carr011［6］，though his  

and our assumptions are different・AIso′ bY the same argument for  

Theorem 3．7 0flsogai［15］，under additionalassumptions on fr X   

and h we obtain n   

lim p＝f N（d）（xo）－f（Ⅹ0）1≦d）＝lqα・  
d十0  

set h＝n－r／pwith O＜r＜1．For q＞O putg（Ⅹ）＝Ⅹq／（トr）on［0，∞）・ n  

Then Theorem 3．3．1glVeS  

COROLLARY 3．3．3． Under the conditions of Theorem 3．3．1for   

q＞OandrE（0，1）   

（N（d））q／（b2f（Ⅹ0）d－2）q／（1－r） ＋1a・S・aS dヰO  

and   

E｛（机d））q｝／（b2f（Ⅹ0）d－2）q／（トご） 十1asd十0・  

REMARK 3・3・2・This cor011ary with q＝1corresponds to  

もema 4．3 0f Cまrr011【6】．  
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3．4． PROOF  

工n this section we shallprove Theorem 3．3．lof Section 3．3．  

Throughout this section C，Cl，C2， ・・・ denote appropriate positive  

COnStantS．  

The f01lowinglemma was given by Bennett［2］．  

LEMMA3・4・1・Let Yl，‥・ Yn be a sequence of independentnt 

random variables satisfying  

EYi＝O andlYiI≦C a・S・f。rl＜i＜n・  

n  

Set S ＝ ：Y．    n  

土＝1 
and o2＝Var（Sn）・ThenforanyE＞O         n  

p（fsnt≧E）≦2expトE2／2（UZ＋CE））・  

Before proving the theorem we shalldefine two functions・Define   

a real－Valued function Tl（Ⅹ）on［0，∞）as  

n（Ⅹ）＝nhE＋（（n・1）hE．1－nhE）（Ⅹ－n）forn三Ⅹ＜n＋l，  

Where n＝0，l・2，… and ho＝hl・By（Hl）itis easily seen that¶  

is continuous and nondecreasing and Tl（x）ヰ∞ aS X＋∞・Next，let a   

real－Valued function ¢（x）on［0．∞）be defined as  

ゆ（Ⅹ）＝SuP（u≧0：n（u）三Ⅹ）for xE【0，∞）・  

Then by（Hl）and the properties of TIWe Can Show that¢is stricト   

Ly increasing and 

（3．4．1）   

（3．4．2）  

ゆ（Ⅹ）サ ∞ aS X」ト（氾′   

¶（¢（Ⅹ））＝Ⅹ for xE［0′∞）．  

1t f01lows from Theorem20f Devroye［10］that fn（Ⅹ0）ヰf（Ⅹ0）a・S・  

as n＋∞．Thus we can apply Lemmalof Chow and Robbins［7］to  
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Obtain that N（d）＜∞ a．S．for each d＞O and   

2 N（d）hS（。）d2・bf（Ⅹ。）（＞0）a・S・aSdヰ0′  

Whichr together with the continuity of g（yields that   

g（N（d）hS（。）d2）・g（b2f（Ⅹ。））a・S・aSd・0・  （3．4．3）  

2 sinceg（bf（Ⅹ0））＞0（3・3・2）isimpliedby（3・4・3）・Now′ifit  

holds that for do＞O chosenlater  

0〇   

∑  sup  
m＝10＜d＜do  

P（g（N（d）hS（。）d2）＞m）＜∞′  （3・4・4）  

by the use of（3．4．3）and Lemma 3．2 0f Bickeland Yahav［3］we   

Wi110btain   

E（g（N（d）hS（d）d2））・g（b2f（Ⅹ。））asd＋0′  

2 whichimplies（3・3・3）becauseofg（bf（Ⅹ0））＞0・Henceinorderto  

PrOVe the theoremit suffices to show（3．4．4）．By the properties  

－1 of g and（3・3・1）we can prove thattheinverse function g（Ⅹ）is  

continuous and strictlyincreasingon［0，∞）andthatg－1（0）＝0，  

－1 
g（Ⅹ）＋00 aS X＋∞  （3．4．5）  

and   

－1 
g（x）／10gX十∞ aS X→・（光・  （3．4．6）  

1t follows from Lemma20f Devroye【10］that Efn（Ⅹ0）＋f（Ⅹ0）as  

n＋∞・Hence there exists a positiveinteger no such that  

Efn（xo）＜2f（Ⅹ0）for alln≧no・  （3．4．7）  

For x≧O and d＞O define aninteger－Valued function O（x′d）as  

叫（Ⅹ′d）＝【¢（g－1（x）d－2）】′  

where【a］denotes thelargestinteger not greater than a・Set  

Cl＝g－1（l）（＞0）・＝tisclearthat  
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小（m，d）＞¢（Cld－2）－land三塁…柏‾l（m）d－2）＞¢（Cld‾2）・  
Thus，Sinceby（3・4・l）ゆ（Cld－2）ヰ∞aSd十Othereexistsaconstant  

do（E（0，l））not depending on m such that for allm≧1  

土nf ¢（g－1（m）d－2）＞2  
0＜d＜do  

and  

inf 叫（m′d）＞no・  
0＜d＜do   

（3．4・7）and（3．4．9）imply that  

sup Ef 
o（m，d） 

（Ⅹ0）皇2f（xo）  
0＜d＜do  

（3．4．8）  

（3．4．9）  

（3．4．10）  for all m＞1．  

＝t f01lows from the monotonicitY Of h and the definition of Tl                                                  n   

that  

（3．4．11）  3∩（n）ヱ ∩（n＋ 2） for alln＞1・   

Thus by the use of（3．4．2），（3・4・8）′（3・4・ll），the definition of申  

and the monotonicity of n we obtain that for dE（0′do）and mヱl   

n（0（m，d））之n（［中（g－1（m）d－2）－1］）ヱ∩（［¢（g－1（m）d －2）Nl］＋2）／3   

≧∩（¢（g－1（m）d－2））／3＝g－1（m）d－2／3′  

Which yields that   

2 
inf n（0（m，d））d＞g －1（m）／3  forallm三1・  

0＜d＜do  

By（3・4・5）there exists anintegermo＞lsuch that   

－1 2 g（m）＞9bf（xo）forallm≧mo・  

Combining（3．4．12）and（3・4・13）we get that  

（3．4．12）  

（3．4．13）  

inf b－2n（0（m・d））d2＞3f（xo）forallm≧mo・ （3・4・14）  

0＜d＜do  
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For notationalsimplicitylet N＝N（d）・According to（3．4．2），the  

definition of ゆ and the monotonicity of TI  

N≦申（m，d）implies ¶（N）≦gql（m）d－2・  （3・4・15）  

－l 
Thus／taking account of themonotonicitYOf glthedefinition  

Of Tl，（3．l．1），（3．4．10）．（3．4．14）and（3．4．15）we obtain that for  

dE（0，do）and m≧mo  

‾1 p｛g（NhSd2）＞m｝＝P｛n（N）＞g（m）d，2）   

≦P｛N＞叫れd）｝三p｛f 中れd） （xo）＞b－2∩（伸′d））d2｝  

≦P（fゆれd） （Ⅹ0卜Ef 
叫（m′d） 

（xo）＞f（Ⅹ0））  

≦P（Ifu（m，d）（Ⅹ0卜 Ef o（m，d） 
（xo）l＞f（Ⅹ0））・  

（3．4．16）  

n  

＝：Var（Z土）and   
土＝1  

Set Z・＝Ki（xo′Ⅹi）－EKi（xo，Ⅹi）forl三・i三n′S       l  

ltq11∞＝SuP（Iq（Ⅹ）l：ⅩERP）for areal－Valued functi。nq。nRP・BY  

the boundedness of K and the monotonicity of h   

lzlt≦C2hこp a・S・f∝1＜土＜n  （3．4．17）  

According to the boundedness of f and X and the monotonicitY Of  

h we have  n   

n  

P2 （3・4・18）  EK…（Ⅹ。，Ⅹi）＝ ∑hTIK（u）f（Ⅹ。－hiu）du          土＝11  
n   

∑  

土ニ1  

2 S  ＜   
n ＝  

n   

∑  

土＝1  
h；P≦C3nhこP  ≦llKlt∞llflt∞  

sincefn（x。）－Efn（x。）＝nPli≡lZi・bytheuse。f（3・4・17），（3・4・lB）  
and Lerrma3・4・lwe have that for dE（0′do）and m≧mo  
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（3．4．19）  P（lf申（m，d） （Ⅹ0）－Ef 
小（m，d） 

（Ⅹ0）］＞f（xo））  

≦2expトC4n（叫（m・d）））・  

＝t follows from（3・4・12）and do＜lthat  

－1 
∩（中れd））≧g（m）／3 f∝m≧1・   （3．4．20）  inf  

O＜d＜do  

Thus，by virtue of（3・4・16），（3・4・19）and（3・4・20）we Obtain that  

for allm≧mo  

－1 sup p｛g（N（d）hS（。）d2）＞m｝≦2expトCg（m））・  
0＜d＜do  

From（3・4・6）there exists aninteger ml＞mo such that   

cg－1（m）＞2logm forallm≧ml・  

Combining（3．4．21）and（3・4・22）we have  

（3．4．21）  

（3．4．22）   

－2 

m＝10＜d＜do  冨 sup p｛g（N（d）hS（d）d2）＞m｝三2（ml－1）＋2冨m＜00・    m＝ml  

whichimplies（3．4．4）．Therefore the pr00f of Theorem 3・3・1was   

COmPleted．  
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4． SEQUENT＝AL ESTIMAT＝ON FOR A MULT＝PLE REGRESSlON FUNCT＝ON  

4．1．STATEMENTOFTHEPROBLEM  

Let Z＝（X・Y），Zl＝（Ⅹl，Yl），… lZn＝（Ⅹn，Yn）beindependent and  

identically distributed RPxR－Valued random vectors on a probabil－  

itY SPaCe（n，F，P）with a unknown joint probability density func－   

tion（p・d・f・）f＊（Ⅹ′y）with respect to the Lebesgue measure．There   

have been many papers on the estimation of the nonparametric re－  

gression function m（x）＝E［Ylx＝Ⅹ】（of Y on X）by  

n  

m（x）＝≡Wn土（Ⅹ）Y土′  n  
土1  

（4．1．1）  

Where Wni（x）＝Wni（x′Xl，‥・′Ⅹn）for eachi（l≦i≦n）is a suitable  

reaトvalued Borelmeasurable function of x′Ⅹ1，‥・′Ⅹn・  

Nadaraya［22］and Watson［35］proposed the estimator（4・1・l）   

Withp＝land   

wn土 
（Ⅹ）＝K（（Ⅹ－Ⅹ1槻／〕≡1K（（Ⅹ－Ⅹj）／hn）′  

where K（x）is a suitable kernelfunction and（h）is a sequence n  

Of window－Widths tending to zero．Later on，many authors have   

Studiedits asymptotic properties（see Prakasa Rao【25］for ex－   

ample）．  

When dataincrease we may be faced with computationalbur，   

densin processing them・To decrease these burdens Ahmad and Lin   

［1］proposed a recursive version of（4．l．1）with   

Wni 
（x）＝h；PK（（Ⅹ－Ⅹi）／hi）／j≡lh；PK（（Ⅹ－Xj）／hj）′  

Or equivalently．  
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mo（x）＝fo（Ⅹ）≡O  

fn（Ⅹ）＝（hn／hn－1）Pfn－1（Ⅹ）＋K（（Ⅹ－Ⅹn）／hn）  

mn（Ⅹ）＝mn＿1（Ⅹ）・fこl（Ⅹ）｛Y。－mn＿1（Ⅹ）｝K（（x－Ⅹn）／hn）  

（4．1．2）  

and theY PrOVed some pointwise results for these estimators．   

Devroye and Wagner［ll］considered a stillsimpler recursive estト   

mator than（4・1・2）・The author［16］proposed a class of recursive  

estimators mn（Ⅹ）definedin section4・2and usedin this chapter，  

Which contains（4．l．2）as a specialcase．Stone［32］hasinvesti－   

gated the estimator（4．l．1）and discussed sufficient conditions  

On（Wni（x））for mn（x）to be consistent・  
On the other hand′ When one uses a recursive estimator in   

PraCticalsituations one maY be required to terminate the compu－   

tations to obtain the estirnator with glVen aCCuraCY・工n this case ●   

the sample size is a random variable. Suppose that Nt for each 

tE：（0．00）is a stopping rule．Recently′ Samanta［30］has shown the  

asymptotic norlnality of by using the estimator（4・l．2）・  m 
Nt 

1n this chapter we propose a class of stopplng rules N＝   

N（α′d，Ⅹ）based on theidea of Chow and Robbins［7］，COnStruCt a   

SequenCe Of 2d－Width sequentialconfidenceintervals  

I 
N，d 

（x）＝【mN（x）－d′mN（x）＋d］form（Ⅹ）and show that theprobabiト  

ity P（rn（Ⅹ）E＝N，d（Ⅹ））converges toαaS d tends to zero・  

1n Section 4．2 we shallmake some preparations and glVe SeV－ ●  

erallemmas．＝n Section 4．3 we shallprove the asymptotic consist－  

encY Of the sequentialconfidenceintervals＝N，d（x）・  
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4．2． PREL＝MINARIES AND LEMMAS  

Zn this section we shallmake some preparations for Section   

4．3．  

Let K（x）be a given bounded p・d・f・On RP with respect to the  

Lebesguemeasuresatisfying＝ull呂K（u）＋OasllurIpヰ00′Where  

＝川p denotestheEuclideannormonRP・Weshallimposeeitherof  
the f01lowing conditions on K（Ⅹ）：  

（Kl）  uiK（ul，…′up）dul・・・dup＝O for alli＝l，・・・・P  

and   

（Ⅹ2）  吉。川糎u）du＜∞・  
Let（hn）be a nonincreasing sequence of positive numbers conver－  
glng tO ZerO′ On Which some of the f01lowing conditions areim－  

posed：  

nhE†∞ aSn  

For some a（0＜a三l）  

n 
l－2ahP十O as nヰ∞′                n  

ト2ahP  
n  

n  j 
j＝1  2（a－1）hてP＋β asn．∞ f。rS。me。。nStantβ，0，        コ  

n   

∑  

〕＝1  

n 
3／2－3ah3p／2  

n  
j 
3（a－1）hT2p 

ヰO asnヰ∞．and  
］  

n  

：  
n l／2－ahp／2  ・a‾1h？十O as n→．∝リ ］  

n  ］  
j＝1   

For any E（＞0）there exists a constant 6＞O such that   

tn／m－1I＜6implies thn／hm－1l＜c；  （H3）   
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2‾1 （nh≡）＜∞；  （H4）  

n l＋nhP＋4＋O as n→∞ for some constant n＞0．       n   （I15）  

Throughout this chapter we use the f01lowing class of recursive  

estimators mn（x）of the regression function m（Ⅹ）lWhichis pro－  

POSed bY the author［16］：  

mo（x）≡0，fo（x）≡c for an arbitrarY COnStant C＞O  

fn（x）＝fn－1 （Ⅹ）＋an（Kn（Ⅹ′Ⅹn）－fn－1（Ⅹ））  

mn（Ⅹ）＝mn－1（Ⅹ）＋anG（fn（x））（Yn－mn－1（Ⅹ））Kn（Ⅹ′Ⅹn）  

for each nヱl，Where  

an＝a／n w土th O＜a≦1′  （4．2．1）  

G（y）＝ 
（：‾1   

if y＞0   

0七herwIse′   

and  

Kn（x′S）＝hこPK（（x－S）／hn）forx．sERP・  

1n this chapter，ifin some termits denominatorisless than or   

equalto zero we define the value of the term to be zer0．Let  

f（Ⅹ）＝if・（Ⅹ′Y）dy′q（x）＝Jyf＊（Ⅹ，y）dy．g（x）＝†y2f・（Ⅹ′y）dy，  
R R R   

叫（x）＝JY4f・（Ⅹ′y）dYandv（Ⅹ）＝（g（Ⅹ）／f（Ⅹ）卜（q（x）／f（Ⅹ））2（≧0）．  
R   

Clearly，Ⅴ（Ⅹ）＞Ois equivalent to f（Ⅹ）＞O and v（Ⅹ）＞0．Throughout  

this chapte王we assume that f（x）．q（x）′g（x）and叫（x）are all  

finiteonRPandwritem（Ⅹ）＝q（x）／f（x）・AIso′letC，Cl，C2，…  

denote appropriate positive constants．  

Define sequences（qn（x））′（gn（x））and（vn（x））as follows：  
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qo（x）＝go（Ⅹ）≡0′  

qn（x）＝ qn－1 （Ⅹ）＋an（Qn（x′Z）－qn－1（Ⅹ）） n  

gn（Ⅹ）＝gn－1 （Ⅹ）＋an（Gn（Ⅹ′Zn）－gn－1（Ⅹ））   

vn（x）＝（gn（Ⅹ）／fn（x））－（qn（Ⅹ）／fn（Ⅹ）） 
2  

for each nヱ1，Where for xERP，Z＝（u，Y）ERPxR and n三I   

2 
Qn（Ⅹ′Z）＝yKn（x′u）and Gn（Ⅹ′Z）＝yKn（x，u）・  

For a 土n（4．2．1）set  
n  

n   

Yo＝Yl＝1，Yn ＝ n（l－a）for n＞2 and  
〕＝2  

n  

n:n: 

〕＝m＋1  
（いa〕）土f n＞m＞0  

βmn  

1 土f n＝m＞ 0．  

Obviously，Yn＋O as n＋∞′  Y, ＞O for a11n＞O and   

βmn＝YニYn 1ifn＞m＞l・  

Zt is known that  

a 
βmn 

～mn asnヱm＋∞ and  

‾a  

Cln－a≦Yn5＝C2n  for allnヱl，  

Where T．¢n叫n  as n＋∞‖meanslim¢n／申n＝1・  
n⇒・∞  

（4．2．2）  

（4．2．3）  

（4．2．4）  

REMARK4・2・l・We can write fn（x）′qn （Ⅹ）and gn（x）as foIp  

lows：  

n  

jl fn（Ⅹ）＝≡ajβjnKj（x′Xj）＋βoncl  
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n n   

jl j1 qn（Ⅹ）＝≡ajβjnQj（Ⅹ′Zj）and gn（Ⅹ）＝≡ajβjnGj（Ⅹ・Zj）・  

n  

Where ∑（・）＝O if n＜m．  

j＝m  

For any reaトvalued function80n RPlet C（8）be the set of a11  

c。ntinuityp。ints。f8and＝oII00＝SuP（Io（Ⅹ）1：XERP）・For any fixed  

xERP and n＞11et   

0） 1） 
u ＝Kn（Ⅹ．Xn）－EKn（x，Ⅹn），U ＝Qn（x′Zn）－EQn（Ⅹ，Zn），   

Wn＝anY 
こ1（Uエ0）・Uエ1））ノ′Bn＝（nhE）l／2Ynj≡lWj and   

B芸＝（n増）1／2（f。（x）－fし幻，q。（Ⅹ）－q（Ⅹ））ノ′  

Where the prime denotes transpose．   

We shall summarize some results obtained in［15］and［16］．  

LEMMA4■2・1（［16］）・Let（d）be a sequence of positive num－  
n  

bers converging to zer0．Let k（Ⅹ）be a bounded′integrable，real－  

ValuedB。relmeasurablefunction。nRPsatisfYing＝uII冨tk（u）いO  

as＝uJIp十∞・Let O（Ⅹ）beanintegrable，reaトvaluedBorelrneaSur－  

able function on RP．Then，for each point xEC（0）we have   

idニPk（（Ⅹ－u）／dn）0（u）du・8（x）～k（u）du asn十00and  
RP Rp   

三dこP－k（（Ⅹ‾u）／dn川8（u）ldu≦C，  
，  

Where C may depend on x．  
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2 
LEMMA4・2・2（【16］）．Assume E【Y］＜∞．Let（H4）be satisfied，  

andlet x be a point with f（x）＞0．belonging to the set  

C（f）nC（q）nC（g）．Then   

三豊fn（x）＝f（Ⅹ）a・S・・三三≡qn（Ⅹ）＝q（Ⅹ）a・S・and  

lim m▲＿（x）＝m（Ⅹ） a．s．   
n  

nぅー0〇  

LEWA4・2・3（【15］）・Let（yn）be a sequence of random vari－  

ables on a probability space（n，F，P）．Suppose that there exists  

a nullset A such that each ujCAC  

yn（u）ヱO for allnヱl，lim yn（u）＝land  
nう・00  

yn（LO）＞O for alln≧m if ym（u）＞O for some m＝m（u）・  

Let（b（n））be a sequence of positive numbers satisfying  

lim b（n）＝ ∞ and lim b（n）／b（n－1）＝l．  
n十∞ n」－∝）  

For each tE（0，∞）define Nt as the smallestinteger nヱIsuch that  

b（n）／t≧yn＞0・Then  

P（Nt＜＋∞）＝1for each tE（0・∞）′ P（Nt†∞aS t＋∞）＝1and  

P（b（Nt）／t＋1as t＋∞）＝l・  

The followinglemma glVeS the asymptotic normality of B・                                                                          n  

4 
LE枇A4．2．4．Assume E【Y］＜∞．Let（H2）be satisfied．Con－  

Sider a point xE＝C（f）nC（q）nC（g）with v（Ⅹ）＞0．Zf either xEC（叫）or  

冊＝∞＜∞ h。Ids，then  

B“ ∴ウ N（0，r） as n＋∞ （inlaw），  
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Where the covariance rnatrix r＝r（Ⅹ）is given by   

r＝a2β去K2（u）du（≡：；；；：：；）・  

PROOF． By the Cram占r－Wold theorem（see Billingsley【4］，  

page49），itsufficestoshowthatforD′＝（do，dl）ER 
2  

D′B“＞ N（0，DノIID） as nヰ∞．  （4．2．5）  

we maY aSSume D≠0．Let o2be the variance of D′B・＝t h01ds that                               n n  

（4．2．6）  

D′Bn／Un→ N（0，l）as n－”                も   
if we verify LyapounovTs condition  

3 

（nhE）3／2Y三j≡1E■Dノwjt／ロ三ヰO asnサ∞・   
（4．2．7）  

＝tiseasYtOSeethat  

u 
O）ul）］｝・（4・2・8）  ＝nhEY三j≡la言Y；2｛t圭。d…E［（Ujt））2・・2dodlE［Ujj  

By Lema 4．2．1we get that as n→・（冷   

hEE［（Uよ0））2］・f（x）／K2（u）du，   

hEE［（Uエ1））2］・g（x）／K2（u）du  

（4．2．9）  

and   

hEE［Uエ0）u（1）］・q（Ⅹ）′K2（u）du， n  
where the domain ofintegralis RP・According to（H2）and（4・2・4）  

wehavethat 
j1 

as n十∞′ Which，tOgether with（4・2・9）  

and the Toeplitzlemma（see Lo昌ve【201′ Page 238）．yields that  
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2P－1 2 （jlaHh；） 2 

j≡la…Y；E［（UjO））2いf（x）／K（u）duasn…・  

We note that Lemmal．2．lcan be proved under the condition（H2）．   

Thus bY making use of Lernmal・2・land the above result we obtain  

2 2 2 

nhSY三j≡la；Y；E［（UjO））2いaβf（Ⅹ）′K（u）duasn＋∞・  

By the same argument for（4．2．10）we have that as nう・∞   

2 2 

j1 nhEY三≡a…Y；2E［（Ujl））2いaBg（x）IK（u）du  

and   

2 
O）uP）いa2βq（x）IK（u）du・  

jl nhEY三≡a；Y言2E［U ］   

Combining（4．2．8），（4．2．10）rb（4・2・12）we get  

2     cT ＋ DノIID as n」・CO．  
n   

As v（Ⅹ）＞O and f（x）＞O we have  

D′rD ＞ 0．   

1t can be easily shown that   

E叫3＜4（七重。td七呵Y言3max｛叫 0）・3′E岬・3｝ 

＝t f01lows from Lemma 4．2．1that   

-2p for all j,l. 
EIu三0）I3皇Clh言   

By H61der．sinequality we get that for each jヱl   

封両1）l3］≦8E【lQj（x・Zj）l3〕         コ  

（4．2．10）  

（4．2．11）  

（4．2．12）  

（4．2．13）  

（4．2．14）  

（4．2．15）  

（4．2．16）  

8 x′u）（f・（u，Y））3／4｝｛Kj（Ⅹ′u）（f・（u，y））l／4｝dudy  
5｛］Y13K；（ RpXR  
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3／4  ≦8［5Y4｛Kj（Ⅹ′u）｝8／3f＊（u，Y）dudy〕 RPxR  
1／4＝8h；2pxIlX12，  x【5K≡（Ⅹ′u）f・（u，y）dudy］         RpxR   

Where   

＝l 3／4and   
＝［皇ph；P｛K（（x－u）／hj）｝8’30（u）du］   

工2 

1／4 

＝［皇。h；pⅨ4（（Ⅹ一冊j）f（u）du〕 
As xEC（f），it f0110WS from Lemma4・2・lthat12≦C2・1f xEC（中）then  

by Lemma4・2・1we get Zl三．C3，andif＝州∞＜∞ then we have   

工1三｛＝州∞（llK11∞） 
5／3｝3／4＜∞・  

Zn any case′ ＝ ×Z2is bounded bY a COnStant and therefore，We                   l  
Obtain   

E叫1）l3］≦C。h言2pねrall〕≧1・  

Combining（4．2．15）ru（4．2．17）we have   

EID′wj13≦C5a；Y；3h；2p  foralljヱ1・  

Sinceby（4．2．4）and（4．2．18）  

3（a‾1）h2p 
（nhE）3／2Y三≡1EID／wjl3皇C6n 3／2－3ah三P／2≡1j・ ，  

j j 

it fo1lows from（H2）that  

j1 （n増）3／2Y三≡EtD′wぅー3＋Oasnヰ∞′  

（4．2．17）  

（4．2．18）  

Which，tOgether with（4．2．13）and（4．2．14）′implies（4．2．7）．BY   

Virtue of（4．2．6）and（4．2．13）we obtain（4．2．5）．Thus the lemma   

WaS prOVed．  
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LEmA4・2・5・Let（hn）be a nonincreasing sequence、Of posi－  

tive numbers converging to zero and satisfy（Hl）and（H2）・Let  

（Vn）be a sequence ofindependent random variables on a probabiト  

ity space（E7，F，P）satisfYing  

EV ＝O and hPEV2＜C for a11n＞l． nnn＝   
For any dE（0′∞）let N（d）be a positiveinteger－Valued random var－  

iable on（S7，F，P）and n（d）a positiveinteger withlirnn（d）＝・。。・Set  
d＋O   

n   

Tn＝j≡lajβjnVj foreachn’1・  

Where a is givenin（4．2．1）．tf  
n  

N（d）／n（d）＋＞ l as d－＞0（in probability），  

p  

then  

（N（d）hS（d）） 
1／2 

（TN（d）－Tn（d） 
） O asd＋0・  

PROOF． For simplicitYlet N＝N（d）and n＝n（d）．Let any   

POSitive numbers E：and ∈ be fixed．For any p（＞0）set  

Ml＝［（トp）n］and M2＝［（1＋p）n］′  

Where［b］denotes thelargestinteger not greater than b．Since   

asd＋0  

2p／（1－P）＋O and（（1－P）／（l＋p））a＋1，  

there exists a positive constant p＝p（E′∈）＜1／2 such that  

2p／（l－P）＜E2∈／2 and（l－（（1－P）／（1＋p））a）2   （4．2．19）  

2 
＜E∈／2．  

dぅ・0  
Aslim n＝∞We get M・＋∞aS d十O fori＝1′2and Ml／M2rb（トp）／（1＋p）          1  
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as d＋0・Hence by（4．2．3）and（4．2．19）we have  

2 2 （トβ＝m）＜E∈  
1 2 

for d sufficiently small．  （4．2．20）  

AIso′Since（M2－Ml）／Mlrb2p／（トp）as d＋0′it f0110WS from  

（4．2．19）that   

（M2－Ml）／Ml＜E2∈ fordsufficientlysma11・  

1t is clear that  

H2ル1≦Clfor alld＞0・  

Now′ We Shallprove thelemma．By assurnPtion we get  

P（lN／n－1I≧P）＜ ∈ for d sufficiently small・  

Put   

：＝P｛（Nh呂）1／2lTN－Tnt≧E，1N－nI＜pn）・  

でhen  

（4．2．21）  

（4．2．22）  

（4．2．23）   

Ⅰ三p（（呵）1／2lT・一丁。l≧E  ねrs。me土E（Hl′M2］）  （4・2・24）  

≦P｛明）1／2（IT・－TMII＋1TpTMll）≧E f。rS。meiE（Ml，M2‖ 1n   

MH 
≦p｛ 

l2 Hl2 

mlH2 HlH2 ＝P｛ご…芸叫1／2×誓…芸lで土－㌦11≧E／2）・  

By（4・2・2）and the definition of T we have that foriE（Ml，M2］ n  

M1 土   

βjMl 
）Vjいl〕＝H＋1ajβj土吋  

tT土‾叫≦l〕≡1a〕（βj土‾ 

M1 l   
l 

≦（YHl－Yi）一j≡lajY；lvj．＋YiIj＝M；．1ajY；vj．，  
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Which，tOgetherwith（4・2・24）andthemonotonicityofhn，nhP n  

andYn，impliesthat  

1／2 I皇P｛（H2哺 （4・2・25）  

1 （YMl－YH2）lj：a〕刊  

1  

；  

〕＝Ml＋1  ＋（M2喘2）1／2Ml誓…芸M2Yll  ajY；1vjl≧∈／2）皇Jl＋J2′  

Where  

＝P｛（M 1／2 
J1 21 （YMl－YH2）t〕：ajY；1v∃t≧E／4｝and  

1／2 
J2 ＝P｛（m ご 

22 MM l  
l2 

From（Ii2），（4．2．4）and assumption we get  

l－2ahP 
j 
2（a－1）hP 

ih；j≡lajβ言iEV≡≦C2i i ≦C3foralli三l・  
〕＝1  

Hence by Chebychev．sinequality．（4．2．2），（4．2・20），（4・2・22）and   

theabovefactweobtain  

－2 
Jl≦C。E（1－βMm ）2（M2川1）叫器輝Ⅴ； （4・2・26）  

l2  

≦C5∈ for d sufficiently small・  

From assumption，the H孟jek－R占nyiinequality（see Petrov【24］，  

Page51）・the monotonicitY Of hn，（4・2・21）and（4・2・22）we have  

that for d sufficientlY Small  

EV 2 
J2≦C6E一明 ぅー2 

∃＝．1 

（4・2・27）  囲1a；三好H2 

三C7E‾2M2H；2（H2－Ml）≦C8ト  
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Combining（4．2．23）and（4・2・25）rb（4・2・27）we obtain   

p｛（NhS）l／2ITN－TnI≧E）皇：＋P（IN－nl≧Pn）≦C，∈  

for d sufficientlY Sma111Which concludes the pr00f of thelemma・   

4．3． F工ⅩED－WIDTH SEQUENTIAL CONF＝DENCE INTERVALS  

＝n this section we shallpropose sequentialconfidencein－  

tervals＝ 
n，d 

probabilityα・Then the asymptotic consistency of these confidence  

intervals willbe shown，thatis，P（m（x）EIN（d）′d（x））ヰαaS d＋0′  

where（N（d））is the class of stopping rules defined below・  

Let any cx（0＜α＜l）be given・Define D＝D（α）＞O by  

¢（D）－◎（－D）＝α．Where ◎is the standard normaldistribution func－  

tion．Let d be any positive number（andlet any xERP be fixed・We  

define the stopping rule N（d）＝N（α′d′Ⅹ）as the smallestinteger  

n＞lsuchthat   

（D2B）‾ld2nhE≧Vn（x）／fn（Ⅹ）＞0，  
Where   

B＝a2β5K2（。）d。（＞0）withβbeinggivenin（H2）・ （4・3・l）  

Rp  

Define the confidenceinterva11n，d（Ⅹ）as  

＝n，d（Ⅹ）＝【mn（Ⅹ巨d・mn（Ⅹ）＋d］・  
AIso，define n（d）＝n（α′d′X）as the sma11estinteger n≧1such that   

（D2B）－1d2nhP＞Ⅴ（Ⅹ）／f（Ⅹ）＞0・ n＝  

Let o2（Ⅹ）＝Bv（x）／f（x）with B being givenin（4・3・1）・  
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The followinglemma states the asyrnPtOtic properties of N（d）・  

4 LEMMA4．3．l．Assume E［Y】＜∞．Let（Hl），（H3）and（H4）be sat－  

isfied．Consider a point xEC（f）ハC（q）nC（g）with v（x）＞0・Zf ei－  

ther xEC（0）or冊‖∞＜∞h01ds then we have  

P（N（d）＜＋∞）＝l for each d＞0，P（N（d）†00 aS d→0）＝l，   

N（d）hS（。）d2／（D202（X））・la・S・aSd＋0′ and   

い1a・S・aSd十0・  N（d）hS（。）／（n（d）hE（。）  

PROOF． From the definition of N（d）we get   

N（d）＝Sma11estinteger n≧1such that b（n）／t≧yn＞0・（4・3・2）  

Where  

2－2 

Y, ．b（n，＝ ，andt＝DBd・  訂 

Clearly．  

b（n）＞O for alln≧1，1im b（n）＝∞  and  
n－トOD  

lim b（n）／b（n－1）＝l・  
nぅー00   

We shall show that  

Vn（Ⅹ）≧O for alln≧lon n  

（4．3．3）  

（4．3．4）  

andthatforanyfixedLOEn   

vn（Ⅹ）＞O fora11n≧mifvm（Ⅹ）＞Ofor somem＝m（u）ヱl・（4・3・5）  

For simplicity we omit山・By the definition of vn（x）it suffices  

to consider the case where fn（x）＞0・  

Thatvn（x）≧（resp・＞）O for alln三Iis equivalent to  
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gn（x）fn（x）－q三（Ⅹ）≧（resp・＞）O fora11n≧l・ （4・3・6）  

Let any LUEE？be fixed・First we shallprove（4・3・4）・By the defini－  

tions of fn（x）′qn（x）and gn（Ⅹ）we have  

An＋l ＝（l－an）2An＋an（トan）Dn foreachn＞l，  （4．3．7）  

Where   

An＝gn＿l （x）fn＿1（x）－q三＿l（x） and  

D＝Gn（x′Zn）fn－1（x）＋Kn（Ⅹ′Ⅹn）gn－1（Ⅹ）－2Qn（Ⅹ′Zn）qn－1（x）・ n   

BYRemark4・2・lweget  

（4・3・8）  

D＝重ajβjn－1｛G（Ⅹ′Zn）Kj（ⅩlXj）・Kn（Ⅹ′Xn）Gj（Ⅹ′Zj） nn  

－2Qn（Ⅹ′Zn）Qj（x′Zj））＋Gn（Ⅹ′Zn）βon－lC  

for eachn三l・From the definitions of Xn（Ⅹ′Xn）・Qn（Ⅹ′Zn）and  

Gn（Ⅹ・Zn）we have  

Gn（x′Zn）βon－lCヱO for eachnヱI and   

Gn（Ⅹ′Zn）Kj（x′Ⅹj）＋Kn（Ⅹ′Ⅹn）Gj（Ⅹ′Zj）－2Qn（Ⅹ′Zn）Qj（Ⅹ′Zj）≧O  

for each j＝l，・・・，n－lwith nヱ2t which，tOgether with（4・3・8），  

Yields that  

（4．3．9）  for each n＞l．  
D  ＞ O  n ＝  

1t f01lows from（4．3．7）and（4・3・9）that   

An＋l≧（l－an）2An foreachn＞1・   （4．3．10）  

AsAl＝0，by（4・3・10）andinductionwehaveA＞Oforeachnヱl， n＝  

which，tOgether with（4・3・6）′gives（4・3・4）・Next we Sha11prove  

（4・3・5）・Assume thatvm（x）＞O for somemヱl・From（4・3・6）we get  

Am＋l ＞0・SupposethatA＞Ofor somen＞m＋l・Thenby（4・2・1）and                             n  
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（4・3・10）we have An＋l＞0・，Hence byinduction we obtain A ＞O for n  

alln≧m＋l，Whichis equivalent to vn（x）＞O for alln≧m・Thus  
（4．3．5）was proved．Next we shallshow that  

冒n（x）十g（Ⅹ）a・S・aS n＋∞  （4．3．11）  

Since EGn（Ⅹ′Zn）＋g（Ⅹ）as n＋00by Lemma4・2・1・the definition of  

Gn（Ⅹ′Zn）and xEC（g），it f0110WS from Remark4・2・1and the Toeplitz  

lemma that  

（4．3．12）  Egn（Ⅹ・Zn）－＞g（Ⅹ）as n＋00・   

Lemma 4．2．land（H4）give   

m22 
≡aEG（Ⅹ′Z。）＜∞′  

。1 

Which（tOgether with K01mogorovIs convergence theorem†Kroneckerls   

lernma，Remark 4．2．land（4．2．2），implies that  

（4．3．13）  gn（x卜Egn（Ⅹ）＋O a・S・aS n十∞・   

Thus，aCCOrding to（4．3．12）and（4．3．13）we obtain（4・3・11）・   

Lemma 4．2．2 and（4．3．11）give  

（4．3．14）  Vn（Ⅹ）＋Ⅴ（x）a・S・aS n十00・   

From Lemma 4．2．2，（4．3．4）′（4．3．5），（4．3．14）and the property of  

fn（Ⅹ）・thereexistsa・nullsetAsuchthatforeachuEAC  

yn（u）≧O for alln≧1，1im yn（山）＝l and nう・∞  

yn（u）＞O for alln≧mif ym（u）＞O for some m＝m（u）之l，  

which，tOgether with（4・3．2）and（4・3・3），Permits us to apply   

Lemma 4．2．3 t0 0btain the first three assertions of Lemma 4．3．l．  

Replacing N（d）′Vn（Ⅹ）and fn（x）by n（d）′Ⅴ（Ⅹ）and f（Ⅹ）′reSPeC－  
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tively，Wehavethatasd＋On（d）＋∞and  

n（d）hE（d）d2／（D202（Ⅹ））＋1′Which，tOgetherwiththethirdasser－  

tion，implies thelast assertion．This completes the pr00f・  

REMARK 4．3．l． By the use of Lemmas 4．2．2 and 4・3・l，and   

Theoremlof Richter［26］we have that under a11the conditions   

OfLemma4．3．1  

mN（d） 
（x）サm（x）a・S・aS dサ0・  

The following theoremis one of main theorems・  

4 
THEOREM4．3．2．Assume E［Y］＜∞．Let（Kl）′（K2）and（Hl）rb（＝5）  

be satisfied．Suppose that there exist bounded／COntinuous second  

2 

partialderivatives∂2f（x）／axi∂xjand∂q（Ⅹ）／axi∂ⅩjOnRPfor  
i，j＝l，‥・．P．Consider a point xEC（g）with v（Ⅹ）＞0・Assume xEC（0）  

orl回l∞＜∞・工f  

（4．3．15）  N（d）／n（d    ト I as dぅ・O  
p   

then we obtain 

（N（d）hS（。）） l／2 
（mN（。， （Ⅹ）－m（Ⅹ））→N（0・U2（Ⅹ））asd＋0・  

1  

PROOF．For simplicity put N＝N（d）and n＝n（d）・＝t follows   

from Lernma 4．3．1that n」・CX）aS d→・0．First we sha11show that  

（4・3・16）  

BN→N（0′r）as d→0・                     L   

where ris glVenin Lernrna 4・2・4・From Lemma 4・2・4 and the Crarnさr－                                                  二  
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Wold theorem we get  

2 
DノB“→N（0，DノrD）as d十O for anyDノER・  （4．3．1フ）  

sinceDノBN＝DノB＋（DノBN－D′B）foranyDノER2，inordertoprove nn   
（4．3．16）it suffices from（4．3．17）and the Cram占r－W01d theorem to  

Showthat   

DノBN－DノB→O asdすO foranYDノER2・ np  
2 

LetanyD′＝（do′dl）ERbefixed・ForiヱIset  

（4．3．18）  

1  S～t’＝≡1ajβ〕土U三t’        1  
j  

1t is clear that  

D′BN－DノBn  

for 七＝0．1．   

（4．3．19）   

l／2t） ＝dt（NhS） （Sよ－Sエt））＋｛（NhS／（nhE））1／2－1｝DノBn・  
t。  

Put  

∈（t）（x）＝（f（Ⅹ））トt（g（x））t for t＝0′1・  

1t follows from assumption and Lemma 4・2・1that for t＝0，1   

h≡E［（U王t））2］≦5h；PK2（（x－u）／hi）∈（t）（u）du≦Clforalli≧l・  
Rp   

Thus by the use of Lemna 4・2・5 we have  

1   

∑  

t＝0  dt（NhS）l／2（Sよt）－Sエt））TO asd＋0・  
（4．3．20）  

Let any E（＞0）be fixed・From（4・3・15）and（H3）we get that for   

6in（H3）  

P（lhN／hn－1I≧E）≦P＝N／n－11≧6）十O as d＋0，  

Whichimplies that hN／hn→las d＋0・Therefore′（4・3・15）gives                            P  
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｛NhS／（nhE）｝l／2－1TO asd・0，  

which，tOgether with（4．3・17），yields that   

｛（NhS／（nhE）） 
1／2－1｝D′BnTO asd＋0・  

From（4．3．19）ru（4．3．21）we obtain（4・3・18）・Set  

d〕1＝EX〕（Ⅹ′Ⅹ〕卜f（Ⅹ）′ dぅ2＝EQ〕（x′Z〕いq（Ⅹ）′   

D三＝（djl，dj2）forj≧1and D6＝（c‾f（x）・－q（Ⅹ））・  

（4．3．21）  

Then  

1／2 BトB・＝（呵） 
Y土  

1  

：  

〕＝1   

（4・3・22）  ajY言1D・・（ih；）l／2β。iD。。nn・      ］  

Itf。11。WSfr。m（4．2．4）and（H2）that（ihf）1／2β。i＋Oasi・∞・  
Thus，if we show that for each t＝1，2  

－1 

1ld〕tいO asi＋∞′  明）1／2Y土〕≡1ajYj  

then it f01lows from（4．3．22）that   

llBト吋l2十O asい∞ On n・           1  

（4．3．23）  

（4．3．24）  

we shallshow（4．3．23）．BY the TaYlor theorem，（Kl），（R2）and the  
2 

boundednessofa2f（x）／∂Ⅹi∂Ⅹjand∂q（Ⅹ）／∂Ⅹi∂Ⅹj，Wegetthatfor  
eacht＝l，2Idjtl≦C2h…forallj≧l，Which，t。getherwith  
（4．2．4）′ yields that for each t＝l，2  

i ●  
－1 l／2－ahP／2 芸ja－1h？ Idjt－5C3i 

j1 1j＝1 ・   

Hence bY（H2）we obtain（4・3・23）・By Lemma4・3・land（4・3・24）we  

getthatl噸－BNII2・O a・S・aSd＋0′Which，tOgetherwith  

（4．3．16），implies that  

（4．3．25）   

B蒜→N（0′r）as dヰ0・     L  
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2 
Define a function T（u，Ⅴ）on Ras  

土f u≠0   

0therwise．  
T（u′Ⅴ）＝  

Let Lノ＝（－q（x）／f2（x）．f－1（x））．By the TaYlor theoremweget  

（N哺）1／2｛ⅢN（Ⅹ）．qN（x））一一丁（拍）．q（x）））  

＝もノB晶＋EN＝B糾2。n【N＜＋∞］′  

（4．3．26）  

Where  

E土 
＋0 土りl（f土（Ⅹ）′q土（x））ノー（f（Ⅹ）′q（x））ノーl2 ＋0・  

Suppose N＜∞・Define Nl＝Sma11estintegeri≧1such that fi（x）＞0・  

Ztis clear that Nl皇N・From the nonnegativeness of K（y）we can  

easily get  

（4．3．27）  f土（Ⅹ）＞O for土≧Nl  

and  

Xl（Ⅹ′Ⅹ土）＝O for Nl＞1ヱ1・  

It f0110WS from（4・3・27）and the definition of Nlthat  

● 1   

fi（Ⅹ）mi（x）＝ I 

（4．3．28）  

（4．3．29）  

Sinceby（4・3・28）Qj（Ⅹ′Zj）＝O forNl＞j三1・uSingRemark4・2・1  
and（4・3・29）we obtain fi（Ⅹ）mi（Ⅹ）＝qi（x）fori≧Nl・Thus bY  

（4・3・27）we get mi（Ⅹ）＝qi（Ⅹ）／fi（Ⅹ）fori≧Nl，Which Yields  

mN（Ⅹ）＝qN（Ⅹ）／fN（x）on［N＜＋∞］・Hencebythedefinitions of T（ulV）  

and N we obtain  

（4．3．30）  ワ（fN（Ⅹ）′qN（Ⅹ））＝mN（Ⅹ）on［N＜＋∞］・   

Since m（x）＝q（x）／f（Ⅹ）it follows from（4．3．26）and（4・3・30）that   

（N哺）1／2（mN（Ⅹ）－m（Ⅹ））＝LノB品・EN＝鴨＝20n［N＜・00］・（4・3・31）  
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Lemma 4・2・2 glVeS that E．＋ O a．s．asi＋∞，Which，tOgether with l  
Lemrna 4・3．l，yields that  

（4．3．32）  E＋O a・S・aS d＋0・  
N  

Combining（4．3．25）and（4．3．32）we get  

ENltB；1I2 → O as d・0・                  p   

（4．3．33）  

Therefore，aCCOrding to（4・3・25）′（4・3・31），（4・3・33）and Lemma4・3・l  

weobtain   

（N哺）1／2（mN（Ⅹ巨m（x））→N（0′Lノrl）asd＋0′                              L   

which concludes the pr00f of Theorem4・3・2・  

We are nowin the position to glVe Our main result・  

THEOREM4．3．3．Under allthe conditions of Theorem4・3・2   

Wehave  

P（m（Ⅹ）E＝N（d），d （Ⅹ））＋α aS d＋0・  

pROOF．Put N＝N（d）．By Lernma4・3・land Theorem4・3・2we   

have   

Dd－1（mN（x）－m（x））   

＝（D2。2（Ⅹ）／（NhSd2））l／2（NhS／02（Ⅹ））l／2（mN（x）－m（Ⅹ））  

→N（0，1） as d＋0・  

L   

Thus we obtain  

p（m（Ⅹ）E＝N′d（Ⅹ））  

＝P｛lDd‾1（mN（Ⅹ）－m（Ⅹ））I≦D）＋◎（D）－◎卜D）＝＝aaSdヰ0・  
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This completes the pr00f・  

4 
coROLLARY4．3．4．Assurne E［Y〕＜∞．Let（Kl）and（K2）be sat－  

isfied，andlet 冊＝∞＜∞・Suppose that there exist b。unded′  

continuoussecondpartialderivativesa2f（x）／∂Ⅹi∂Ⅹjand  

∂2q（Ⅹ）／∂ⅩiaXjOnRPfori，j＝l，・・・，Pandthatg（x）iscontinuous  
on RP．set  

h＝n 
n   

－r／p withp／（p＋4）＜r＜l．  

Let ain（4・2・l）satisfyl≧a＞（l－r）／2・Then，for each point x  

With v（x）＞O we obtain  

P（m（x）E＝ 
N（d）′d 

（Ⅹ））＋α aS d＋0・  

pROOF．We can easilyverifY（Hl）～（H5）withβ＝（2a＋r－1）－1  

Lemma 4．3．1gives（4．3．15）．Thus，Since a11the conditions of   

Theorem 4．3．2 are fulfilled，We Obtain Corollary 4．3．4 bY Theorem   

4．3．3．This completes the pr00f・  
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