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PREFACE  

Normalsu血ceslngularities王IaVebeenresearchedbymanymathematicianS  
fromseveralpointsofview（i・e．，COmPlexartalysis，algebraicgeometry，COm－  

rutativealgebra，di触entialgeo聖etryandtopology）・There，nOmalsu血ce  
slrLgularitieswithC■pactionhavelmPOrtantrOles・Thoseslng111aritiesarede－  
£rLedby arLidealwhichisgenerated by qtlaSi－homogeneoTLSPOlynomids with  
sameweight（theconverseisalsotrue）・Thenthea鮎eringofsuchsinglllarity  
hasagradedstmct11reartdtherearemanylrLVeStigationsinthecommtltative  
nrLgtheory・OntheotherhandtheresolntionspaceofarLynOrmalsu血cesin－  
g111arity C●－aCtionhasageometricstrtlCtureWhichissimilartoahrLeb11rLdle  
andtherearemanylnVeStigationsabouttheminthetopology・  

Normalsu血ceslngularitieswithC＊－aCtionhaveappearedoftenirLtheclas－  
si丘cationsfromthepointofviewofcomplexarLalysisoralgebraicgeometry・For  
example，M．Artin［1】gavethede丘nitionofrationalsingurality（i・e・，tLegeo－  

metricgemsisO）andexhaustedeveryrationalsu血cesingularitywhosemT11ti－  
plicityistwo．WellSuallycauthemrationaldoublepoits．Eeveryrationaldouble  

pointisahypers11rfaceslrLgularitywhosede£rLirLgPOlynomialisquasihomogev ●  
rLeOtLS．AIso，WeCan允ndmanyquasi－homogeneo11ShypersurhceslrLgularitiesin  

Amold，sclassi£cationoffunctiongerms．   

IrL［4］，P．OrlikandPh・Ⅵ危greichinvestigatedthealgebr＆icandgeometric  

如nct－1reOfnorma15Ⅶぬce51ng111a工itieslⅣitIIC★－8Ction・They血owed仏a七the ■  

Weightedd－1algraphsofsuchsinglllaritiesaIeStar－Shaped・Moreover，払rquasi－  

homogerLeOllShypersur払ceslrLgularities，theyshowedhowwecancomp－1tetIle ●  

numericaldataoftheresol山ion（thegemsarLdtheself－intersectiom∴n－1mberof  
anyirreduciblecomponerLtOfexceptionalset）丘omtLeweightamdthedegree  
ofthede丘rLirLgequation・In［5】，H・Pinkhamrefbrmulated Orhkand Wagre－  

●● ich，sreslllt above．Hedescril〕edtheassociateda爪rLerlnglSCOnStruCtedastIle  

graded工ingwhi血is乱SSOCiatedwi仙a咤－divisoron乱nalgebr誼ccnrve（i・e・，  

compactRiemannsurhce）．FbrthermoreOrlikandWag工eich，sresulthasimpor－  
tant meaningshr otherresearchesofs－1rhceslmgularitytheory，becausemarLy  

exampleshavebeencomp11tedby11SlngtheirmethodirLthelatterresearch・   
In CLapterlofpresent paper，WeirLVeStigateno工malsurhceslrLgularities  

WithC’－aCtionwhichareobtainedasdiagonalcyclicsquotientof2－dimensiorLal  
quasi－homogeneous hypersllrhce sing111arities．Altl10ugh they are very special  

normalsu血ceslngllla・rities with C■－aCtion，ithasverylmPOrtarLtmeaningto  

investigatethem．Because，払rtheclasswecanobtain乱rLumeric＆lfo工mulato  

COmPutetheseveralirLVariants（fbrexample，geOmetricgenⅦS）arLdanumeric乱I  

CriterionfbrthesmguhritiestobeGorensteimwhenthecyc追cgroupGdoesno七 ＝  
COntainanyre兄ection．Furtherthisclasscontainsmanyexampleswhicharewell  

knowm．   

In・SeCtion20fChapterl，We glVe themethod to resoIve normalstLrface  

SlngularitieswithC■－aCtionwhichareobtainedasdiagonalcychcquotientof2－  
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dimensiorLalq11aSi－homogeneo11Shypersur血ceslngularities．Ourmethodisbased  

ontheteclmiqtleSOfOrlikandWagreich［4］a．ndA．Fujiki［2］．Byusingthis  

method，We Canfind many examples which have meanlngln the research of  

normalsurfacesingularities（［10］）・   

Insection40fCh＆Pterl，WeClassi＆diagonalcyclicqⅦ0七ierLtSOfthesimple  

euipticslrLgularityE8，Whicharenotsimpleeuipticslngularitiesorquotientsin－  
gularities・T王IeSeSlnglllaritieshadbeenalreadyfo11ndbyotLermatLematicians  
丘omseveralpointsofview・OurresultgivesaconcreterepresentationfbrtLose  
SlngⅥ．1aTities．   

In Chapter2†Weinvestigate a class ofnormalsuぬce slnguladties with  
C＊一aCtionwhicharedetermirLedbyaWeierstrasspointon・aalgebraiccurve（  
i・e・｝COmPaCtRiemannsu血ce）・LetCbeanalgebraiccVeandP∈C  

W6ierstrasspoint・勒considerthegradedringR（d，e）＝⑳HO（C，Oc（唐］・ ん＝O  
P）・tkandtheassociatedsingularityX（d，e），Wherel≦e≦d．Inthecaseof  
d＝e＝1，theringR（1，1）hasbeenalreadyinvestigatedinthefieldofcommtative  

rlng仙eory．   

Insectionland20fC土l＆Pter2，WeCOIISidertheembeddingdimension of  

X（d，e）andthegeneratorsystem ofthede鼠ningideal．Fo工anOrmalsurface  

SlrLgularity）ifitis arationalorminimally ellipticslng－1larity）the embedding  
dimensionofitiswritterLbynumericaldata（i・e・，furLdamentalcycle）onthe  

exceptionalsetoftheminimalresol11tion・IngeneIalItheembeddingdimertsiorL  
notonlydependsontLemlmericalda血b11talsodependsonthemod山iofthe  
S！ngularity・Ⅱowever，F・ⅦnI）yke［11］provedthatif（X，2）isamormalsurface  

SlrLgularitywithC♯－aCtionandtheself－intersectio刀し工Lumberishighenough，then  

theembeddingdimensiortoftheslngularityisdeterminedbynumericaldataof  

theexceptiorLalset・ThesingTLlarityX（d，e）does＝nOtad且PttOthesituationof  

VanDyke，becausetheself－intersectionnumberofthecentralcurveofX（d，e）is  

－1・Abo－1ttheembeddingdimensionofX（d，e）wecarL£nda長wphenomerL  

Whicharedi∬erentfromtheVanDyke，sobservations．   

Insection30fChapter2）WeCOrLSiderthecaseinwhichthesemトgrO11P最）r  
WeierstrasspointhastwogerLeratOrS・ThenthesingularityX（d，e）iswrittenas  

acyclicquotientofaquasi－homogeneoushypers11血ceslngularity・Inthiscase  
WeObtairLaneCeSSaryands扇罷cierLtCOndition払rtLeslngularitiestobecomplete  
intersectiorL・Weprovethisbyusing正一i・Watanabe，sresults［131．Moreover，in  

SeCtion4wegiveafbrmulaofthePoirLCareSeriesofR（d，e）．  
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Chapter I 

Cyclicquotientsof2－dimensionalquasi－homogeneous  

hypersurfhcesingularities・   

P・Introduction・Let（X，X）beaJnOrmalsurfacesingularitywithC＊－aCtionandq  

：（X，E）→（X，X）betheminimalgoodresolu七ion，SOtheexceptionalsetEisanormal  

crosslngdivisorandtheanylrreduciblecomponentissmooth・Then）byP・OrlikaJndP・  
Wagreich［12L七hew・d・graPh（＝Weighteddualgraph）ofEhas七hestarpshapedformas  
払1lows：  

（0・1），  
A。1   
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G‘；刷＝C2／＜   

Slngularitywhichisobtainedbyblowing－downofthei－  

・，S）・Itisisomorphictothecyc止cquo七ientsingularity  （盲＝1，  

）  

TO 

βi  

αt  

＞（see［17］），WhereαJPi＝bil  占；2－ ‥・－ 1  

e  

thecontinuedfractionalexpantion）．Wecal1（α，P）（resp．α）thetype（resp．the  

CyClicorder）ofCt；1，β・In［16］，H・PinkhamWrOtetheafRnegradedringRxof（X，3；）in  
J  

termsoftheabovenumericaldata．LetDbe Q－COe魚cientdivisorDo－∑PJαi・書on  
i＝1  

J Ao，andletD（k）bekDoh∑（kPJcYi）・彗，WhereD。isadivisoronA。SuChthatOA。（D。） i 
＝1  

istheconormalsheafofA。in皮，andfbranya∈R，（a）istheleastintegergreater  

∞ than，Orequaltoa・ThenRx＝R（Ao，Do）＝（DHO（Ao，OA。（D（k）））・ik．wecallthis  
た＝O  

representationPinkham）sconstruction・AIso）hegaveaformulaofthegeometricgenus  
Pg（X，諾）intermsofDo・Moreover，K－i■Watanabe［24＝］gaveaconditionfor（X，諾）tobe  

GorensteinintermsofDo・However）1ngeneralcases）WhenweglVeaCurVeCwithgenus  
g（C）＞Oand qqdivisorDoandconsiderthenormalsurfacesingularitywith（㌢－aCtion  
（X，ご）associatedtoR（Ao，Do），itisnoteasytoob七aintheconcretevalueofpg（X，霊）and  

todecideifi七is Gorenstein．   

Inthispaperwestudynormalsurfacesingularitieswith C＊－aCtionwhichareobtained  
asdiagonalcyclicquotientsof2－dimensionalquasi－homogeneoushypersurfaceslngularities・  

AlthoughtheyareveryspecialnormalsurfaceslngularitieswithC＊－aCtion，itismeanlngful  

tostudythem・Because）fortheclasswecanobtainanumericalformulatocomputethe  
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plurトgenera6m（so61＝P9）andanumericalcriteriontobeGorensteinwhenGdoes  
notcontainanyre鮎ction・Ifthe orderofGissmall）thenwe canalsocomputethe  
erhbeddingdimension・Moreover）thisclasscontainsmanyexampleswhicharewellknown  
（forexaI叩1e，eVeryquOtient singularity，eVerySimpllye11ipticsingularityandrational  

singularityasinsection40fthispaper）andmanyothers・   

Insectionl，WePrePareSOmefactsabout五nitegroupactionsonweightedprojective  

spaceorc3．Insection2，WeShallgiveanumericalaユgorithmtocomputetheweighteddual  

raPhassociatedto（X／G，q（0））fromnumericaldata・ForthecasewhereGistrivial（  

1．e．，thecaseofhypersurface），OrlikandWagreich［14］obtaineditbytopologicalmethods・  

Further，A・Fujiki［6］gaveamethodtoresoluve3qdimensionalcyclicquotientsingularities  

byliftingthegroupactionthroughblowlng－uPS・Our algorithmwillbeshownbyuslng  
theirteclmiques．Although七healgorithmisnotsosimple，itiseasytoprogramfbrthe  

computer．Insection3，WeShallgiveanumericalcriterionfor（X／G，7T（0））tobeGorenstein  

andaformulaforthepluri－genera6mof（X／G，7T（0））・Insection4，WeShal1considerthe  

rationalsingularitieswhichareobtainedascyclicquotientsofthesimpleellipticslngularity  

E8bysmal1actions（i．e．，aLtionswhichdonotcontainanyreflection．）．   

TheauthorwouldliketoexpresshisthankstoProf．Kei－ichiWatanabeforhishelpful  

adviceandencouragementsduringthepreparationofthispaper，anda・lsotoProf・Kimio  

Watanabe aJndProf．MasatakaTbmariforhelpfulconversations．  

1・Preliminarie8．LetP（qo，…，qk）betheweightedprojectivespacewhichisde五ned  

asthequotientspaceofCk＋1－（0）bytheC＊－aCtioni・（x。，・・・，ヱk）＝（壬qOx。，…，七q上xk）for  

i∈C＊＝C－（0）（see［5］）・SupposeGisafinitesubgroupofGL（k＋1，C）whichacts  

natural1yonP（qo，…，qk）・Ifg＝（a；j）0≦i，j≦た∈G，thenfromthewelトde重nednesswehave  
た  

∑（iqi－iqj）xjaii＝Oforanyi∈C＊and（x。，…，Xk）∈Ck＋1（i＝0，・・・，k）．Fromthiswe  
J＝0  

IlaVe  

叫＝O if 那≠鮎（五，J＝0，…，た）  （1．1）．  

Thereforeif恥＝‥＝すJl－ユ＜軋＝‥＝ 9。1＋。2＿1＜…＜振．．．＋。m＿ユ＝‥＝ 鮎＋‥巾m＿1（た＋  

Al  O  

（  ）  

1＝β1＋…＋βm），七beng∈Gha5afbrmg＝  ，WhereJ4J∈Gエ（βJ，q  

O  Am  
払rj＝1，2）…）m・ff’enceGhasthedecompositionG＝GlO・・・OGm，WhereGj⊂  

GL（sj，C）・Inparticular，ifk；≠kjforanyi≠j，thenanyg∈GisadiagonalmatriⅩ  

andsoGisanabeliangroup・Inthiscase，Sinceghasa触iteorder，a‘‘＝eぎiforsomepi  

弧dゼ∈Ⅳ い＝0，…，た）．  

De鮎itionl・1・Intheabovesituation，WedenotetheVeronesesubgroupV（G）ofG  
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揖bllows：Ⅴ（G）＝（g∈Glg∝tStrividlyonタ（如，…，恥）‡・   

WecaneasilyseethatV（G）isacyclicgroupgeneratedbyanelement（堵，…，e別  

forsomeN∈N WecalltheorderlV（G）ltheVeroneseorderofG・AIsoifG＝V（G），  

wecalltheactionaVeroneseaction・TheinvariantsubringbytheVeroneseactionisthe  
VbronesesubringofthepolynomialringC［xo，…，Xk］withweight（qo，・・・，qk）（see［7］）．   

Nowletf∈qxo，・・・，Tk］be aquasi－homogeneousPOlynomialoftype（d；qo，…，gk）  

（i．e．，押qo・ご0，…，まq上 ・ご鬼）＝壬d・J（恥…，ごた）仏工anyま∈C＊）such止a七（ズ，‡0））＝  

‡f＝0‡isanisolatedsingularity・LetG．bea且nitecyclicgroupwhichisgeneratedbya  

〕）  〔  

O
 

t
n
 
 

e
 
 

血agonalelemen七夕＝（e諾，…，e崇）（：＝  AssumeGacts C＊－equlVariantly  

O  e諾  

on（X，（0））・fIence fis asemi－invariant polynomialofG（i・e．，9＊f＝e£′for some  

integers）・Wepu七Y＝X－iO）／C＊⊂P（qo，…，qk）andputlな（G）＝ig∈qgacts  

trivial1yonY）・SinceYisnotcontainedinanycoordinatehyperplane且＝‡xi＝0）⊂  
P（qo，…，qk）（i＝0，…，k），陀（G）＝V（G）・Thuswealwaysabbreviatelな（G）asV（G）in  

七山spape工．   

LetG＝＜g＞＝＜（e史，・・・，eif）＞beacyclicgroupactingdiagonallyonP（q。，‥・，qk），  

thenweobtainthefollowingnumericalfbrmulaof（V（G）卜   

鮎ほむ£ 

Le汀江nal・2・閻Ⅴ（G糎血n〈β∈Ⅳ； 
。 ）・   

Proof・IG／V（G）IistheminimalpositiveintegerssatisfyinggS∈V（G）・IfgS∈V（G），  

thennisdividedbys・Tlmsiqj＝eご／。forsomei∈C＊（j＝0，…，k）・Henceifweput  

i＝e芸／，，七henqjX≡ijmOdn／s・q・e・d・   

Nowlet Gbean abeliangroupgenera／tedbytwoelementsglandg2】Wheregj＝  
（e芸j，eお，e訂）（j＝1，2）．ItactsnaturallyonC3．wewantt。C。mPutethegenerat。rS。f  
thestabilizerqpatapointp＝（w，0，0），Whereu≠0・Wedenotethefbllowingintegers：  

d6＝（α1，α2，n），d5＝（α1，α2）／d6，d4＝（α1，m）／d6，d3＝（α2，可／d6，  

d2＝n／d3d4d6，dl＝α2／d3d5d6，d。＝αユ／d4d5d6．  

FurthermorewedenoteanintegerÅbytheequationdlÅ＋d。≡Omodd2（0≦1＜d2）．  

Since（dl，d2）＝1，SuCh入alwaysexists．  

Lemmal・3・qPisgeneratedbyfl＝gf3・g宴1入andム＝g宴2d4   

Proof・Supposegig呈isanelementofGp，SOWehaveali＋a，j≡Omodn．Tlms  

dod4i＋dld3j≡Omodd2d3d4・Sinced3（resp・d4）isrelativelyprimetod。d4（resp．dユd3  

），WeCanPuti＝d3Zandj＝d4JforsomeintegersIandJ．Thend。Z＋dlJ≡Omodd2．  

Fromthede五nitionof入）WehavedoI＋dl入I≡Omodd2，SOdlJ＝－doI≡dlJÅmodd2．  
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SincedlisrelativelyprlmetOd，，J≡入Jmodd2・Thenthereexistsanin七egerKsatisfying  

J＝ÅI＋d，K，SOWehavegig芸＝HJF・q・e・d・   

Remarkl．4．LetH＝＜gl，9，＞＝＜（eSi，e恕），（e崇，e慧）＞beagroupactingonC2and  
assumeHdoesn）tcontainanyre鮎ctionoftheform（1，e三），Where入isanintegerwith  
O＜入＜n．Putk＝alb2～a2bl，S＝g．C．d．（al，a2），al＝CISanda2＝C2S・Letpandqbe  
integerssatisfyingpcl＋qc，＝1andlet9＝g冒g冨＝（eニ，e㌘l＋qh）・ThengClg；1＝（1，e㌘／3）  
andgC2g；1＝（1，e㌘／5）．Bytheassumption，gCl＝glandgC2＝g2，SOgisageneratorof  

H．ThiswillarisewhenweresoIve（X／G，7T（0））inthenextstep・  

2．W占ighteddualgraphassocia七edto（X／G，7r（0））・Supposef∈C［xo，Xl，X2］is  
aquasi－homogeneouspolynomialsuchthat（X，iO‡）＝（f＝0）isanisolatedsingularity・  

Thentheslngularityisdiffeomorphic七oaslngularitywhichisdefinedbyapolynomial  
belongingtooneofthefollowingeightclasses（p61in［15］）‥  

（J） ご岩0＋韓十ご芸2，  （〃）£岩0＋韓十諾1諾芸つ（α2＞1），  

（J〃）ご岩0＋ご；1ご2十諾芸2£1（α1，α2＞1），（Jり 境0＋訂0韓＋町呼（α0＞0），  

（V） 芯岩0ご1＋韓ヱ2＋諾芸2紬  （V了）境0＋ヱ1エ2，  

（Ⅴ〃）霊岩0＋霊。霊；1＋和£芸2＋ヱ宣1婚（（α0－1）（α1あ2＋α2占1）／α0α西2＝1），  

（VT〃）諾岩0ェ1＋霊。韓＋£。堵＋諾至1婚（（α。－1）（α1占。＋α2占1）／α2（α。α1－1）＝1），  

（2・1）．   

LetG＝＜（eg），eた，e慧）＞beafinitecyclicgroupwhichactsdiagonal1yon（X，iO））・  

Thenwecanprovethek）1lowingpropositionbythesamewayasinTheorem3・1・4in［11］・  

Proposition2・1．Suppose h（xo，Xl，＝2）is aquasi－homogeneouspolynomialsuchthat  

（V（h），†0））＝ih＝0）hasanisolatedsingularity，andh＝f＋g，Wherefbelongstooneof  

theaboveeightclassesandnomonomialappearsinbothfandg．Supposea£nitecyclic  

groupGactsdiagonal1yonV（h）andV（f）．Then（V（h）／G，甘（0））isC＊－equivariantlydif一  

鎚omo叩hicto（Ⅴ（∫）／G，打（0））．   

Thenumericaldata（g，b，（α1，β1），‥・，（α。，P3））（i．e．，Seifertinvaria，n七＄）associated  

tothenormalsurfaceslngularitywith C＊－aCtionisunlquelydeterminedbythediffeomor－  

Phismclassofthesingularity（see［14］）．Hence，Whenwecomputetheweighteddual  

graphassociatedto（X／G，7T（0）），Wemayonlyconsiderthequasi－homogeneousp01ynomi－  

alswhichbel。ngtOtheeightclassesin（2．ユ）．   

Notation・Foranintegerj，1etLi］betheintegersatisfyingj≡［j］mod3andO≦Li］≦2  

in thissection．   

2・1・Typesofcyclicquo七ientsingularitiesassociatedto（X／G，升（0））．From  

nowonwecomputethetypesofcyclicquotientsingularitiesassociatedto（X／G，汀（0））．  

Letfbeaquasi－homogeneouspolynomialoftype（d；q。，ql，q2）whichbelongstooneofthe  
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eightclassesin（2．1）andX＝if＝0）・Letり：C3（y卜→C3（T）bethecoveringmap  
definedbyxj＝yF（j＝0，1，2），SOitscoveringtransformationgroupistheabeliangroup  

H＝＜り0＞0＜e聖＞㊦＜eq2＞・Letf（yo，yl）y2）be七hepul1－backoffby灯，andlet  
X＝（f＝0）andC＝廠－（0‡／C＊⊂P2・LetJ‥WrC3（y）betheblowing－uP  
centeredat‡0）∈C3andletSthepropertranSk）rmaJtionofXbycr・ThenWisthetotal  
spaにeOfthedualhyperplanebundleoverP2・Let甲‥W→P2beabundlemap・The  
exception扇se七oftherestrictionmap6‥S→鬼ise・Let［G：（1：E2］bethe  

cT  homogeneouscoordinateofP2，andletUi＝‡［ら：G‥ら］  
C3 ∈ア2は≠0）brJ＝0，1，2・Ifweputlり＝甲‾1（り）＝  Ⅳ

∪
ぶ
∪
∂
 
 

Uixqujl＝克＋1】／ら，uj2＝毎十2】／G andij＝G，then  

（ujl，uj2，ij）givesacoordinateof町・These Wb，Wiand  

lろちforma，COOrdinatesystemof Wand crisexpressedby  

thesecoordinatesas壬01lows：yo＝士0＝u12士1＝u21i2，yl＝uolま0＝il＝u22i2，y2＝uo2io＝  

叫1ま1＝ま2・Putム0＝（e。。，1，1），九1＝（1，e。l，1）and毎＝（1，1，e。。），SO∬＝＜た0，九1，九2＞・  

Theactionofhk（k＝0，1，2）canbeliftedtol竹bytherelationasabove・Thenthelifting  

hkCanbewrittenasfollows：  

力J＝（e訂，e；1，e労）， ん州＝（e恥仰1，1），毎＋2】＝（1，e勒仰1）・  

HereweputFi＝＜hj，毎＋1】，毎＋2】＞（j＝0，1，2）・   

NowletG＝＜9＞＝＜（e豆，eお，eお）＞beacyclicgroupactingdiagonallyonX⊂C3・  
Ifp∈X－（0）isa丘ⅩedpointofG，thenthe C＊一Orbitofpiscontainedinthefixedpoint  

setofG．Then7T（p）isaramiBcaJtionpointof7T：X→X／G，butnotasingularpoint・  

ThereforeX／Ghas anisolatedsingularpointonly at7T（0）・ Wedenotethef01lowlng  
integers：  

エ＝J．c・m．（恥紬勉），〃＝加，ち＝エ五J／恥（ゴ＝0，1，2）弧d V＝lV（G）l，  

whereV（G）istheVeronesesubgroupofG．Then七heactionofGcanbeliftedtoC3（y）  

withtheforme＝＜（凄，菰，凄）＞．Theactionofacanbeliftedonto勒Withtheform  

，e 亘＝＜釣＞＝＜（e封＋1】‾Ijお＋2rち，e急）＞．SinceV（G）＝＜（緒，碓，e芋）＞，thehftingonto  
呵ofthegenera七orgv＝（e芋，碓，e芋）isgivenbyきv＝（1，1，eV）．Let呵（巴C3）bethe  

quotientspaceofⅥ与bythegroupgeneratedbytherenec七ionsきv，毎＋1］and毎＋2］，andle七  
人j‥昭一→呵bethequotientmap・Furtherletej＝＜ち，動＞／＜5．。hu．1］，hu．2］＞，  

＋2】  where＜G，l，Hi＞isthegroupgeneratedbyqandH，・・Ifweputvjl＝u；Y＋1】 ，Vj2＝  

and7う－＝iT，then（vjl，Vj2，7；）givesacoordinateon呵■Moreover5jandhjareeXPreSSed  
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OnⅥ勺asfollows‥  

ぁ＝（e慧州‾現鶴＋l】，e慧佃「∫メ）佃】，e是y），  
克J＝（e；矩1】，e；恥＋2】，e芸），  （2・2）・   

Nowweconsidertheactionofei≡＜5j，hj＞on七healgebraicsurfaceち：＝入j（Sn  
勒）＝（Sn勒）／＜5v，hu．1］，hu．2］＞⊂勒，andwecomputestabilizersof句atfixedpoints  

inち．Thealgebraiccurveち‥＝入j（enⅥ勺）isdefinedbytheequation7了＝f（1，yjl，り2）＝0  
た  

in呵・Then，byusingtheEuler’sformula∑吼晶∂f／axi（x）＝d・f（x），WeCaneaSilysee  
iニO  

thatqisnon－Singular．ThealgebraJicsurface昂isdefinedbyf（1，Vjl，Vj2）＝0in勒（so  

ち巴ち×C）andisnon－Singular・  

（巴C3）  呵
 
 

∪
 
 

呵
 
∩
⊥
ち
 
 

〔
J
 
 
 

リ
 
 
 
リ
 
 

呵
 
 

⊥
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∩
【
q
↓
㌦
 
 
 

l
 
 
 

⊂ 呵＝呵／＜れ毎朝布川＞（＝C3）  
句
－
 
 

一
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〓
呵
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－
q
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′
／
 
 

一
説
．
 
 

∪
 
 

句
 
 

－
q
 
 

＝l竹／＜GJ，巧＞  

Sincedeg（ち→ら／ej）＝deg（ち－→ち／句）＝qjfGW1年doesn）tcontainanyre鮎c－  

tionwiththeform（1，1，eミ）exceptfortheidentity．Thus，ifp＝（恥り2，0）∈ちisa  
fixedpointoftheactionofGj）thenvjl＝00rVj2＝0・Hencewemayonlycompute  
thestabilizerofejatthepointsinちwithcoordinate（vjl，0，0）or（0，Vj2，0）or（0，0，0）・  

Butapoin七withcoordinate（0，Vj2，0）（yj2≠0）in呵ismappedtoapoint（vu＋1】1，0，0）  

inWb＋21bythecoordinatetransformation，SOWemayOnlyconsiderthepointwiththe  

coordina七e（類，0，0）or（0，0，0）asthe丘Ⅹedpointsof句inち・   

Firstweconsiderthefixedpointp∈ちwiththecoordinate（a，0，0），a≠0・The  

七angen七plane7も（ち）atpisequaltothea且neplane（vjl＝a）in呵＝C3（vjl，Vj，，77）．  

Hence）inordertocomputethecyclicquotientsingularityC町1．PjWemuS七computethe  

ac七ionofthestabilitygroup句，PatPOn7；（ち）＝†り1＝a）＝†a）×C2（see［3］）・By  
Lemmal・3wecanfindatmosttwogeneratorsof句，P，SOWeCanCOmPutethetype（aj，角）  

fbrCαj：l，βj（竺7L（ち）／ej，P）byRemarkl・4・   

Secondweconsider the丘Ⅹedpointp＝（0，0，0）∈昂for句．The tangentplane  

7L（ち）atpisgivenbyivjl＝0）orivj，＝0）in勒．If了も（ち）＝‡vjl＝0‡（resp・  

7；（ち）＝ivj，＝0）），thenthecyclicquotientisgivenbytheac七ion：  

＜（e慧【榊「柚榊－，e急Ⅴ），（e；恥＋2】，e芸）＞  （2・3）・  

（工eSp・＜（e慧【州‾∫J）…，e急Ⅴ），（e；句州，e芸）＞）  

FromRemarkl・4，WeCanCOmPutethe七ype（叫溝）ofthecyclicquotientsingularityC。j：1，βj  

（巴ち（ち）／ち）．  
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2．2．Numberofcyclicquotientsingularities．Oneach呵，ifp＝（0，0，0）∈ちis  
a五Ⅹedpointofeandifち（ち）＝iりk＝0），thenweputnjた＝1（j＝0，1，2andk＝1，2  

）．Itshowsthenumberof七hecyclicquotientsingularitiesassociatedwiththe且Ⅹedpoin七  

ofsuchtype．Itisdeterminedaccordingtotheclassin（2・1），anditwi11belistedintable  

l．   

Nextweconsidera丘Ⅹedpointp＝（a，0，0）∈ち（a≠0）．Let朽‥呵→呵／q・be  
thequotien七ma，PbyGj・LetnjbethenumberofcycLicquotientsingularitiescorrespond－  

iチgtOtheorbitsoffiⅩedpoints‡（vil）0）0）∈紬1≠0）・Thennj＝＃pj（i（vjl｝0，0）∈  

Si・Jvjl≠0‡）forj＝0，1and2・LetC＝X－‡0）／C＊・ThenCisasmoothcurvein  

P（q。，ql，q2），andi七isthecentralcurveaSSOCia）tedto（X，X）・Furthermorelet  

q＝拒0‥ヱ1：ヱ2］∈C⊂タ（如湖，曾2）lェJ≠0，鞘十1】≠Oand彗力司＝0），  

andletPj＝♯q・LetLjbethenurriberofpointsinoneorbitonqbyG・Then，by七he  

samewayasinLerrmal・2）LjisglVenaSfollows‥   

ェ∫＝血ヰ∈Ⅳ； 

恥招裾佃）＝出1］） 
） 

（2・4）・  

Wecaneasilyseethat njisequalto♯7T（q）whichisequa・1tothenumberoforbi七son  
qbytheactionofG・fIence  

mJ＝ち／エゴ  （2・5），  

andfbrtheeigh七classesin（2・1），4jisgivenbythefbllowingtablel・  

（恥α1）  （α1，α2）  （α2，α0）  
（恥α1）  （α1－1，α2）  

（α1－1，α2－2）  田  1   

ⅠⅤ   （α0－1，勘）  
Ⅴ  

ⅤⅠ  1  1   

ⅤⅠⅠ   （α0－1，勘）  田  （α2，α0－1）  田  

VIII  （α0－1，α1－1）  田  

（Weabbreviate”0”intheabove．）  Tablel．  

2・3・Self－intersectionnumberandgenusofthecen七ralcurve・Nowletf，（X，‡0‡）  

andGbeasin2・1・FurtherletV（G）betheVbronesesubgroupofG（i．e．，anyele－  

men七ofV（G）has七rivialactiononP（qo，ql，q2））・LetCLj：1，P，（j＝1，…，S）bethe  

2・2  

2 CyClicquotientsingulari七iesassociatedto（X／G，打（0））・LetNム＝．∑ni＋∑Z：nijand i 
＝O  i＝OJ＝1  

2  2  2  

Nl＝∑ei＋∑∑n¢・ThentheselLintersectionnⅧmber－bofthecentralcurveCass。＿    i＝0  ；＝OJ＝1  
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ciatedto（X／G，7T（0））andthegenusofCaregivenbythefollowing・  

J  Proposition2．4．（i）占＝dtV（句‡2／恥勘曾2tGけ∑αJ／島・  
J＝1   

（ii）2g（C／G）－2－〃1＝lV（句l／lGli2g（C）－2－Ⅳ0）・   

Proof．（i）Le七度，S，呵Candebeasin2・1・Considerthefollowingdiagram‥  

CT 

↓
五
↓
 
 
 
 
 
 
方
 
 

点→虐／＜e，厨＞  

where¢isthenorma辻ヱation，倉＝ Sxee and恒stheminimalresolutionof  
CL，；1，β，（j＝1，…，S）・For each case ofthe eight classesin（2・1），by using七helo廿  

caluniformization at the slngular point of C we can easily check that the action of  
＜e，盈＞canbeliftedtotheactionon9．FortheVeronesesubgroupV（e，h），WehaNe  

［V（e，E）．＝fV（e）l．Theseliintersectionnumberofeinthequotientspace葺／V（e，h）  
is畔（G）．，andthedegreeof倉／V（e，h）→点／＜a，盈＞isq。qlq2lGF／［V（G）ibecause  
deg（倉→含／＜e，盈＞）＝deg（慮→X→X／G）＝q。qlq21q．ByOrlikandWagreich，s  

result（Theorem4・3in［13］），WeObtainourformula・   

（ii）Ifwe know theramificationindicesatfiⅩedpointson Cby e（：＝G／V（G）），  

でCanObtainthevalueofg（C／e）fromtheRiemann－Hurwitzformula2g（Cト2＝  
lq（2g（C／e）一2）－∑（e（p卜1），WhereFisthe£Ⅹedpointssetofeande（p）isthe  

p∈∫  

rami鮎ationindex（＝Iepl）atp∈F．SinceGac七sdiagonallyon（X，（0‡），anyfixed  

pointonCbyeiscontainedinthesubset‡ごj＝0）nC⊂P（qo，ql，q2）forj∈（0，1，2）．  

Theorderofthestabilitygroup（i・e・，therami丘cationindex）at［1‥0‥0】or［0：1‥0］or［0：0‥1］  

isequalto（句・TheorderofstabilitygIOuPatthepoint［LJ：1：0〕∈C⊂P（q。，ql，q2）（LJ≠0  

）（resp・［0‥u：1］】〔1‥0：U］）isgivenbyle［／Lo（resp・leI／Ll，（el／L2），WhereLjistheinteger  

givenby（2・4）－ThenumberofthepointsinCwiththecoodinate［LJ：1：0］（resp．［0：LU：1］，  

［1‥0：u］）isequaltoeo（resp．el，22），WhosevaluewasshowninTablel．Fromthese  

COnSidera七ionsand（2．5）wecanobtainourfbrmula．q．e．d   

ByProposition3・5・1in［12］wecanobtainthevalueofg（C）．Thenwecanobta，inthe  

Valueof g（C／G）・Allpreparationsforthecomputationofthew・d・graPhof（X／G，7T（0））  

arenowcompleted．   

Example2・5・Let（X，ヱ）＝（x去5＋エ壬8＋呼＝0‡，thenthew▲d・graPhof（X，X）is  
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［1］  

Example2．6．Let（X，X）＝（x芸＋T雪＋＝1X去4＝0‡，thenthew・d・graPhof（X，X）isgiven  

二ニー…三こ芸  
LetG＝＜（e7，e手，e手）＞，thenthew．d．graphof（X／G，7T（x））isgivenby   

Example2・7（quotientsingularities，Cf．［2］，［18］）・Let Gbe a血ite subgroupof  

GL（2，C）・Weconsider七hequotientsingularity（C2／G，7r（O）），Where7T：C2→C2／Gis  

thequotientmap．LetG。＝GnSL（2，C），thenitiswellknownthat（C2／G。，甲（0））isahy－  

PerSurfacesingularity（i・e・，rationaldoublepoint）．SinceGL（2，C）／SL（2，C）＝C＊，G／Go  

isa丘nitecyclicgroup ＜9＞・  

C2  
cニモ  

＿  

Letfb，彗and為begeneratorsoftheinvariantsubring qxo，Xl，ご2］GD byGo・Then  

theactionbygtoろiswrittenby9＊fl＝e㌘・fl（j＝0，1，2）fbrsome（i。，il，i，；n）．  

Thereforeanyquotientsingularityisrepresenteda5adiagonalcyclicquotientofarational  

doublepoint・In［23］，J・Wahlshowedthatthequo七ientmap¢：C2／Go→C2／Gby  

G／Gogivesthecanonicalcoverof（C2／G，升（0））・Wecanseethatthequotientsingular－  

itywiththew・d・graPh isgivenasacyclicquotient（X／G，柵  

Where（X，（0））＝（x岩＋x≡＋x塁＝0）（i・e・，rationaldoublepointoftypeD4）and  

G＝＜（e≡8b＿27，e≡8b＿27，e≡…ご27）＞・Moreover，byusingthePinkham）sconstruction，WeCan  

easilycheckthatanyquotientsingularityexceptfortheabovecaseisaVeronesequotient  

Ofarationaldoublepoint・Forexample）aCyClicquotientsingularitywiththew・d・graPh  
㊤｛ト・・pO－＠isgivenasthecyclicquotientof（X，（0））＝（村＋諾1X2＝0）by  

G＝＜（e2，e2，e2）＞・Itiswe11knownthatwecanchoosevariousweightsfbrthepolyno－  

mial・Ifnisodd（resp・eVen），WeChoose（2n；1，n，n）（resp・（2n；1，3，2n－3））aLSthe  

weightofヱ呂n＋xIX2・ThenGistheVeronesesubgroupoftheorder2．   

Remark2・8・Let R＝R（C，D）bethePinkham，sconstruC七ionofanormalsuIface  

SingularitywithC＊一aCtion（X，X）・IfafinitegroupGisVeronese（i・e・，G＝V（G）），七he  
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gradedringassociatedto（X／G，7T（x））isequaltoR（C，dD），Whered＝iq・Therefore，  

whenGisaVeronesegroupandthew．d．graphassociatedto（X，霊）isalreadyknown，the  

w．d．graphassocia七edto（X／G，7r（x））iseasilycomputed．Forexample，1etf＝X芸＋x壬2＋ヱ圭4  

andG＝＜（e5，e喜，e5）＞．ThenGistheVeronesegroupoforder50n（X，iO））＝（f＝0）・  

Thew．d．graphassociatedto（X，iO））isgivenby  ．Then七he Q－divisor  

4 6  

DofthePinkham，sconstruCtionisequaltoDo－∑1／7・Pi－∑2／3・P；，WheredegDo＝2・                                      ；＝1      i＝5  
4 6  

i＝1  Since5D＝（5Do－3p5－3p6）－∑5／7・Pi一∑1／3・Pi，thew・d・graPhassociated to                                    i＝5  

（X／G，7r（0））isgivenby   

2．4．Brieskorntype．Let，sconsiderthecaseoftype（J）in（2．1）・LetGbe，anabelian  

gIOuPgeneratedbytheelementsgl＝（eSi，e慧），… ，g，＝（艦，e訂）actingnatural1yonC2・  

Lerrma2．9．Thequotientsingularity（C2／G，7T（0））isacyclicquotientsingularity  

whosecyclicorderisadivisorofg・C・d・（m，n）・   

Proof．LetHbethesubgroupofGgeneratedbyal1reflections（i・e，theelementwhose  

fixedpointsetisalinein C2）．Thenwehave C2／H巴C2andC2／G巴C2／（G／H）・  

HencewemayassumethatGdoesn｝tcontainanyre鮎ction．Letpbeahomomorphism  

fromGto C＊＝C－iO）de五nedby（eL，e£）∈G→eL∈C＊・Thenthekernelof甲is  

七rivialandpisanisomorphismfromGontop（G）・Sinceany蝕itesubgroupofC＊is  
cyclic，Gisacyclicgroupwhoseorderisadivisorofm・Byconsideringthemaptothe  

secondfactor（eL，eま）→eま，theorderlG［isalsoadivisorofn・q・e・d・   

Theorem2．10．Letf＝X岩0＋x；1＋x芸2，（X，（0））＝†f＝0）andletG＝＜（e恵，eお，e霊）＞  

beacyclicgroupaにtingdiagonal1yon（X，（0））・LetCLj：1，βj（j＝0，1，2）bethethreetypes  

ofcyclicquotientsingularities（orsmoothpoint）ass。Ciatedto（X／G⊃7r（0））・Ifwetakea・  

Suitablechangeofj，thenthecyclicorderαjlSadivisorofajforj＝0，1，2a・ndthenum－  

bernj。fCtj：1，βjisequaltog・C・d・（aj，aU＋1］，［su＋2］L），Wheresj＝（au＋2］iu＋2r aU＋1］iu＋1］）／n・   

Proof・Letusconsiderfhesituationof2・1・By（2・2）wehave葺＝（eSl‾h）ql，e紆－h）q2 ，婚Ⅴ），  
克＝（e云91，e忘亀，e芸）on何も，and島＝Å0（Cn疎〕）＝‡1＋成＋職＝0）⊂勒＝  
C3（uol，Uo2，乃）．Tben  

葺＝（e；Jz，eご1，e霊）and亮＝（eご0，eご0，e諾芸）・  

Considerthefixedpointp＝（LJ，0，0）∈Cbwithual＝－1andconsidertheassocia七ed  
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cyclicquotientsingularityC。：1，βattaChedtop，thenthecyclicorderαisadivisorofa2by  

Lemmal．3andLemma2．9．Moreoverwecanseethatthenumberoforbitsbythea．ction  

ofe＝＜葺，h＞ontheset†（u，0，0）Iual＝－1）isequaltog・C・d・（ao，al，Is2J）・q・e・d・   

Remark2．11・Let（X，‡0））＝（3；召0＋x号l＋x芸2＝0），Wherepo，Plandp2arePairwise  

COPimPOSitiveintegers（≧2）・LetG⊂GL（3，C）beafini七egroupwhichactsC＊－  

equlVarlantlyon（X，（0））・ThenGisaVeronesegroup＜（e£1P2，e£2PO，e芸OPl）＞，Whererl  

is the orderofG・Infact，anyelement ofGisdiagonalf土omPreliminaries・Letg＝＜  

（ek，e豆）e法）＞beanyelementofG・Sinceg・C・d・（pIP2）P2Po，PoPl）＝1，thereXistin七egers  

α。，α1andα2SatisfyingαoPIP2＋poα1p2＋poplα2＝1．Weput7＝αoio＋α1も1＋α2i2・Then  

itsatisfies7・（popl，PIP2，P2Po）≡（io，il，i2）modm．Then＜9＞＝＜（e監P2，攫pつ，招Po）＞，  

where痢＝m／g・C・d・（m，ry）．Fromthiswecaneasilyseetheabove・   

3・Theconditionfbr（X／G，7r（0））tobeGorenBteinandafbrmulafbrpluri－  

general6m（X／G，7T（0）），m≧1・  

Definition3．1．LetY⊂Ck＋1beananalyticsubvarietyandG⊂GL（k＋1，C）afini七e  

groupactingnatural1yonY．Foranelementg∈G，ifthefiⅩedpoin七setofgonYcontains  

asubvarietyofcodimensionl，WeSa，ygarefleciiononY．MoreoverifGdoesn’tcontaJin  

anyre瓜ection，WeSay七hat Gissmall．  

Fromnowonletf∈qxo，…，Xた］beaquasi－homogeneouspolynomialoftype（d；qo，・・・，qk）  

suchthat（X，（0‡）＝（f＝0）⊂Cた＋1hasanisolatedsingularityat（0‡．AssumeG＝＜  

（e藷，‥・，eお）＞actsdiagonallyon（X，iO））．Wemayconsideronlycasessuchtha，tthegroup  

Gdoesn）tcontainanyrenectionofthetype‥ （i＝0，1，・・・）k）・  
（1，，1）  

Ifitisnotso，WeCanreducetothecasewhere Gdoesn）tcontainsuchre丑ections．Eow－  

everthereexistre鮎ctionsofanothertype．Forexample，1etf＝ヱか1＋x≡x2＋3：…訂oand  

G＝＜9＞＝＜（e7，1，e享）＞，thengisare鮎ctionwhosefixedpointsetisthexl－aXis・Ifwe  

COnSiderthepolynomialofBrieskorntype，WemayalwaysassumethatGissmal1・   

Anormalisolatedsingularity（X，＝）ofdimensionkiscal1edaGorensteinsingulari七yif  

thelocalringOx，。isCohen－MaJCaulayandthereexistsaholomorphick－formonX－‡x）  

Whichdoesn〉tvardshanywhere．Theplurトgenera・6misana・nalyticinvariantofthenormal  

isolatedsingularitywhichwasdefinedbyI（i・Wata）nabe［25］・Althoughwedon’trecal1七he  

definition，WenOtethat61isequaltothegeometricgenuspg＝dimcRk－17T＊0如，Where  

打：鬼→（ズ，‡）isaIeSOl雨ion．   

Letf，（X，（0））andGbeasabove・Let’sconsideranon－Vanishingholomorphick－form  

LJOnX－（0）whichisde丘nedby  
′し  

dご0∧‥∨‥∧ゐ夫  
叫び‘＝ト1）l  

∂J／鮎i  
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on仇＝（∂∫／弛≠0）∩∬（盲＝0，1，…，杵 Fo‡（ユ＝＝（恥…，α長）and占＝（占。，…，占た）∈身打1，  
た  

wedenote［a，b］＝∑aA．Thenwehavethefo1lowing．  
；＝O   

Proposition3．2．Underthesitlユationasabove，aSSumeGissmal1．   

（i）（X／G，7T（0））isaGorensteinsingularityifandonlyifLJisaG－invariaJntform・   

（ii）Foranypositiveintegerm，  

∂m（∬／G，升（0））＝♯（入∈Ⅳ“1Im・α（ズ）≧［曾，入］andm・α（G）≡［い］modれ）  

－＃（入∈Nk＋1lm・a（Xトd≧［q，入］aJndm・a（G）NS＝［i，入】modn），  

whereÅ＝（lo，・・，入k），i＝（io，…，ik），q＝（qo，…，qk），andwherewedenotea（X）＝  
ん 

d－∑射andα（G）＝β－ 
J＝O  た ∑盲J・    J＝O   

Proof．BytheconditionforGtobesmall，thecoveringmap7T：X－（0）→X－（0）／G  

isunramified．FromtheramiRcationformula（p・41in［1］）wehave  

∬ズー（0）＝が（敢／G一打囲）  （3・1）・  

（i）IfLJisG－invariant，Wehaveanon－ZerOholomorphickjormLJGonx／G－7T（0）・  

Bytheresultof［9］，theinvariantlocalringO見エisCohen－Ma£aulay・Then（X／G，7T（0））  

is Gorenst，ein．   

Converselyif（X／G，7r（0））isaGorensteinsingularity，thenthereexistsanon－ZerOholo－  

morphick～formr70nX／G－7r（0）．Then7r＊（n）isanon－ZerOholomorphick－fbrmonX－（0）  

丘om（3．1）．Weputh＝7T＊h）／wonX－（0）・Thenhisanon－ZerOholomorphicfunction  

onxM（0）．Since（X，（0））isanormalsingularity，hcanbeextendedtoX・Lethbea  

holomorphicfunctioninaneighborhoodof（0）∈Ck＋1whoserestrictiontoXish・Let  

h＝aoナalXll＋a2Xh＋…（ao≠0）betheexpansionofpowerseriesofhat‡0）・We  

putg＊（h）＝a。＋eおalXIl＋e碧a2XI2＋・・・and9＊（w）＝e三LJ，Wherel，bl，b2，…areintegers・  

SincehLJisG－invariant，WeCanWriteasfollows：  

ムu＝〆（可・g＊（u）＝（α。＋eおα挿ム＋e慧α1エ∫2＋…）lズ・eま叫  

Thereforeaoeま＝ao，SO入≡Omodn，andthenbj≡Omodnfor］＝1，2，… Henceh  

is G－invariant，SOis亡〕．   

（ii）LetUbeaSteinneighborhoodoflO）inX・Then，丘om（3・1）wehave  

r（（∬－（0））／G，β（m∬（叫0））牌）＝r（芳一（0），β（m・翫－iO））G）・  
Moreover，SinceGisa丘nitegroup，  

エ2／m（りG一打（0））巴エ2／m（打－（0））G，  

whereL2／m（U－（0‡）isthesetofal1L2／m－integrablem－Pleholomorphck－formsonU－（0）・  

ThenwecanobtainourformulabythesamewayasintheproofofTheoreml・130f［25］・  
q．e．d   

Remark3．3．In［8LV・A・Hinicimplicitlyprovedthe”onlyifpart”of（i）oftheabove  
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propositioninamoregeneralcontent．   

Coro11ary3・4・SupposeG＝＜g＞＝＜（e碧，…凍）＞issmal1and9＊f＝ei・fforsome  

integers＞0・   

（i）Then（X／G，7T（0））isaGorensteinsingularityifandonlyifio＋‥・＋ih≡SmOdn．  

（ii）p9（∬／G，可0））＝♯†入∈Ⅳた＋1lα（∬）≧［曾，Å］andα（G）≡［刷modm）・  

and G＝＜（1，e2，e2）＞，thenthe  

托omProposition3．2，（ズ，灯（0））is  

Example3・5・Let（X，0）  i
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w．d．graph of（X／G，7T（0））isgivenby  

Gorensteinand61＝Pg＝2）62＝6，63＝10，64＝18，65＝26■ Moreover）theembed－  

dingdimensionis4，SObySerre’s result（X／G，7T（0））is acompleteintersec七ion・Then  

（X／G，7T（0））＝‡z宣－ZIZ3＝0，Z吉＋z要＋z書＝0）⊂C4．wecaneasilycheckthat  

（X／G，7T（0））isamaximallyellipticsingularity（see［26］）・  

4・Cyclic quotientsofsimple ellipticsingularityE8・Suppose（X，X）is a  

normalsurfa，CeSingularityand（鬼，E）→（X，X）theminimalresolution．Iftheexcep－  

tionalset Eis asmooth elliptic curve，then（X，3：）is called asimpleelliptic singular－  

ity（K・Saito［19］）・Theself－in七ersectionnuniberE2isequalto－1 

＿ 

thissectionweclassifyal1cyclicgroups＜（e豆，eお，e碧）＞whichactnatural1yonE8and  

aresmall（i・e・，donotcontainanyre鮎ction），andclassifyal1rationalsingularitiesob－  

tained by thequotients ofthe above actions（Theorem4・4）・IfGis not smal1，then  

6m（X／G，7T（0））＝Oforanym・Hence（X／G，7T（0））isaquotientsingularitybytheresult  

in［25］■Sincepg（X／G，7r（0））≦p。（X，（0）），if（X／G，7T（0）isnotarationalsingularity，then  

（X／G，7T（0））isasimpleellipticsingularity．   

Nowlet（X，（0））＝‡f＝0）beasimplee11ipticsingularityofthetypeE8．SinceE8  

isdefinedbyaquasi－homogeneouspolynomialofthetype（6；3，2，1）（see【19］），ifafinite  

S11bgroupofGL（3，C）acts C＊－eq－1ivariantlyon（X，（0）），itisacyclicgroupgeneratedby  

adiagonalelement（e碧】eお，eお）asi竺SeCtionl・   

Suppose G＝＜g＞＝＜（eお，e崇，e豆）＞is acyclicgroupwhich actsdiagonal1yon  

（X，（0））andsatisBesthefollowingthreeconditions：  

（i）Giss皿all，  

（ii）（X／G，7T（0））isaJrationalsingularity，  

（iii）g．c．d．（盲0，言い古2，n）＝1，  

（4．1）．  

Hereafterweusual1yabbreviatethegeneratorg＝（e諾，e諾，e諾）asg＝（io，il，i2；n）・The  

definingpolynomialof為isglVenby  
ご呂＋£…＋α1エ塁＋α2∬0霊…＋α膵1霊姜＋α4諾≡ヱ…＋恥耶1エ2，  
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Whereai∈C（i＝1，…，5）areconstants・Thengsatis鮎sthefollowingconditions：  

2io≡3ilmOdnandio≠il＋i2mOdn  （4・2）．  

Lemma4・1・ByasuitableG－equlVariantcoodinatetransformation）thedefiningpoly－  

nomialfcanbetransformedtothefbllowingpolynomial：  

（i）x呂＋x…＋x…＋cx≡£…（c∈C）or（ii）霊呂＋x…＋xIX芸・   

Proof．Ifa5≠0，then2i。≡i。＋il＋i2mOdn，SOa5＝0・From（4・1），ifa2≠Oand  

a3≠0（ora2≠Oanda4≠0），then（X／G，7r（0））isasimpleellipticsingularity・Since  

（X／G，7T（0））isarationalsingulari七y，thedefiningpolynomialof（X，‡0））hasoneofthe  

bllowlngforms：  

（Ⅰ）∫＝ご呂＋諾…＋α1ご…＋α2叩∃，  

（ⅠⅠ）′＝〇召＋ご…＋α1諾宴＋α3叩箋＋α4ヱ≡ェ雲・  

0．Then（io，il，i2；n）satisfiesio≡3i2mOdn・Since  l
 
≠
′
岬
 
 
 

Incase（Ⅰ），We may aSSume a2  

′＝（諾。＋α2／2・ご塁）2＋エ…＋  a2／4）・X…and a coordinate transformation zo＝  

x。＋a2／2・X…】Zl＝Xlandz2＝CX2isG－equivariant，fistransformedtoz吉＋zf＋z塁・  
Incase（ⅠⅠ），WemayaSSumea3≠0・Hencewemayonlyconsiderthefollowingtwocases：  

（ⅠⅠ－i）al≠0，and（Ⅰトii）al＝Oanda4≠0・  

Fortheseca｝SeSWehaveil≡2i2mOdn・ThenwegettheG－equivaria・ntCOOrdinate七rans－  

brmation：Z。＝＝。，Zl＝Xl－ね≡，Z，＝X。（i∈C）・Wehavef＝Z吉＋zf＋（3i＋a4）zfz宣＋  
（3i2＋2a4七＋a3）zIZ芸＋（ま3＋a4i2＋a3i＋al）z塁・Wechooseisatisfying3i2＋2a4i＋a3＝0・  

q．e，d．   

Bych00SingthesuitablegeneratorofG，WeClassibTtheactions（io，il，i2；n）actingon  
（ェ呂＋ご…＋£≡＝叶   

Lemma4．2．SupposeG＝＜（i。，il，i，；n）＞actSOn（Yy）＝（ご芸＋ヱ言＋ヱ雲q＝0），Where  
（p，q）＝1・ThenthereexistsageneratorofGwiththeform  

（曾＋入れ／（釣m），p＋〃m／（曾，n），1；れ），  
where入（resp．p）isanintegerwithO≦入≦（p，n）（resp・0≦p≦（q，n））・   

Proof．Wehavepi。≡qil≡Pqi2mOdn．Letnl＝n／（p，n）andn2＝n／（q，n），then  
i。≡qi，mOdnlandil≡Pi2mOdn2from（p，q）＝1・Fromthisweobtainagenerar  

torwiththeformg＝（qi2＋anl，Pi2＋bn，，i2；n）forsomea，b∈E From（iii）of（4・1），  
g．c．d．（i，，nl，n2）＝1・Wらcaneasilyseethat（n，i2）＝1sinceGissmal1・Tlmsthereexists  

anintegerαSa，tisfyingαi2≡1modnsothatαisprimetonand9αisagenera七orof  

G．Le七人≡αamOdn（0≦ス≦（p，n））andp≡αbmodn（0≦p≦（q，n）），theni七  
completesourproof・q・e・d・   

Let，sconsiderthecasep＝2andq＝3intheaboveleⅡ皿a，theng＝（3＋Ån／（2，n），2＋  
pn／（3，n），1；n），WhereO≦入≦1andO≦jl≦2・If入＝P＝0，thenGisaVeronesegroup  

br（X，（0）），SO（X／G，7r（0））isasimpleellipticsingulari七y・f［encewemayonlyconsider  
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thefo1lowlng丘vecases：  
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and／ノ＝2，（3）入＝1and〃＝0，  

and〃＝2，  （4・3）・  

Consider the case（1）・ We have n≡O mod3・Ifwe put n＝3m，then g＝  

（3】2＋m，1；3m）・Fromtheconditionfor（X／G，7T（0））tobesmal1，m≡00r2mod3・  

Ifm≡Omod3andm＝3e，then（3e＋1，n）＝1．Fromthisg3L＋1＝（3，2，3e＋1；9e）  

is ageneratorofG．Ifm≡2mod3and m＝32＋2，then（62＋5，n）＝1・Ⅱence  

g6L十5＝（3，2，6e＋5；9e＋6）isageneratorofG．Bythesamewaywecanobtainthe  

fo1lowinggeneratorsforthefivecasesin（4・3）．  

（1）（3，2，3ゼ＋1；9ゼ） or（3，2，6g＋5；9ゼ＋6），  

（2）（3，2，6ゼ＋1；9g） of（3，2，3g＋2；9ゼ＋3），  

（3）（3，2，2ゼ＋1；4ゼ），  

（4）（3，2，30g＋1；36ゼ）0工（3，2，6ゼ＋5；36ゼ＋2勅  

（5）（3，2，6ゼ＋1；36g）or（3，2，30g＋11；36g＋12），  

（4・4）・  

Wecanseethat（3）istheonlycasewhichactson（X，iO））＝‡諾召＋ヱ≡＋ご…＋cご宣£雲＝0），  

where c∈C＊．   

Nextlet）sclassifythegroupG＝＜（i。，il，i。；n）＞whichactson（X，（0））＝‡x召＋ヱ…＋  
xl諾箋＝0）sothatGsa，tisResthecondition2io≡3il≡il＋4i2mOdn・If2io≡6i2mOd  

n，thenGhasalreadyappearedintheaboveclassi五cation（4・4）・Thereforewemayonly  

classifytheactionswhichsatisfythecondition：  

2盲0≡3五1≡盲1＋4五2≠6五2mOdm  （4・5）・   

Lemma4．3．ThereexistsageneratorofGwiththeform（3，2，1＋2入i；8i），Where入＝l  

Or3．   

Proof．Let9＝（io，il，i2；n）beageneratorofG・Supposenisodd・Thenil≡2i2mOd  

n，SO3il≡6i2mOdn．Thiscontradictsto（4・5），SOniseven・Weputn＝2m・Supposem  

isodd，thenil≡2i2mOdm．Ifiliseven（＝2J），thenJ…i2mOdm・Thusiユ＝2i2mOd  

rL，Whichcontra，dicts（4・5）・Ifilisodd（＝2J＋1），then2io≡6J＋3mod2m・Ⅱence3≡O  

mod2，Whichisacontradiction，SOmisevenlWeputm＝2s，SO＜g＞＝＜（io，il，i2；4s）＞・  

Thenil≡2i2mOd2s．Weputil＝2i2＋2bsforsome b∈Z・Thenio≡3i2＋3bs  

mod2s．Ifwewritei。＝3i2＋as，thenG＝＜g＞＝＜（3i2＋as，2i2＋2bs，i2；4s）＞・Since  

g・C．d・（io，il，i2，4s）＝1，（i2，S）＝1・Letp，qbeintegerssatisfyingpi2－qS＝1・Wemay  

assumethatpisodd．Becauseifpiseven，WemayeXChangep，qfbrp（i2＋1）－1，q（i2＋1）  

respectively・SincepISPrlme七otheorder4s）9PisageneraJtOr・Thenwehave  
G＝＜gク＞＝＜（3＋cβ，2＋2dβ，1＋eβ；4β）＞  （4・6），  

ft＞rSuitableconstantSC，dande．From（4．5）wehavec≡d≠emod2andO≦d≦1．  

Hencewemayonlyconsiderthefollowlngthreecases‥  
（1）c＝2andd＝0，（2）c＝d＝1，（3）c＝3andd＝1・  

For（1），the2s＋1Mihpowerofthefbrmin（4・6）isgl＝（3，2，1＋入s；4s）・IfÅiseven  
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（＝2p），then2io≡6≡6（1＋2ps）≡6i2mOd4s，Whichcontradictsthecondition（4・5）・  

Then入islor3．Ifsisodd（＝2i＋1），Gcontainsare鮎ctiong壬t＋2＝（e2，1，1）・It  
contradictstheassumptionthatGissma11，SOSiseven（s＝2i）・Forcases（2）and（3），  

siseven．Infact，ifsisodd，thenGcontainsare且ectiong25＝（1，1，e2）．Forcase（2），1et  

p＝S＋1（resp・S－1）ifs≡0（resp・2）mod4・Then（p，n）＝1andthep－ihpowerof  

theformin（4・6）hasadesiredform．Bythesamewaywecanshowthecase（3）・q・e・d・  

Thereforewemayonlyconsiderthea£tionofthefbllowlngfourtypes・   

（1）（3，2，4ゼ＋1；16ゼ），  （2）（3，2，12g＋1；16g），   

（3）（3，2，4g＋3；16ゼ＋8），（4）（3，2，12ゼ＋7；16ゼ＋8）  （4・7）・   

Fromtheconsiderationsuntilnow，WeObtainthefbnowlng．  

一′一  Theorem4A＝・Forthefinitecyclicgroupactingdiagonal1yonE8）aSSumetheactionis  

smal1andthequotientisarationalsingularity・Thenthegroupandthew・d・graPhofthe  
rationalsingularityareclassifiedasfollows：  

Weighteddualgraphand  
De丘ningpolynomialofE8  ‡G／V（G）】  

group＜（オ0直流：m）＞   

q  
－3 －＆  －6  

（3，2，6ゼ＋1；36g） （3，2，30ゼ＋1；36ゼ）   

諾3＋諾宣＋ご…   6  

－－2－6  －3－2  
（3，2，6g＋5；36ゼ＋24）（3，2，30ゼ＋11；36g＋12）   

OJO  
（3，2，12ゼ＋1；16ゼ）   

ヱ呂＋諾…＋ヱ1ご芸   4   （3，2，4ゼ＋1；16ゼ）  －4一ゼー2  
（3，2，4ゼ＋3；16ゼ＋8）or（3，2，12ゼ＋7；16ゼ＋8）   

豊吉＋霊宝＋霊…   3   （3，2】6ゼ＋1；9ゼ）   

－3 －g－ －3  

（3，2，6ゼ＋5；9ゼ＋6）  

－3  
（3，2，3ゼ十1；9ゼ）   （3，2，3ゼ＋2；9ゼ＋3）   

ご吉＋訂…＋霊…＋c諾≡ご雲  2   

（c∈C）  

－ゼー2  

（3，2，2g＋1；4ゼ）   
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Remark4・5・Theaboverationalsingularitieswerealreadyfbundanddiscussedfrom  
severalpointsofview（［10］，［11］，［21】，［22］aJnd［25］）・Theorem4・4givesaJCOnCreterepre－  

sentationoftheseslngularities．   

Underthesituationasabove，byproposition3・2，WeCanSeethat  

Oifm≠O modlGl／tV（G）】  

1ifm≡O modIGl／1V（G）I  ∂m（棉汀抑＝〈  

（see［25］）．InTheorem4．4wecanseethatthee11ipticcurveassociatedtotheE8hasa  
SpeCialanalytictypewhentheorderlG／V（G）Iis30r40r6，andtheonlycasewhichhas  

moduliisthecaseofIG／V（G）（＝2．Thisfactcorrespondstothefactthattheinduced  

groupG／V（G）ontheellipticcurveisthecomplexmultiplicativegroupwhenlG／V（G）l  
is30r40r6，andG／V（G）isthegroupgeneratedbytheinvolutionwhenIG／V（G）l＝2・  

FromthiswecanclearlyunderstandthereasonwhytheperiodofOandlof6mis20r3  

0r40r6forthesera七ionalsingularities．  

Remark4・6・In［23］，J．Wahlde丘nedthecanonicalcoverofthenormalsurfacesin－  

gularity・As an example heshowedthat thecanonicalcoverofthe rationalsingularity  

Withthew．d・graph  Recently，M・TomariandK－i・Watanabe［20］  

rOVed七hefollowingfaにt・If（X）X）（resp・（Yy））isanormal（resp・nOrmalGorenstein）  

1SOlatedsingularitywithC＋－aCtionandifp：（Yy）→（X，ヱ）isthe点nitecycliccovering  

Whichisunrami丘edoutsidex＝P（y），thenpisdecomposedbythecanomicalcoveringof  

（X，Ⅹ）・Fromthiswecaneasilycheckthatthecanonicalcoverofanyrationalsingularity  

（X／G，q（0））inTheorem4・4isgivenby wherev＝IV（G）［theVeroneseorderof  

G．Forexample，thecanonicalcoverof  

㊤，（resp・＠）  

［：り  ［1］  

）1Sかenby  
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Chapter 11 

ON A CLASS OF NORMAL SURFACE S工NGULAR工丁工ES DETERMINED  

BY WEIERSTRASS PO工NTS ON ALGEBRA工C CURVES．  

Abstract Let ェ be a point on a smooth algebraic curve C                          O  

With positive genus． Weinvestig・ate the structure of the surface   

の  

singularitieswiththeaffinering ◎HO（C，0（［等エ。）・tk・Westudy                                  k＝0  
七he embedding■ dimensions of these singularities，and determine the   

condition for these singularities to be complete intersecion when the 

associated semi－grOuP H（3：0）is generated by two elements・  

§0． 工ntroduction．  

Let C be a smooth algebraic cur・Ve OVer C（or compact Riemann  

surface）and ェ0∈C beapoint・Let（Ⅹ，Ⅹ）bethenormalC★－  

Surface singularity associated to the 2－dimensionalnormalgr・aded  
の  

k・Wheredandearepositiveintegers  ring：⑬HO（C・0（瑞】ェ。）t       k＝O  
Satisfying d＞e≧1and（d，e）＝1，and［］is the Gaussian symbol．  

1 
工f the genus of Cis O（i．e．，C＝P），then these singularities are  

CyClic quotient singularities． For cyclic quotient singularities   

We know their embedding dimension（see［2］or〔12］）and the  

COndition to be completeintersecton（i・e・，Ak－type）・工n七his  

paper we assume that the genus of Cis positive．工f（文，A）→（Ⅹ，エ）  
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ユs the minimalresolution of this singularity，then the weighted dual   

r  

graph of the exeptionalset A＝i望oAi（Aiis theirreducible component  

of A）is given by the following graph（cf［11］）：   

A   虹晶・・・」蔓  …（0・1），  

［g】  

where Ao＝C，A。nAl＝｛ェ0｝，thenormalbundleofAoin受is given  
d  

d－e  by－［ェ0］・further Ai＝Pl（i＝1・‥・・r）・g＝genuSOf C and  

bl－＿打㌔－■■■ －⊥囁（＝bl－  COntinued fractional  

・   1  

b  expantlon ト  

Zn this paper we use the following notations  

QD  

R（d，e）＝ ∈）  
k＝0  

HO（C，0（璃］ェ。）・tk⊂k（A。）［t］，  
OD  

R（1・l）＝①HO（C，0（如。））・tk⊆k（A。＝t］                  k＝O  
and for a realnumber x，let（Ⅹ）be theleastinteg・er n Which   

Satisfies n ＞ Ⅹ． Mor－eOVerlet H＜エ ＞ be a semi－grOuP Whose elements O  

are meromorphic functions with a pole only atエ0・and H（エ0）a  

Semi‾grOupWhoseelementsareintegersordェ三f）（＝Orderoffatエ0）  
for f∈ H＜エ ＞． 0   

工n §1we study the generators of R（d，e）and obtain the embedding  

dimension of R（d・e）（＝emb（R（d・e）））from d，e，pl・…・ps  When the  

Semi－grOup H（ェ0）is generatedbyintegers pl，‥，Ps・ 工n［14】  

F・VanDyke obtained aninteresting formula for the embeddlng  

dimensions of some normalC★－Surface＄ingularities．Let us review  

it briefly・Let（Ⅹ，Ⅹ）be a normalC♯－Surface singularity and  
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Tt：（文，A）－＞（Ⅹ，X）theminimalg。。d res。Iuti。n（，t．1（Ⅹ）＝A）．Then  

the weighted dualgraph of the exceptionalset Ais given by the   

following star－Shaped graph（【10］，【11］）：  

（0．2），  

where Aij土Plfori＝1，…，r；j＝1・…，n・Let（Yi・yi）bethecyclic  

quotient singularity whichis obtained by the blowing－down of thei－th  

branch ・r），andLitheembeddingdimension  

of（Yl，yl）（1・e・・ 
①－…㊤（i＝1，… t l＝3・（blj－2） from［2］・［12］）・  

j  

Theorem（F．VanDyke［13】）． 工f b ≧ 2g＋r，＋1，then  

r r 

emb（（Ⅹ，X））＝bMg＋1・≡（Li－3）＝b－g・1・≡ 
i1 n． i1言…皇bu－2）・   

A‥andAij＋1 （i＝l，■・・・r；3＝1・… 

工npaticularifweinsertthecomponent㊤betweenA。andAil・Or  
，ni－1）oftheabove graph，the   

singularity associated to the graph has the same embeddinff dimension 

as that of（Ⅹ，Ⅹ）．We can see that this property does not hold for the   

singularity associated to R（d，e）・Howeverif weinsert the component  

㊤betweenthecentralcurveA。andthecurveAlin（0・1），thenthe  
embeddingL dimension does not change（Remarkl・7）・  

1n §2 we first study the definingidealof R（d，e），and prove the   

f0110Wlng（Cor．2．3）：  
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＝f R（d，e）is a completeintersection for some d，e，then R（1，1）  

is a comlete intersection．  

Next we want to consider the converse of the above statement． That   

is to say，What condition on（d，e）do we need for R（d，e）to be a  

completeintersection when R（1，1）is a completeintersection？1n §3   

weinvestigate this problem when R（1，l）is a hypersurface（i．e．，the  

Semi－grOuP H（3＝○）is generated by two elements）・and obtain the  

numerical conditions（Th．3．7）for R（d，e）to be a coInplete   

intersection．  

1n §4we give a formula of Poincare series of R（d，e），Whichis   

Written by the non－gap Values of ェ and d，e． O  

The author wouldlike to express his thanks to Prof．Keipichi   

Watanabe for his helpful advice and encourag■ementS during 七he   

preparation of this paper．  

§1． Generators and the embedding dimension for R（d，e）．  

First we give an example to show how we can find the generators   

and the embedding dimension of R（d，e）（＝emb（R（d，e）））．   

Examplel・1 Let C be a hyperelliptic curve of genus3and3＝o a  

Weierstrass point on C． Further let f and g be meromorphic function  

On C which generate the semトgroup H＜エ0＞，SO their order of f・g atエo  

are 2，7 respectively． Suppose that d＝4，e＝3，then we have the   

followlngs：  
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k   【】   basisofHO（C・…篭］ェ。））・t k   

1   0   t   

2   1   t2   

3   2   t3，ft3   

4   3   t4，ft4   

5   3   t5，ft5   

6   4   t6，ft6，f2t6   

7   5   t7，ft7，f2t7   

8   6   t8，ft8，f2t8，f3t8   

9   6   t9，ft9，f2t9，f3t9   

10   7   tlO，ftlO，f2tlO，f3tlO lO   
，gt   

3_1 8  tll，ftll，f2tll，f3tll，gtll，f4tl  

■  ■  …＝…＝…▲▲●●■●   
●  ●  

（：O  wecanchoosethegeneratorsofR（d，e）＝①HO（C，0（［篭】ェ。））・tk as k＝O  
38 

follows：Zo＝t，Zl＝ft3，Z2＝ftand z3＝gt10，andsoemb（R（d，e））＝4・  
4（21＋7j）  

＾Jし   for  We can see that the base zk（l5：k＜3）has the form fgt   3  

（1，j）＝（1，0），（3，0）and（0，1）．  

1n the fol10Winglet C be a smooth curve of genus g andェ∈ C a O  

POint on C・Let＜fl，・・・，fs＞be a generator syste皿OfH＜エ0＞，1et  

Pi ＝Ord3：（fi）（i＝l・■・・・S），andlet pl＜…・＜Ps・Furthermorewe say           O  
f；1…f：s・t皿   

is a ▼一genera，tOr’’ifitis a member of  that a monomial  

minimalgenerating system of R（d，e）．  
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Pr・OPOSitionl．2． emb（R（d，1））＝emb（R（1，1））．   

P1 P2 P, 
proof・Theringisgeneratedby t，flt，f2t・…，fst・工fe＝1・  

Pl 望P2 
then t，fl，f2， 

dPs 
，fs  generatetheringR（d，1）・Q・E・D・   

Moreover，let甲：C【zo・Zl・ …，Zs］～＞C［wo・Wl，… ・Ws］be the  

inclusionmapgivenby  z。＝W， Zl＝Wl・ ・・1 ・Zs＝Ws and R（1∫1）と  
C［zo・Zl・・■・，Zs］／工・thenwe have R（d，1）空C［wo・Wl， ・・・ ・Ws】／＜甲（工）＞，  

where ＜中（工）＞is theidealgenerated by 中（工）・   

pr。。。Sitionl・3・工f M＝f；1・・・f：s・tmisageneratorofR（d，e），  

the。m＝｛ 出｝．  

｛山｝    e  Since M モ R（d，e），We have m 之 n．  Proof． Set n＝  

工fm＞n，thenM＝（f；1…f：s・tn）・tm－n，WhichshowsthatMisnota  
generator． Q．E・D．  

Propositionl．4． The set of elements  

d加土 
s｛ j ｛t，f三㍉…t ，S，（11，…，is抑・・，。  ｝座J姑j＝1，…  

contains a generator sy’stem of the graded ring R（d，e）．   

1 
pr。。f．Let f…f 

k s・tk beanelement。fHO（C，0（［翫。））・t，  

0京㍉e，j＝1・‥・ ，S，（11・…・is）≠（0・＝・0））  

S  

出｝  
then［jU3Pj，andso k＞｛                    e  

｝  

（0＜γ3＜e）・thenk之dj蔓1β3Pj＋｛d■∑…jPj  

1f we puti＝βe＋γ 
jj j  

Hence if we put  

1・・・f…s■tk＝  

jl c＝k－d！BjPj－｛旦半ユ｝・thenf；  

1 β （f；…f：s・t｛誓出｝，．（f；・tPl）1…（f…・tPs，βs■tC ．。．E．D．  
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S Corollaryl・5・emb（R（d・e））≦min｛（e＋1）d，d（j冨1pj）｝■  

From Propositionl．4，the ring R（d，e）has a generator system  

COnSisting of the fo1lowing homogeneous elements：  

｝ 

z。＝t，ヱ1＝flt， ・t・，Zs＝ fst｝，an。  

s・l・l・ iり・fs 
i 

・・・，ZL＝fl 
L，S・t｛  

zs．1＝f ・f：s・1・S・t｛d∑i喜十1，jPj‡  
…… （1．1），  

Where O≦i 
j，k 

and deg zs＋1＜… ＜deg zt・Hence we have emb（R（d，e））≧emb（R（1・1））・  

Next we consider what conditions are required for－ degrees of   

gener，atOrS Of R（d，e）． From Corollaryl．5，We may aSSume that the  

S  

degreeofany脚eratOrislessthanorequaltod（ 
j1 

e（k－1）  wehave dimHO（C，…篭］＝。））－dimHO（C・0（［   ］ェ0））≦1for any k・  

Therefore if M1 and M2 are elements of same homogeneous generator 

SyStem Of R（d・e），then deg Ml≠deg M2・  

Definitionl・6・When the semi－grOup H（3＝0）is generated by  

Pl・ 
・‥ ，Ps，Wedefine  

工（ェ。）＝｛ユ∈H（エ。・d（j蔓1pj））＝等＜｛卓  l、．rd（エーヱ）  
）＋（   ）for anyヱ∈H（ェ0，ト1））  

e‾  e  

＝｛1∈抽。・d（j蔓1pj））＝響く碍・｛  r（1－｛）  
）for any t∈H（エ0・ト1）），  

Where H（ェ0，k）＝H（ェ0）∩（1，2，‥・k）and r≡d（mod e）with O＜r＜e・  
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We can easily see that any element of工（3＝0）is the degree of the  

gener・atOr Of R（d，e），SO We Obtain the following，reSults．   

Propositionl・7・（i）emb（R（d・e））＝＃工（3＝0）・Where’甘▼is the  

number of elementsin the set・（ii）工f dl≡d2mOd e・then emb（R（dl・e））  

＝emb（R（d2・e）），Whereエis the same pointin both cases・                            0   

Remarkl・8・Under the situations of Propositionl・7（ii），if dl≡ d2  
mod e（dl＞d2）・then dl－d2＝ke for some k＞0・Thereforeif  

＝bl一寸ち－… 一土†音・  
d2－e  

二‾‾モーニて－…＿三て・  then  
dl－e  

k－tlmes  

Hence if we change the branch of the exceptional set 

from the form  

to the form：  … 

andif we do not change other conditions（the centralcurve Ao・the  

intersection point 3：between A and the br・anCh，and the normal OO  

bundleトェ○］ofAoin文），then the embedding：dimension does not  

㊤ Change． Howeverif weinsert the component  between A．and            l  

（i＞0），the above property does not hold generally．  

工n the remainder of this section we consider the case when  エ0 ユ・S  

a point whose semi－grOuPis generated by two elements． Henceif the  
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genus of C＞1・thenェois aWeierstrass point onC・工n the following  

let f，g be generators of H＜エ0＞，and p・q their orders at3＝T                                                                             O   

Examplel．9（工．Ono－Ki．Watanabe）．This example was givenin［9］  

and we recall thier results briefly. Let Co be a affine curve 

q definedbythe equation：Ⅹp＋汀（y－αi）＝0（q＞P＞l・pand qare l＝1  

relativelyprime・andαi軸jifi≠j）and eo＝｛［Ⅹ‥y：Z］∈『2I  
2 

q xPzq‾P・i≡皇y－αiZ）＝0｝theclosureofCoinlP・工fq＝p＋1・thenCo  
is non－Singuler・工f q＞P＋1・then己o has one singular point［1：0‥0］・・  

Let＊：C－＞e bethenormalizationandェ0＝¢－1（［1：0：0］）・thenCis O  

a。OmPaCtSmOOthcurveofgenus 虹㌍ 工fwedenote¢畿（淳一）  

（resp・√（÷））byf（resp・g），thentheyaremero皿OrPhic function  

on c which have the poles of order p and q respectively at 3＝ and O  

satisfytherelation：gP・i蔓1（f－ai）＝0・工f 上攣＞1，that  
is，the genus of C＞1，then3：is a Weierstrass point on C whose O  

semi－grOuPis generated by f and g．If the genus of C＝1，then（p，q）  

＝（2，3）．Ono － Watanabe showed that the ring R（1，1）＝   

8D G）HO（C，O（如。））・tkisahypersurfacedefinedbytheequation： k＝O   
P q xP＋i空1（y＋αiZ）＝0・TheBrieskorntypesingularitywiththeform  

：Ⅹp ＋yq＋ZPq＝O is an example of this procedure・   

・pl＝て訂 and  Notations・Set el＝市㌔丁 ，e2＝市丁 
，Where（a・b）isthegreatestc。m皿Onfactorofaandb・  ql＝訂  
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ProPOSitionl．10．（i） The set of homogeneous elements  

（  

eldpl 
t，ft ，and figjt｛誓也1｝  1＝ 0，1，‥・，  

J＝ 0，1，‥・，   
，（1，j）≠（0，0）  

generates the graded ring R（d，e）・  

e 

1 
dp 

t・ d 

generates the graded r，ing R（d，e）・  

1＝0，1，  

j＝0，1，  
，（i，j）≠（0，0）   

（iii）emb（R（d，e））≦min（て賢百）＋1・  ＋1‡．  
（e，p）・（e，q）  

The pr00f of this propositionis similar to that of Proposition   

l．4，SO We Omitit．  

Definitionl．11． We define the set ofintegers as fo1lows：   

So（e・r・p）＝（0・1）u（it2≦iくel，ip∈工（ェ0））  

＝（0，1）∪川2揖el，（警）十（rp（ト叫＞｛苧｝for甲＝1・…・1－1）， e  

Sj（e・r・p，q）＝（i［は1＜el，ip＋jq∈工（ェ0））  

は1＜el・ （攻撃箪吐）．（工凧ユ‾叩いq（j‾サ））・）＞（ぎ（聖＋qJう〉  
forany囲，1，…，i；頼，1，・t・，j，（申，¢）…，0）  

for j＝1，‥■，P－1，and we define the numbers：  

S＝So（e・r，P）＝＃So（e，r・p）， O  
（3＝l・…，P－1）・  SJ＝Sj（e，r・p，q）＝＃Sj（e・r，p，q）   

We can easily obtain the next proposition fro皿 Propositionl．7・  

p－1  
Propositionl・12・emb（R（d，e））＝ 

3。 3・  
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Example l．13．（p ＝ 2：hyperelliptic point case）   

Let p＝2，q＝2m＋1and q＞e＞l（mis the genus of the＜curve c），then  

＋ 2r（p、．r2r（1一甲）  ）＞（）for甲＝1，…，ト1  So（e，r，2）＝（0，1）u（il2≦iくel，（  ）（   
e －  e  

r（2（i－qD）＋q（1一車））、、．r（2i十q）  r（2甲＋q¢）  
「
．
し
ー
＝
ノ
 
 

⊥
 
 

・
1
」
 
 

（
 
 

‡  
Sl（e，r・2・q）＝  0≦ユくel・  e  e   

for any 甲＝0，‥・，1；¢＝0，1，（甲，¢）≠（0，0），  

r（2（1－中）＋q）、、．r（21＋q）  ＝｛1lo≦1くel・｛響｝＋｛   ）for（p＝1，‥・，1）  
e  e  

∩（iIo畠＜el，（響｝・｛2r（喜‾叫＞｛r（2喜＋q）｝for甲＝0・・・・・i－1｝  
r（2i＋q）  

＝（1lo釦el， 
（響）・（r（2（喜‾甲）十q）｝＞｛   

）for や＝1，‥・，1）  

Here we suppose that e ＝7，d ≡1mod 7 （d ＞ 7）and q ＞ 7，then  

So（7・1・2）＝（0，1，2，3，7）・  

SO S ＝ 5，and further     O  

2（p、．r2（1一中）＋q  
）＞（ ）for㌍1・…・1ト  Sl（7・1・2・q）＝（1■暮0£iく7・（  ）＋（   

7J‾ し  7  

Thereforeif we put v to be v≡q mOd 7（05；Ⅴ＜7），then we have the   

following TABLEl．  

TABLE l  

Ⅴ   Sl（7，1，2，q）   emb（R（d，7））＝So＋Sl   

0   0   6   

1   0，1，2，3   9   

2   0，1，2，6   9   

3   0，1，2   8   

4   0，1，5   8   

5   0，1   7   

6   0，6   7   
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Fr・OIn TA】〕LEIwe can write generator systems of these rings．   

For example，When v ＝1，the generators of the rings arelisted as  

follows：  

2d＋5  

t， ft 7  
2 3 

，ft，ft， f7t2d，  

旦 d（q＋）＋2 3  gt，gft，gf2t ，gft  

Moreover we obtain TABLE 2 which shows emb（R（d．e））for low values   

Of d and ein the case of p ＝ 2 （hyperelliptic point cases）．  

q－1   
2，  

Whichis the genus of C（see LeⅢ皿a 3．3）．  

TABLE 2   

We put m  

e  1  2   3   4   5   6   

d  

2   3  

3   3  3  

3（m＝1）  

4   3  薔  4（m≡Omod3）  

5（m≠Omod3）  

5（m≡1皿Od3）  
4（m≡1mod2）  

5   3  3  6（m≡Omod3）  
5（m≡0皿Od2）  

7（m≡2mod3）  

5（m≡2mod5）  
6   3   ★   ■   ★  6（m≡1，4mod5）  

T（m≡0，3mod5）  

3（m＝1）   3（m＝2）   5（m≡2mod3）  

7   3  3  
4（m≡0皿Od2）  

4（皿≡1mod3）  
5（m≡1mod2）  

4（皿≡2mod5）   6（m≡1mod3）  

（m＞1）  （m＞1）  7（m≡Omod3）   

5（m≠1mod3）  5（m尋2mod5）  

7（皿≡2mod5）  
5（m≡1mod3）  

8（m≡1mod5）  

8   3  ★  6（m≡Omod3）  ■  9（m≡0皿Od5）  ★   

7（皿≡2mod3）  
10（m≡4皿Od5）  

11（m≡3mod5）  
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§ 2  The definingidealof R（d，e）・  

工n this section weinvestigate the property of the definingideal  

Of R（d，e）・Let ＜fl・■‥ ，fs＞be a generator system of semi－grOuP  

H＜3＝0＞・and pi the order of the pole of fiat エ0（i＝1・2・・・・・S）・  

and assume Pl＜P2＜…＜ps・ Let工be theidealgenerated by relations  

between fl，・・・，fs and Fl・‥・・Fm a generator system of工・Let S be  
a graded polynomialring C［zo，・‥ ・Zs］withweightsl・pl・ …・Ps・  

Thesetofelements t・fltpl・・‥，fstPs脚eratetheringR（1・1），SO  

we have R（l，1）空S／‡，Where‡is a homogeneousidealin S whichユS  

generatedbyhomogeneous elements  Fl，… ，？m・andwhere？iis an  
l（i＝1・‥・，m）・ element induced from F．  

Now we define a generator system of homogeneous elements of R（d，e）   

asfollows（see§1）：   

｛｝ 
w。＝t， Wl＝flt， …，Ws＝ fst｝，and  

d・；ms＋1．1pl  d■∑ml，1pl  
s＋1，1・ 

ws．1＝f ・fmS＋1・St｛                     S   

｝ 
，…，W｛＝f 

t，1‥f；ヱ，St｛  

……・ （2．1）．   

Let R（d，e）3C［Wo，・・・ ・Wl］／J・WhereJis the definingidealof  

R（d，e）・In the fol10Wing we consider what generator system ofJ  

thereis・For the element G（Wo・…・WL）∈C［Wo，・・・，WL］・1et  

己（fl・・■・，fs）be the element ofC［fl・・・・・fs］whichis obtainedby  

Substituting as follows：  

W＝1・W＝f・… 
O ll 

・Ws＝fs・and   

s＋1，1 s・1・S 
ws．1：f …f … 

， 

，WL＝f L，1…f： L・S  … （2・2）・  
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For an element F ∈ 工 there is an element G ∈Jwhich satisfies  

G＝F・Because・ifF＝α∑是αfα（α＝（α1，…，as）），then  
a 

G：＝α∑紳t｛％｝）l・・・（fst｛％｝）aS・t（b藩昔｝）satisfiesthis  
S  

il 
property，Whereb＝maX｛≡∝i｛＝蛸｝・Withrespecttothe  

degree，let F鶉be theleast among elements satisfying F鷺＝FinJ・   

The element F＊isnotuniquely determinedbyF・Howeverif F；＝F芸  

＝F，then F；一F芸canbewrittenbythe elements oftype＝工and工工工  

in（2．3）．Next we consider the relations associated to the basis  

wj＝f 
・f 

dhjさipi｝ j，1・■3・S・t｛ （j＝S・1，…・L）・Letm 
j，k 

＞Ofor  

一 

s。mek≦s，thentheelementf j，1‥ 
f 

j，k千・・f；3・S・t｛ 空3，喜Pi～dpk｝ can  

・中j＿1・andthen   bewrittenas W；1・・・W言三；1f。rSOmeintegers甲1，‥・   
d・言ml，∝pよ、  rd■言  J，αp∝－dpk m．  j－1  

い．∑甲｛               1＝S＋1  
S  

∑甲  

i＝1  
）＝（  

1  e  

＝｛ 
d一言≡j・αpα｝ －｛警｝＋。，Where已＝0。rl．Hen。eWehave WSwj．＝  
1‥Wkてチ・1 

w 
・ 
ThenwehaveE＝1，becauseWCannOtbewrittenby  

j  

Wl・ 
■・・ ，Wj－1 ・Thereforewe have the fo1lowing relations；  

Rj ‥W。Wj＝W；1…W ‡三；1（J＝S＋1・… ・‥  

for non－negativeintegers kl・…，kJ－1・ Then we have the relations 

Of three types as follows：  

－ ココ －   



＃
・
⊥
 
 
・
⊥
 
 

F
 
R
 
 

（1＝1，‥・ ，m），   

（1ニS十1，‥■，t），  
）
 
 

工
 
 

工
 
 

（
 
 

－W…W （1＜k1ak，1くk1bk）  
w；ow；；…W； 

（工工Ⅰ）  

（2．3），  

0…W；：＝W言三・・・W 
w in（Ⅰ工Ⅰ）．  Where  

Lemma 2．1．（i）Let F and G be homogeneous elements ofJwith same   

degree．If F ＝ G，then F － Gis containedin theidealgenerated   

by the elements of type 工工 and エI工in（2．3）．   

（ii）TheidealJis generated by elements of type 工，工工 and 工工工．  

Pr00f． The proof of（i）is obvious，SO We Show（ii）．1f P ∈J，  

m. 

then P∈工・Wecanwriteitas戸＝i≡1Bi．FiforBl，…，Bm∈  
m  

C［fl，…，fs］・Nowifweput Pl：i≡1B；・F；・then P－PICanbe  
wri七ten by elements of type 工IandI工I・ Then P can be written by   

elements of type 工，工工 and 工工工． Q．E．I）・  

Theorem 2．2  Thereis a generator system which contains the set  

（F；・…，Fニ・ … Rs．1， ・RL）as apartofit・  

Proof・First we show that we need the elements Ri（i＝S＋1・‥・，L）  

as generators・Here we must note the facts：deg Ri＝deg Wi十1  

（i＝S＋1，‥・ ，L）and deg Rs＋1＜‥・ ＜deg Rt・Let us assume that the  

element Rk Can be writtenby elements of type 工・＝工工 and type工工  

except for Rk，then we can write as  
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m k－1  

Rk ＝1…1Al■F；＋J…1BJ‘Rj＋G  
（2．4），  

whereAiandB・are thehomogeneous elements andGis apolynomial J  
whichis written by the elements of type I工工・工f we put Wo＝1  

（2．4），then we have the following：   

wk＝W k，1… 
凰k‾1・ （2・5），  

1軍1友1■F；＋；か崖j・己…‥  

1n  

wbere 芦is   

SuppoSe that   

哀．does not  l  
O  

greater than   

the polynomial obtained from P by substituting 1 for Wo. 

友i■？；containsthevariable Wk for somei。・Then  
O O 

contain Wk,, because Fihas a monomialwhose degreeis  

。 OneanddegAiムF；＝degWk・1・工f？；。COntains Wk・  
then Fて has amonomialwhich contains themonomialWoWk・ Hence  

O  

Da 

。 Ai∈C：Bytherelationi≡lÅi■Fi＝OinC［fl，…，fs］obtainedfrom  

0  l （2・5），Wehave F・＝‾雪i≡iÅi●Fi，Where克・isobtainedby                l A，                1                        00  
Substituting（2．2）for A‥ This contradicts to the fact that                              l  

m  

Fl，…・Fmaremutuallyindependent，SOi≡1Åi・？；doesnotcontainthe  
k－1  

VariableWk・Moreoveritisobviousthatj＝要吉j4迂j＋己doesno七  

k  

COntain Wk・Then Wk∈C［Wl・‥・∨，‥・WL］・Whichis a contradiction・   

Nextwe c。nSidertheelement F；oftype工・Suppose that F；can  

bewrittenby F芸，… ，Fニ andelements。f type＝1and工工＝：  

m F；＝i要2Ci・F；＋H，WhereHiswrittenbyelements。ftype工1and工工工・  
m  

Bysubstituting（2・2）f。rF；・WehaveFl＝i…2Ci・Fi，thisisa  
COntradiction． Therefore when we consider the generator system  

一っう ー   



ofJconsisting of the elements of type ＝，11and工＝＝，We Can nOt   

delete any element of type 工 and 工エ・Hence thereis a generator   

system which contains any element of type 工 and工工as the member   

ofit．Q．E．D  

Corollar・y 2．3．（i）工f the graded ring R（d，e）is a complete   

intersection for someintegers d and e（d＞e≧1），then the graded ring   

R（1，1）is a co皿pleteintersection・   

（ii）When R（1，1）is a completeintersection，R（d，e）is a complete  

intersectionif and onlyifJis generated by the elements of 七ype   

工 and 工工．  

§ 3．Completeintersections（When the semi－grOupis generated  

by two elements）．  

工n this section we determine the condition for R（d，e）to be a  

COmPleteintersection・When the semi－grOuP H（Ⅹ0）is generated by two  

integers p and q・Let C be a curve of g・enuS g andエo a POint on C as  

ユn §1．Let a（R）be theinvariant which was defined for finitely  

generated graded ringsin［5］． 工tis veryimportant and usefulfor   

us． we refer to［5］forits definition and properties． 工n our   

situation we have the following formula of a（R）  

a（R（d，e））＝［d（2誓‾1】  …‥ （3・1），  

from the result of Ke．Watanabe［17，Th．2．8］． Moreover we can easily   

Ot）tain the following equivalent condltion for R（d，e）to be Gorenstein   

from【17，Cor．2．9］（also see 【4］）．  
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Proposition3・1・Let Cbe a compact smooth curve of genus g andェo  

a polnt on C．  

（i）＝f g＝1，then R（d，e）is a Gorenstein ringif and onlyif d－1is  

dlvislble by e．  

（ii）工f g≧2，then R（d，e）is a Gorenstein ringif and onlyif 3：is O  

a Weierstrass point and R（l，l）is a Gorenstein ring and  

d（2g－1）－1is divisible by e．   

The numer’icalcondition for R（1，1）to be Gorensteinis givenin［7］   

as the sym皿etricity of the semi－grOup H＜エ ＞．                                                    0  

Proposition 3．2 （［5］，Remark 3．1．6）． If R（d，e）空  

C［zo，‥■，Zn］／（Fll‥・ ，Fn－1 ）is a completeintersec七ion，then we have  

n－1 n  

a（R（d，e））＝ ∑degFi－∑degzi         l＝1     j＝0  

From now on we assume that H＜3：＞is g－enerated by two meromorphユC O  

functions f and g，Which have the pole of the order p and q at3：o  

respectively・工f the genus g of Cis greater than one・then エois  

the Weierstrass point． The followinglemmais already well－known   

（［1］）．  

Lemma 3．3． エf thereis a point of the above type on a curve C，   

then we have the equality；  

（p－1）（q－］＿）  

2  
the genus of C ＝  
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From these results we have  

a（R（d，e））＝［d（pqサq卜1〕                                e  ‥・ （3．2），  

and we put a（R）＝a（R（d，e））in the following．From Proposition（3・l）   

We have the following．   

Lem皿a3・4・When H（エ0）is generated by two elements p and q，  

R（d，e）is a Gorenstein ringif and onlyif etd（pq－P～q卜l・  

Lemma 3．5．Lf R（d，e）is a completeintersection and emb（R（d，e））  

；4，thentheelement。fthef。rm fgt lj｛d（i彗＋jq） ）（i，。，j，。）cann。t  

be a generator of R（d，e）．  

figjt｛d（1p＋jq）｝             e  Proof．工f elp or elq，thenitis obvlous that  

is not a generator・Of R（d，e）．So we assume that elp and eJq・工f  

figjt｛揖㌣址｝ （i，。，j，。）isagenerat。r，then   

fq～1t｛旦等吏旦｝ ＝（ft咤｝）q－1and gp－1t｛通謀良｝ ＝（gt碍）p－1  

Hence  

（q－1）（聖｝＝（d（q‾1）p｝＝｛誓主｝・a（R）＝・望｝＋a（R）‥・ （3・3），  

also（p－1）（望）＝蔦）・a（R），andthen p増｝＝q｛空｝・工fweput  

（望）＝聖and 増｝＝ 聖′thenweeasilyget qs＝Pt・S。pls  
and qtt．Then we have s ニpC and t＝ qC for the same positive  

integerc・From（3・3），（qMl）（撃）＝響＋a（R）・andso  
c（p－1）（q－1卜C＝－1・Thisis a contradiction，because theleft hand  

Sideis non－ negative． Q．E．I）．  
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Lem皿a3．6．If R（d，e）is a completeintersection，then emb（R（d・e））   

≦ 5．   

Proof．By（ii）of Coro11ar・y 2．3，We Can Write as follows：  

R（d・e）空 C川0，・‥，W｛］／（F・R3，…・R｛）  

where t＋1＝ emb（R（d，e））and R．is the relation associated with l  

the generator Wifori＝3・… ・｛・From Proposition3・2and（3・2）・  

｛ ヱ  

＝degF・∑degRi－∑degWi  
l＝3 1＝0  

＝degF＋1・（篭）・（望）＋（エー2）… （3・4巨  

d（pq－p－q）－1  

Theinequality degF＝響）holds，then  

一（｛撃卜撃）＋（（等ト               e   

SO that t＋15：5． Q．E．D．  

）・（（専一望）十王ま之エー2… （3・5）・   

Theorem 3・7・（i）if the ring R（d，e）is a completeintcrsectiorl，   

then emb（R（d，e））≦ 4．   

（ii）emb（R（d，e））＝ 3 （i．e．，a hyper・Sur・face）if and onlyif orle  

Of fol10Wing three conditions h01ds．  

（1ト1） e ＝1．  

（1ト2） e ＝ p and eIdq＋1．  

（iト3） e ＝ q and eIdp＋1．  

（iii）The ring R（d・e）is a completeintersection ring of  

emb（R（d・e））＝4if and only onlyif one of following・four condユtions  

holds．  

（iii－1） elp，eldq．＋1and p＞e．  
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（iiト2）elq，etdp＋land q＞e．   

（iii－3） qle，e］dp＋1，el（d・1）q and q＜e・  

（iii－4）ple，eIdq・1，eI（d・1）p and p＜e   

Pr・00f．（i）工f eIp or elq，then we can easily see that emb（R（d，e））  

5：4by（3．4），SO We may aSSume that e）p and elq・工n the following we  

assume that R（d，e）is a completeintersection and emb（R（d，e））＝5・  

Thenwe have R（d，e）慧C［Wo・…，W4〕／（F，R3・R4）fro皿（ii）of  

旦 corollary2・3・工fdegF≧（電）＋1，thenemb（R（d・e））く4from（3・4）・  

Hen。eWemayals。aSS。methatdegF＝摩｝，S。that fqt摩｝and  

gpt｛｝  can not be generators， Moreover from（3．4），We Obtain the  

equallty   

－（（撃卜坐旦）十（（等卜宅）＋（｛望卜望）・㌔主＝2 …（3・6）， e  
旦 旦 then q（鴛）＞（宅）and p｛望｝＞｛宅｝・Thereforeweneedtwo  

generat。rSfat｛字｝an。gbt｛｝（1＜a，b；a＜min（e骨1）；b＜P）in  

。rdert。eXPreSS fqt｛撃｝an。gPt｛｝ res，eCti，elybythe  

generators．Let e＝入a叫（05：ル＜a），then fetdp＝  

也 （fat｛字｝）入・（ft鳶｝）甚，S。入（｛讐｝一 ）＋。（｛｝一）＝0・  

Ll＝ 0（i．e，aLe）and eIap  …‥ （3．7），  

Hence  

because eIp and （d，e）＝1． Suppose b ＞ e，then p ＞b ＞ e and  

｛等e getdq＝（gt），S。eI。．Thisisac。ntradicti。n，Whichim，1ies  

b£ e．工f we put e ＝ 帥 ＋ T7（0 ≦ Tl＜ b），then asin（3・7）  

－ ん0 －   



れ ＝ 0（i．e，bIe）and elbq  （3．8）．  

d（a－1）p  

。nthe。therhand，（ft｛鴛｝）a－1＝fa－1t（  ） ，SO（a－1）（）  

）＝迦－｛％）・1・From（3・7）・Wehave e  

（望卜卑＝÷…‥ （3・9）・  

d（a－1）p  

d（b－1）q  
U ⊥し   ，We Obtaln  For the element g t  e  

（〉  
且q ＿  1  

（3．10），  
e  b   

from（3．8）． Further from（3．6），We have  

－ （（響）一 心迫）＝2－ （ 
十）  （3．11）．  

Here the left hand side of the above is less than one． On the   

COntrary，the right hand side of the aboveislarger or equalto one．   

This yields a contradiction．  

（ii） Let emb（R（d，e））＝ 3，then the definingidealJ of R（d，e）  

is generated by an element F．Suppose e＜q，then fetdp＝  

（ft｛鴛｝）e S。e（。a。d eI。q．1byLemma3．4．Then degF＝  
max（p鳶｝・q｛等）＝P（望），SOfrom（3・4）wehave  

…‥ 

（p－1）（（等…望）∴呈＝0  （3・12）・  

旦旦±  

｛）＝            e  
Thereforeif e ≠1，then  and e ＝ P by（3．12）． So  

if e ＜ q，then e ＝l or p． Next suppose e ＞ q，then  

fq－1gpMlt｛ 射姓㌣坦通｝ ＝（ft｝）q－1．（gt｛｝）P－1，S。  

（p－1）（｛一）十（q－1）（（専一望）＜1  

Furthermore from（3．4）and．（3．13），  

（3．13）．   
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＋1＋‡）＋｛｝  d（pq－p－qト1  
max（p（），q（））   

dpq＋1 ＞p（等・q｛等トー一言－  
（3．14）．  

soif p（望）≧q（9，then q｛等＜址・Ontheotherhand，e】p e  
bytheassunption，then（鴛）之坐土 Thisisacontradiction・ e  

Thereforeif we assume that emb（R（d，e））＝ 3，then e ＜ q・ 工f we   

assume that e ＝ q，then eldp十I by Lemma3．4，  

Converselyif we assume（ii－1） e ＝1，thenitis obvious that   

R（d，1）is a hypersurface．Next we assume that（ii－2） e ＝p and   

eldq＋1．工f we put dq＋1＝ Le （L ∈ Z），then  

figjt｛d（ip’jq）｝ 
d）i．gJt｛響 

＝（ft ｝＝（ftd）i・（gt｛，j  

for j ＝l，‥・，p－1＝e－1，and for anyi．So，by Propositionl・10（i），  

dq1 

thering R（d，e，isgeneratedbythreeelements t，ftd an。gt喜．  

For the case（iト3） e＝q and eJdp十1，We Can PrOVe aSin（ii－2），and   

SO O皿ユt ユt．  

（iii） We assume that R（d，e）is a completeintersection ring of  

｛％｝ 
w。＝t，Wl＝ftand  emb（R（d，e））＝4． Then R（d，e）has three bases   

bt｝（a，b＞1）  w2＝gt｛望｝，anda。。thergenerat。rW3＝fat摩｝。rg 
from．Lemma 3．5． From（ii）of Coro11ar・y 2．3 we have  

R（d・e）～ C［Wo，Wl・W2，W3〕／（F・R）  （3，15），  

Where Fis an element of type（i）in（2．3）and Ris an element of  

type（ii）whichis associated with W3・From（3・4）we may assume that  

degF＝｛｝ or（）・1…‥ （3・16）・  

工f eIp，then eIdq・1from Lemma 3．4，and e＜P from（ii）of this  

Theorem・Similarlyif elq，then we have eldp十1and e ＜ q．So we may  

－42 －   



assume that eイp and e辛q ユn the fol10Wing．First we consider・the  

case w3＝fat轄｝（a，1），Ifwewritetheelement fetdp by  

at｛字｝ generat。rSaS fetd＝（f）i．（ft｛｝）j．（gt｛｝）k，then  

pe＝（ai・3）p・kq，andi（｛旦ぎ卜辿）＋j（｛望）一望）＋k（（等一望）＝0・                                          e  
Therefore  

3 ＝k ＝ O and eIap  （3．17），  

because e‡p，elq and （d，e）＝1．Furtherif we write the element  

旦 

getdq asf。11。WS：getdq＝（fat｛ぎ｝）｛．（ft｛％｝）m．（gt｛等）n，then  

m＝ n ＝ O and ple  （3．18）．   

Here we put ap ＝ eL for some positiveinteger L． 工f L ＞1，then  

＜a andso  fe′ptd＝（ft｛9f｝）e′p Thisinduces｛望｝＝電and  

elp．This yields a contradユCtion． Therefore  

L＝1and a＝－  
p  

（3．19），  

s。that fe／Pqlt｛等旦｝ 
＝（ft｛％｝）（e／p－1）Then｛％｝  

so  eI（d＋1）p  …・▲  （3．20）．  

（d十1）p   

Heresupp。Sethat degF＝｛｝in（3・16），then a（R）＝｛｝  

旦止言出｝ 

－｛％｝－｛望｝fr。m（3．4）．F。rther（gt｛％｝）P－1＝gP－1t｛ ，S。  

p｛望卜｛望｝＝｛旦甲諾旦｝＝｛等十a（R）ニ｛撃卜（望），tben  

‡）＝p）  （3．21）．  

From（3・4），｛響ト｛等＝a（R）＋鳶‡，andsofrom（3・2），（3・20），（3121）  

（dpq－dp－dqト1 ∵＋叫＝坤  （p－1）‡）＝  ，tben   
e  e  e  
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eldq十1  （3．22）．  

工f degF＝（響）・1in（3・16），then ｛並旦舌叫＝｛響｝－｛望｝・1by（3・4）－  
Asin（3．22），We have  

（響｝＝p増ト1 …‥ （3・23）・  

（d＋1）p  
｛＝   ，We have eJdq＋1．Therefore we obtain  From（3．4）and  

the。。nditi。n。f（iii＿4）．工fwec。。Siderthecasethatgbt｛｝  

（b＞1）is a gener・atOr，then we obtain the condition of（iiト3）・The   

proofis similar to the above case，SO We OInitit・  

Now we consider the converse， For the cases（iii－1）and（iii－2），   

we omit the pr00f，becauseit can be done asin the proof of（ii）・   

We consider the condition（iii－3） qle，eldp・l，el（d＋1）q and q＜e・   

Then e［（q－1）（dp＋1）－（d＋l）q＝d（pq－p－q卜1，SO by Lemma 3．4，R（d，e）is   

Gorenstein．Then frLOm Serre▼s result（i．e．，if Ris Gorenstein and   

has the embedding codlmension ＝2，thenitis a complete   

intersection．）we have to show that the emb（R（d，e））＝4． 工n the   

following we prove that R（d，e）is generated by four elements t，  

ft｛｝，gt｛andg e／qtd．wesh。Wthat fagbt｛響 ｝canbe  

Wr・itten by these four elements． First we consider the case a＜q・  

Ifweput b＝L・（）・R（0＜R＜），then  

（qIl）qR‾qR＋年P！Iユ生望 

†＝dL・（旦吐票皇）＝dL・（ e  
‡  

d（ap＋bq）  

（dp＋1）a   （d＋1）qR  担勲担．㈱  －【］＝dL・   dL ＋   
e  e  

because qR十a＜（R十1）q＜・q＝e・Hence  

fgt ab｛旦1警辿 ｝＝（g e′qtd）L．（gt｛4！｝）R．（ft｛％｝）a，  

because（望）＝連出and ｛望｝＝ 虹ユ  
e  
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Next we consider the case a之q．For the element戸of C［f，g】   

associated with Fin（3．15），We Can Writeit as follows：  

lj F＝fq＋gp＋ 
。1＋J嘉島 

then fagbt｛旦1空言辿｝  Thereforeif we put a ＝ C（q・γ （0£γ＜q），  

旦適 
＝（一gp一 ｝sothiscasea≧qisreduced  

。iq主逼 
to the above case a＜q． The proof of the case（iiir4）is similar to   

（iiト3），SO We Omitit． Q．E．I）・   

Remark 3．8．（i） When R（d，e）is a completeintersection whose   

embedding dimensionis four，the degree of the defining equation F  

旦 oftypeIin（3・15）isgivenby（望｝・BecauseifR（d・e）belongsto  

（iiト1）of the above theorem，then from（3・4）   

degF＝ 
塁（陣雲‾q卜1・｛望｝＋｛聖｝  

．史十吐土＝生月  
e  e  e  

d（pq－p－q）－1  

AIsoif R（d，e） belongs to（iiiq3），then from（3・4）   

degF＝ 
ニ竜∴＋坐土＋旦畏＝坐旦望＝｛苧｝■         d（pq－p－q）－1 eee   

工n the same way，We Can Check the other two cases（iiト2）and（iii－4）・   

（ii）．工f we assume the condition（iii－3）in the above theorem，then  

we easily see that eI（p－1）q．Furthermoreif we assume（iii－4），then   

we have el（q－1）p．   

Remar・k 3．10．Let C be the curve of Examplel・9，Whichis defined  

bythe equation yp＋Ⅹq＋1＝0・andェotheWeierstrasspointofExample  

l．9．When R（d，e）is a complete section，We Can Wr・ite the defining   

equation as follows：  
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emb（R（d，e））＝3（i．e．，hypersurface cases）  

Z雲・Z呈＋Z言pq＝0  ‥‥ （iト1），  

Z冨＋Z呈Z。＋Z言q＋1＝0・… （11－2）・  

Z呈・Z芸Z。＋Z呂p＋1＝0 ‥‥ （1ト3）・  

A 
where Z。＝t， Zl＝ft｛望｝and Z2＝gt｛g｝，  

emb（R（d，e））＝4：  

Z芸 ＋Z芸／e・Z言pq／e＝0・Z。Z3－Z；＝0  （11ト1），  

where Zo＝t・Zl＝ft （dp十1）／e ・Z2＝gt dq／eandZ3＝fetdp・  

Z呈・Z雲／e＋ZgPq／e＝0，Z。Z3－Z；＝0   ‥‥ （iii－2）・  

where Zo＝t，Zl＝ft 
dp／e 

Z2Z2 
＝gt（dq＋1）／eandZ3＝getdq，  

十Z去dpq＋q）／e＝0 z呈・Z2Z去P‾1）q／e 
・Z。Z3－Z芸／q＝0 …・ （iiト3），   

where Zo＝t，Zl＝ft 
（dp＋1）／e ・Z2＝gt （dq＋q）／eandZ3＝g e／qtd 

，  

z写・ZIZ去q－1）p／e＋Z去dpq’P）／e＝0 ，Z。Z3－ Z；／P＝0 …■ （iii－4）   

where  Zo＝t，Zl＝ft 
（dp＋P）／e 

，Z2＝gt 
（dq＋1）／eandZ3＝fe／Ptd 

Example 3．11． We gユVe an eXamPle whose embedding dimensionis 4，   

but not Gorenstein． Let us consider the case：p＝5，q＝9，d＝7 and   

e＝5，then eZd（pq～P－q）－1，SO this ringls not Gorenstein from Lem皿a   

3．4．We can easily see that the embedding dimensionis equalto 4 and  

7 thegeneratorsystemisgivenbyZo＝t・Zl＝ft・Z2＝gt 13 and  
3 38 

z3＝gt  工f we consider the curve and the Weierstrass point of  

Examplel．8，then we have the followingindependent relations：   

3z＝0・  z。Z3－Z…＝0，Z…z3－Z。Z≡＋Z64＝O and Z…＋Z…z2＋Z喜2  
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§ 4．Poincare series of R（d，e）．   

Let Cbe a curve andエ aPOint onCandlet H（エ0）∩‡112，‥・，2g） 0  

＝｛叩1，中2，・‥・中2g），Where中1＜甲2＜‥■＜甲2g（i・e・・ 甲i 
is thenon－ga  

valueofェ。foranyi）・TheseriesPR（t）＝k≡。aktkiscalledthe  
poincareseriesofR，Whereak＝dimcRk＝dimcHO（C，…篭］エ。））・This  

ser・iesisimportantin the theory of graded rings・工n thls section  

We eXpreSS the Poincare series PR（t）by g・d・e・少1，‥■，甲2g・  

工f［等≧2g－1，thenak＝瑞卜g＋1fromtheRiemann－Rochtheoremof  
CurVeS（［7］）． Let us decompose the ring Rinto the sum of two  

亡く k：oRktk＋  

8D  

（ ＋  

k＝α＋1  

k Rkt）・Where ∝＝｛ 
d（2gNl卜蔓｝・Firstwe                              e  

皿Odules：R  

COmpute the latter：  

（：D 

¢  

ktk＝ 
k  

k＝． k＝． 

（Ⅹ〉 の  

＝t∝十1（（1－g）∑tk十∑  
d－1  

∑（1e ＋［  
e（∝＋j＋1）  】）tid十j 

）  

k＝0   1＝OJ＝0   

の  d1 

（トg）tα＋1     －－「＝㌃＋t肘㍉e（∑1七1d）（云tj）＋（  

d  

tld）（童  
J＝0  

CD  

∑  
e（α＋」＋1）  

〕tJ））  

jニ0  ま＝0   

et 
d  

（1－g）t 
臣1  

・ 

毒；か⊥旦工叫tJ｝                d  
＋tα＋1‡   

1－t  
（トt）（トtd）  

tα＋1，et d  d－1  
（1－g）t 

∝＋1  

∑⊥［旦咄 ］tj）  
十  

（4．］1）．  1－t  トt d L l－t  
j＝0  

｝bysla。。   Next we compute the former・工f we d・enOteintegers  

S－S 
ii－1 

by mifori＝1・・・・・g（so＝0）・then  
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tJ）tSi－1＝  萱it  

l＝1   

t－1  
0
 
 

ニ
 
 

．
「
J
 
 

⊥
 
 

S  
S 
i i（t－t Si-l g 

（4・2）・  
1I ）＝蕃一去語：tSi…  

From（4．1）and（4．2）we have the following formula・  

Theorem 4．1． Under the above notations，  

S S  
α＋1｝  

pR（t）＝ギ妻：ti－gtg＋（トg）t  
et肘d十1  tα＋1d；チe（∝．j．1）  

］tJ＋   （4．3）．  ∑［   
＋  

d 
（1－t）（トt）   トtd j三占  

e  

Example4・2・Let p＝2，q＝7・d＝5and e＝4・then g＝3・C（＝7，Sl＝3・  

S＝5ands＝8・From（4・3），  
2 3  

3 2 pR（t）＝＆｛1・t＋t萱5t8｝・蓄｛6＋7t・8t・8t3・9t4｝＋  4t13  
（トt）（トt5）  

6 18 
（トt）（1－t）  （1＋t3）（1十t9）  

3）（トt5）（トt9）  
5  

（1－t）（トtt’） （トt）（1－tU）（1－tV）（1－t〉）  

工n this case，the singularityis a quasトhomogeneous COmplete  

intersection（See Theorem3・7（iii－4）），SO We Can also obtain the  

above rationalfunction by using the other formula（See［3］p・57）・   

Example4・3・Let us COnSider the case：P＝4，q＝5・d＝7and e＝4・  

By the definitionwe have that g＝6，0ド20，Sl＝7，S2＝9，S3＝14・S4＝16，  

s5＝18 and s6＝21・Then・byusingtheaboveformula，Wehave  

（トt36）  
（1十t9十t18＋t27）＝   PR（t）＝  

（トt9）  
7 

（1－t）（1－t）   
7 

（1－t）（トt）  

工七is easy to check that the above rationalfunctionPR（t）satisfies  
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the Stanley’s condition for R to be Gorenstein（［12］）．Then this  

ring・is Gorenstein・Of course we can also checkit by Proposition  

3．4．  
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