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ABSTRACT  

Thisthesisfocussonthe払1lowlngeStima七ionproblemsfromthedecision－theoreticpoint  

ofview：  

MATRIX OF NORMAL MEAN  

LetXbeanmxpma，trixnormal1ydistributedwi七hmatrixofmeanBandacovariance  

ma七rixL，t⑳∑，Where∑isapxpunknownposi七ivedefini七ematriⅩ．Wbwishtoes七imate  

B underthelossfunction  

tr∑－1（カー」町（虐－β）．  

Herewedeno七e七hetransposeofthema七rixAbyAt．Fbrmulaeareobtainedforanuhbiased  

estimateof七herisk（theexpectedlossfunction）ofcer七ainformsofes七ima七eofthemean  

ma七rixB．恥om七hese，improvedestimatorswhidlbeatthecommonlyusedestimatorX  

areproposed．   

EIGENVALUESIN THE MULTIVARIATE F－DISTRIBUTION  

LetこちxphavethemultivariateF－dis七ributionwithapositivedefinitepxpmatrix△  

Ofscaleparame七ersanddegreesof丘・eedomklandk2．WewishtoestimatetheelgenValues  

ofthescalematrix△under七helo＄Sfunctions  

Ll（△，Å）＝tr（△‾1Åトlogdet（△‾1Åトp，  

L2（△，Å）＝tr（△‾1Å－ち）2．   

By recursive useofthe F－ideI止i七y（integrationby par七sform山afor七his distribution），  

improvedes七imatorswhidlbeat七hebestscalarmul七ipleofUareproposedwithrespec上土0  
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thelossfunctionLlOrL2・Fbrthecasewherethescaleparameter△is2×2，Orthogonal1y  

invariantminimaxestimatorsareglVenWi七hrespec七to七helossfunctionIJl．  
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CHAPTERl  

INTRODUCTION  

Sillぐtlt！”・（1iさ川、・（汀y｛，ff（）－｛・i111（－（lSTLli！1（－掛ぐしt！lぐⅠ！111ltiparalilf：terrLStil11とItioIIWhicll（）CCurS  

l・atllerniltllri111さ・iIlトは†主sTi（、；li（トriドi‖11－†il・－（）1てItiぐⅠ）rりIJl（lInSllこ1Sl．｝什Ilht11（1ic（li11111；l11ざIit円∵  

；lTur（、s・1Iorer（でぐ王！†1yt王i‥・Sti王11；lri（，111｝：・0！｝1Hlli111＼・il主（・llI）r（）（：（・（l11rモ・ドrr■ヽて）1ヽ・C二日l往inllPilrOund  

て王1‥、iFllStrllぐ＝1r（、ト＝flてI11ふ11ユmこ一三i－；lr；lIlエい＝、Ⅰ・Illilけit、Ilドiま；lトIJtで王1王・＝11i、・（・（li1lo－＝rattt、Ilti（Jll・  

Tiir：reisagrowi噂！itEIrilt－1：・｛・rt、i；lてill諷T”Thいぐig＝l、・i、1－1（－バぐさtiIli之l！io王1‥A11SehllrぐViewl）；IPer  

毎M最rbe感紅叫痴ve＄m弧曙re蝕remだ瑠．Tbistbes主＄isconcerned雨ぬpossibledecision  

t呈－㈹reもic昆pprO誠も0も鮎払ilowl説g即Ob凰em＄：  

1・LctXbeall川メPr！1；ltrixnornl；11iy（iiトtr主huてe（1withmaTrixofmcallBallda・  

－、（）、■打三～け1ぐPユ｝甜rixん昏＝拙√王jr▲丁∫l汁Jり丹ノバ1’主slほエ・tユⅠユこ汗rixllrjtl川deg王・曾SOf  

缶・什く亘りミュ1言1！1rlIliし！とIn Ti∑．111・高点＝＝丹†主：王iiこてぐ†！ェいIllくⅥユ11王上iltl・i）こ且  

2・Lt・てこ▼i｝｛L；ilJAl，rilIニtl（，王l！：鮎trix．壬i；lヽ・i王I馬丁ht、王王1ul；i、・こIri；ミt（IF－diゴミ1・主l）utioliWith  

級別淵旋＝胤離京Ⅹよi鋸・ldd官財贈¢ぎ鉦胱適0‡弧ゐま挽md患謡．勒成鳥b toesもimaもetbe  

■     tliきミt111、てIillモ．、川rユ．  
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Tbe usualor cl乱SSicaユes七ima血r払r these problems，i．e．，払e maximumlikeli壬100d  

esti汀1atOrOrt王1e1111biasedestim乱tOr，is軋11yeq11iv紺ianLI七Ⅱ1eanS仏at，under乱nygrOup8  

（）ftraIl止）rl11ati（）nS、ittril＝1SfhrnlSinthesaInCWayaSitscstimand．Equivarianceisdesirable ●   

buもIlOtCOmpellingproperty孔SShロⅣIlinSもein【48いh叫inestim乱ting乱p－Ⅴ紺i乱tenOrmaユ  

ⅠIleaJlVeCtOrWitbidentiもy cov紺i乱nCema血ix，七bes鋸nplemeanisiIl乱dmissibleinterms  

OfstlmOfぬe squ紺ed－errOrlossifp≧3・More耶er，Sudl嵐Cl乱SSic乱Iestim乱teignores  

illf（）rIllilti（）11；ll）（）ut・tll（、Or（lく汀L、（l（、i針11V；llll（、いいft・11（、r；l11（lolll；ul（11）；lI・壬I111（、tt、rIll；lt・ri（、（、Si11thビ  

111111ti、て111i；lt（、Hitll；ltioll・Alltll（、Mt；Ll甘一111一、Ilt・”里ミ氏（、トt tll：Lt；lドyHt・（、111ilt・irtr（liltIll（ナIlt Ofill）（｝V（モ  

壬）rOblemsc乱nprOba規yglV｛きStlf）打ioraユも紺n乱扇vesぬ沌ecommonlylユSede雨im払tOr．  

1．1．DEFINITION   

●l、11l一Il（・r；1†i（｝Il・i‥1｝／・：qiト；lI工1；ltrixofl｝l・”V”Lll－1q（・（｝111Ill11S．Th（）†1・ZIIl甘…WOf－iiH（l（．）Il（）t（1（1  

1｝さ・J′・Ⅵ’11（111ノ・ニ小一l肌⊥（l（亘1（｝1・川iトtll（l（lく・†げ111iIl；lIltりf†Il（、叫11；lI・・lI11；1tlうⅩ一1．Tllぐ  

tr；lぐ｛・（｝f・－1iト（l一、11り†くl（ll）y tr・1、tll；ltiト・一llぐ・H－1Illりf（li岬｝IlnlE・1（111仙tバりf叫u；lI、（、111；lrrixJ・  

か＝（li叩（dト√J2‥‥、一丁，ji日長L（1i明（｝Ⅰ一山」11；ltrixwi†11（liag＝1alrさ1el11（†IltSdトd2，…、dタ．Tlle  

expecもed戒ueof乱ど乱ndomv紺i乱ble∬i＄denoもedbyE∬．  

Xe＝tlcT usrモ、（‥ailsolnCOftmllin（，log）・～ln（l（1｛，丘nitionsill、・Ol、・e（1in（lecisioIl－tll”，retic  

estimation．  

L｛、tXdenote；lrandom、71ri；1！）i（・Wll（）甘（listl・il）ution（lぐ王）門一（lsいIl…lIl11nkIl（｝WIll）”l＝ullCtCr  

■ゝ 乱Heregcanbe乱VeCtO＝汀matrix，揖Can乱L∫eもβ若都dだnO七e弧eStimateof凱Ⅵ短sbdl  

■ヽ d＜InOteits（－Stima†ぐ（）f！）aIてlI11州汀！）〉・、Ihil†”0、・（Irp；lrame†CLr．A tossfurlCi；onL（0、G（∫））isa  

｛■ヽ Il（）11－negati、▼Cfunctio：10fO之lIldβし∫5．Thぐr；skftLT｝C士ioT｝R（e、0（S））istheexpectatiollOf  

tllislosshnc七ion融払respectシも0紘edis七ribu七i皿Of茸wbenβrepre駅ntS払e七meⅧユueof  

■ヽ 鷺7iユだpar乱打leter・Ane＄も呈ma鳥eβ1∈茸）is＄乳idtobeあだままだ㌻鮎炉Orあ援αま朗もim払もeβ2（g）if   

■≠            R（β．βこく∫）〉≦R略称∫Iき hr 寸β∈n．   

、、・！1ぐごI・niト一三1t、！）；汀i拭1t・！t・1・さ主｝；ll、いりぎモ王代Itiiゴ汀主i－ミ1†i…1いf∫．；汀！〔l   

－ヽ、          Rミβ、βェ竜＿T）1＜R（軋和い吊h＝ltl郎ほて甘m、針  
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AIICStilllateis said to bc admissibleif th（汀e CXists no estimate which bcatsit．If tllerC  

isaIleSもiITla七ewhic‡1beatsi七，itiscalledi托αdmiざぎiるJe・Anes七im乱七eβ式∬）i＄Saidtobe  

m；nimaEifthereisnoo七herestima七ewhoseriskfunctionhas＄ma11ersupremum，i．e．，  

SupR再0酬岬府）），  
β（n  

w‡1eI、e C（1enotesもbecla．ssofe＄tim孔tOrS Of臥  

n）introduceinv紺i乱nCeintodecisio‡1prOblem，1etGbe孔七opologic乱Igroupwhid＝賦七＄  

OnX，n，andAwhereXis乱SalnPl（”PaCeandAisanaction＄p乱Ce・Le七7）＝i為Iβ∈n）  

be乱臨milyofdistriblユtioェ1（）f∬．Tlle払Inilyア〉issaid七obei耶αrfα押上11nderGif  

タ為＝ちぎ 払r g∈G，β∈n・  

Tll（、1t）ドtifllll（1tioIliH t；；li（lto t）（1intlar；an亡un（l（、r Gif  

L（〃β丁〝∂）＝L（β、∂）ホ汀 〃∈G．β∈n、∂∈A．  

如1eStima－もionproblemiss乱idtobe；指摘riα沌£nnderGif比e払milyofdi＄もributions乱nd  

tbeloss魚1n（：もi｛）n areinva∫ian七．   

AnestilnatOr∂。（X）issaidt（，l）ぐeqt▲iuaria扇1111dcrGif  

∧ 瑚g∬）＝ダ録音）払r g∈G，∬∈Ⅹ．  

Eaton！13］providesagoo（lintroduぐtioIltOinvariantdeeisionproblcIl川ndsometeclmiques  

丘）rfindillg；、good、●inlⅥriant（1ecisionrulcs．  
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1．2．THE GENERAL METHOD OFIMPROVING UPON USUAL   

ESTIMATOR  

AsseeninStein【4軋a軋11yequivari弧七es七imatorsudla＄もhemaximumlikelihoodestimator  

（）Ⅰ、tll（：一111t）i；lS（さdestiIllatOrCallbciIllprOVC（lbysiIlll）1yr叩1iringl（、SSillVarianec．However， ●■   

0‡′1CeWel¢Okouもsidetbecl乱SSOfぬ11yeq11iv孔ria血es血n乱ぬrs，仏eexpreぷSionofi七srisk  

nl11（tti（）11l）（、（tOln（）Sintmぐtal）1ciIltllr、Inlllt．iヽてIriatぐSihlatioll．Tb ov（1r（・0111（1this、W（モShall  

（、1”l）l（｝さ・th（、良）1lowinglIlぐtllO（l、Wlli（、11W；lぶf江stiIltlr（一（lllぐ（、（lby St・（、in［ヰ8］・Th｛・hllowillg  

（l（、Sぐril）ti（）110fthis111（、tllO（1（l（）nlぐドrr（〉IllLoll【3G］．  

1・Ⅳ紺rOW丑腔Cl払SSOf払eesもim軌tOrS，払rex乱mple，tlSlmgeqtllV紺i乱nCeiIl症e  

problだ汀1a・11（まworkol．1t一班e払rmく）f仏ees七im払七or凱  

2．C・mll）llt・（、th（tl111l）iilS（t（l（！Stilllat・（、Ofth（、riskoftllCCStilllatOrSull（1（、r（：（）11Sidera－  

tiりIlllHil哨＝1t！i11t・（、群；ltioIll）yl）；lI・tSホ｝nエ1111il．  

3・D（・tげ111iェ1（Ⅷr（〉1IliトiユIg；Llt＝l11；Ltiヽ・＝、ドtilllnt（｝rド丘（）111tllぐIl11l）i；lドぐ（1ぐトtil11；lt…frisk． ●●   

13l・r‘、（lll（liT哨†ht†Hix（一（｝f（、一）Ilt（、11（l＜、rS、tllt、l｝【（｝l＞1”11r一！（lllぐ”tll（・（1iifi（・lllty（）fth（l紺壬1rehhra  

トIlIJ（、ri（＞r｝Il†ぐエ・エ1；l†i、でtO tll（モ（・（）IllIllr）IllyllS（ご（ll、Ht・i111；ltOr．Furtll（、Ⅰ・Ill（）r（・l、（：（luiヽて1ri；l11（・（＞isiェn－  

1）ON：（1（）nl）001iIlgaCmSSrOWSaIl＜1r（，iulllIlト∵Ⅳ11i〔hiInPlicstll壬Ittll（・reSultillgunl）i～lSCdrisk  

estimatedepe11dsonlyollthel11aXinlullliIIVariaIltStatisticsifthecstimatiolll）rObicInCOn－  

Sideredisinvaria！1t．Th（、丘nalst（ゝl）isratll（、r（1ifBcult t（．）（lぐalwitll、SiIICeit hasllOt been  

（、Stablishedtoobtainthewi（lcly叩Ⅰ）1iぐal）1一、W；ly（｝fderi、・ingI）rO111isiIlgぐStiIllatOrS（＼Vhich  

hこISffequeIltistrisk unihrmlysllla11（？r tllim thぐClassical（、StiinatOr）froln ul山iasedrisk  

Cさてimate・SillCCtIlf、illtrO（1－1rt・io11（）fHlisa！）Ⅰ）rOaeh、Il－1m亡，rOllSrぐS（－ardlCrS】1aヽでaPI）1icdthis  

te血niquetoぬeprobleInSinst詠もistic扇decision蟻eory．Tbel舶用甑reindud溺B鹿部坤軋  

D＜・yaIldSrini、TaSan【11トE缶・t）naIl（11Ⅰ（｝rris【153．Ha呵19、22．233．Loh［35．36．3丁］．1Iuirhead  

皿（l＼1、rathworn【4斗andPビrrOnfi6j・SceBcrgerE3拉）ranCXtenSi、▼erCkrencc．  
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1．3．SUMMARY OF RESULTS   

InChapter2，theproblemofestimatingmatriⅩOfnormalmeanisconsideredrelativetothe  

invariantlossfunctionwhere七hecovariancematrixisunknown．Certain永）rmOfinvarian七  

estima．torsisintroduced．Thentheunbiasedestimateof七heriskisobtained，Whichdepends  

ontheelgenValuesof七heusualF－matriⅩXIXS－l・Itfacili七a七esanex七ensive＄earChfbr  

superioralternativestothecommonlyusedestima七orX・Newclassesofinvariantminimax  

estimatorsareproposed，Whicharemultivaria七eextension＄OftheestimatorsofJameSand  

Stein［24】，Baranchik［1】，andLinandTsai［35】・Theseresultsalsoex七endtheestimators  

ofmeanmaもrixofStein［48］aIndZheng【54lfbrthecaseinwhichthecovariancematriⅩis  

known．Fhrthermore，払1lowinganapproachbyHaq23】，analternativees七ima七orasthe  

solutionoftheEuler－Lagrangesys七emofpartialdi蝕rentialequa七ionsisderived．  

Chapter3is devoted to the es七ima七ion ofthe elgenValue＄in the multivariate F－  

distribution．First，uSlng七he F－identi七y we derive七he second order momen七S Ofthis  

distribu七ion，Whidlis usefu1七0七he statisticalin鎚rence．Fbr the S七ein’slossfunc七ion，  

WeOb七aintheimprovedestima七ors（HafF－tyPeandPerron一触Pe）whichbea七theuhbiased  

estimator．Fhrthermore，Wederivetheorthogonallyinvarian七minimaxestimatorswhen  

thescalematriⅩis2×2．Fbrthesquaredloss軋nction，WeglVetheHa掛typeimproved  

es七ima七orswhichbea七thebestscalarmultipleestimator．  
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CHAPTER 2 

ESTIMATING MATRIX OF NORMAL MEAN  

Asswrne that 

ズ：mXp…Ⅳ（月，ん⑳∑），  

ぶ：pXp～閏ち（∑，れ），  

XandSareindependent，   

月and∑areunknown．  

（2・1）  

BaBedon（X，S）weconsidertheproblemofes七imatingBwithrespectto七helossfunction  

叫岬，∑），虐）＝七r∑‾里し卵（虐一利．  （2．2）   

TheriskfunctiorlCOrreSPOndingtothislossfunctionis  

R（イβ，∑）、虐）＝E叩【エ（（β，∑），卵．  

SeveralauthorshavecollSiderぐ（1theminimaxityulldcrthisriskfunction．Baranchik［1］  

ObtainedaCl誠S Ofminim乱ⅩeSもimaもorswhenm≧3andp＝1and S七raderm乱n【50】  

6   



exもendedBaranchik，scl乱SSOfminim乱ⅩeStimators，WhileLinandTsaif35】七reated七hecasc  

wh（、r（、…＝1礼n（1p≧3，andol）taincd aclassofmillimax＝CStiInatOrSSimi1artotllat Of  

Bara．ndlik．Tbey＆SStlIne仏乱tVarianceorcov訂i乱nCem乱trixisunknown，btl七i七isno七ed  

tゞ‡1at theirmetbodtoproveminimaxityis乱directev扇uationof七heriskfuncもion．Our  

豆1tereSもisbowt‡1eSetlleOre七icaユresul七sconcernlngtbeparameterofuniv紺ia七enormallaw ■   

‡n野beexterldedもotbe‡n111七iv紺i乱teO‡1e・   

Theca＄e∑＝ちi8COnSideredby Sもein［48】whcreourb瓢Sicapproachdescribedin  

SH・†i一｝Ill．2wasi11trO（l11ぐ（†（1．Uドillgtl廿1でドI11t・OfSt（†i11、Zhcl哨［54】（1Ⅹt（、11dc（lt・h（さrぐSultsof  

B払r孔m血ikぬもbe multiv孔ria加0‡1（き．L礼ter，抽e翔駅Wbere∑is unknownトan（lp＜mis  

consideredbyZi（まek〔55】wll椚も玩urlderlyingェTle七土10d，乱nlul七iv紺iaもeve王・Sionofもhatof  

J乱meS弧dStき（壷1【24トlユ錐SZO工1乱1polyno工nidsexp弧Sions払ー七土1edistrit）uもionsofcertain  

llり11什1⊥tl・；Ll由Itiドti・・H、Wllil一、E丘（｝n；l11（lM（）rris［15】1）rOl）（丹椚1111illilIl；lXぐStiln雨（）r、CtL11c（lEh：O11一  

丸貼汀isty‡・）＝融im鼠t叫たom乱nemplrlCdB野郎紛糾meI軋 Morerecen七Iy，Bilod飽u弧d ◆●   

1（；lri）て車】tlて、抽・rltll｛L・・；lト（1Whぐrt・LT′～≧I｝；”1（ll）rOl）（）椚IsftVCr之Iltyf）（！SOfIIliIlilIl；lX（、StiI11at（汀S  

l）yllトi叫ミrll（tllIlt）i；lドぐ（lriトk（lHtiI11汀什・  

Tbeobjecもive（）ぎぬiscb叩もeris柏demo王ISもr軋もe乱SyS七em詠もicse乱rdl払rsuperioral－  

t（・rIl；▲tiヽ・（lバt（｝tllぐ（：（）l11mO111yllS（、（1（、StiIll；ltOr∫by女）1lowiIlgthcbasicapI）rOaCll（1escribc（1  

i王1Sectionl．2．InS（：（・‡・i（｝I12．1、＼Tぐl）rOVid（？thet）aSici（kIltities、CallcdXorIIlal－identityaIl（l  

Wisharトide！1titl・．；uldrcLCOrdsomec；11（lulusoIICigenstructurestollelpillCい1nPutationofthe  

uIlhiasedriskcstiIIlate．IllSecti（）112．2．；tCertaiIlbrlnOf〔ゝquiヽ・ariantcstimatorsull（lerthe  

groupofIlaturaltrans丘）rtllatiいエ1Sisintェ・Oducc（1sothatthercl）エでSentationoftheuIlbiased  

riぎkestinl；1t（ゝ（‥Oul（ll）CObtained主Il†f、rm＝｝ftlle（Tigcn、・aluesofthpusualF－matri＝∫JxS－1  

InS・1CtioI12．3、Su（、11（、i11ぐula†i（）！1iゴuIld汀t；一kcn．FbllowingaIlaPI）Ⅰ・Oadlbさ・Haif［23トan  

；ミ1†（）rnativpestimator～15tllぐS（）11itioIlOf－heEuler－I・agrangeSさ・Stem（｝fpartialdi恥rcntial  

P（iuatioIISisol）tainpd．Furl！l（：rInOr（－、†hcll（ナWClassesofmi11illlaXeStiInatOrSarePrOpOSed．  

In Seぐもior12鼠0ぬer払rmsof鰯もimaぬrs紺e COnSidered払r払e c誠eⅥFberem＞p＋1，  

Wbichb組もぬeco‡nmOnlyu愚ede＄ぬ1乱ぬrg．  
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2．1．PRELIMINARIES   

Inthisscctionwesha11sta七ebasiciden七ities andsomeusefulcalculuslemmaぷOneユ酢n－  

structures．Fbrthisend，Wein七roduceaddi七ionalnotation．  

Le七∇r bemxpdi蝕ren七ialoperatorwhose（i，j）elemen七isgivenby（∂／∂Xり）fbr  

X＝（Xり）andle七Ds beapxpdi鮎ren七ialoperatorwhose（i，j）elementisgivenby  

（り2）（1＋∂iJ）（∂／∂秩メ）払で乱Kronecker’sdelt孔∂t・J弧dぶ＝（筑j）・Ⅵ屯de£ne職ア（∬）＝  

（∑冨＝1∂ikj／∂Xi農）asa払rmalproduct払11owedbydi鮎rentia七ionatthecomponentlevel  

fhr；一Il血rix T（X）＝（［り），WhL、1t（、t．］i…（li酢Ⅰ・ぐ11ti；ll）1（、fu11rti（一11hlOlllR7nXp toR，aIld  

∇xt（X）＝（at（X）／∂∫り）for”（・；tl＝u、fu11ぐti（）Ilt（X）．Tll（、（一p（1ratioIlOfDso11alI－1atrixora  

s（てIhrv；1111Cdn111t：t．iりIliH（l・thll（、（1iIlt・ll＝；1111（、Wil・さ▼（）ftll；ltOf∇r．   

LEMMA2・1・1押orITはトidenもi七y）・エぞ豪謝：pXl… 巧托，∑）α沌J∫：属p→摺あe  

煎餅肌酢抗品転び招＝町∂ム／∂紡l＜∞（吏，ブ＝1，…，p），Wゐe柁訂＝（訂t）α弗♂∫＝ほ）．me㍑  

Eげ（山（〝一川＝E［∂J拍）／軸】∑，  

壷椚せ楠舶軸＝絶柚郁∂勒）・  

ThisIcIllmais takenfronlBilodcauandI（ariya［5］a11d hぐ11ぐC thぐprOOfisomitted・  

Essentiallさ・thesamぐ1cInIn…l（：aIlhcspeIliIILoh【3G］．  

LeLt Q＝Q（S）b（＞aPXI）mat工・i＝－、71l11P（1fullCtionwhose（i．j）eleユ11entSq．］～1rediff6r－  

ぐ11ti；lblewithE；q．j！＜∞all（1E！aq．｝！∂Sり！＜∞・Thefollo、TinglcmIllaanditsl）rOOfcan  

beseeninH孔明17j弧dLo壬1【3軋  

L別離軋丸2・1・鋸Wisha∫トiden七iもyき．エだ童ぶあぜαダ×p隅ぎ見附まm瓜£㌢読w混沌d甲陀ゼ＝f  

かee∂8mα乃dm細粒m∑．m紬  

Eいr（ヨ∑‾1】＝2Eいrβ5Qト（ロー♪一1〉E【trg‾1嘲・  

C（｝mbini鞘Th一骨ミ心Ilt主Ti＜・さgi、・tlバTlit：Il（lXtl円11nla、Wiliぐh主st止（－nh・olllBilodt－；luand ●   

K乱riy乱£掛  
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LEMMA2．1．3．A乳机は馴㍗ほ鳩トG（∬，ぶ）i＝nmXpmαまrふwゐ¢経ぜiem餓ね肝…あ紺Juま拘  

co搾まi肌0餌タメu汚Cまi¢汚ざ0′∬α沖dぶ紺Cふ摘αt  

E境＜∞，E即iJ／鋸崩＜∞，αれdE（∂G‘j／∂琉ご）2＜∞  

α氾d摘α電兢ec¢陀d；まionざi怜Theorem2．1（Ha∬【18］）脚＝融旬鯨よr‰潤肌＝画  

R（岬，∑），∬＋G（∬，ぶ））＝pm十2町tr冤Gげ，g）〕＋2E【tr巧G′（∬，ぶ）G（∬，∫）】  

一十（丁トーJト1）叫t・r（丁′（∫、∫）q∫，∫）∫‾1】．  

Nex七WereCOrdtwolelnmaSWhich6tatethe誠tionofもhe di蝕ren七ialopera鳥or．See  

Ha呵18，21】払rは1e（leta－il（｝ft，11epr（相良・  

LEMMA2．1A戯m明欄間附砧Ⅷ励壷針舅乱流ぬ晶前油壷＝再‾1肝ぞタi脚  

極  

∂ぶ蘭1／∂ふご＝－㌻恒祓＋ださ電）ぶ‾1／（1＋∂農ご），   

扁転博樹いゐ削減㍑細腰加点射通ぺ最晰胴＝昭加げ朋は税目露牒」緑川劇ふ汀㌧ふ摘．  

LE誠MA2．1・5．エゼ童¢瓜兜∂rるemαま㌢ふか汚Cまi8氾＝′g．A錯umfnタαiJ柁～糾α汀漉タ㌢¢血¢ね  

α鞄ddだ露和まi貯だβ膵よぎちびだゐ瓜V省  

か∫Qr＝岬∫q）r＋（Q′か；）′r・  

毘EMARⅨ2・1．1．Tbe払mili払rlaw払rtbeもransp心慮1ngprOdtlC七sisno七aⅥ淀はblein  

abovelemm臥TheproducもQ才巧isc8mp雨料七benもbe七r弧Sp〉OSeistobeta友en・  

LEMMA2・1風 月ぎざWme班αまm＞pα渇d蟻瓜まQiざ8pXタmαま㌢定一M晶潤㍉桓別扇扇卜好  

紺＝く’呵J）＝g′∬α氾葺ざ．凡鵡er御代，蒼だ童‰＝漉）wふぞ柁塵＝（1／2）（1＋∂ij）（即∂勒j）  

桓用掛蛸壷前戊舶載・新川壷叩ぬ離鮎あ品融巌…読も椚巌購   

七夕r喝∬壕＝隅虹¢＋息rg′屯軌  

∇r¢＝2∫吼．Q．  

もr∬靡亀ぷQ＝望もどぷ‰野草㌧一拍＋1）七r方Q．  
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PROOF．（i）LetQ＝（qij）．Thelefthandsidecanbeexpressedas  

pm ズ柚恥農1＝ ∑ ∑  
よ1，鳶3＝1鬼1＝1  

タ  

立至  
鬼1，農3＝1h＝1  

∂よ1臭3恥黒ユ＋弟晶  

p  m  

∂耳い1  

＝m∑∂柚裾1＋∑∵∑耳柚  
よ1，よヨ＝1  農ユ，泉3＝1夫2＝1  

＝mtr（2＋trズ′∇rQ＼  

∂ズ農コ太ユ  

（ii）UsingthesymmetryofWandthechainrule，the（i，j）elementofVkQcanbeexpressed  

iZS 

㌔ ∂   ÷‥さ ∂離山 ∂  

L′ ∑町 
鋸＝∑∑  

t．．＿1 1  ノ t  

Wi抽  
∂鞘諭∂∬Hl   

農1＝1hく農3   ＿  ＿1  

（2．3）  
ト1＋∂砧 ∂鋸 ∂  

∑   

農ユ，農1，よ3＝1  

勒。よ，・  
2 ∂明砧∂ズi夫1   

鈷omⅣ＝ズJ∬，   

仰  

恥3＝∑石豊一 瓶2恥3  
∂  

∂∬i農1  ∂∬．よ1  
夫■＝1  

γγl  

＝∑（玩．∂柚礼よ3＋砧諭1鬼3札農2）  
真書＝1  

＝∂農ユ鬼ユズi鬼，＋∂よ1わズi臭1．   

Putting（2・4）in七0（2・3）and11SingsymmetryofDwgivetha七  

（2・4）   

タ  ∑  
農ユ，よ2，夫3＝1  

1＋村両 ∂恥j  
‡∂柚ズi員3＋∂農高ズi真3）  

2  ∂明痛   

p r芋、1＋∂長流 ∂郎J  
2∑∑   

臭1＝1右＝1  

ズ擁  
2  ∂l坑ユよ1  

＝2（g恥Q）iJ・  

（iii）Thelefthand－Sidecanbeexpressedas  

pm  ∑ ∑∬＝l恥．  
よユ，わ，よ書＝1農賃＝1  

翫＋鬼1  

∂薫由   
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m 

タp  ∑ ∑礼よ1恥．∑   
農ユ，よぅ，よ書＝1よ1ニ1  泉6，よ‘＝1  

1＋軋高∂恥員1 ∂  
lれ5上。  

2 ∂Ⅵ㌔5主‘∂弟諭  

pⅢ  ∑ ∑∬＝1乱流  
よ1，夫3，よ奮，泉ぢ，夫‘＝1泉2＝1  

1＋軋高∂恥よユ  
（∂よ，黒8∬農。よ‘＋ゐ，鬼‘∬よ文鳥6）  

2  ∂l垢高  

タ ＝2 ∑ 恥．職員6  
たユ，たき，よキ，黒も＝1  

＝2七rぶ（Ⅳ♪Ⅳ）甘，  

1＋∂泉き泉6  ∂  

翫◆よ】  
2 ∂明減  

whe汀モ！七hesecondequali七y払1lows丘om（2・4）andthcl乱Sもequalityfdllows丘orIISymmetry  

ofⅣ弧dヱ㌦．UsingLen－Illa2・1・5弧dnotingth乱tエ）wW＝紬＋1）／2）ち，Weget  

刀Ⅳ瑚二Q′＋岬恥）′針  

● 〔加11血ingt8ll倶肥tWOequalitiesglVeStbedesiredresulも・  

N（・）WWereCOrd抽ec乱1culuslemrma・SOnel酢nS七ruc七ures払rt‡1eC乱SeW‡1enm＞p・恥r  

Ilいt；ltiりIl，1ぐt＿i＝（u．，）l｝ぐaI｝×1，11（〉nSiIlg111armatriⅩSllChthat・11S・i＝1；，JIIXIXl＝  

（1i；Ig（FトF＝（fl、‥・、．f；）．zlIl（1fl＞．f2＞‥・＞ムarctheordcre（lcigpnvalucsof∫lSS．l・  

FurtkrIIl（）r（㍉rぐぐ～11lthatDs＝（ぜ）witllギ＝（1／2）（1＋6リ）（∂／∂S。）aIldS＝（’S．，）・The  

払1lowinglemmaanditsproof紺eObもahed免・OmLoIl【36】byminormodi鮎ation・  

LE㍍誠Å2．1・7・月別mだ塊扇m＞p．W最A＝（勒）朋如上A‾1＝（αり），ぴeゐ郁e  

ご 

壬＝一声二，。i！＿ミ．  
ご 

。り＝αりαよ，鶴＋      2  

弼   

（iり   

giii）   

モiv）  

（  

∑
嘩
 
 

1
⊥
一
2
 
 

αfJJ   
α最fαごi′＋  

載ム＝勘α農t，  

舶＝緩αi′J（醐両町 ）  ムー．た′－  

PftOOF・（）Il（1ifhEmtiatingS＝JI－1l－1andtr＝Jl－idiag（F）一4－1，Wehavc  

d∫＝Jバい∫J－㍉＋（山′‾こ、げ1  

；l：1〔l  
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dW＝Arldiag（F）（dA－1）＋（dA，～1）diag（F）A－1＋Arldiag（dF）A－1   

MultiplyingtheseequationsbyA，ontheleftandbyAon七herightleads七o  

A′dgA＝（dA－1）A＋A′（dA′‾1）  

and  

（2・5）  

AFdWA＝diag（F）（dA－1）A＋A′（dA′‾1）diag（F）＋diag（dF）．  （2．6）   

IFbrobtainingthederivativeswithrespecttoSLj？WemayaSSumethatdW＝0・Rom  

（2．5）and（2・6），WeCanSeethat  

diag（dF）＝（dA‾1）Adiag（Fトdiag（F）（dA‾1）A－A′（dS）Adiag（F）・  （2・7）   

Thenthe（i，i）elementof（2．7）becomes  

茹ニー∑隼（d紬妬ん  
た，j   

Fbri≠j，the（i，j）elementof（2・7）provides  

【（dA‾1）A】吊ト∵〃（舶‾1）A】ij－【A′（d∫）勅諭＝0，   

Since【diag（dF）］ij＝0・Thisreducesto  

【（dA‾1）ノ叫j＝  ［A′（dぷ）A〕ij  （2．8）  
ムーム   

Fbrthermore，丘om（2・5），WeCanget  

【（dA－1）A】‘i＝［A′（棚iト  

Combining（2・8）and（2・9）1eadsto   

p  

（．dA‾1）‘j＝∑【（dA‾1）Aレ瓜り  
iJ＝＝1  

（2・9）   

ム′  1  

2  

【A′（dざ）A］ifαわ＋∑【A′（dg）A】‘i′瓜り  

iJ≠i   
万一ム  

f′j  

紳刷諦普（伽′α  
12  
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Notingtha七  

㌫）＝妄（∂晶＋∂晶）｝  （勒（喜（1＋∂農′ご′）  

wecanCOnCludethat  

J 

童ごα‘J拉妬αご汗吉富αり（α潮＋α㈲）  ム′－ム  

ⅠIFbrobtainingthederivativeswithrespectot町j，WemayaSSumethatdS＝0・Similarly  

Weget  

diag（dF）＝（dA‾1）Adiag（Fトdiag（F）（dA‾1）A＋At（dW）A．  （2．10）   

Then（i，i）elementof（2・10）becomes  

茹ニ∑鮎（抑）ノ摘ト  

J，泉   

Fbri≠j，the（i，j）elementof（2・10）provides七ha七  

【（dA‾1）勅諭－〟（dA‾1）A】iJ＋【A′（dⅣ）A］iJ＝0，   

wbicb red11CeStO  

脚1）A］ij＝ tA岬）船  
方  

旅om（2．5）anddS＝0，WeCanSee【（dA－1）A］ii＝0．Hencewecanget  

（2・11）   

（dA‾1）‘j＝∑【（dA‾1）Aレαり  

i／≠t  

り  

＝冨幹（恥αさi′α  

Thuswe canconclude  

i
 
 

l
 
 
 

′ム  

舶＝芸芸咋αさ両αよ‘′ ）  

Whichcompletes七heproof，  

ムーん’  

Thefir＄もpar七ofthe良）1lowinglemmaisalsotaken駐omLoh［36】bytheminormodifi－  

catio工L  
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LEMMA2・1・8・Us；n91henoia山on asinLemma2・1・7，aSSumeihai  

P（∫）＝diag（甲1（ダ），や2げ），…，甲タ（ダ））  

露萌匝朋晶鮎川炉伍＞ム＞‥・＞ム）・爪印びeゐαUe  

（i）  

tr畔1や（叶＝妾（抑一偏一芸  
α鬼才  

ム桝一万択  

ムーカ  

＝妄ト  

l
ノ
 
 

▲】■   
（ii）  七rヱ）wA卜11ク岬）A‾1   

Wゐe代印よ＝∂桝（ダ）／∂在た＝1，2，…，p．  

PROOF・（i）The鮎stpartofthislemmaistaken丘・OmLoh［36］．   

tr哩・‾1軒1＝∑ホ恒㌦  
i，ノ，夫  

〈 

り 

棚 

卿轍J＋卿捏＋呵鐸叫  

〈 2卿轍J－＋写卸ヰ  

∑  
JJ，よ  

∑ tJ，よ  
Thelastequalityholdssincethesymmetryofち・Now叩PlyingLemma2．1．7givesthat  

七r材1叶1＝訪中偏＋芸αり（岬＋岬）  

一宇α棚岬′喘］  

ルーム   

＝錘＋芸  一橋）  
み桝  

ん－ム  

＝辞去一偏一芸  
Thelastequalityhold＄Since  

ム桝－ん勘′  

ムーム′  

ム′甲良一点桝＋ム桝  
∑  
fJ≠農  

ルーム  万一ム  

ム桝  
＝（p－1）や良一∑  

fノ＞農  

＝（p－1）背黒－∑  

iJ＞貴  

14   
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（ii）SirIlilarlywebave  

恥A’‾1両耳）A‾1＝∑願わ卿よt  

t，j．大  

〈2卿棚j＋写α佃雛ヰ  ∑  
i，J，農   

NowlユS汀唱LernI打払2－1・7lea（1sto  

か〝A′‾1脚1＝新主α泉t志αt′J（岬＋岬）  ＋写α叫t′堵］  ムー．占′   

＝妾尾  
＋鞠）  

や泉  

．h－．r」′  

∑
…
 
 
 

＋
 
 

上
 
 

・
・
▲
几
 
 

∽
一
 
 

i
 
 

タ
∑
抽
 
 
 

ニ
 
 

l
ノ
 
 

†  

Ⅵ壷iぐ王1柑mpletestlleprOOf．  

Nexもwesta一七ecdculuslenl汀1払S（｝nel酢nStrtlChlreS払rtbec腿er托≦p．恥r七his飢d，  

1l・t摩＝（ら）ニ∫∫‾1∫′；lIl（l上）♪＝（√Jご）witll（rJご）＝（1／2）（1十㍉）（∂／∂む・  

LE加重MÅ2・1・9・dg摘me払αまm≦p・エe孟母α絡drあだmα行ふか沖Cまi8汚彦¢ずダ・Aぎぷ払mi喝  

諦扁輸血㍗扁摘＝扇あふ諦椚朗壷那Ⅷ粛頑軌沌…   

（i）  qQ＝25‾1∫′かタQ、  

（ii）  七ど冤Qぷ＝ダもrQ＋もrg電鉄  

乾坤  ガタ貯＝岬尉別r′＋柑彗）′r，  

（呵  tr帽′巧打′＝七沌切身ア・  

PI10OF・（i）The（i．j）elel11entOfViQisequalto  

告・告＝ 
二＝ ご：＝二  

1＋み蛸 ∂翫Ij  ∂薫蛸  
（2．12）  

∂ガタユt’  2   ∂彗蛸   

、、・主1（、汁0＝rヴ車．h（皿f＝∫∫‾1∫′；汀1ddlaiIlrulfユ、  

汐  

＝｛さニ：；＝ぎ！；阜∫ご三ニ†一～；：ニ…∫！三与∫三‥；÷｝・  

叫＝1  
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whereS～1＝（Si］）．Puモモing（2．13）into（2．12）弧dusingthesymme七ryof厨，Wegetthe  

desiredresult．  

（ii）nomLemma2・1・5，Weget  

trⅥ¢∬＝tr（¢′－屯）′g＋tr（冤Q）∬．   

UsiIr鳩th乱t七ご（Aβ）′C＝trAβC′払r甘粕tricesA，β，乱ndC乱ndnotingtb乱t∇Ⅹ∬′＝pんl，  

W（きC払nSeeもh乱t七r帽′取）′∬＝ptrQ，WIlic‡1COmpletes仏eproof．   

（iii）SeeH8∬【20ト  

（iv）T土1eprOOf払1lows缶・0Ⅰユ▲1tlleStraigh七払rw肛dcaユculation．  

Recall班Iatダ＝げ1，・‥，ん）andム＞ム＞事‥＞ん紺etbeorderedeigenvduesof  

ダ、Or叩1ival（｝王1tly∬ぶ‾1∬′．   

T‡1（、た）11ぐ｝Wir唱Ienl‡n乱is七波蝕fmmS七ein【48】弧dH呵2礼  

Ll・：ユ川人2・1・1（）・A∫川me沌α土…≦JJ・上e土月＝（月1，月2‥‥，月m），ぴんere月よi∫亡ゐe耶「一  

別最適品玩澗両脚相加M椚明馴ふ攣ね在Ⅷ最崗頑ア＝diag毎1（ダ），…，陶（ダ））  

Wゐe陀攣泉（ダ榊＝1”‥誹可㌫＝＝毎糀㍍偶力w協ダ1¢笹＋∞阜．山肌抑晶攣最細＝沼n流刑膵  

ぬ壷正路用品ち肌巌購  

巧諭＝属よ属L  

鶴亀＝ぷ軋 ぷ＝（1／2）∑1／溝一品  
t≠主  

桐   

（ii）   

α沌♂   

（iii）  亀岡東町利＝虎攣（1）（ダ）軋  

ぴゐereダ（1）（ダう＝軸由門粧…属領≠最  

∂攣ゑ（ダ）  や員（ダト攣i（ダ）  ÷才＝主   ん＝1‥‥∴汀L  

∂ム、   ムーム  

PItOOF．Takil！gtl▲一、di恥r皿tiE11（．｝ff＝Rdi～lg（FIRIweobt；li11  

df＝（dRldiag（F）R，＋Rdiag（F）（dR），＋Rdiag（dF）Rl．  
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Mul七iplyingontheleftbyRlandontherightbyR，Wehave  

R，（df）R＝（R，dR）（1ia・g（F）＋diag（F）（R，dR）′＋diag（dF）．  （2・14）  

But，taking七hedi蝕ren七ialofRFR＝Z，Wehave  

（d属yR＋宵（d属）＝0．  

TllisITl飽rlS七b孔七月Jd虎is孔ntisy汀1In（沈ri（二：  

岬′d呵＋耳d属＝0．  （2・15）  

Revertingtocoordin孔t（さS，We（〉bt乱in鮎m（2．14）弧d（2．15），  

（月∫d属）員よ＝0，  

勘d摩）勒ご払rゐ≠g，  （ガd属）農ご＝  

カーカ   

萌＝世（（J耳）呵廿  

RいIllill）l）T（l＝111；lti川▲hⅤ√い1r呵・611（ltllat  

∑月紺  
IJ≠ご  

【椚d卓）和′ご，  （d属）烏ご＝膵財戯輝  
廉岬み   

which gives that 

月上．′  ∑
悌
 
 

l
～
ウ
】
 
 
 

ニ
 
 

l
 
■
 
 

東
 
 
児
 
 

（2・16）  （軋′勒＋恥′鮎）・   
r
ぶ
 
 

AIsoⅥ㌻eCanSee tba声セ  

ギム＝翫恥  

HeIICe（i）isobも扇ned鉦om笹17）．  

（ii）t：s主王1gf2116）wpc；lIISe・＞tllatthcTnthentrl・OfDFRlisgivenby  

（2・17）  

1丁－ヽて－「 虎。，′  
∑rご二恥＝三∑∑  
登  登 tJ≠黒  

（馬花i′鵜島＋亀f∫‰員）  
英一み  

1  

（2・18）   



Whichcomple七estheproofof（ii）．  

（iii）The（k，l）elementofthematrixDFRpR，becomes   

農α  

∑電α児湖勒＝∑硝電α鮎＋∑硝あ電α動＋∑‰叫抑  
α，あ  α，も  α】も  α，む  

DenotethesesuccessivetermsbyA，B，andCrespec七ively．Ftom（2．18）wecan＄eetha七  

A＝（1／2）∑れ裾‰∑  
8  i／≠あ  

針0‡11（2・16）wec弧Seethat  

ムーム′  

甲8  
β＝（1／2）∑∑軋′私′  

あi／≠あ  

＝（1／2）∑∑軋鳳′  
f／あ≠i／  

Ex（、Il礼11脚1gみwitl′1套J，Wemaygetthat  

β＝－（1／2）∑‰勒∑  
あ  ‘J≠あ   

釣1rぬer打10re，  

、允－．たノ   

甲あ  

カール  

Pi／  

カール  

∑摘雛ん  

庄，あ  

α，あ，m  
∑亀も助‰且m篇   

も  
㌢捕虜・  

Insummary，iもisreadilyseenthatA＋B＋Cisequalto七he（k，l）elemen七ofRp（1）Rt，  

Whichcompletes七heproLOfof（iii）・  

REMARK2・1・2・If攣（F）issmoo七henough，D芸［Rp（F）Rt］canbeob七ainedbyrecur－  

siol－Of（iii）ofLemma2・1・101W占shal1usenotationD；［Rp（F）R，］＝Rp（れ）（F）RIwhere  

㌔（れニげj＝（1iagr㌔iれ）（∫），…，アが（円）・  
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2．2．DERIVING THE CLASS OF ESTIMATORS   

Firstletusrecal1theresultsbyStein［48］concerning七heproblemofestima七ingmatrixof  

meanofnormalpopula七ionswithiden七i七ycovariancematrix．Ass11methat  

鬼；mXp…呵点，ん⑳ち）  （m＞p＋1），  

′ヽ ′ヽ  

andletthelossbe七r（磨－B），（B－B）．Hein七roducedtheestima七orsofthefbrm  

Jヽ  

郎）＝れ喜∇誹y），  

（2．19）  

（2．20）  

whercY＝（yl，．．．，yP），h（Y）isascalarvaluedhlnCtion血・Om RP orRm to［0，∞）as  

needed，yl＞・・・＞yparethcorderedeigenvaluesof慮′廠，and∇鳶h（Y）＝（ah（Y）／aXij）  

hr廠＝（XLj）．ThenusingtheNormalidentityandcalculusoneigenstructuretheunbiased  

es七imateoftheriskoftheseestimatorsisob七ainedintermsoftheelgenValuesofX（Xand  

the鮎standsecondderivativesofh（Y）withrespecttoY，Nextconsidertrans丘）rma七ions  

X→XC銑）raPXPnOnSlngularmatriⅩC．Theni七isreadilyseen魚・OmLemmal・1in  

KariyaandSinha［25】thatthemodel（2・19）is七ransformedinto  

意…Ⅳ（弛ん⑳（C′c））   

andtheestimatorofthe払rm（2・20）ischangedin七0  

如＝加＋喜∇細y）・C  

＝れ∇虔ゐ酢C′c  

wbere∇虔＝（∂／牲J‖血意ニ（∬‘j）＝飴テ＝軌，…，狛弧桐1＞…＞弘＞Oare ■l′   

theorderedeigenvaluesofkl皮（CtC）－1・Thelastequalityaboveholds＄ince∇ま＝∇丘Cl・  

Nowletu・Sre甑rn七0紘eoriginalmodel（2・1）・好∑＝C′Cisunknowna皿d仏eestima七e  

Of∑，thatisSぅisaNailable，iti8na甑raltocon＄idertheesもimatorof七he払rm  

姉∫）＝射芸∇∫岬・扶  （2・21）  

WhereF＝げト‥Jm巾M））andfl＞・・・＞ん．れ（m．，）＞OaretheorderedeigellValuesof  

XIXS－1・Itisreadilycheckedthattheseareinvariantunderthegroupoftransfbrmations  

（鼠∫）→（0∫C，C′∫C），  
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whereOisanmxmor七hogonalma七riⅩandCisapxpnonslngularmatrix．  

Thefbllowingrepresentationof七hesecondtermontherighthandsideof（2・21）gives  

betterunderstandingofourestimators・Fbrm＞p，（2・21）canberewri七tenas  

虐（ズ，g）＝利ち＋A∬（ダ）A‾1】，  （2・22）  

whereH（F）＝diag（hl（F），h2（F），・・・，hp（F）），hh（F）＝∂h（F）／∂fk，k＝1，2，‥・，P，Ai8  

apxpnonsingularma七rixsuchtha七A′SA＝1iand diag（F）＝A′xIxA・Thiscanbe  

seenffom七hefo1lowingargument・Firs七use（ii）ofLemma2．1．6，thenwehave  

岬＝∬瑚（ダ）・  

魚omordinarychainruleand（iii）ofLemma2．1・7，itisseenthat七he（i，j）elementof  

Dwh（F）canbcrewrittenas   

タ  

舶岬）＝∑ん通力  
よ＝1  

タ  

＝∑鯨紳輔  
上＝1   

丘omwhichitfbllowsthat Dwh（F）＝AH（F）Al・Using七hefac七A′SA＝1；，WeCan  

conclude七bat  

戦棚方＝gA叩）A－1  

Fbrm≦p，Wehave，ftom（i）ofLemma・2・1・9andnotingthath（Y）isascalar，that  

戦岬＝瑚（押g－1  

Usingordinarychainmleand（i）ofLemma2・1・10，WeCanSee七ha七  

βきゐ（ダ）＝月利ダ）針  

Ftomthese，WeCangetthat   

照世闇晒拙  
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Final1yi七払1lowstha七，fbrm≦p，（2．21）canbeexpressedas  

虐（∬，ぶ）＝【ん＋見方（ダ岬］∬，  （2・23）  

whereH（F）＝ diag（hl（F），．．．，hm（F））and diag（F）＝RIxS‾1x，Rwithanmxm  

Ort‡10gOnalmatrix凡   

Itisworthno七ingtbat（2．21）becoIneS  

∬【ち＋cl（∬′∬）‾1g＋c2ち／tr（∬′∬）ぶ‾1〕，  ∫orm＞p＋1；  

［ん＋cl（∬ぶ‾1∬′）‾1＋㍑㍍／七r（∬′∬）ぶ‾1】∬ ∫orp＞一刀＋1，  
′ヽ β（∬，ぶ）＝  

ifweput九（ダ）＝＝Cllog（口臭ム）＋c2log（、∑鳥丸）・T‡1is＄bぴⅣS七h詠もtheestimatorsofthe払rm  

（2．21）iIICludetIleE損）ー卜Morristypees七ima七ors・  

R）r七h（さC之丸SeWll（－Il汀‡～＞p＋1，WeCa．nCOnSiderdi鮎ren七払r‡IISOfes七ima七ors丘om七bat  

裏venl）〉r（2．21）．  

R（さCalltllaもⅣ＝∬′∬弧dle七Ⅳ＝OyO～inwbi血00′＝α欄＝＝ちand y＝  

（li叩（！Jl．‥‥JJp）witllyl＞…＞！Jp＝（｝tlmt・y鳥iドthぐk－thlargcstcigcIIValuesoflT／・ⅥTb  

i‡1trO（1tlCeぬe払r汀1SOfestinl…LtOrS  

紙岬［いふ 叩岬］  （2・24）  

and   

虐（昔，即＝g拓＋0耶y）0′札  （2．25）  

WhereT（rl＝〔liag（tlfr）l・・・ltP（r））andナ主（r）・k＝1、‥‥p・isanabsolutclycontinuous  

functioI川frto【0、∞）・Thefirstorl（、isalnultivariateversionofSteill－typeCStimatorcon－  

SideredbyBilodeal・1andKariy串3andthesecondoneincludesEfton－Morris七ypeestima七or  

givenbyBilodeau乱nd‡（ariy坤】，  
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2．3．UNBIASED ESTIMATE OF RISK   

Inthissectionweshallcomputetheunbiasedestimateoftheriskofanalmostarbitrary  

equivarianteStimatorgivenby（2・21）・Firstwestartwithanota七ion．  

Let  

晰刷＝雛（m一冊＋4ム旬ほ＋4某  
ムゐよ一月た‡  

＋（れ＋p－3）嗣要一4耳偏血－2∑  
‡＞夫  

wllereたた＝∂た（ダ）／∂ムa‡1d毎夫＝∂鴇げ）／∂J宕，た＝1，2，…，p．  

Nowwehavethe払1lowlng  

THEOREM2・3・1・d…me班欄慮ゐ（ア）相中和郎鮎＝冊粛晶胴  

Eた…＜∞，呵紬／拡ijt＜∞，¢沌∂E（∂たた／∂ぶり）2＜∞，   

αタWe打αタ鮎喝uJαr軸…di電i…8′Tbeorem2．1読Ha∬［18】．孤e指摘用品αぎedeざ電imα土e  

8f兢er妄ざ鬼8′払e郎まimαねけ0′翫わrm（2．21）iざタive作るy  

（i）  良（（β，∑），虐）＝pm＋耶m，m，p沌）  

瓜先占  

∫0γm＞p，  

ノヽ R（（月，∑），虐）＝pm＋ア（陀＋mwp，p，m；た）  ∫0γp≧m．   （、ii）  

PROOF・（i）舘omLemma2・1・3，theunbiasedriskes七imate払r（2．21），equivalen七1y  

（2．22），Canbewri七tenas   

2tr∇kX▲iH（F）jl‾1＋2trDs－i，．1dia・g（F）H2（F）．4‾l＋（n－P－1）trdiag（F）H2（F）＋pm，  

（2・26）  

whereD5＝（ギ）isapxpdi触en七ialoperatorwhoseelemen七isgivenby（1／2）（1＋  

∂り）a／∂SijhrS＝（Sfj）andXronecker，sdelta6ij・Weshal1compu七e（2．26）七ermby七erm．  

t：sing（i）ofLemma2・1・6andnotingthatViX＝mち，itcaJlbescenthatthefirstterェn  

Of（2．26）yields  

2汀も七rガ（ダ）＋2七r∬厚∬（Aガ（ダ）A‾1）′．  

22  

（2・27）   



nlrthermore，丘om（ii）ofLemma2．1・6，Weget七ha七  

tr∬′∇∬（Aガ（ダ）A‾1）′＝2trⅣヱ㌦（A月伊）A‾1）′  

＝2trヱ）wⅣAガ（ダ）A‾1－（p＋1）七r∬げ），  
（2・28）  

WhereDw＝（d崇）and喝＝（1／2）（1＋6fj）∂／∂wij払rW＝（wLj）andaKronecker，sdelta  

∂iJ・Thelaぶ七equ孔Iityof（2・28）‡101dssince trヱ）w仇Q2＝七r（¢2かwQl＋¢1月wQら）払r  

pxp‡Il乳はicモ芝SQl払‡′1（1¢認弧dかwⅣ＝（（p＋1）／2）ち・Combining（2．27）wi七h（2．謂）弧d  

11いti叩tll；1tll一＝．1ト1（li叩（F）一1‾11（、；l（lt・（－   

2もr∇k∬A鞘即A‾1＝2（汀l－ダー1）七r鞘即＋4trヱ）wAト1diag（ダ岬（即A‾1．（2．29）   

Applying（ii）ofLeェnm軌2・1－8to七besecond七erInOf（2．29）gives  

も舶一触珊畔緩中潮＋宗  
l
ノ
 
 

（2・30）  

孔王‘1（lsi汀1ila擁wモ讐C弧S（糟ぬ乳tもhe＄eCOndtermof（2．28）provides  

ウ
〟
丁
．
 
 

一
・
花
 
 

招
 
 
 

∵
 
 

つ
〟
▼
貞
 
 

古
川
 
 

ガ
 
 

l
ノ
 
 

∑
捌
 
 

tェ・β5．・1トニーli吋F）がげ）．1‾1＝  一紙悔妬＋（ダー1溝た書－  

（2・31）  

n、0ⅠIl（2・29）tllrOugll（2・30JⅥ・eCOlnplcteLtllCI）rOOfof（i）．   

（ii）t：siIlgfi）（）fLf一‡11Ilia2・111O∴WでCa11SPethat・theestilnatOrgivenby（2．21）ischEulgedinto  

亡ん＋瑚転郎げwbere蔚＝鶴）＝gg‾1g′弧dヱ）厨＝（ギ）・Similarly，it払1lo耶，鮎m  

Lelliエユ1；一2・1・3・一三i；lTThelll古i～一Se（lcsti王naTeofthcriskbrX＋D＞h（F）∫callbeexpressed  

a5  

2もど噴か阜ゐ（ダ）g＋2七ごかざ‡ズ′（残呵ダ））2g）  

＋頼－ダー1）七rダ岬員た（習）2＋卯軋  （2・32）  

1＼’esiユailcnicuia†ef2．32）t（？rInl））・terln．From（i）aIld（ii）ofLcmma2．1．9andsyInmCtry  

（）fDF7主［F）lithilowsthatthcfirsttcmlin（2・32）becomes  

2JJtl・ちJ～（Fけ2け∫更かテ岬）＝軸trかテ岬）りtr如三岬）・  （2・33）  
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Next，apPlyingLemma2．1．5tothesecondtermin（2．32）providesthat  

2七rヱ）∫（ズ′か厨岬））岬員岬））∬十2tr［（∬′βき岬））′か；】′岬員岬））ズ  

＝4tr岬身頃ダ））甘か5挿′ガタ九（ダ））・  

（2・34）  

Tbelaste（1uality払1lows丘oTrl（iv）ofLemm乱2．1．9．Vsingordinarychainrule乱nd（iii）of  

LeHlma2．1．9，WeSlほ．11sIlOWt‡1at  

瑚甘雛用＝一叫（叫岬）＋竿叫岬）・  

Itc；ull一（1Sぐ（、Iltllilttll＜・（i，j）ぐ1（－111（、11t（｝f∫DsiX’D（h（F））is   

pm  
J 

∑∑∬恒産1t2（∬柚妾′げ”  
11，12＝11㌢＝1   

一， ＝史 史∬，11晶3－一成1叫軌瑚定琉1叫  
†hh＝1t】．tl，叫＝1  

立  ヰニ：：∫㌔‥二三 至∫，：：∫：j：三∫。‥。：∫t，。三ミ√三：こ・キごさ∴アラニ ．  

†】．t】，t】．t】＝11】．t】，t◆＝1  

（2．35）  

（2．36）  

wl－1el・eぬelasもeq脱軸c孔rlbeOt）七血edbyI10ting武川＝∑≡空，電，＝1∬Ⅶ刑ぶⅦ刑∬叫町  

UsiI鳩LeInml払2・l・4，（2・36′）becoIneS一乗電流叫ギ冊軒岬），Whi血鋸b椚七bat  

朋址招㍍椚）＝－ダげβ尉渾身ゐげ）  

＝一均（均珊）＋竿勒岬・  

Thelastequaiityholdss主nce（iii）ofLemma2・1・9a皿dD，f＝（（m＋1）／2）Ln・Hence，  

Putting（2．35きin紬藍2．朗賦iもisseenthatthe昏eCOnd七ermin（2・32）canberewrittenas  

－4患ご軋んげ）卜厨巧i如き畔））＋2（m十l）tr卓吼岬））2・  （2・37）   

〔lolilhi！liIlg（2・33land（213丁）wit三1（2・32）lpadsto  

穐雛汗4毎夏即）＋（托＋2m一夕＋1勘瑚（彗）2  卿＋tr   

（2・38）   

欄｝ 一項‰伸輔凧㌔拝彗湖彗‡  
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恥．rもhermore，uSing（iii）ofLemma2．1．10i七fbllowsthat   

m  

trか員岬）＝∑転げ），  
鬼：＝1  

m  

tr厨吼岬））2＝∑≠噺町  
よ＝1  

（2．39）  

Noti‡1g血tか芸岬）＝かか月利ダ）児′wtlere勘ダ）＝di乱g（帰省，…，たm（即）弧dapplying  

（iii）（〉fL（、1IlIll；12・1・1（）“▼ll・、Ⅰ、（、ゾ（F）＝（1i；1・g（F）H（F）、W（、CaIlfin（ltllat  

七ー如抑＝訃i購）璃  
鯨げ）一転（ダ）  

ムーム  

（2．40）  

等刷＋  
ニ神棚一 

Siェェ1ilaェ、1y，WeC鋸1酢tth乱t  

克た農（ダ）鵬ムたi（ダ）  

ムーム  

tI・（町岬車観け町岬））   

割司抑冊＋  ！て－卑牲  
ムーム  （2・41）  

＝吏  員ニ1  

1て「ガ嘲ガトガ九デげ）  繍榊紬鞠昭＋妄宗  
力線ム  

Finally，P11tぬg（2．39），藍2・叫andt2・41）inも0（2・38），WeOb七ain七hedesiredresult・  

RElIÅ1沌2．3．1．Ⅵtll対PThcsa！nCllOtationasin（2．19）and（2．20）．FhrtllerlllOrC，1et  

us〔1＜・fiIl（、thpドiInil；1rI10tatioIlinTheorem2．3．1．Stein！48jshowedthat．forthecasewllCr  

∑＝ちっ血e11nb豆誠edes患im乱もeoftberiskof払ees七imator（2・20）isgivenby  

鼠＝針輌湖＋軌＋4宗  ■b  
鉛板一班ゐご  

＋pm，  
択一駅   

w王丑rehi＝a7）（r）！∂yi．k＝1．…、P．Theorem2．3．1isacountCrPartOftheresultofStcin・  

丁一）WletllSeOIllI一；lrf：th（＞distrit）utionoffheeigenvaluesofX（∫S－1inthecasesm＞p  

il】ュdp≧m．Assumc・thatB＝OfhrsiIllPlicity．ThcIl，fromMuirllead［ヰ0］．it canl）eSeen  
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thaモモhejointdensi七yoftheorderedeigenvaluesofXTxS．1is，aPar七fromnormalizing  

COnStantS，  
亮mサ1）／2  

pタ ロ（ムーカ）H萌  
ヱ＞よ  農＝1  豊（1＋ム）（れ＋m）／2  

inthecasem＞pwhileitis  

かm‾1）／2  m
n
は
 
 
 

川和 H摘一月）H仇  
ご＞よ  鬼＝1  

＋ム）（“m）／2  
l
 
 

（
 
 

in七heca＄eP≧m．Ⅰ七iseasilycheckcdthat七heseconddis七ribu七ioncanbeobtained血・Om  

thefirstonebymakingthe＄ubstitu七ions  

（2・42）  m－＋p， p→m， m→氾＋m－p．   

Theorem2・3・1tell＄uStha七thesubstitutionrule（2．42）isvalidtotheunbiaぷedes七imate  

Ofriskandtheestimatorofthe払rrn（2Y21）sothattheestimatorbet七erthantheusual  

estimatorXinthecasem＞p＋1resultsinthatinthecasep＞m＋1by11SlngSubs七itution  

rule（2・42）．  
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2．4．ALTERNATIVE ESTIMATORS   

Irlthis section，uSlrlg Tbeorem2・3・1，a SyStematic sear血払r al七ernative estima七orsis  

carriedout．  

2．4．l．THE VARIATIONAL FORM OF CERmIN BAYES ESTIMATOR  

恥re wモI（lcrivt，the variational払rmofBayes estimatork＞1lowlnganapprOaChdueto  

H＝fr【叫・   

Firstwe coI－1Centr乱teOnthec鮎em＞p＋1．LetⅣ（A）beanortbogonallyinv鋸圭  

…lIlfl）riりl－（li再ril）一Iti（）11（i・（、・、7T（HAH’）＝7T（＾）hranyorthogonalmatriⅩH）wherc＾＝  

岬Ⅶ軒用㌃1（β′射り3）・Denoもeby押】A）tbecondition乱1densityofダ＝（ん…，ふ）  

小皿・＼＝て（Å1l‥‥ÅpトÅよ（Ll＝1，2…，I，）．1）ぐi11gtll（！k－thlargestcigenva・1ueofA．Final1y  

†lい、I11ilr再Il；11（ltllトifl）P（）fFi＝（l（－Il（血（ll）y  

ノ  
紳叩困れ刷，  鋸（巧＝  

“・llく、11ぐ・＝丁●叫＝L17r（H：lH，）dH・FbllりWiIlgargum＜、1－tinHafff23】theBayesriskofthe  

く、バ†ilIl；舶㌻血工封＝∫＋11／21∇∫J岬ト∫isgivenby  

ノ  
有ノm＋r（7－・r＝、p；わ））クーげ）dエ  昭恒軋呵＝  

、、・！ェ（：re烏＝り～：‥．．．hF）、dh＝（hll‥‥．hp，）．Sincethelossfunctionisconvex，theformal  

恥・ttトI111‘、is†！1門111rli（111（！之I11disobtailledl）rmiⅠ血1izingthefunctionalr（克，dh，7T）．Theo－  

mm慧．1imHa嘩3い鵡u＄洩a七tbeminimizer克mu澄もsa七isなtbeEuler－L喝r弧gepar七ial  

d量駄renもi払Iequ払琉on＄  

ア＋（蒜）（晶l融ヰ た＝1－2，…，p，  
“▼here．l）yregar（1ingTasT（n、Tn、P：f7）．thepartialdcrivati、・eSWit・hrespecttohよareCOln－  

f）11tC〔！．Itisl・t！adilychcck（｝dthat thesolutionofthissystemisgivenby  

ー2櫨log捕］  f三主＝－トf｝二2≡  

用品lo抽（輔 た＝1－2，…，p・  
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Ifgr（F）isaconstant，thentheestimatorofBbecomes  

点（ズ，∫）＝利ち＋A∬（ダ）A‾1］，  （2．43）  

WhereAisapxpnonsingularmatrixsu血thatAIsA＝ちandA′X．XA＝diag（F），  

ガ（円＝di孔g（た1，…，九p），and  

塙＝－トー1瑠 詮方］仲ト＋ト2買 方㌔）い＝1，2，…，p・   
Nex七weshallconsiderthecasefbrp＞m＋1・Recal1tha七F＝（fi，．・・，ん），diag（F）＝  

RtXS～1xtR，andRisanmxmor七hogonalma七rix．Usingsubsti七u七ionrule（2．42），We  

CanSeethat七hevaria七ionalfromoftheBayesestimator，9．（F）beingacons七an七，becomes  

虐（∬，ざ）＝【ん＋兄∬（ダ）利∬，  （2、44）  

Where∬（ダ）＝diag（′も1（ダ），…，九m（ア））wi七b  

塙＝－トー1＋2吉 元㌔］／伸十2m朝一2冨 方㌔）］，叫2，…，m・   
REMARⅨ2A，1．Le七度t廠＝Odiag（Y）OlwithY＝（yl，‥．，yP）andle七Obea  

pxporthogonaユmatriⅩ．Intheproblemofes七imatingBbasedon鬼in（2．19），Stein〔48】  

proposedtheestima七orofthe払rm  

廠（ち＋0¢（y）0り  

Where郎y）＝diag（如（y），…，¢タ（y））弧d   

醐＝－ ト 1＋2妄語］／裾叫…，p・  
Theesもi皿a七ors（2．43）and（2．44）arecounterpar七OfthatofS七ein払r七hecasewhen∑＝ち  

′ヽ 之lIldthclossfunction tr（B－B）l（B－B）．  

REMARⅨ2．4．2．Thees七ima七orsproposedaremodi鮎din suchaway as七o make  

hよ’sareincreaslngSequenCe，bu七theremaybesomereversalsoftheorder・Ⅰ七hasno七  

beene＄七乱blished七ha上土hee8七ima七orspropoBedby（2・43）and（2・44）haNea丘equen七is七risk  

llnifbrmlysmal1erthanthecommonlyusedestimatorX．  
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2．4．2．EFRON－MORRIS TYPE ESTIMATORS  

Whenm＞p＋1，BilodeauandKariya［5】obtainedtheE丘on－Morristypeestimators．That  

isofthefbrm  

虐（∬，g）＝利ち－α（∬′∬）－1ぶ－ば／tr（∬′利，  

Witha＝（mMPMl）／（n＋p＋1）andb＝（p－1）／（n＋p＋1）．Un払rtuna七ely，thisform  

docsnotbelongtotheclassgivenby（2・21）whileitbelongstotheclassgivenby（2．25）．  

In七hissection，Wederiveano七herEたon－Morristypeestimatorswhichareintheclassof  

（2．21）．  

T‡柑0札EM2・4・1・（i）動㌢兢ecα紺Wゐerem＞p＋1，兢eeざtimαねr  

が肘（∬，卵＝利ち－α（∬′∬）‾1ぶ－略／七ご（∬′∬）ぶ‾1】   （2．45）  

露ふ壷Ⅷけぬ晶＝…賑ゎ描か油壷（2・2）かユ＝（叩い－クー1）／（m＋p＋1）αねdあ＝  

（p2＋ダー2）／（㍑－p＋3）．  

（ii）動㌢班β00ぎぞWゐ椚p＞m＋1∫兢eピタtimαねr  

が劇（∬，g）＝【㍍－α（∬ぶ‾1∬り‾1－あ㍍／trズ∫‾1ガ］ズ   （2．46）  

露”読扇m“＝陀k品膵ま0班腫わ刷り板削烏ム（2・2）げα＝（p－m－1）／（m＋2m一夕＋1）α乃∂  

あ＝（m2＋m－2）／（和一p十3）．  

PROOF・（i）Le七  
ク i, 

㌦）（ダ）＝－†logⅢガ＋log（∑ム）も），  
農＝1  員＝1  

（2・47）  

whereaandbarenonnegativeconstants．Seth皇1）＝∂h皇1）／∂hand咄＝∂2h皇1）／∂ff，  

Ll＝1、…，P．W占mayobservethat  

た皇1）＝一 環＋…），  

㌔…ミ‥＝淳  
＋
 
 

4史∑   
よ＝1†＞臭  

1）あ  

つ
〟
 
 
 

）
 
 

）
 
 

l
 
 

′
ヽ
↑
よ
 
 
 

t
n
川
 
 
 

′
．
し
 
 

ガ
 
 2史  

2（p－1）αあ．2（クー1）あ2  i
 
∑
朗
 
 

ムーム  混  pu   
烏＝1  



Whereu＝∑言＝1j妄・Use（i）ofTheorem2・3・1andno七e七ha七∑言＝1ff／u2≦∑言＝1（1／p）  

and∑芸＝1ム＝∑言＝1u／p．Thenweget  

△＝R（（β，∑），ガトR（（月，∑），が財）  

≧－E〈差沖（叫刷－2（mサ1）α）  

＋去（（和一頼）距2（卿化＋2）dトー2（mp瑚）］）・  
（2・48）  

The鮎sttermoftherightsidein（2・48）isminimizedwhena＝（m－P－1）／（n＋p＋1），in  

Whichthetermisnega七ive・Fbra＝（m－PMl）／（n＋p＋1），thesecondtermisbounded  

above by 

2（m＋m）（p2＋p嶋2）あ  
（れ－p＋3）あ2－   ≦（㍑－p＋3）あ2－2（p2＋p－2）あ．  

m＋p＋1   

Ⅰ七isminimizedwhenb＝（p2＋p－2）／（n－P＋3）inwhichthe七ermisnegative．Thi＄  

COmpletestheproofoffirs七par七．  

（ii）Thesecondpartofthistheoremcanbeobtainedbyusingsubsti七utionrule（2・42）・  

Thiscompletestheproofofthetheorem．  
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2．4．3．ADJUSTED STEIN ESTIMATOR   

We consider the approximationto the es七imatorsgivenby（2・43）and（2・44），i・e．，the  

approximation七otheterm∑御ム／（fk一月）intheseestimators・Since∑簿Ifl／（fi－h）＞  

P－1and∑胸ム／（J；一月）＜0for七hecasem＞p＋1，SOWerePlacethetermbyp－k  

Simply・Notethat∑言＝1∑御h／（fk－h）＝∑言＝1（p－k）・  

T‡IEOREM2．4．2．（i）血塊ecαざem＞p十1班eeざ砧mαねr  

がぶ（ガ，ぶ）＝弟ち－Aがか（ダ）A‾1］，  

ぴふereがβげ）＝diag（dl／ん…，毎／ふ）α沌ddl≧・‥≧dpαre氾¢柁叩αtivec…ね叫i∫  

min菖mα∬Wi兢re甲eCtね兢e78ざざか托C電io兜（2．2）げd農＝（m＋p－2た－1）／（和一p＋2た＋1），  

た＝1，2，…，p．   

（ii）血塊βCαざep＞m＋1塊eeざ電imαねr  

がか（ズ，ぶ）＝〔ん一点∬Aかげ）利ズ，  

whereHJW（F）＝diag（dl／fl，．．．，dm／ん）w；thdl≧・・・≧dm，diag（F）＝R（XTs‾1xR，  

α乃古見iぎα乃mXm紺fゐ0タ8托αJmα±rらiざmi兜imα∬Wi払㌢叩eCまね班eわざざか沌Cまfo托（2．2）  

げ‘ゴ員＝（p＋m－2た－1）／（れ一夕＋2た＋1）ノゐ＝1，2，…，m・  

PROOF・（i）Let  
p  

が）（ダ）＝－∑射ogム  

た＝1  

in（2．22）・Simi1arcalculationtotheproofofTheorem2・4・1showsthattheriskdi鮎rence  

betweenXandtheproposedes七ima七oris  

△＝R（（β，∑），ガトR（（β，恥がか）  

ト 2（mサ1）告頼＋…算）］  タ ∑  
農＝1   

＝－E  
（2・49）   

史∑  
泉＝11＞主  

4dよ＋2昭一（4dト＋2d字）  
＋E  



Setyよ＝4d農＋2df・No七etha七yl≧‥・≧yp． Thenwege七  

1  

＝岩音芸  
（討た一両  

ムーム  

（2・50）   

≧姦緩（机   

p
∑
抽
 
 
 

ニ
 
 

）
 
 

」
T
I
 
 U

）
 
 

－∑－＞東研  
≧0，  

Sincejり（fh～J；）＞1forf＞k・Ftom（2．50），（2．49）isboundedbelowby   

De丘ne  

岬堰去ト＋1十2た）d富－2（m十㌣」一飯）d鬼＋宗（叫＋弼））］・  

gよ（射＝（m00p＋1＋2た減－2（m恒－ト2た極＋∑（鍼＋2dデ），た＝1，…，p，  
t＞長  

Wheredl≧d2≧‥・≧4p・Itissu侃cient七oprove七hatz太（dk）isnegativewhen  

m＋p－1－2た  
（s町境），た＝1，．．．，p．  d員＝   

m－p＋1＋2た   

WeshallfiⅩdh＋h／＝d望＋克，（kl＝1，…，P－k）tochoosed臭．Thenwecanseethatz太（d臭）  

isminimizedwhendh＝d冒and七hat  

z鬼（舶＜紬凋＋1）＝現＋1捕＋1）＜…＜句減）＜0，   

Sinced冒＞・・・＞侃Thiscompletestheproof・  

（ii）Theminormodificationoftheproofof（i）1eadstothedesiredresult・   

REMARX2．4．3．Le七  

が∬劇 ＝利ち－†（m一夕ー1）／（乃＋p＋1））（ズ′ズ）‾1g】．   

Thises七imat・OrWaSprOPOSedinEfronandMorris【14］andcal1edthecrudeEh：On－Morris  

estima七or．UsingthenotationaBintheproofofTheorem2．4．2，i七canbeseen七ha七  

［麦吉相］  
叫（β，恥∬トR（岬，∑），が躇）＝－E  

and   
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［鈷呵  
R（（β，∑），∬トR（（β，∑），虐Aβ）＞－E  

TheseglVethat  

R（（β，∑），虐Cぷ∬トR（（β，∑），虐Aβ）＞－E   ［姦去仰望卜刷｝］＞0，  
sincezp（4）≧zh（dg），k＝1，2，・‥，P・Thisconcludesthattheadjus七edestimatorB・1Dis  

betterthanthecrudeE丘・On＿M。rrisestimat。rBcBM  

2．4．4．BARANCHI二K TYPE ESTIMATORS   

The丘）1lowingtheoremisageneraliza七ionoftheresultsofBaranchik［1］andLinandTsai［35〕  

Whotreatedthecaseofm＞3andp＝1，andofp＞3andm＝17reSPeC七ively・  

THEOREM2・4・3■（i）d…me兢α電m＞p＋1■エe電A′∫A＝ち，diag（ダ）＝A′∬′ズA  

Wふe柁ダ＝（ん…，ム）Jα乃dJeまAiぎαpX針抑矧毎両脚m融壷．上e士7パf）（た＝1，2，…，p）  

あefu氾C量i¢拘ぎざα士i功i陀タ  

0≦7鬼（り≦2（m－p－1）／（n＋p＋1），  

7尾（i）isnondecreasinginf ，k＝1，・・・P，  

71（ま）≧72（り≧・・・≧≠（り払r∀f≧0・  

r良e絡兢e eぎ壬imαねr  

がA（ズ，ぶ）＝利ち－Aガ（7）（ダ）A‾1］，  

ぴゐe陀7＝（71，‥・，≠）α沌d  

∬（†）（ダ）＝d壱叩（71（ム）／ん．‥，範（扇／ふ），   

露扁壷mm扇品据わ朗ほ抗力偏雨読（2・2）・   

（ii）A肌mβ塊α壬p＞m＋1・ム戎d玩g（ア）＝属′見方‾1∬偶wゐe代ダ＝（ん…，ん）“鋸上月  

蒜㈹mXm矧肌ホ押転作融壷．エe£7農（f）（た＝1，2，…，m）砧か皿新川‥血両断毎  

（aり  0≦7Hり≦2（p－m－1）／（陀＋2m－p＋1）  
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αざWei7αざ払eco陀d；士io那（b）α沌d（c）（「甲JαCi喝p占ym）．me沌班eeぎまimαねr  

がA（ズ，ぶ）＝［㍍一見ガ（7）（ダ）利ズ，  

wゐ汀e7＝（71，‥・，領）α和音  

ガ（7）（ダ）＝diag（71仏）／ん…，≠（ん）／ん），  

iざmi沖imα∬re7α電iveわ沌eJoざ古か托Cわβ氾（2・2）・  

PROOF・（i）SimilartotheproofofTheorem2inZheng［54］，firstwesuppose七hat  

7，鬼（i），k＝1，・・・，P，areabsolu七elycon七inuousandhaveboundedderivativeson［0，∞）．W占  

shal1use七heno七ation虐（γ）ins七eadofBBA（X，S）fbrconvenience．Using（i）ofTheorem  

2．3・1withh長＝－7よ（h）／h，Wegetthat  

△＝R（（β，∑），∬トR（（β，∑），虐（7））  

2（m－ダー1）  （m＋p＋1）7員（ム）  
（7真伍ト   

＝－E   

（2・51）  

＋噌〈4（1＋棚）  ＋4∑（1＋妄（7鵡）＋招）））   

7鬼（ム）－¶（ム）  
×i   

ムーム  

Ftomtheaboveandthecondi七ionson7泉，Wefindtha七△≧0，Whichfo1lowsthat虐（7）is  

mlnlmaX．   

Supposenowthat7た（t）’s，k＝1，・・・，P，aregeneralfunctionssa七is＆ing七hecondi七ions  

i） ofthetheorem．Let7（i）＝（7宣＜），．‥，7f）where7皇‘），s，k＝1，・・・，P，arefunctionswhich  

ar。abs。Iutely。Ontin。。uSandhaveboundedderivatives；Sudtha七7王i）（t）convergesto  

7h（i）asi→＋軋ThentheestimatorB（7（i））convergestoB（7）（a．e．）asi→＋∞・取om  

（2．51），it女）1lowstha七虐（7（f））isminimaxandllB（γ（i）トB‖2hastheboundedexpecta七ion  

independen七Ofi．So虐（7）isminimax．Thiscomple七estheproof・  

（ii）Theminormodi五cationintheproofof（i）1eadstothedesiredresul七・  

UsingTheorem2A・3wewi11nowglVeeXa£nplesofminimaxes七ima七ors・  
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ExAMPLE2・4・1・（i）Inthecasem＞p＋1，Se七¶，k＝1，2，．．．，P，al1equaltoa  

constant（m－P－1）／（n＋p＋1）．ThenweobtainthecrudeEたon－Morrises七ima七orBCBM  

glVeninRemark2．4．3．  

（ii）Inthecasep＞m＋1，Se七7農，k＝1，2，…，P，al1equal七oaconstan七（p－m－1）／（n＋  

2m－P＋1）．Thenweobtainthees七imator  

p一円l－1  
ノヽ β（∬，ぶ）＝   （∬ぶ‾1ズり‾1  

㍑＋2m－p＋1  

ExAMPLE2．4．2．（i）Inthecasem＞p＋1set  

入（m－刷 ヰ1 （2・52）  

（1＋り（町＋m）／2  m－p－1  2  

7Hf）ニ  
（1＋拍）（Ⅳ＋m）／2＋1   m＋p＋1 れ＋p＋1  

AsinLinandTsai［35］，itcanbeseen七ha七these7長，k＝1，2，…，P，Sa七isfytheconditions  

（a），（b），弧d（c）ofTbeorem2・4・3・  

（ii．）Inthecasep＞m＋1，Set  

－1  
（1＋ま）（症m）／2  

入 ］  

p－m－1  2  
入（クーm－3）／2d  

7パり＝  托＋2m－p＋1†l＋2m－p＋1   （1＋㍑）（頼m）／2＋1  

（2－53）  

Similarly，i七canbeseenthatthese7去ssatisfytheconditions（aF），（b），and（c）・  

REMARIく2．4．4．When p＞3and m＝lor m＞3and p＝1，based on七he  

methodofBrownr7］andBrewsterandZidek［6］，Kubokawa［32】showedthattheBaranchik  

typeestimatorusing（2・52）or（2・53）beatsthecrudeSteine＄timatorrelativetotheloss  

function（2．2）・However，SuCh丘equentistriskresul七inthemultiv訂ia七ecasehasnotbeen  

established．  
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2．5．OTHER CLASS OF MINIMAX ESTIMATORS   

Fbrm＞p＋1，WeCOnSiderotherclassofminimaxestima七orswhichdonot belong七0  

（2・21）・   

Recal1七ha七X，X＝OYO，inwhichOOt＝0，0＝ちandY＝diag（yl，…，yP）so  

thatyl，…，yP areOrderedeigenvaluesofX，X．W6in七roduced七woclassesofestimators  

ofthefbrm  

1 ズ【ち＋右京T O耶y）0′〕  （2・54）  

and  

ズ［ち＋07’（y）0′ぶ］   （2・55）   

WhereT（Y）＝diag（士1（Y），・‥竜（Y））and士i（Y）（i＝1，・・・，P）areanabsol一ユtelycontinuous  

functionofY．UsingLemmasinSection2．1wecanget theunbiasedriskes七imatesfor  

theseformsgivenby（2．54）and（2．55）respectively・  

THEOREM2．5．1（i）Aざ川me兢α土ア（y）ざα壬iポeざ‰r印uhri旬co抑前電i8耶氾eededわ  

e血あ7；ざふLemma2．1．3．アゐe山狩あiα柁deぎょimα量eo′翫riざ鬼0′沌eeざtimαねr∫タiv用あy（2・54）  

wi払㌢甲peCtわ兢eねぎ∫fu几Cまio怜（2・2）露  

〈 
2（m調（y）＋4牒＋4冥  

p  

pm十（1／trぶ‾1）∑  

i＝1   

訂iむ（y）一防ち（y）  

肌‾防  

7l－p－1  
tr（Oy7－2（y）0′∫‾1）  tr（0門「2（y）0′∫‾2）＋   

（七rg‾1）2  

（2・56）  

（ii）孤…晶αざedeざ電imαね8′riぎ烏8′払eeざtim血「ぎβive几あy（2・55）ig  

pm＋trOC（y）0’g  （2・57）  

ぴゐ訂eC（y）＝diag（cl（y），‥・，Cp（y））αnd  

q（y）＝（…＋1）涙甘）＋2（mっ十1）岬）＋4yf箸＋2∑  
J≠i  

yfまf（y）一射ち（y）  

机‾揖  

PROOF・（i）取omLemma2・1・3，theunbiasedestimateoftheriskoftheestima七ors  
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giveIlby（2・54）becomes  

2  

pm＋石膏＝r 
七r（囁ズ0耶y）0′）＋2tr岬g  Oyr2（y）0′）  

（tr5’‾1）2   

（2，58）  
‖－p－1  

tr（Oy712（y）0′ぶ‾1）．  
（tr5■‾1）2  

t’Hi11g（i）；l・Il（l（ii）ofL（1111111i、・211・6witllQ＝OT（Y）0，itisscentllat  

tr登∬0耶‡√）0′＝打とtrOr（y）α＋七r∬′取Or（y）0′  

＝汀！tr耶y）＋2trかwⅣ0耶y）0′－（p＋1）七r7’（y）  

、、・il＝1、Il’＝Xt∫・Tll（、1i一山、（1u；11it・yll（）1（1日Si11（・（、  

tr恥ⅣOr（ヤー）0′＝trⅣヱ㌦Or（y）0′＋（（p＋1）／2）trr（y）．   

t：ドi叫Iiii）ofL＝11111；一2・1・10（rぐⅠ）1；lr・ingFl）yW）alldnoti11gtllat  

（2．59）  

肘2、）史∑  
t＝1J≠t  

訂tま，げト紡ち（y）ぜ ニ 訂ffi（y）一紡ち（y）  

∑∑   
t＝1J＞t  

凱一軌  机‾勧  

＼＼●・■吋廿  

汀か、rll‾り了、＝■）〃′＝tr上）wOl●’r（i■■）0′  

ト警＋掛買  
（2．60）  姉甘十Ⅷ損y）  

凱‾的  

Fiて）：rlL（、ユ11Illa2．114wrlInilさ・SCetll＝l†Ds（－1／（trS－1）2）＝2（trS－i）‾3s－2・UsiIlgthisfact  

；l；エ（iI）ll；†ing（2・59）こIrl（1（2160）into（2・5S）givethedcsire（1resultl  

㌻ミiきSiI王iii；lrlさ・W（1誓et all1111bi；lSedcstinlateOfthcriskoftheestimatorsgivcllby（2・55）as   

騨閑＋2もー喝ガロア∈‡√）0∫ぶ＋2trエ）ざざOyア2（y）0′g＋（和一ダー1）七rOyr2（y）0′g・（2・61）   

Fiomミi）andくiii）ofLpmma2．1．6、、・eget  

七r喝ガロ耶y）0∫ぷ＝（m一夕－1）もrO耶y）0∫g＋2七rぷβwOy了てy）0∫・  （2・62）  

■  

トiI唱Ll、Ⅰ：1ma2．1．5and！10tillgtha・t tr（＿1B）lC＝tr■1BC，formatriccsA，B－andC，the  

ぬ主rdもだmO首終鋸きb既Omr鰯  

†l・岬∫∫Oi・一丁2（1・’）0′）∫＋tr【ドOi・’r2（r）0′）′巧］′5   

＝（♪＋1）trOi・、’r3（1■）0′∫  
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Putting（2・62）and（2・63）into（2．61）andusingLemma2．1．6straightforwardcalculation  

leadto the desiredresult．  

Notingthat trAB≦（trA）（trB）払ranypxppositivedefinitematricesA，Band  

thattheriskoftheunbiasedes七imatorXisequaltopm，WeObtainthefo1lowlngCOrOllary  

丘om（i）ofTheorem2・5・1．  

CoROLLARY2・5・1meeざ電imαね「タive持古y（2．54）iぎmi汚imα∬W鵡「叩eC七重0班ゼJ…  

′u托C品川（2・2）げ  

トっ＋3刷y）・2（和い－p＋1）岬）・4y一驚）  

机fi（y）一射ち（y）  

＋4∑  
J＞t   

≦0．  

研‾揖   

2．5．1．OTHER FORMS OF BARANCHIK ESTIMATORS   

Herewegiveaclassofminimaxestima七orsderivedfrom（2・54）and（2・55）・DefineT（Y）  

by  

岬）＝一， 盲＝1，・‥，p  

Where7i（t）isanabsolutelycontinuousandnonnegativefunctionoft＞0・  

THEOREM2．5．2．Aぎざume兢α電m＞p＋1．エet7再）J壱＝1，‥・，p，るeJひ氾Cti¢乃ぎ  

細桓勧毎  

7i（り盲βmOmdecreαβ五和夕立れ士，  

71（f）≧72（り≧‥・≧竹（り Jor∀f＞0・  

上e士  

呵y）＝diag（響，ヱ禁，…，禦）  
wふere7＝（71（yl），72（訂2），…，≠（馳）），y＝diag（yl，y2，…湖），α搾JOi……r班叩8兜αJ  

mαま㌻読腋UCふ兢αま．方Jズ＝OyOJ．m8外地e eざ電imαねr  

村）（ズ，ぶ）＝利ち－（1／trぶ‾1）0〆7）（y）0′］  
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iざmi氾im瓜∬げ   

（iii）   

α沌古仏e eぎ電imαねr  

m－p－1  
0≦¶（り≦   盲＝1，2，‥．，p，  

和一p＋31   

卑）（ズ，∫）＝ズ［ち－07…（y）0′司  

露矧最正郎ヴ   

（iii）′  

m－p－1  
0≦7再）≦   五＝1，2，‥．，p，  

m＋p＋1）   

び鵡re叩eCtわ兢eJo∬かnc品川（2．2）．   

PROOF・W6shallprove七heminimaxityof身）．Then七heminimaxityof村）is  

Obtainedinthesameway．   

SimilartotheproofofTheorem2inZheng［54】，firstwe supposedthatl′i（i），i＝  

1，2，・・・，P，areabsolutelycontinuousandhaveboundedderivativeon【0，∞）．Using（2．57）  

Weget払at  

△（7）＝R（（β，∑），ガトR（（β，∑），虐㌢））  

＝－E［trOC（γ）（y）0′∫】  

where♂7）（y）＝d軸（ci7）（y），身）（y），…，C㌢）（y））弧d  

2（mサ1）一触  
納y）＝（…＋1）禦－ 

（2・64）  

∂7f（机）  

和一  

（2．65）  
¶（机）－Ⅵ（揖）  

－2∑  
J≠i   

盲＝1，2，‥．，p．  
机‾揖  

Ft。mthec。nditions（i），（ii），and（iii）t，i七fo1lowsthatcE7）（Y）≦0．So△（7）≧OsinceSis  
POSitivedefiniもematrix・   

Supposenowthat7f（i），i＝1，2，…，P，aregeneralfunctionssatis村ingthecondi七ions  

（i＝ii），and（iii）′．Let7（h）＝（7…k）（i），ぜ）（i），．．．，7fA）（i））where7fh），i＝1，2，…，P，are  

hn。ti。nSWhichareabsolu七elycontinuousandhaveboundedderiva七ive；SuChtha七7fh）（i）  

c。nVerge＄七。7i（i）a＄k→＋∞．Then身（k））convergesto身）（a．e．）ask→＋∞．Ftom  
（2朗）and（2．65），itfbll。WSthat身（h））isminimaxand＝貯（k）しBiI2hasb。。nded  
expec七ati。nindependentofk．So身）i＄minimax．Thiscomple七e＄七heproof．  
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ExAMPLE2．5．1．Settingl＜（t）＝（m－P－1）／（n－p＋3）inBtl）（X，S）and¶（i）＝  

（m－P－1）／（n＋p＋1）inBY）（X，S）yieldsStein－tyPeShrinkageestimators  

m－p－1（ガタズ）‾1  
月山（ズ，5）＝∬［ち－  （2・66）  

和一p＋3 trぶ‾1  

and  

m－p－1  
（ズ′ズ）‾1司  （E鮎n－Morris【15】）（2・67）  β紹（∬，g）＝∬［ち－  

m＋p＋1  

respectively・Note七hatbothestimatorsreducetotheusualSteinestimatorfor七hecase  

p＝1．   

ExAMPLE2．5．2．Let7i（yi）＝dl（1＋dly：1）一Iin針）（X，S）and¶（yi）＝d，（1＋  

d2打1）－1in身）（∬，g）払rO≦dl≦（m－p－1）／（m一軒3）弧dO≦d2≦（m－クー1）／（叫  

p＋1）respeCtively．UsingTheorem2・5・2wege上土hatthees七ima七ors  

村）（∬，ぶ）＝ズ（ち－dl（ズ′ズ十dlJ；）‾1／trg‾1）  

aIld  

好）（茸，g）＝ズ（ち－d2（ズ′∬＋d2ち）‾1∫）  

are mlnlmaX．   
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2．5．2．ADJUSTED ESTIMATOR   

NowwegiveanOthermul七ivariateextension（beingoftheform（2．54））oftheSteines七imaq  

tor．  

TfIEOREM2．5．3．エe竜  

虎（∬，ぶ）＝ズ佐一0が1）（y）0ソtrぶ－1］  （2．68）  

wゐe柁ポ1）（y）＝di昭（dl／机，d2／払‥．，dp／恥）瓜氾ddl，d2，‥．，ち肝eC…ね和ねび混dl≧  

巌≧…≧毎＞0・mだ陀翫eざ電imαね「（2・68）iぎmi氾imα∬reね砧veね摘裾ね錯′∽Cまi8押（2．2）  

Wふぞ柁di＝（m＋ダー2嘉一1）／（γl－p十取去＝1，2，…，p．  

PR・00F．取omCorollary2息1i七su且cestoshowtba七  

頼
 
 

欄
 
 

l
 
 

竹
r
 
 

m
 
 

（
 
 

2
 
 

3
 
 
 

＋
 
 

p
一
 
 

n
 
 

′
し
 
 

タ
寓
 
 
 

ニ
 
 
 

△
 
 

）≦0・  
机
 
 

．
▲
－
 
 V

V
 
 
 Notingもhatyi／（yi－yj）＞1fbrj＞ianddl≧d2≧…≧毎＞Owege七  

p  －  －  p  

よ訂㌔ （dt瑚≧d‘一郎  
d．－（ち  

∑∑  ∑  
芯；宕机一紡 ；三  

p
∑
寓
 
 
 

ニ
 
 

－∑J，tち  

Since訂t／（訂，一弘）＞1・It放）1lowstba七   

△≦糾m一刷瀬－2欄＋4由  
Denoもetheterminsidec一ユrlybracke七oftheaboveinequali七ybyEi（di）．Thenitsu餓cesto  

sllOWthat＝，（d．）isllegativewhendt＝（m＋p－2i－1）／（7l－P＋3）（saydP），i＝1，2‥‥，P．  

Fbr鮎edヰ，（j＝i＋1‥‥、P），＝．（d，）isrninimizedatd．＝dP，Whichfbllowsthat  

gf（呼）＜gi（軋1）＝ち＋1（軋1）・   

Then  

ニ，（dP）＜ニt＋1（軋1）＜…＜ご，哺）＜0，  

Sinccd冒＞・”＞嘩・Tlliscompletestheproof・  
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2．5．3．IMPROVING UPON STEINTYPE ESTIMATORS  

BilodeauandKariya［5］gavetheestimator（includedin（2．55））whichbeatstheE丘on－  

Morrisestimatorgivenby（2・67）fbrthecasep≧2．Inthissectionweconsidertwoclasses  

Ofestimatorswhichbea七theStein－tyPeShrinkagees七imatorsgivenby（2．66）and（2．67）  

払rthec乱Sep≧2，reSpeCtively．  

Leもα（Y）beareal－Valued鼠1nC七ionofY＝diag（yl，y2，…，yP）＄atis抒ing  

α（y）≧OJor机≧的≧…恥≧0  

旦β，∑量叫（y）ノ訂I＜00  

Wbere叫（1′）＝∂α（y）／∂机，盲＝1，2，．．．，p．  

THll：OL＝二人12・5・4・（i）AsstLmetha土  

（宇α（y）榊（y）i≧0・  
（2．71）  

me兜，ぴゐe弗汀も＞p＋1α弗dp≧2，班eeざ重im¢ね㌢ぎ  

【  r二Tr  

ノヽ 罵1（ズ，ぶ）＝∬   ーp－1）（∬′ズ）‾1  ち－  （m－p＋3）trぶ‾1  

＋α（y）））］   ＋2ち／（  
trgJ．方  

p（p＋1）－2  

あ餌£磁ぶねi給餌電imα加島1（∬，卵夕斎野e汀あy（2．66）w鵡㌻叩eC£ね班eねぎざ匝c品川（2・2）・  

（ii）Aざ∫Ume上島αt  

撒（y）≧0  盲＝1ゥ2，…，p   （2，72）  

脚記班融  

タ ∑  
i＝1  ‡怒α（y）榊（y））紳   

（2・73）   

別海ち触録針m＞牒＋ユα終点p≧2ダ抜8だざまimdま¢「ぎ  

＋α（y州  ‡（m－州錯rl＋2ち／（   ′ヽ β；コくエ∫）＝∫  

7J＋p＋1  

録α豊漁gぷkf馳だ富まimぬr鼠3（∬，卵gi…愚y（2．67）w混作呼名Cまね班e払ぎり心持Cまio沌（2・2）・  
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PROOF・（i）Let  

祝  

gl（叫α）＝   ＋α（y）  
p（p＋1）－2   

whereu＝七rX，x・ThenB：1Canbewri七tenasX［ち＋OT（Y）0，／七rS－1］whereT（Y）＝  

diag（ま1（yい2（y），‥・，ち（y））弧d  

m－p－1   2  

まi（y）＝－  壱＝1，2，…，p．  
机   ■gl（叫α）  

Using（2・56）itcanbeseenthat  

△＝R（（β，∑），硬1トR（（月，∑），烏1）   

m ， 2机 ∂飢（y）  

飢（町α）一夕要（w，α）∂肌  

れ・－p－1  
七r（0¢（y）0′g【3）＋  tr（OQ（y）0′ぶ‾1）  

（tr5’‾1）2  

WhereQ（Y）＝diag（ql（Y），q2（Y），…，qP（Y））amd  

m－p－1  机  
射（y）＝  壱＝1，2，‥．，p．  

飢（隼α）■g至（町α）  

AsqL（Y）isnonnegativebytheconditiononα（Y），Wehave  

tr（0（2（y）0′g‾2）≦trQ・（tr∫‾1）2  

and  

tr（0（ヨ（y）0′g‾1）≦trQ・七r∫－1  

It払1lowsfromtheseinequalitiesandsomesimplificationthat  

p＋1． 研  1 2机 軸1（叫α）  
（2．74）  △≦  

gl（隼α）lg若（叫α）一g若（叫α）軸f   m一夕＋3  

Di鮎rentia七inggl（u，α）withrespecセセoyiandnotingtha七∑た1yi＝u，WeCanSeethat  

the七erminsidecurlybratke七in七herigh七handsideof（2・74）isequal七0  

ふ－（p＋1）α（y）＋触叫（y）   



Which払1lowstha七△≦Obythecondition（2．71）．Thiscompletestheproofof（i）・   

（ii）Le七  

m－クー1．  2  
g2（岬）＝ ＋α（y）弧dモー（y）＝－  

机   ■g3（叫α）  

Similarly，uSing（2・57）andstraightforwardcalculationgivethat  

△＝R（（β，∑），虐；2トR（（β，∑），烏2）  
p＋1  

E［tr（0（ヨヰ（y）0′gト  trg］  
g2（叫α）   m＋p＋1   

WhereQ＋（Y）＝Sdiag（q；（Y），q芸（Y），…，q芸（Y））and  

壱＝1，2，…，p・  （誓＋2α可，  正（y）＝  
ダ書（叫α）  

Asq：（Y）isnonnega七ivebythecondition（2．72），Wehave tr（OQ＋（Y）OtS）≦ trQ＋（Y）・  

trS・Usingthisinequalityandnotingthatu＝∑た1yi，WeCanSee七ha七  

2yf叫（y）（p＋1）α（y）  

夕雲（叫α） pg書（叫α）  ‾m＋p＋1  

Thiscompletestheproof五・Om（2・73）・  

ExAMPLE2・5・3・（i）Letα（Y）＝trX′x／ip（p＋1）－2‡・UsingTheorem2息4weget  

that the estimator  

p（p＋1）－2  m－p－1  
′ヽ β；1（∬，ぶ）＝∬   （∬r∬）‾1－   

（陀－p＋3）trg‾1  （m－p＋3）七r5－－1tr∬′∬  

bea七sthees七imatorBsl（X，S）givenby（2．66）．   

（ii）Letα（Y）＝七rXtX／（p－1）．Thentheestima七or虐；，becomes  

〕（2・75）  
p－1   5■  m－p－1  

（∬′ズ）‾1ぶ－  哉2（∬，g）＝ズ   
陀十p＋1  m＋p＋1七r＿方J∬   

whichbea七sもhees七imatorB＄2（X，S）givenby（2・67）－The8uPeriori七yofB：，0Ver氏3is ■ヽ   

provedbyBilodeauandKariya［5］whileiti＄alsoseenfromTheorem2．5．4．  
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ExAMPLE2・5・4・Letα（Y）＝∑＜jCLj／（yi－yj）wherecLjisanonnegativeconstant・  

UsingtheconclusionofTheorem2．5．4wegetthattheestimator  

m－p－1  
既1（ズ，∫）＝∬  （ズ′∬）‾1  

（m－p＋3）trg‾1   

七rズJ∬  

（和一p＋3）七rぶ‾1   －2＿方  

p（p＋1ト2■缶欄一紡  

beatstbeestimator扶1（∬，ぶ）．   

Bu七thecondition（2・72）iscrucialsothatwecan，tobtain七heestima七orof七hesecond  

払rminTheorem2・5・4whichbeats七heestimatorBs2（X，S）forthischoice．  

2．6．CONCIJUDING REMAR：KS ON THE PROPOSED ESTIMATORS   

Fbr七hecasem＞p＋1EたonandMorris［15】derivedthees七ima七orgivenby（2．67）駐omthe  

empiricalBayesargumen七・La七er，uSingLemma2．1．3，BilodeauandKariya［5］ob七ained七he  

estima七orgivenby（2．75）払rthesameCaSe．Sincethese七woes七ima七ors七akeintoaccount  

thema七riⅩStruCtureOfmeanB，they arenottrivialextensionoftheS七einestima七orof  

thenormalmeanvector．However，theirme七hodinvoIvesinthedirec七calculationand  

theelgenS七ruCtureisusedimplicitly．Therepresentationsoftheunbiasedes七imateofrisk  

inTheorems2・3・1and2・5・1shednewlight on七his struc七ureandsuggest us to u七1i2；e  

theimfbrmationoftheorderedeigenvaluesofX（XS－10rXIX・Theseunbiasedrisk  

estimatorsfacilitateasystematicseacrch払ralterna七ivessuchasmultivaria七eextensions  

OfBaranChikes七imators，adjus七edes七ima七ors，andthevaria七ionalformofBayesestima七ors  

for七heca．sep＞m＋1aswellasm＞p十1．However，丘omrathercomplicatednatureof  

七hees七ima七orsproposed，itappearsthattheanalyticcomparisonamOng七hesees七imators  

isnotpossibleat thispoint．Buti七isourbelieftha七by七akingin七oaccount七heterms  

∑I，よ（jfh芳一j？h？）／（h一月）and∑g＞よ（fkh農一朗I）／（fk一木）oftheuIibiasedestimateof  

theriskinTheorem2．3．1，OneShouldbeable七00b七ain8uperioral七ernativeswhichhave  

Sub8tantialimprovementinriskovertheusualestimatorX．Nowworkisinprogressalong  

thisdirection．  
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CHAPTER 3 

ESTIMATING EIGENVALUESIN  

THE MULTIVARIATE F－DISTRIBUTION  

Suppose七hatSlandS2areindependen七Wishartma七riceswithSi～W；（ki，∑L）where∑L  

ispositivedefinitematrixandkiisdegreesof企eedom，3＝1，2・TheelgenValues61，・・・，ち  

（81≧‥・≧6p＞0）of∑1∑；1areimportant，forexample，in七heproblemoftes七ing∑1＝∑2  

against∑l≠∑2aS thepowerfunc七ionofanyinmriant七es七s七atistics underana七ural  

groupof七rans払rmationsdependsonlyon6l，…，ち・Theli七eratureincludesDasGupta［9］，  

Dey［10］，Muirheada皿dVtrathaworn［42】andLeungandMuirhead【33】．Ideal1y，adecision  

theoreticapproachwouldspecifyalossfunctionintermsof61，・・・，6pandriskcalculation  

WOuldbedonewithrespecttotheexpec七ationofthejoin七distributionoftheelgenValues  

ll，…，lp（ll＞…＞ら＞0）ofSIS；1．fIowever，thi＄aPPrOaChseemsunfeasiblemainlydue  

tothecomplexiもyofthedis七ributionof七heorderedeigenvaluesll，…，ら・Ins七ead，fo1lowlng  

approadlbyMuirheadandVbraもhaworn［42】，WeCOnS七ruc七apxppositivedefiniterandom  

ma七riⅩUwiththescalema七rix（whoseeigenvaluesareequalto61，・・・，6p）andthedegree＄  

Offrecdomklandk2a8afunc七ionofSlandS去s11Chtha上土heelgenValuesofapxprandom  
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matrixUhavethesamedistribu七ionasthoseofSIS；1andthisdistributiondependsonly  

On61，‥・）6p・Aswerestric七ouratten七ion七otheclassoforthogonallyinv訂iantestimators  

Å（U）of△，七heeigenvaluesofÅ（U）maybeinterpre七edasestimatesof61，‥．，ち，andthen  

i七i＄naturaltoexpectthattheeigenvaluesof｝good，estimateÅ（U）of△wi11per払rmwell  

誠eStimatesof∂1，…I∂p・  

LeもUbeapxpposi七ivede£niterandommatrixhavingdensityfunction  

C（det△）‾hl／2（detU）（レク‾1）／2det（I；＋△‾lu）－k／2，  
（3・1）  

whereた＝ゐ1＋ゐ2，   

rp（α）＝打p… C瑚喜瞞（擁（如  一芸…），  
k，＞p＋1，i＝1，2，and△isaposi七ivede丘nitepara皿etermatriⅩ．Le七usdeno七ethis  

distributioェユbyF；（kl，k2；△）・Thisdistribu七iongeneralizesusualF－dis七ributioninmuch  

the8ameWaythattheWishartdistributiondoe＄thex2－distribu七ion・Someofproper七iesof  

themul七iv弧i払七eF－dis七ributionaresimi1artothoseoftheWishartdistribution，Whicha∬e  

discussedin＄eVeralpaperssuchasDawid【8】，Khatri［26］，Konno［27］，01kinandRubin【43］，  

Tan匝2】，‰Iitra【39】，Perlm弧【45】，弧dDeⅥ危al【53】．   

InSection3．2，Wefirs七derivethefirstandsecondordermomen七sforthisdis七ribu七ion，  

Whidlare uSe且11払r the statisticalinfbrence on the parame七ers ofthe multiv甜ia七e F－  

distribuもion．  

Nex七，WeCOnSidertheproblemofesもimatingtheelgenValues6l，‥・，6pintermsofthe  

losshnctions  

Ll（Å，Å押））＝七r（△‾1Å（り）－logde七（△‾1Å（町）－p，  （3．2）  

amd   

も2（△，Å押））＝七r（△‾1Å（ぴトち）2．  （3・3）  

The紀losshnctionsareori由nallypropo＄edforthees七ima七ionproblemoftheelgenValues  

ofthenormalco、・ariancematrix．Reccntly，Bilodeau［4】proposedalossfunction   

頓樋郎鞘＝軒胆＋打1（Å（り＋明）－1喝detl（△＋ぴ）‾1（Å（打）＋町）－p・（3・4）  
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Thecorrespondingriskfunc七ionisdeno七edbyRi（△，Å（U））＝E【Li（△，Å（U））］（i＝1，2，3）  

takingexpcc七aもionwithrespecttothedistributiongivenby（3・1）．Fbllowinganapproadl  

Similarto七hatofHaH［22】intheproblemofes七imating七henormalcovariancematrix，  

MuirheadandV占rath乱WOrn［42］developedanapproxima七ion七otheBayesru1eunderthe  

lossfunction（3暮2）・Later，uSinganapproxima七ion七otheriskfunctionRl（q）Pearedin  

Muirhead乱ndⅥ莞rath孔WOrn［42】），GuptaandKrislmam00rthy【16］andDey［11lproposed  

newcstimators，WhidlareanalogoustotheStein’sadjustedminimaxestimatorandDey  

and SrinivaBan’s es七imator ofthc normalcovariance ma七riⅩ，reSPeCtively．However，i七  

hasnotbeenestablishedtha七thees七ima七orsproposedhaveafrequentis七riskuni払rmly  

SrnallerthanthebcstmultipleofUunderthelosshnction（3．2）whichisjusttheunbiased  

estimator   

た2－ダー1  ノヽ  

△打∬＝   （3・5）  
打．   

Onもheotherhand，Bilodeau［4】obtainedtheimprovedes七imatorsunderthelossfunc七ion  

（3．4），Whichb飽tthebes七mul七ipleofUunderthesamelo＄Sfunction．  

Sec七ion3・1dealswithpreliminarylemmasconcernlng七heac七ionofamatriⅩOfdif－  

fbrentialoperatorandiden七ity払rE［tr（△－1Å（U））］．Afterderivingtheexac七moments  

OfUin Section3．2，SeVeralnew estimators are proposedin Sec七ions3．3and3．4．An  

improvedestima七orwhichmodi鮎sal1eigenvaluesoftheestima七orÅuN（U）inthesame  

directionsimilartothatofHa呵18】fbr七heeigenvaluesofthenormalcovariancema七rixis  

givenunderthelossfunction（3．2）．Next，itisshownthatthees七imatorsimi1ar七othat  

ofPerron［46j払rtheeigenvaluesofthenormalcov甜ianCema七riⅩisbetterthanÅuN（U）  

underthelossfunc七ion（3．2）．Final1y，fbrthecasewherep＝2，七heestima七orsofGup七a  

andⅨri＄hnamoorthyf16】andofPerron－tyPe，areminimaxunderthelossfunc七ion（3・2）・  

InSec七ion3．4，i七isshowntha七HaiF－tyPeeStima七orbea七sthebes七ml七ipleofUunderthe  

lossfunction（3．3）．  
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3．1．PRELIMINARIES   

Inthissectionwestatecalculuslemmasand七heF－iden七itywhichissimilar七0七heWishart－  

identityinLemma2・1・2・Fbrno七ation）1etDbeapxpmatrixofdi鮎rentialoperator  

Whose（i，j）elementisgivenby（1／2）（1＋6ij）∂／∂坑JforU＝（坑J）andaKroneder，sdelta  

6ij・Thefo1lowlnglemmadescribestheactionoftheoperatorDonmatrixproduc七sofU，  

△，andapxpmatrixQ．  

LEMMA3．1．1・エetQあeαpXp mα電ー正．爪印びeゐdUe  

（i）  

已 
tr抑＝trQ，  

（ii）  trヱ）ぴQ打＝（p＋1）七r（Q打），  

（iii）   （抑打＝芸匝（Q）ち小針 （Ha印2】），  

（iv）  
抑△－竹＝芸（七r△－1りい里芋△一竹・   

PROOF・（i）Ⅰ七払uow5丘・OmHa∬［18】・   

（ii）PutQ＝eie；whereeiistheithunitcolumnvector・Thedirec七calculationshows  

that  

p  

七rヱ）晦e押＝∑  

ゑ＝＝1  （孟仇榊吉富蒜醐）  
＝町J＋∑坑J  

農≠i  

＝（p＋1）e押ei，   

Whichcompletestheproofof（ii）・   

（iii）Direct calcula七ionof七he（i，j）elemen七oftherighthandsideyieldstha七oftheleft  

handside．SeealsoⅡa∬【21】fortheproof．   

（iv）UsingLemma2・1・5（replacedSandDsbyUandD，reSPeC七ively）andnotingthatU  

and△aresymmetric，WehaⅣe  

刀打△‾1ぴ＝伸び△‾1）打＋（△‾竹刀）′ぴ．  
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FtomDU＝（（p＋1）／2）1；andthethirdpartofthislemma，i七fo1lowsthat  

岬打△寸押＝誓ユ△－1打  

払nd  

（△－1岬打＝喜（tr（△－1瑚＋△－1叶  

CoII′1binlIlgtbeseeq11a′tionsweobtainthedesiredresult．  

NcxtwestatetheF－identityduetoMuirheadandVbrathaworn［42】・Fbrno七ation，1et  

恥）＝（6bqtj＋r（1－6り）qi］）whereQ＝（qLj）andrisaconstant・Fhrthermore，reCal1  

tll乱tこ7＝阿り）弧dヱ）＝（d，j）withdり＝（1／2）（1＋∂iJ）（∂／∂坑j）・  

LEMはA3・1・2・エだまぴわ砧w払8ち（た1，た2；△）品血相最品払ふ拘細d毎（3・1）・動rα  

冴uiまαあje亡ん¢icだ¢′叩×pmα鉦ふ－…品詞力肋浴用Ⅴ（打，△）α汚J…鎚払「か汚C電i8沌g（打）JW¢  

ふ射場  

瑚榊射町呵＝E［雛）tr（叩＋2tr（欝りを））  
（3・6）   

十（た1－クー1）g（打）七r（ぴ‾1v）   

扁椚牒郁W∂ぴ＝（軸（ぴ）／∂抗J）瓜乃♂た＝た1＋た2・  

PROOF．SeeMuirheadandVerath孔WOrnr42】fortheproof・  
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3．2．MOMENTS OF THE MULTIVARIATE F－DISTRIBUTION   

UsingLemma3・1・2weshal1compu七ethefirs七andsecondordermomentsoftherandom  

lllatrix打．  

THEOREM3・2・1・玩＝り刷玩用k重（た1，た2；△）品か品品前川削り雨△＝（△iJ），混沌  

（i）  E【こアリ】   

（ii）  現玖Jこちご〕  

△iJ ifた2－p－1＞0，  
た2－p－1  

［草1（た2－p－2）＋2）△ij△よご  
（毎－p）（毎－p岬1）（た2－p－3）   

＋（た－ダー1）（△Jご△iよ＋△り△刷 ifた2－p－3＞0，  

wゐ肝eた＝ゐ1＋た2．  

PROOF・（i）Intheequation（3・6），Setg（U）＝1andV＝（△＋U）りe：U，Whereeiis  

theithuni七columnvec七or・Ifk2－P－1＞0，七heexpec七a七ionofeachtermin（3．6）exis七s．  

Use（i）乱nd（ii）ofLemma3．1．1，thenweobtainthedesiredresult．   

（ii）Se七g（U）＝UtjandV＝（△＋U）e：e宝Uin（3・6）・Note七hatthelefthandsidein（3・6）  

becomeskE［UiiUk：］・Using（i）and（ii）ofLemma3．1．1，thefirs上土ermoftherigh七hand  

Sidein（3．6）provides  

E脚潮岬］＝宇△潮町＋（㌢＝）E帆糾  

Notingもha七a9（U）／aU＝（e一弓＋e，e：）／（1＋6ij），thesecondandthirdtermsof七heright  

handsidebecome  

斗r（警甑）］＝妄E恥句ご欄△胡乱＋…J］，  
E【g（ぴ）七r（び、1v）】＝呵晦△農：＋抗j仇ヱ】，  

respelCtively．Combiningthesleequationsanduslngthefirs七par七ofthis七heoremleadto  

（た3－ダー1）E【抗j坑‡ト町巧萌iト呵軌恥〕  

（3．7）   
小1△り△よご＋△Jご△た．＋△，ご△よJ）・  

毎－ダー1   
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Inthesimilarway，丘omg（U）＝UthandV＝（△＋U）e：elU，WeObtain  

（た2－p－1）E【こ1よりヱトE［玖J坑ヱトE［坑J軋】  

（3・8）  
†た1△Jヱ△一夫＋△農ご△Ji＋△iJ△ゎ），  

た2－p榊1   

and，丘omg（U）＝軋andV＝（△＋U）eje主U，Weget  

（た2－p－1）叫抗‡恥トE［坑i巧ヱトE世た三Uij】  

（3．9）  
1た1△上J△．ご＋△Jご△よ．＋△り△上ご）・  

た2－p州1  

ThusE【Ufjth］isdeterminedbythelinearequationsof（3・7），（3・8），and（3．9），Which  

COmple七estheproof．  

CoROLLARY3・2・1・ガ打わ抽wざ班ゼ馬（た1，た2；△）晶血翫ふ川“局毎－p－3＞0ノ兢e沖  

ゐ1（ぁーp－1）  
用  Cov（抗J，坑ヱ）  】り △パ△員ご  

2   
た2－ダー   （た2－p）（た2－p－1）（た2－p－3）  

＋△JJ△J農＋△ゑJ△iヱ  

た1  

（ii）  E【ぴ¢ぴ】  【草1（た2－p－2）＋2）△Q△  
（た2－p）（た2－p－1）（た2－p－3）  

＋（た－ダー1）1（△¢△）′＋七r（△¢）△）】，   

f打た＝ゐ1＋た28汚点αpXp抑止壷Q．  

PROOF．FtomTheorem3．2．1，directcalculationleads七Othere＄ult．  

REMARK3．2．1．TheresultsofTheorem3．2．1andCorollary3．2．1includethemoments  

OftheWishartmatrixinHa呵18】a＄aSPeCialcase・PutUヰ＝k2UinCorollary3・2・1and  

assumethat Qissymmetric，thenweget  

lim E【打ヰQ打＋】＝克ペた1＋1）△Q△＋た1tr（△Q）△，  
臭2・→¢O  

whichi＄equal七oEwrⅣQ呵，WhaNing七heWishartdis七ribu七ionl鴨（kl，△），aS U■  

COnVe瑠eSも0Ⅳwe濾1y・  

REMARIく3．2．2．W占derivethesecondordermomentsofthcIna．triⅩUbyusingthe  

ide血iもy（3．鯨howeverPro飴ssorSinhapoin七edout七ha七combiningtheWisharもmoments  

52   



duetoHa呵18］wi七h七heinvertedWishartprioronacov肛iancematriⅩal80gives七hesame  

resultswithoutusingtheidentity（3．6）・Namely，aSSuming七ha七  

Ⅳ～l悔（た1，∑） 弧d ∑‾1…1％（た2，△‾1），  

thejointdensityofWand∑‾1i＄  

2‾弼2（det△）よ2／2（detⅣ）（よ1－p－1）／2  

e七rト芸∑－1（Ⅳ＋△））（dⅣ）（d∑－1）， （3・10）  

rp（た1／2）rp（た2／2）（det∑）（ト1ト1）／2   

whcrck＝kl＋k2．Bymakinga七rans払rmation◎＝（W＋△）1／2∑‾1（W＋△）1／2，Wehave  

tllejointdensityofⅣand◎   

2－が／2（det△）鬼空／2（detⅣ）（恒p‾1）／2  

（det軒棚etr拉）（dW）（呵（3・11）  rp（た1／2）rp（毎／2）det（Ⅳ＋△）り2   

Fhr七hcrmore，byin七egratingout（3．11）withre＄PeC七to◎，itis seenthat themarginal  

density ofW become＄七he昂（kl，k2；△）distribution．】沖om（3・10），itfbllows that the  

secondordermomentsofthemul七ivaria七eF－dis七ributioncanbecalculatedby  

2一弼2（de七△）農】／2（de七Ⅳ）（農1サ1）／2  

etrト芸叫Ⅳ＋△））（抑榊∑－1），  
（3・12）  

〃÷l溝二   
rタ（た1／2）r♪（た2／2）（de七∑）（トクー1）／2  

Where W＝（Ⅵ1J）．First，integrating（3・12）withrespect七o W（having七he Wishart  

disもribu七ion怖ち（た1，∑））gives  

2－（戸棚）（de七△）（よ空／2）  
（de七∑‾1）（員2‾p‾1）／2  

た1（∑t太ち三＋∑tヱ∑jよ＋た1∑り∑尤：）  

rp（た2／2）   
（3・13）  

xetrト芸△∑－1）（d∑り  

魚om鮎叩鶴wege七  

†（た2一夕－2）△fj△農ヱ＋△拍△Jご＋△iさ△ゎ），  瑚旦㍉吊＝  
（た2－p）（た2－p－1）（た2－p－3）  

where∑‾1fo1lowsthelヰち（k2，△‾1）dis七ributionlByexchaLngingkwithjorj withl，  

simi1arfbrrmlaforE［∑．よ∑，：］orE［∑．：∑よ，］isobtained・Thisgives（ii）ofTheoreln3・2・1・  

IfUfo1lowsthef；（kl，た2；△）distribution，thellU．1fo1lowsthefL（k2，た1；△－1）dis－  

tribution．Immediately、rrheorem3．2．1andCorollaTy3．2，1givethefo1lowinginversemo－  

ments．  
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CoROILARY3・2・2・ザ打プロJiowg班eち（た1，た2；△）品由前山品托椚局毎－p－3＞0，混沌  

た2   人＿1 ‾  

（i）  E［打‾1］＝  △  

た1－p－1 

た2  
（ii）  町｛理  ［†た2（た1－p－2）＋2）△iJ△良三  

（た1－p）（た1－p－1）（た1－p－3）   

＋（た－ダー1）（△JJ△一夫＋△り△fり］，  

毎（た－p－1）  
（iii）Cov（打iJ，打点り  △U△泉ヱ  

（た1－p）（た1－p－1）（た1－p－3）  た1－p－1   

＋△Jご△iよ＋△り△t‘                                      ■I  

たっ  
（iv）叫び‾1Q打‾1］＝  ［1た2（た1－p－2）＋2）△‾1Q△‾1  

（た1－p）（た1－p－1）（た1－p－3）  

＋（た－p－1）†（△‾1Q△‾1）′＋七r（△‾1Q）△‾1）】，  

ぴんere¢i川叩pXpm扇r転び‾1＝（こ再），α氾J△‾1＝（△fJ）．  

3．3．SOMEIDENTITIES   

RecallthatourgoalistoestimateもheelgenValue＄Of△uslngtheelgenValuesoftherandom  

ma七rixU．Henceweshal1restrictourclassofestimatorsof△totheorthogonal1yinvariant  

estimatorsof七he form  

Å（ぴ）＝∬p（エ）軋  （3・14）  

WhereHisapxporthogonalmatrixsuchthatU＝HLH，withL＝diag（tl，…，ち）and  

Jl＞・‥＞Jp＞0，and甲＝ぷag（攣1（エ），…，甲タ（エ））・   

Inana七tempttoobtaintheunbia5edes七imateoftheriskofestimators（3・14）with  

respecttothelossfuncもion（3．2），MuirheadandV6rathaworn【42】appliedLemma3・1・2  

（beingV＝（△＋U）－1△－1Åandg（U）＝1in（3．6））andderived七hat  

2  

七岬－1Å）＋tr（ぬ）  
石  

克1－p－1  
勘tr（△‾1Å）】＝E  

（3．15）   

＋孟七ー（△－1ぬ）］・  
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Unliketheproblemofestima七ingthenormalcov紺ianCe）i七isimpossibleto get ridof  

unknownparameter△completelyin（3・15）・Atthispointtheyusedaheuris七icapproxト  

mationtotherighthamdsidein（3・15），namelytheyreplacedUintherighthandsideby  

itsexpectation（kl／（k2qP－1））△，Whichgives七heapproximation  

2（た－p－1）  た1－p－1  
E【tr（△‾1Å）】母E   tr岬Å）＋   tr（打‾1Å）  ”‾＼‾‾ノ■   

た2（た2－p－1）   毎   

Ftomthis，theyobtainedtheunbiasedestimateoftheappr（癒materisk（omit七ingcon－  

St乱ntS）giveIlby  

2（た－クー1）  た1－クー1  
舟＝   七r岬Å）＋   七ー（打‾1ÅトlogdetÅ． （3．16）  V‾＼‾‾ノ■   

毎（た2－ダー1）   た2   

Gup七a弧dKrishnamoor七hy［16］andDey［11】alsoemployedthisapproximaterisk七olook  

払rnew es七imators・However，this approximateriskis not helpfu1to負ndorthogonal1y  

invariantminimaxestimaもors・Tb七hisend，WeapPlyLemma3．1．2recursivelyandob七ain  

moreprecise女）rmulafbrE［tr（△－1Å）】whereÅbelongs七0（3．14）．  

T托EOREM3．3．1．A…me班α電班e班ふd8rdermome”ま¢J打e∬igねα沌古紙α士Å（ぴ）  

和ま榔βタ（3．14）．孤¢沌  

2（た－1）  た1－ダー1  
tr（打‾1Å）＋  叫tr（△‾1Å）】＝E  tr岬Å）  

た2（た2－1）   

（3・17）  

もr（△‾1ぴ）tT岬Å）＋〟1（Å）＋蛾（Å）   
た2（た2－1）  

び鳥e柁ガigpxp d捗re持上iα壬i川叩erα混げmαけふwゐ¢ge e才em用ねαreタive伶あy（1／2）（1＋  

∂り）（∂／∂抗J），  

ー1）叫和2Å）＋tr押）tr（がÅ）＋2tr（打2がÅ）  
ん2（た2－1）（た2－2）  

〈   

七r（△‾1とJ）七r（和2Å）＋tr（△‾竹2）tr（がÅ）  
た2（克2－1）（た2－2）  

＋2tr（ぴ2△‾竹がÅ）  

PROOF．ⅥもwillevaluateE【tr（△－1uDÅ）】in（3．15）．PuttingV＝（△＋U）△－1uDÅ  

iIl（3．6）．weobtairl  

沌【七r（△‾1打ぬ）】＝呵2tr（Ⅳ△‾1打ガÅ）＋2tr岬打刀Å）  

＋（た1－p－1）tr岬Å＋△‾1乙7かÅ）］．  

55  

（3・18）   



FtomLemma2．1．5，thefirst七ermoftherigh七handsidein（3・18）becomes  

七rl（抑△‾1打）ぬ）＋tr［†（打△‾1打）骨）′ぬ］・   

Applying（iv）ofLemma3・1・1tothefir＄上土ermaboveandusingthefac七thatU，△，D，  

人 andD△aresymme七ric，Wehave  

tr（抑△－竹鳩＝誓tr（△－竹叫＋喜tr（△旬）tr（坤  

＋七r押△‾1とJがÅ）．  

Simi1arlyweget  

tr（Ⅳ坤＝誓ユtr（叫＋岬がÅ）・  

Substitutingthesetwoequationsin（3．18）andsomesimpli鮎ationgive  

町（△働Å）】＝言古畔七r（鳩＋叫こr血）  

＋tr（△‾竹）七r岬Å）＋2七r（打△‾1乙7がÅ）】．  
（3．19）  

Fbrthermore，am叩Plica七ionofLemma3．1．2（beingV：＝（△＋U）△－1u（D2Å）Uin（3．6））  

七0七helast七ermoftherighthandsidein（3・19）yields   

ほ【tr（打△‾1打がÅ）］＝E【2七r岬打△‾1こJ（がÅ）り＋2tr伊打（がÅ）り  

＋（た1岬ダー1）tr（打がÅ＋打△‾1乙7がÅ）】．  
（3．20）  

UseLemma2．1．5andnotetha七（D2Å）UandU△－1uaresymmetric，thefirst七ermof七he  

righthandsidein（3・20）becomes  

trl（抑△‾1打）（がÅ）呵＋trⅣ△■竹叫（がÅ）和．  （3．21）  

FtomLemma2・1・5and（iii）ofLemma3．1．1．，Weget  

叩2Å）ぴ】＝（がÅ）打＋芸（七r舶）い芸損・  

Applying（iv）ofLemma3・1・1to七hefirsttermof（3．21）andputtingaboveequa七ioninthe  

SeCOndterm，SOmeSimplificationleads七0  

七r世△旬（がÅ）り＝誓 岬△働2Å汁  
l
一
2
 
 

tr（△‾lu）tr（UD2Å）  

＋芸tr（△－1び矩（がÅ）＋tr（相加3Å）、  
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Simi1arlywege七   

tr世（がÅ）り＝むゴ岬がÅ）＋亘七嘲tr（がÅ）＋tr（柑Å）・                                1                    2   

Puttingthesetwoequationsinto（3．20），Weget   

叫岬△朝2Å）】＝ E［（た1＋申（仇がÅ）＋岬回がÅ）  

＋2tr岬2がÅ）＋tr（△‾1こり七r（打がÅ）  

＋tr（△‾竹2）tr（がÅ）＋2tr（打2△‾竹がÅ）］．   

Fbom（3・15），（3・19），and（3・22），Wefina11yget（3．17），WhidlCOmPlete＄theproof．  

（3・22）   

No七ethattherighthandsideof（3・17）inTheorem3．3・1contains七hedifFbrentiationD  

uptothethirddegree・Thefb1lowingcorollaryisobtainedftom（3・15）and（3・19），Whi血  

（ニOntainsthedi馳rentiationDuptotheseconddegree．  

CoROLLARY3．3．1．A細山me鮎川ほざ醐兜dorderm¢me和ま¢′打αi由α氾d〟川電Å（打）  

和まf所eざ（3・14）．：撒ぞ沖  

2（た－1）  た1－p－1  
Ettr（△‾1Å）】＝E   tr押‾1Å）＋  tr岬Å）  

た2（毎－1）  

′ヽ 七r（△‾1こ7）七r（β△）  （3．23）  

tr（打がÅ）＋   tr押△‾1乙JがÅ）  
た2（た2－1）  た2（ゎー1）  

REMARⅨ3．3．1・Fbrmula（3．17）canbegeneralizedup七ok－thorder（kisapositive  

integer）providedk－thordermomen七sexist．Bu七wedon’tdevelopithere・  
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3．4．IMPROVING UPON THE UNBIASED ESTIMATOR   

Herewegivetwotypesofes七ima七orswhichbeattheuhbiasedestimator（3・5）wi七hrespec上  

土otbelosshlnCtion（3．2）．  

3．4．1．HAFF TYPE ESTIMATORS   

Considerthe estimatorofthe払rm  

Å∬叩）＝α1岬＋幻（z）ち）  （3・24）  

wherealisacons七antandi（z）isanabsolutelycon七inuous，nOnincreasing，andnonnegative  

functionofz＝1／trU－l．Itisanalogous七0七heempiricalBayeses七imatorof七henormal  

covarianCematrixbyHa呵19］．Notethattheseestimatorsbelongtotheclass（3・14）・  

′ヽノヽ   Tbprovethat△n beats△uN undercer七aincondi七ionson士，Weneedthefo1lowlng  

lemma．  

LEMMA3．4．1．エet打ゐ肌e鮎革（た1，た2；△）diざIriあu壬i¢汀・乱用肌丑肌Ⅷ高明仙勒  

士（z）（た1－p＋1）  

た2－2  

wゐeree督鮎瓜勒ゐ0臨貯p＝1α和才ま（g）iざαC8沌ぎね沌電・  

PROOF．Putg（U）＝そ（z）／tr（U‾1）andV（△，U）＝（△＋U）△‾1in（3・6）・Then，  

notingthat  

岬灯1）＝誓七r△－1（seeHa印8】），  

もhefirst七ermofrigh七handsidein（3・6）isequalto  

（p＋1）現モ（z）七r△‾1／tT（打‾1）1・  

Using（∂／aU）trU～1＝一喝（seeHa勘19］），Weget  

中）喘 －†∫（z）喘  
紳）＝  

（七ご打－1）2－（trこr‾1）3●  

58   



恥omもheseandtheequation trA（1）B（1／T）＝trAB払ranypxpmatricesAandB）direc七  

Calculationshowsthat（3・6）provides  

ま（z）tr△‾1  2f（z）tr（ぴ－1△‾1＋打‾2）  2f′（g）tr（打‾2＋打‾1△‾1）  
毎E   

tr打－1  （汁打‾1）2  

＋電（g）（ゐ1－p－1）   

（trぴ‾1）3  
（3．25）  

Notetbatま（g）≧0、Applying七r押‾1△‾1）≦（trこ′‾1）（七r△‾1）弧d trこJ‾2／（tr打‾1）2≦  

1to七he鮎sttermofrighthandsidein（3．25）andnoting七ha七thesecond七ermofrigh七  

handsidein（3・25）islessthanzerobccauseof七′（z）≦0，Wege七thedesiredresult．  

Tl柑OREM3・4．1．晶rp≧2α弗dた，＞p＋坤＝1，2），班eeざまimαねr…′兢eわrm（3・24）  

が㈹終ゎⅧ1＝（毎－ダー1）／た1瓜兜d士（g）α”αるざ07仙ま一拍c¢汚土i肌㈹…nd氾¢乃increαざi托g′u汚Cまio抑  

ゐou汀ded毎  

2（クー1）（た1＋た2－p－1）  
（3・26）  0≦電（g）≦   

たパた2－2）   

あ蝕ま摘…品…dだぎまf那加げÅ打〝W搾d打払ei…（3．2）．   

PROOF．Plユも  

α1（△）＝Rl（△，Å∬トRl（△，Å川）．  

NoぬgthatlogiI＋Al≧七rA－（1／2）七rA2foranyposi七ivedefinitematrixA，aCOndition  

払rα且（△）≦Om野bewrit七en乱S  

沌軌瑚＋  
項（g）tr△‾1  

］  

≦0．  
trこ卜1  

UsingLemma3．4．1iもisseen七hatthecondition（3・26）issu餓cientforα1（△）≦0・  

RE誠ARK3．4．l．SinceS＝k2Uconverges七oWishar七distributionW這（kl，△）weakly  

asn2もends七oinfinity，theestima七orsinTheorem3・4・1with士＋（z）＝i（k2Z）red11CeS七0the  

cstilnatOrSOfthccovariancematriⅩ△givcllby  

Å∬＝（1／毎）（g＋混ま＊（㍊）ち），  

wheret・（u）isanabsol11telycontinuous，nOnincreasingfunctionofI＝1／trS‾1bounded  

by  
2（ダー1）   

0≦士◆（ご）≦  
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Theorem3・4・1impliesthatÅRdominate＄ÅuN＝S／klWhichwasobtainedbyHaH［19］．  

3．4．2．PERRON TYPE ESTIMATOR   

Fbrnotation，1etLi＝diag（ll，‥・，li－1，0，li＋1，・．．，lp），i＝1，…，P，and  

1  ifm＝0，  

∑1くil＜…＜imくpn畏1Ji∫ifm＝1，…，p，  ‾  
0  otberwise．  

trm（エ）＝  

nlrtllerInOre，1et  

wim＝trm－1（Li）trふtl（Lトtrm（Li）tr孟1（L）  

andlctdl，…，dpbcnonnega七iveconstantswithdl≦・・・≦4p．Consider七heestimatorof  

tll（、n）mlAp＝Hp（L）HIwith？（L）＝diag（？1（L），‥．，Pp（L））an（l  

p  

？．（エ）＝Jt∑叫mdm・  
m＝1   

Ⅵ短shallrecordthecomputational1emmafromPerron［46］．   

LEMMA3．4．2．  

（3・27）   

もrm（エ）＝gitrm－1（ム）＋trm（エi）．  

∑trm（ム）＝（p－m）七rm（エ）・   

t  

（i）   

（ii）   

（iiiト鈷損関  

ムj＝diag（gl，…，し1，0，J亘1，…，ち－1，0，ち＋1，…，Jp）かょ≠ブ，  

∑∑七rm（ムj）＝（ダーm）（p－m－1）七rm（エ）・  

tj≠i  

七rm（ふ）－七r用（ち）＝（ら－り七rm－1（エ豆）か盲≠J・  

七r烹（エトtr，れ＿1（エ）trm＋1（エ）≧0 かm＝1，…，ダー1．  

PROOF・（i）maybeob七ained丘・Omthecombinatoriccalcula七ion・  
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（ii）Observethat  

∑七rm（現＝∑いrm（エ）イtrm－1（現）  
i t  

＝ptrm（エト∑いrm－1（り  
t  

＝（p－m）trm（エ），  

SlnCe  

いrm－1（り＝g‘ 
ユユく．m＿1 

ユ′≠i  

メ＋ ユ∫  

刷ユm＿1 抽入．＜ユれ＿1  

＋‥ 

1＜…パ‘ 

＝m  ∑ 牲ユ∫  
ユ1＜…＜ユmJ  

＝mtrm（エ）・  

（iii）Using（i）of七hislemma，itcanbeseenthat  

∑∑tr和仏J）＝∑（p－m－1）trm（エ‘）  
t J≠t■  t  

＝（p－m）（p－m－1）trm（エ），  

Whichcompletestheproofof（iii）・  

（iv）Using（i）ofthislemmaand七hedirec七calcula七iongivethedesiredresult．  

（v）Ifm＝Ptheproofis七rivial．Inordertocomplete七heproofform≦p－1，define   

A（た2）＝1（α11，・‥，α1臭1，α21，．‥，α2よ，）：た1＝2（m－た2），1≦α11＜…＜α1員ユ≦p，  

1≦α21＜…＜α2ゑ。≦p，1α11，…，α1よ1）∩†α21，…，α紬）＝外  

Byaco血bia皿七0ricargumentitcanbeseentha七  

m2農一     七ご乙（エトtrm－1（エ浄机1（エ）＝ ∑ ∑ⅢⅢg；，一，  
よ2＝0V（2和一タ）A（よ2）－＝1き＝1  

Whichisalwaysgrea七erorequaltozero．Thiscompletes七heproofof（v）・  

LEMMA3．4．3．  

舟＝（tL7Lj）isdoulblystochastic．  
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七rm（エi）  trm（ム）  
＜0．  

trm（エ）  trm（エ）  trm（エ）  

gi叫m（エ）－ら叫m（エ）  
＝p－m・   

Ji－ら  

（iv）ギdl＜・‥＜d”払e怜   

dl＜如＜¢2＜‥・＜¢タ＜も  

ぴん即e¢t＝∑㌔＝1叫mdm・  

（Ⅴ）射1＞…＞g”〃ほ沌Pl＞・‥＞甲タWゐe柁Pi′＝reタive仲島y（3．27）．  

P‡も00F・（i）鈷0‡n（i）of工ノemma3．4．2i七m町beseentba七  

trm－1（ム）  tr用（ん）  
∑■－てヰ了＝∑   

t  t  

＝（p－m＋1）－（p－m）＝1．  trm岬1（エ）ナtrm（エ）  

Å1紺，   

写叫刑＝引  

tr和一1（エf） tr”l（エり  
‾一  

七rm＿1（エ）石荊  

tro（エー） trタ（エf）  
＝1，  

tro（エ） 七rタ（エ）   

Sinceもro（・）＝1and trp（L．）＝0・Finally，uSing（i）and（v）ofLemma3・4・2andsome  

calculation show that  

trm－1（L．）trm（L）－trm（L．）trm－1（L）  
叫m（上）＝  

trm＿1（エ）七rm（エ）  

giいr監＿1（エイトセr，花（エバ七ご，れ－2（エf））  
≧0．   

trm＿1（エ）trm（エ）  

ThesecoInPletetheproofof（i）・   

（ii）isobtained丘・Omthedircctca・1culation・  
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（iii）Ifm＝pthen畑叫元（エ）＝ら叫m（エ）．払rm≦p－1，  

gi叫m（エ）－ら叫m（エ）  

trm－1（エり 七r”l（エり  tr仰－1（ち） trm（ち）  ‾ 

trm＿1（エ） 七r，托－1（エ） 七rm（エ）  

）  

tr”l－1（エり－いr和一1（ち）  才一trm（エり－いrm（ち）  

（才一－いtr”卜1（エ）  （gJ－ら）trm（エ）  

七rm（エノ）－tr，几（上J  

）  

trm＋1（ち）－trm＋1（エf）  

（gi－ら）tr”l＿1（エ）   （gf－ち）tr”l（エ）  

（by（i）ofLemma3．4．2）  

字引  
trm－1（エiJ） 七rm（エJJ）  

trm－1（エ）  七rm（エ）  

（by（v）ofLemma3．4・2）  

＝主写≡こ  

tr，Ⅵ－1（エJJ） trm（旬）  
、 ‾ 

tr∴1（エ）五コ育   

＝【（クー叫1）（p－mト（クーm）（p－m－1）］  

（by（iii）ofLemma3．4・2）  

＝p－m，   

WhidlCOmPletestheproofof（iii）・  

（iv）Observetba七  
夕  

¢i＝∑叫mdm  
m＝1  

p－1  

＝dl＋∑  
七rm（エり  

＼um十⊥ Ⅷmノー  ‾Ⅷ⊥l 

∠J七rm（エ）  m＝1  

Since七rm（LL）＜trm（Lj）ifi＜j，i七canbeseenthat直isnondecreasingini．Moreover，  

動isconvexco血binationofdl，…，4p，thereforedl≦直≦4p，i＝1，．．．，P．  

（Ⅴ）If盲＜メ，払en  

タ  

pi一勒＝抽1dl－ら勒dl＋∑（む叫Ⅲ－ち叫m）ん  
m＝2  

p  

dl＋∑（転用－ら叫m）dⅢ・  
m＝2  

七r2（ち）－tr2（ム）  

tr（エ）  
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TheremainderoftheproofistoseethatlL叫m－らwjm≧0form＝2，…，P．Ifm＝P  

thenliWim＝らwjm・Fbrm≦p－1，Similarargumentasintheproofof（iii）ofthislemma  

leads that  

レ叫領一ら明和  叫 
＿ 

gi－ら  trm－1（エ） trm（エ）  

tr，n－1（エり  tr，れ（エiJ）  
＝叫m（エi）   

Whichcompletestheproofof（Ⅴ）．   

＋叫m（エ）   ≧0，   
tr，れ－1（エ）  tr¶l（エー）  

Thenextlemmadescribes the ac七ionofD20Vertheestimatorsproposedinthis  

section．  

LEMMA3・4・4・凡慮が阿甲（エ）丑］＝∬や（2）（エ）∬′wゐere  

甲（2）（エ）＝diag（pi2）（エ），…，P㌘）（エ））．  

ザ抑＝Ji∑用WfmdmJ‰叩ミ2）≦OJ盲＝1，…，p．  

PROOF・ApplyingLemma2．1．10givestha七   

Jf叫叩dm－ら叫mdm  

m  
＋∑叫mdm＋描写叫mdm・  甲…1）＝喜吉写  

Observe七ha七  

JI－ら  

gf叫mdm－ら叫mdm  七rm－1（句） trm（エiJ）  
∑∑  
mJ≠i  

‾ 

trm＿1（エ）湖  gi－ら  

（d軒dm）＋dl 
）  trm（エ）   

クー1  

＝∑（d両1－dm）∑   
m＝1  J≠i   

tr，花（エiJ）  
＋（p－1）dl  

trm（エ）  

クー1  

＝∑  
（p－m－1）trm（エバ  

（dm＋1－dm）＋（p－1）dl．  
trm（エ）  

Thela＄七equalityfbllowsfrom（ii）ofLemma3・4・2．Ftom（ii）ofLemma3・4・3andno七ing  

tha七  

夕 クー1  

∑叫mdm＝dl＋∑trm（現tr㌫1（エ）（d…1－dm），  
m＝1  m＝1  
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it canbe seentha七  

÷㌧∂ J  ÷㌧．」．」．呈七r己（り  ∑叫mdm＋dl＋∑  
芸域叫mdm＝－  m＝1 m＝1   

Theseimplythat  

（dm＋1－dm）．  
tr霊（エ）  

p…1）＝誓dl＋妄〈   

（クーm－1）七rm（エi）．trた（石）  
dm＋1－dm）・  （3・28）  

trm（エ）   － trた（エ）  

AgainapplyingLemma2・1・10to（3・28），thes七raightforwardcalculationleadsto  

p52）＝吉宗宴〈  

trた（ム）柵trた（ち）  （p－m－1）いrm（エり－tr”l（エゴ））  

tr乙（エ削－ら）  trm（エ）（Ji－い  

七rた（エf）  （p－m－1）七rm（エり  
（dm＋1－dm）・  

tr川（エ）  

Note that 

trm（み）－trm（ち）  
≦0フ  

J†－Jj   

trた（エり－trた（ち）  

and  

≦0．  
Ji－ら  

As trm（L）＝lftrm－1（Li）＋trm（LL），Wehave  

∂ 1  trm＿1（エー）  
＜0．  

動trm（エ）   tr乙（エ） 

Ftomtheseanddm．1＞dm，WeCanCOnCludethatp52）≦0．  

THEOREM3・4・2．Aざざume兢α壬たi＞3′8r盲＝1，2．上et  

Åァ押）＝且〆（エ）茸＼   

ぴぁere∬i＝搾mXm¢dゐ叩8押αJmαtrら打＝ガエ∬′銅班α電エ＝diag（Jl，…，ら）αre  

e毎e別α7ue…∫打，αnd〆（エ）＝diag（甲デ，…，Pぎ）誼恒ギ如邪軸（3・27）瓜乃ddf＝  

（た2－p－1）／（た1＋クー2哀十1），五＝1，…，p．椚k”紘eeぎ電imαかÅ封ヤ）あe瓜ね鮎u品αざed  

eざまimαね「（3・5）び硫化甲eCま電0班eわざぎか托C山川（3．2）．  
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PROOF・UsingLemma2・1・10，（i）and（iii）ofLemma3．4．3，thedirectcalculationleads  

to  

tr（ぬァ）＝∑  

m  

Ftom（ii）ofLemma3．4．2，Weget  

〈（p用＋1）dm＋写桜町mdm）・  
（3・29）  

吉雄叫mdm＝gり紺＋宴  
trm（ム）  

（dm＋1－  

）   

trm（エi）  tr，れ（エi）  
（dm＋1－dm）＜0，（3・30）  

trm（エ）  

Whichimpliesthat  

七r岬Åァ）≦∑（p－m＋1）dm・  

m  

Note七hatE［tr（△‾1u）］＝Pkl／（k2－P－1）正omTheorem3．2．1andthat  

（3・31）  

logdet（Åp）≧∑1loglm＋logdm）  
m  

丘omtheconvexityoflogari七hemicfunctionandtheJen＄en，sinequality．ApplyingCorollary  

3・3・1andusing（3．31）givethat  

2（た－p－1）  た1－ダー1  
dm＋  ∑（p－m＋1）dm   

m  

Rl（△，ÅァトRl（△，ÅⅣ∬）≦   
た2（た2－p－1）  

）  

た2－p－1  
ー∑logdm＋plog  

m  

ーp  

E【tr仰がÅ＋打△‾1こJがÅ1】．  
た2（た2－1）  

Notetha七thelasttermoftherigh七handsideinvolvingtheexpectationisnegativeby  

Lemma3．4．4．Sowe can see that  

2（た－p－1）  た1－p－1  
∑（p－m＋1）dm   

m  

∑dm＋   
m  

Rl（△，Å♪トRl（△，Å打∬）≦  
た2（た2－p－1）  

）  

た2－p－1  
－∑logdm恒log  

m  

－p，  （3・32）  

withdm＝（k2－P－1）／（kl＋p－2m＋1），m＝1，‥・，P・Theremainderoftheproofproceeds  

asinGuptaandKrislmam00rthy［16］．Lemma3．1inGuptaandKrishnam00rthy［16］tells  

us tha七  
夕  

∑log（た＋p－2m＋1）＜plogた  
m＝1  
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foranypositivein七egerskandp，k＞p・Ftomthisi七fo1lowsthattherighthandsideof  

（3・32）isless七hanzeroif  

♪ ∑  
m＝1  

2（た－p－1）ぜ   た1－p－1  た2－p－1  p－m＋1  
∑  
m＝1   

≦p・ （3・33）  
た1＋p－2m＋1  た1＋p－2m＋1   

Whtingthelefthandsideof（3・33）as  

た2－p－1÷（た1＋p－2m＋1ト2（p－m＋1）  2（た－p－1）ご   p－m＋1  
∑  
m＝1  

∑  
m＝1   

た1＋クー2m＋1  た1＋p－2m＋1  

p（ゐ2－p－1）．2た1ご  クーm＋1  

＋若∑  
m＝1  

た1十p－2m＋1  

Showstha七（3．33）holdsifandonlyif  

p（p＋1）  p－m＋1  

2た1’  た1＋p－2m＋1  

equlValently  

p－m＋1  p－m＋1  
≦0．  

た1＋p－2m＋1  

Let  

クーm＋1   p－m＋1  
αm ＝  

た1＋p－2m＋1   た1  

andxm＝am＋ap－m＋1，m＝1，…，P・Note七hatxm＜Oifm≦p／2andtha七a（p＋1）／2＝O  

ifpisodd．SowecanSeethat  

∑霊1腋m＜O ifplSeVen  

∑慧；王）／2xm＜Oifpisodd・  
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3．5．ORTHOGONALLYINVARIANTMINIMAXESTIMATORS   

MuirheadandV占rathaworn［42］derivedthebes七uppertriangularinvariantes七ima七eofthe  

formÅM（U）＝TtGTwhereTisuppertriangularwiththepositivediag。nalelem。ntS，  

U＝T，T，G＝diag（dr，…，げ），and  

（た2－p－1＋盲）（た2－p－2＋盲）  
d㍗＝   壱＝1，…，p・  （3・34）  

（た1＋1一言）（た2－p－1＋壱）＋（p－去）（た－p－1）’  

ノヽ SincethegroupofuppertriangularmatricesissoIvable，△Misminimaxandbea七sthe  

′ヽ unbiasedes七imator△uNin七ermsoftheexactriskRl・Howeveritisnotorthogonally  

′l invariant sothat theelgenValues of△M maynOt be taken as estimates ofthoseof△．  

Later，GuptaandKrshinam00rthy［16］considered七heestimator  

ÅA財＝且〆闇（エ岬＼  （3・35）  

Where〆M（L）＝diag（アナM（L），平身M（L），…，甲fM（L）），PチM（L）＝drli，anddrisgiven  

by（3・34）・TheirMon七e－Carlos七udyindicatedthatitisminimax．However，ithasnotbeen  

establishedthattheproposedes七imatorhasa丘equen七istriskuniformlysmal1erthan七he  

minimax risk．   

In七hissection，fbllowingKonno［31］，WeShal1provetheminimaxityoftheestimator  

′ヽ′ヽ′ヽ △AMWhenp＝2byshowlngthat△AMhassmal1erriskuniformlythan△M・Fhrthermore，  

wecon＄idertheestimatorof七hefbrm  

Å∫財＝御用（エ岬′，  （3・36）  

wherepPM＝diag（pfM，甲ぎM）and  

甲子∬＝（古㌔dヂ＋  

ゃぎ∬＝（謹げ＋  

J2  

gl＋J2  

Jl  

gl＋J2   

Theesもima七or（3．36）isaspecialcase（p＝2）ofthePerron－tyPeeStimator・W占shallshow  

that this estimatorisalsominimax．  
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THEOREM3・5・1・Aざざume兢α電たf＞3わ「盲＝1，2d乃d兢欄電兢e兢ird8rderm¢mem電8′  

打びiざね．Ⅵ鴫帥p＝2，班ゼeざまimαねr  

ÅA劇（り＝茸〆劇（エ岬′，   

wふ訂e〆財（エ）＝diag（d㌣gl，d㌢g2）d推古  

（た2－3＋り（た2－4＋五）  
d㌣＝   盲＝1，2，   （3・37）  

（た1＋1－り（ゐ2－3＋壱）＋（2一盲）（鳥－3）’  

あ餌ね兢emi氾i胴∬eざtimαねrÅ∬W混「叩eC士電0兢eJ…匝c電io兜（3．2）．∫oitiざmi氾im弧  

PROOF・First，aSSumethatp≧2．Considertheestima七orsofthe払rm  

′ヽ △A（打）＝∬甲（エ）∬′  （3・38）  

WhcreU＝HLH／，や（L）＝diag（勘，・・・，甲p），and甲i＝舶（i＝1，…，P）withnonnegative  

cons七antsdl≦・・・≦d｛打om（3．17）inTheorem3，3．1，theriskofÅACanbewriitenas  

2（た－1）  

′ヽ Rl（△，△A）＝E   七r岬ÅA）＋  tr（△‾竹）tr岬Å。）  
た2（た2－1）  毎（た2－1）   

（3・39）  

た1－クー1  
七r（打‾1ÅA）＋城イÅA）＋城（ÅA）＋q  

where賄（ÅA）and城（Å。）aregiveninTheorem3．3．1and  

∑log（糾）  
＝1  ］  

log（糾）  

t   

＋logde七△－p・   q＝－E  

Notetha七qpisaconstanttermWhichisindependen七ofparameter△・Using（iii）of  

Lremma2．1．10，Wege七  
夕  

tr（ぬA）≦∑（クー盲＋1）琉・  

i＝1  

Puttingaboveinequalityin（3．39）andno七ingthatE【tr（△‾1u）］＝Pkl／（k2～P－1），SOme  

simpli鮎乱tionshowsthatRl（△，ÅA）isboundedaboveby  

p  

∑琉＋町咄ÅA）＋噸ÅA）けq・  
t＝1  

（3・40）   

2（た－p－1）ご  た1一夕－1  

∑（p－i＋1）琉＋  
i＝1   

ゑ2（た2－ダー1）  
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′ヽ SinceMl（ÅA）and鳩（△A）invoIveinhigherorderderiva七ivesofD，itisdi氏cultto  

evaluatetheirexpectationsforgeneralp．鈷omnowon，WeaSSumethatp＝2．Theni七is  

sufRcient toshowthat  

Rl（△，ÅA劇）≦C2＋2  

inordertoproveminimaxity．Notetha七therighthandsideistheriskofminimaxestima七or  

′ヽ △MWhenp＝2anddL＝d㌣fori＝1，2．  

′ヽ  NowweevaluateMl（△A）and鳩（ÅA）in（3．40）respectively．恥om（iii）ofLemma  

2．1．10，Wehave  

（dl－d2）（Jl－2J2）   
甲i2）（エ）  

p㌘）（エ）  

pi3）（エ）  

甲㌘）（エ）  

2（Jl－g2）2  
’  

（dl－d2）（2gl－g2）   

2（gl－J2）2  
’  

（dl－d2）ト3gl＋5J2）  
（3・41）  

4（gl－g2）3  

（dl－d2）（5gl－3～2）  

4（Jl－g2）3   

Theterminside七hecurlybracketofMl（ÅA）inTheorem3．3．1canberewrittenas  

） 
（た－1伸雄i2）（エ）＋J2甲㌘）（句）＋（Jl＋J2胸i2）（エ）＋？崇）（現）＋21舶3）（エ）＋舶㌘（エ鉦  

（3・42）  

and，from（3Al），（3・42）becomes  

（dl－d2）［（た－1）（gl＋J2）（Jl－g2）2＋2JIJ2（gl＋J2）］  

2（gl－g2）3  

which follows 

2（た－1）（dl－d2）  
′ヽ E【〟1（△A）］≦   （3・43）   

た2（た2－1）（た2－2）’  

Sincedl－d2＜0and（ll＋l2）／（ll－l2）＞1．   

Theterminsidethecurlybracketof鳩（ÅA）canberewrittenas七r（△‾1Hh（L）H，）  

Whereh（L）＝diag（hl（L），h2（L））and  

頃エ）＝1JIPi2）（エ）＋J2P㌘）（り）む＋i乎i2）（エ）十P誓）（ム購＋2㌔）（坤ぎ，  壱＝1，2．  

Putting（3・41）intothis，Weget  

（dl－d2）柑1－J2）2Jl＋JIJ妻＋巧）Jlノ（dl－d2）Jl  
九1（エ）  

2（gl－g2）3  

and  
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（dl－d2）招＋2g純一2glJ…＋g≡）g2  （dl－d2）g2  
ゐ2（エ）   

2（gl－g2）3  

針om七hese，WeOb七ainthat  

現場（ÅA）］≦  
2（dl－d2）  

E［tr（△‾竹）］  

た2（た2－1）（た2－2）  
（3・44）  

4（dl－d2）た1  

た2（た2－1）（た2－2）（た2－3）－   

Combining（3・43）and（3．44）gives七hat  

2（た－3）（dl－d2）  
ノヽ 叫〟1（ÅA）＋城（△A）】≦   

た2（た2－2）（た2－3）●  

Ftom七hisandhazardouscalculation，（3．40）withp＝2providesthat  

2（た－3）  

（2dl＋d2）＋  

≦  

（dl＋d2）＋E【娩（ÅA）＋鳩（ÅA）］＋C2  
た2  た2（た2－3）  

（3・45）  

た1（た2－2）＋た－3  
dl＋ d2＋C2・  

（た2－2）（た2－3）  

Final1y，1ettingdf＝d㌣（i＝1，2）givenby（3．37），Wegetthat  

Rl（△，ÅA財）≦Rl（△，Å劇），  

WhidlCOmPle七estheproof．  

REMARK3．5．1．IfE［Ml（ÅA）＋城（Å。）】≦0forgeneralp，then（3．40）becomes  

theupperbound（duetoGuptaandKrishnamoorthy［16］）fortheapproximateriskof  

′ヽ the estimates△A．Ftomthis，itis seen七hat theapproximateriskgivenbyMuirhead  

andⅥ汀athaworn［42〕neglec七sthetermsMl（ÅA）andMi（ÅA）aslongasrⅣ℃reStrictour  

attention七otheclassofthees七ima七orsoftheform（3・35）・Fhrthermoreweexpectthat  

ÅAMisminimax払rhigherdimensionsaspointedou七inGup七aandKrishnam00rthy［16］・  

Butwecan，七giveanalyticproofsinceevalua七ionofE［Ml＋城】ismuchmoredifRcult  

もhan七hat donein Theorem3．5．1．  

REMARⅨ3．5．2．InGuptaandKrishnam00rthy［16］，SeVeralcompetitorsamOngpOS＄i－  

blechoiceofdL，sareconsidered．Theriskoftheestimatorsoftheform（3・35）isbounded  
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abovebythelefthandsideof（3・45）・Bydi鮎ren七iating（3．45）withrespecttodlOrd2，  

七henitiseasilyseenthatupperboundoftheriskof七heestima七orsofthefbrm（3．35）is  

minimizedwhendi＝dr（i＝1，2）sothatitseemsthatd㌣，sarethebestconstantsfor  

thees七imatorsof七heform（3・35）whenp＝2・  

REMARⅨ3・5・3・RomtheMonte－CarlostudyofGup七aandKrishnamcK）rthy［16］，it  

′ヽ isfound七hattheestimator△AM Performsbeセセerthan七heappr（Ⅸima七eBayesestimator  

duetoMuirheadandV6rathaworn［42］whenp＝2．  

THEOR．EM3．5・2．Aざざume兢α電p＝2α乃dたi＞3′or五＝1，2，α兜丘兢欄土塊e班ird  

8rdermome托電0′打e∬iざk 上e電び＝∬エⅣw鵡エ＝diag（gいg2）α持古gl＞g2ノα兜dJe電  

〆Ⅶ（エ）＝diag（甲子∬（エ），やぎ∬（エ”wふe柁  

脛（エ）＝（㌫d㌣＋  

射  
脛（エ）＝（詫言  

（3・46）  

α氾dd㌣（盲＝1，2）iぎタive几古y（3．37）．me汀振田ti那加げ  

Å用（打）＝∬〆劇（エ岬′   

るeαね鮎mi陀imαぷeざまim瓜ねrÅ麒棚i仏陀呼eC電わ翫わざぎ匝c電io搾（3．2）．∫¢iti∫mi陀im肌  

PROOF・Note七hat（3・46）isaspecialcase，i．e．，P＝2，Of（3・27）・UseTheorem3・3・1  

′■■ an（lwritctheriskof△pM  

2（た－1）⊥′nス 、．  2  
tr（△‾竹）七r岬Å用）  Rl（△，Å棚）＝E  七r岬Å躇）＋  

た2（た2－1）‾‾ 
＼‾‾√劇ノ’ 

た2（毎－1）   

・ 岬－1Å用）＋咄Å用）＋城路用）  

ーlogdet（△‾1Åァ劇ト2   

Ftom（3．29）alld（3・30），WeCanSeethat  

2glg2  
（げ－dぎ）・   tr岬Åタ〃）＝2げ＋ぜ＋  

（gl＋J2）2  
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Ftomthese，WeCanSeethat  

2  

∑（3－りd㌣  
2（た－1）  2（た－1）  

tr岬Åァ∬）≦   
た2（た2－1）  頓た2－1）慧  

and  
2  

∑（3一言）畔  
4員：1  

tr（△‾1こJ）tr（βÅ則ば）   

た2（た2－1）  た2（た2－1）（た2－3）慧  

4glJ2（げ－d㌢）  
tr（△‾竹ト  

た2（た2－1）（Jl＋J2）2   

Fh）mtheseandnotingthatE【七r（△‾lu）】＝2kl／（k2－3）byTheorem3．2．1，WeCanSee  

tbat  
2  

＼V VノⅥt － た2   

2（た－3）  

Rl（△，Åァ∬）≦   
た2（た2－3）慧    皇  

［   

〟1（Å川）＋城（Å川）  ＋E  
（3．47）  

4JIJ2（畔－d㌢）  
tr（△‾1こり  

た2（ゐ2－1）（gl＋g2）2   

－logdet（△‾1ÅpM）－2   

Nowwesha11evaluatetheexpectationofthetermsinsidethelargebratketof（3・47）・Wb  

shalluseno七a．tionpianddiins七eadofpFManddr，i＝1，2，forconvenience・Fhm（iii）  

OfLemma2．1，10，WemaySeethat  

1  2J妻  
t   

2（gl十g2）’（Jl＋J2）3   

1  粥  

2（Jl＋J2）－（Jl＋J2）3  
（3・48）  

3  6J…  
．   

）  
（dl－d2）  

2（gl＋g2）21（gl＋J2）亀   

3  粥  
）（dl－d2）・  

2（Jl＋g2）21（Jl十g2）亀  

取om（3．42）and（3．48），theterminside七hecurlybracke七ofMl（ÅpM）becomes  

）］（dl疇d2）≦呈（dl－あ）， （3・49）   

12JIJ2  

（gl＋g2）2  
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sincek＞6，dl＜d2，andlll2／（ll＋l2）2＜1／2．W王itetheterminside七hecurlybradLetOf  

鳩（ÅpM）as tr（△－1Hh（L）Ht）whereh（L）＝diag（hl（L），h，（L））and  

頃エ）＝†gl？i2）（エ）＋如㌘）（り）い1pi2）（エ）十ガ）（り）gぎ＋2アミ3）（坤デ，盲＝1，2．   

Thenwe canrewrite  

4JIJ2（dl－d2）  
鳩（Åタ〃）＋   tr（△‾1乙り  

た2（た2－1）（Jl＋g2）2  

c2S 

tr（△‾1∬g（エ）ガり   

た2（た2－1）（た2－2）  

Whereg（L）isadiagonalma七riⅩWhoseelementsaregivenby  

（た2－2）申2（dl－d2）   
gl（エ）＝机（エ）＋   

g2（エ）＝毎笹）＋  

（Jl十g2）2  

（た2－2）JIJ…（dl－d2）  

（3・50）  

（gl＋J2）2  

Pu七ting（3．48）into（3．50）andsomesimplifica七ionleadto  

〈（た2→碑2＋2（た2－5）明＋（机3）軸dl－d2）  

〈（た2＋3）朋＋2（た2胡…十（た2瑚1舶dl－d2）・  

gl（エ）＝  
（gl十g2）亀  

and  

g2（エ）＝  

Sincek2＞3，dl＜d2，andll＞l2，Wegetthat  

飢（エ）≦（dl－d2い＝1，2・  （3・51）  

AgainusingE【七r（△‾lu）］＝2kl／（k2－3）andcombining（3・49）and（3・51）providethat  

4glg2（dl一毎）  
〟1（Å用）＋城（Åァ必）＋  

毎（た2－1）（Jl＋J2）2  

2（た－1）  
dl－d2）（3・52）   ＜  

た2（た2－1）（た2－2）（た2－3）  た2（た2－1）（た2－2）  

2（た－3）（dl－d2）  

毎（た2－2）（毎－3）■   
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取omtheconvexityofthelogarithmicfunc七ionandtheJensen，sinequality，WeCanSeetha七   

2  

logde七（ÅpM）≧∑1loglf＋logd＜）・  （3・53）  

f＝1   

NowwesetdL＝d㌣（i＝1，2）again．Ftom（3・47），（3・52），and（3．53），SOmeSimplification  

ノヽ Showsthat七heriskofthee＄tima七or△pMisboundedaboveby  

た1（た2－2）＋た－3  d㌣＋膠＋q，  
（た2－2）（た2－3）  

where  

Cb＝－E［∑log（drli）］＋logdet（△ト2  

i＝1，2  

anddr，i＝1，2isgivenby（3．3）．Thiscompletestheproof．  

REMARIく3・5・4・Asfarasweconsiderthee＄tima七oroftheform（3・14）with（3．27），  

i・e・，Perron－tyPe，WeCanSeethatE［Ml＋城】≦0forgeneralp．However，tOprOVethe  

minimaxityinTheorem3・5・2，WeneedsharperboundofE［Ml＋蛾】forp＝2．Ⅰ七seems  

di氏culttoobtainsimilarboundofE［Ml＋城】forgeneralp．   

′ヽ′ヽ′ヽ   REMARⅨ3・5・5．Althoughboth△A劇r and△pM areminimax，itseemsthat△pMis  

′ヽ′ヽ preferable七0△AMSincepossibly△AMmayViolatethedesirableorderpfM≧平身M，nOr  
′ヽ  

does△♪劇．  

REMARI（3．5．6．TbapplyTheorem3．3．1，WeaSSumetheexistenceof七hethirdorder  

〈′ヽ momerrtofthematrixU．Buttheminimaxityof△A劇r and△pM SeemSStilltrueprovided  

themoment ofthema七rix Uexis七s．   

REMARX3・5・7・SharmaandKrishnam00rthy［47］andつもkemura［51］independently  

Obtainedanorthogonal1yinvariantminimaxes七imator女）ranOrmalcov訂ianCema七riⅩby  

averagingtheminimaxestima七orofJameSandS七ein【24】crverpxporthogonalma七riⅩwith  

respecttoHaarmeasure・Fbllowlngtheirapproadlfbrp＝2，theestimatorofthe払rm  

Å汀（打）＝勘ダ（エ岬r  
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Where？ST（L）＝diag（pfT（L），平喜T（L））and  

∨肯 ，肘．  V信  
ゃぎr（エ）＝  

∨肯＋㌦㌻⊥ ■v肯＋、信  
and  

v信 ，㍍．  ∨肯  
やぎr（エ）＝  

∨肯＋～偏W⊥ ■v肯＋沌   

mustbeminimax・Butwecan，tgivedirectproofasinTheorem3．5．lor3．5．2．  

3・6・IMPROVEDESTIMATORSUNDERTHESQUAREDERRORLOSS  
Inthissection，WCwi11lookbrieayattheproblemofestimatingtheelgenValuesof△uslng  

thelossfunction（3・3）・ItisshowninLeungandMuirhead【34】that，forthelossfunction  

′ヽ （3・3）aチndk2＞p＋3，thebestes七ima七oroftheformaUisgivenby△B＝a2Uwhere  

（た2－p）（た2－ダー3）  
（3・54）  α2＝   

（た1＋p＋1）（た2－p－1）＋pた1＋2   

Ⅵ唇consideralternativees七imatorsofthefbrm  

Å∬＝α2（打＋z埼）   

whereE＝1／七rU－1andiisanonnegativefunction．Herewelack七hegeneralityofま  

underthelossfunc七ion（3・3）・Nowourgoalistofindasu侃cientconditionunderwhich  

theestimatorsÅHbeatsÅBunderthelossfunction（3．3）．Put  

α2（△）＝R2（Å∬，△トR2（Å月，△）  
tr（打△‾2）  tr△－1  tr△－2  

］  ］  

］・（3・55）  ＝2α…まE   ＋α…ま2E   －2α2まE   
trこ7－1  trこJ－1  （七r打‾1）2   

1bevaluate（3・55），Weneed七hefb1lowinglemmagivenbytheapplicationoftheidenti七y  

（3．6）．  

LEMMA3・6・1・ヱe重訂ゐ瓜pe兢eろ（た1，た2；△）ゐ血乱流鳩山兢毎＞p＋3・流用兢e  

か撒棚桓㌢品門別蘭壷れ玩紘  

七r打－2  抒△－2  （ゐ1一夕＋1）（た1－p＋3）  

（七r打－1）2   （七rこ巨1）2   （た2－2）（た2－4）  
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た1－p－1＋2g  
（ii）  

ぴんere  

p（た1－p－1）＋2   
（3・56）  e ＝  

p2（pた2－2）  

tr（打△‾2）  （た1＋た2）（た1－p＋1）＋た1（た2－2）   
（iii）E   

tr打－1  （た2－p－1）（た2－2）  

（た1－p＋1）（た1－p＋3）  ゐ1（た1－p－1）  

毎（た2－p－1）●   た2－4  

PROOF・Fbr（i）・恥keg（U）＝（trU‾1）‾2andV＝（△＋U）△‾2in七heFidenti七y  

（3・6）・取omsimilarcalculationintheproofofLemma3．4．1wemaysee七hat（3・6）provides  

tr（打‾1△‾1）  た1－p＋3  
（3．57）  

（tr乙「1）2  

Hencei七su侃ces七oshowtbat  

［（諾昌2］   

tr（打‾1△－1）   た1－p十1  
（3．58）  

SetG＝U～L．ThenitisseenthatGfo1lowsthef；（k2，kl；△‾1）dis七ribution・Applying  

Lemma2．1（beingh（G）＝（trG）－2andV（G，△）＝（△‾1＋G）G2in（3・6））wi七hthe  

distributionofGinsteadofUandnotingthat  

tr打1G2＝巴些tr（△－1q＋喜（tr△－1）（trG）                       2  

and  

trG3＝聖堂trG2＋芸（trG）2，                       2   
simi1arargumen七1eadsto（3．58），Whichcompletestheproofof（i）・   

Fbr（ii）．Leti（z）beaconstantin（3・25）■ Then七heremainderoftheproofis七o  

evaluateE［七r（U－1△－1）／（七rU－1）2］．UsingthefactptrU‾2≧（七rU‾1）2andmakinga  

trans払rma七ionT＝△．1／2u△－1！2，WeCan＄eetha七thetermisboundedbelowby  

七r（で‾1△‾2）  
（3・59）   

p】Ltrけ‾1△‾1）2  
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NotingthatT．1hastheEL（k2，kl；ち）distribu七ionandusingLemma3．4inLeungand  

Muirhead［33】，righthandsideof（3・59）isboundedbelowbyip（kl－P－1）＋2）／†p2（pk2－2）），  

whichcompletestheproofof（ii）・   

Fbr（iii）．Setg（U）＝（trU‾1）‾1andV（U，△）＝（△＋U）△‾2uin（3・6）・鈷om（iv）  

ofLemma3．4．1andsimi1arargumentin七heproofofLemma3．4．1，WemaySeethat（3・6）  

gives  

七r（△‾1乙r‾1＋△‾2）  tr（Ⅳ△‾2）   

］・（3・60）  （た2－p－1）E  
（trこ巨1）2   

Firstput（3．25）（t（z）beingaconstant）in七othefirstterminrighthandsideof（3・60）and  

use（3・57）and（3・58）・Thenwemaygetthedesiredresult・  

THEOREM3．6．1．Assume七ha七k2＞p＋3andp≧2．Let  

2（毎－2）（た2－4）  ＋2ご た1（た1－p－  ゐ1－p＋1  

α2た2  た2（た2－p－1）  （た1－p＋1）（た1一夕＋3）  

（た1＋た2）（た1－p＋1）＋た1（た2－2）  

（克2－ダー1）（た2－2）  

（た1－p＋1）（た1－p＋3）  
＋  

た2－4  

Wherea2andearedefinedby（3・54）and（3・56）respectively・Ifβ＞0，then七hees七imators  

ofthe丘）rm  

Å∬＝α2（打＋鴫／trこJ‾1），   

whereO≦i≦βbea七ÅBunder七helossfunction（3．3）．  

PROOF・取om（ii）and（iii）ofLemma3・6・1，thecoe伍cientofiin（3・55）isbounded  

above by 

4α…  （た1＋た2）（た1－p＋1）十緑木－2）  

（た2－ダー1）（た2－2）  毎  

（た1－p十1）（た1一夕＋3）  

］
 
 

（3・61）   

（tr打‾1）2  た2－4  

α2克1（た1－ダー1）  

＋箸（  
－（た1－クー1＋2だ）  

た2－p－1  
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Notingtha七e≧Oandthattheterminsidethesecondcurlybracke七of（3・61）isbounded  

by  
（た2－p－1）2－（た2－p＋1）  

（た1－p－   
（毎－p－1）2  

itisseenthat（3・61）canbeboundedaboveby  

α…β（た1－p＋1）（た1－p＋3）  
（3・62）  

（た2－2）（た2－4）   

Using（i）ofLemma3・6・1and（3・62），Straigh七forwardcalculationshow＄thatthes11且cien七  

conditionfbrα2（△）≦Obecomesi2一節≦0，Whichcomple七es七heproof．  

REMARK3．6．1．Similar to Remark3．4．1，We Can See that Theorem3．6．1implies  

Theorem4．6inHa∬【19］．  

Un丘）rtunatelyβisnotalwayspositivewhenp＝2．W6carryoutnumericalcalculation  

toseewhichklandk2Satisちrβ＞0．Itindicatesthatβismonotonicallydecreasinginkl  

foreachfiⅩedk2，Whichfbllowsthatβhasjus七onesignchange．Tablelshowsthat，for  

example，βi＄nO七positiveforkl≧43whenk2＝15・ItalsoshowsthattheminimlmOf  

klSuCh七ha七βdoesn，ttakepositivevalue払reachk2firstgoesdownandthengoesupas  

k2increases．Whenp≧3，Ournumericalcalculationshowstha七βisalwayspositiⅦ・  

Tablel．Fbrfixedk2，minimumofklunderwhichβisno七positive・  

た2  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 30 40 50 

た1 298 74 53 46 44 43 43 43 44 46 47 64 83 102  
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