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tntroduction

How shoutd dilfferentiat operators be constructed？

Atthough this probtem seems to be rather abrupt，it maY

be seen in the fo＝owing stream：Given a differentiat（Or

PSuedo－differentiaH operator，We uSuaHy StUdyits anatytic

PrOPerties（SPeCtrum，S霊gnature，index etc．），and then we

take out theinherent geometricat characters andinvariants．

L：differentiaL operators

一一一ヰanatytic properties

【spectrum，index，Signature，etC　ユ

一一一ヰ　geometry

This may be the standard method of studying the dHト

ferential equations・　However，many geOmeterS may have a

SOrt Of mysterious for this procedure・For exptaining this，

We ShaH try to ptace the converse to the above waY・After

Obtaining the construction of the differentiat operator L

through a specific way using the geometricat properties，aS

a resutt・We maY natura＝Y hotd the anatYtic properties for

L．

Now・tO Put Our Ptaninto the concrete shape，We W＝J

borrow anideain the quantum mechanics．The first and sim－
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PteSt PrObもem of quantization concerns the kinematic reta－

tionships between the ctassicat and quantum domains．When

We tearn quantUm meChanlcs，We are tOtd to forget our naive，

Ciassicatidea of partictes trave＝ng on tra」eCtOries．That

is，tO COnSider that a particLe might be here at one time

inv盲te contradiction and confusion．　So，　at the quantum

levet，the states of a phYSical sYStem ShouLd be represented

by the「ays　盲n a H＝bert space H and the observabtes by the

SYmmetric operators Q on H，Whichin the　＝miting ctassicat

desc「iption，the quantum states and observabtes correspond－

ing to the ctassicat ones．

Theidea of FeYnman．S PathintegraL has been known as

the one of the most powerfuL toot to treat the quantization

P「Obtem・Thoughit seems hard to be justifjed rtgorousty，

the expression of the pathintegrat have ainteresting form

at the geometricat point of vlew．Atso，itis fett to fit

Our beglnning problem，eVenif we teave the physicat prob－

tem．

Therefore，throughout of thls paper，We ShaH generai－

ize the　盲dea of Feynman－s pathintegrat more generか＝Y and

gJVeS a rigOrOuS meaning for it．　For future interests，

there may be many appHcations，for examptes，tO

日）　Geometricat constructions of the fundamentat sotutions

for the evotutionat equations（Parabo＝C，hyperbo＝C，

Or Schr占dinger equations）．
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日日　Theinvariant theory for the non－COmPaCt Riemannian

manifotds．

（日日）Construct‡on probtems of operators from variationat

PrObtems（inctuding the fietd equations）・

The best expianation of the pathintegrats may be found

in Feynman．s paper　‖0】．In contrasting両th the ctassical

mechanics which can be described as the variationat formuLa

using a Lagrangian functlon L（X，X）considered as a function

on the tangent bundte TM over the configuration space M，the

PrObab＝ity amp＝tude at a time t corresponding to the quan－

tized one，for two pointsin M，is glVen by

く1）　Gくt；X，y）＝　　∑　　e入S図日，
X（・）

X（0）＝y，X（t）＝X

S（X（弓）＝ しくXくど），X（zHdr．

Thisisa sumover paths，Or histories，Ofe入S【x（）】with a

att paths satisfYing x（0）＝Y，X（t）＝X，entering the sum：Here

the symDOL∑is used to avoid giving theimpression that we

have a bona fide measure．Atso，We remark that the parameter

入in（1）W＝∴　be considered mainty for the case

入く0　0「入＝i／h，h∈R．

Now，We Sh計＝　expiain Feynman－s orfgJnat idea of the

Path integrats for the free particLes・　Consider the

Euctidean n－SPaCe Rn and the Lagrangian
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（2）　しくX，X）＝古瀬2‥TRn一一一ヰR・

Then，the actjon　7ntegrat（theieast action）corresponding

to（2）is given by

（3）　　S（t，X，y）＝　　　inf

x日
Xく0）＝Y，X（t）＝X

J三しくXくど）・抽dZ＝亜

Set the fo＝owingintegrat transformation，for t〉0，

（4）H（t〉隼）＝（＆）写JR。e入S（七・X・Y）f（y）dY・f∈C：（Rn）・

Where Re入≦0．Then，（4）has the fo＝owing properties：

（i）H（t）isa bounded＝near operator on L2（Rn）for

日日i＝mliH（t）f一拙＝O for f∈L2（Rn），

日日）H（t＋S）f（X）＝H（t）H（S）f（X〉for f∈L2（Rn）・

‖V）iH（t）f（X）it＝0＝喜△f（X）・△＝∑ni：享

As we obtain the above properties，FeYnmanIs o「igJnat idea

is to consider　‖）as a sort of　事Riemannianintegration’in

L2－SChemewhichmay be described as f0日烏WS：

（P．H Construct the（approximate）operator H（t）on a

廿日bert space for sufficientLy smaH tlmes t〉O using

the given ctassicai mechanics．
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（P．2）　fterate H（t）with respect to the division、of t

and make an evotutionat operator．

（P・3）　Compute theinfinitesimat generator to get the

、observabte’．

Distincting the above exarnpte（4），We CannOt eXPeCt the

evotutionat propertyin generat．So，the maininvestigation

is to study the convergence for　（P．2）．　Namety，denoting

H（t；X，Y）　the kernet function of H（t）in（P．2），We COnSider

the fo＝owingiteratedintegrat：．For a division　△　Of the

inte「vat【0，t】，

＝†‥・JH（吉；X，yl）・・・H（志，YN＿1，y）dYl・・・dYN＿．

lf（5）convergences as N十〇〇，then we may define its　＝mit

by　‖）．

Putting the aboveideain our mind，We Wi日　吉nvestigate

the convergenceln the sense of（5）for the variousintegrai

transformation which arises from the ctassicat mechanics．

ln chapter t，We generaHze the above exampte and

reformutate thepathintegraHnacurved space，thoughih－l

is　「epLaced by　一入（入〉0）．　Here，We COnSider a certain

integrat transformation on a given Riemannian manifotd，

Whichis given by the actionintegrat determined bY the geo－

desIcs．This methodis based on the var盲ationaL probtem and

glVeS a rlgOrOUS meaning to the Feynman’s orJgtnatidea・We
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can extend our situation to the one which acts on the sec一

七ions of the vector bundtes，andit gives the const「uction

Of the differentiat operator acting on systems・ln the

frame work of thisinvestigation，We glVe the construction

Of the fundamentat sotutions for a heat type equation on the

non－COmPaCt Riemannian manifotd and the asymptotic estimate

for this．Atso，We remark that this procedure can be

extended to the generat Lagranglan function．
t

The other descript70n Of the ctassicat mechanics is

gJVen by the Hamittonlan formutation，Where the’action

integrat’Can be atso defined as an anaiogue to the Lagran－

gian mechanics・in chapter　日，We discuss theinteg「al

transformation which uses the action defined by the glVen

HamHtonian．　Here，　We reStrict our concerns to the case

that the conf盲guration spaceis compact and the degree of

Ham＝lonian is tess than one．Our jntegrat transformation

COnSidered here can be described as a Fourier integrat

OPeratOr・Slnce the group ofinvertibie Fourierinteg「al

OPeratOr Of order zerois ainfinite d盲mensional Lie group

having a nice property which fits to our scheme（Cf　2・1

Theorem B），We Can PrOVe the product formuia for the above

integrat transformation as a kernel funct盲on．

1Ⅹ



Chapterl PathintegraL formutation from the Lagran－

g an mechanics．

1．O Pre＝m盲naries and the statement of resuits

in this chapter，We give a rtgorous meaning to the con－

VergenCe Of path integrai in a non－COmPaCt CurVed space・

Though comparing with Feynman．s origlnatidea，We COnSider

the casewhereけrlis reptaced by一入（入〉0）・NametY，We COn－

Sidered a certainintegrat transformations（to those which

acts on sections of a generai vector bundie），aSSOC‡ated

With a glVen Lagrang‡an function of the form；

L（X・X）＝gij（轟盲Xj・WhereG＝（gij（X）〉definesaRiemannian

metric，and show the convergence ofits productintegrat in

a refined topotogY（POintwise convergence of the kernet

functionト

Let（M，g）be a smooth，Riemannian m－man7fotd and tet E

be a vector bundte over M with a Hnear conneCt盲on D．Sup－

POSe that E　盲s furnished w盲th aninner product preserved by

D・Whichis denoted bY　く・〉x at eaCh fHber Ex・X∈M・We

extend the action of D to tensor fietds on M with vatues in

E・　Using the connection D，We Can COnSider the parattei

transiation atong the minimat geodesic r from y to x，Which

maps an etement of E to that of E．We denoteit by P（X，y）・

Denote by㌔細目he set of a＝continuous sections of E

w盲th the compact support and bY C（E）that of a＝　smooth
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SeCtionsofE・Put CO（E）＝Co（E）C00勘・Forく∈Co（E），We

define the L∠－nOrm aS

附し2（E了症x），再）＞xd轟・

Wheredpg（x）denotesthecanonicaimeasure defined by the

Riemann盲an metric g．We denotebyL2（E）theHitbert space

Ofsect70nS＝fEsuchthat剛L2（E〉く＋0・

Now，COnSider the foHowingintegrat transformation in

L2（E）withトparameters s，t，0≦Sくt，and入＞0（C千・日8日，

（0．日　　　H（入；七，S〉くくX）

＝（2万人－1）一m／2 p（t，S；X，Y）lexp一入S（t，S；X，y）］

XPくX・y）両極g（yト

fori（X）∈C∞0（E）：Here S（t，S；X，Y）＝d2（X，y）／（2（七一S）），Where

d（X，y）盲s the distance function and p（t，S；X，y）is defined by

（0．2）　　p（t，S；X，y）

＝idetト∂xaYSくt，S；X・Y）軌g輌g（y）lり2・

where〃g（X）＝idet（gij（X扉／2日〇・2日sassumedtobe we＝ト
def盲ned here・　jn fact，itis guaranteed under the assump－

t盲on（A．0〉　whichis statedin　§2．Cf．【5】and　日8日・
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The kernei function of H（入；t，S）W＝」　be denoted by

H（入；t，S；X，y）which may be considered as a section on E E；

the vector bundte over MxM whose fiber at（X，Y）∈MxMis g盲ven

bythetensorproductEx図E；・

We cons7der the p「Oductintegrai for the above operator

（0・日・Nameiy・iet qN be the N－equat Subdivislon of the

intervat【O，七】for gTven t〉O and any positiveinteger N，

げN：0＝七0く七十‥くtN－1くtN＝七・tj＝り／NH＝・

We set

（0・3）　H（入；α証t）

＝H（入；七・tN－1）H（入；tN－1・tN－2）・・・H（入；tj・0）・

and denote by H（入；qNEt；X・y）the ke「net function of（0・5）・

in order to state our resutts，Weintroduce the fo＝ow－

ing assumptions：

（A・0）（M，g）盲s a connected，Simpty connected，COmPtete

削emannian manifotd and has non－POSitive sect盲onai cur－

Vature．

（A・1）There exists a positive constant kl SUCh that

fo「anymuHトindexα＝（α1，…，αm）・0≦回≦3and x∈M・

肛4）　醗告k（X。x≦kl，
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where▽andR？jk（X）isthe Riemannian connection and the

CurVature tensor defined bY g reSPeCtivety・

（A・2）There exists a positive constant k2　5uCh that

the curvature　2－form n of D sat盲sf盲es，for O≦i呵≦3，and

X∈M

（0．5） 岬D類＝x≦k2

We can state the maln theoremln chapterl．

Theorem A． Let（M，g）be a m－dimensionat Riemannian

manifoid and E be a vector bundte over M which satis十y

（A．0ト（A．2）．Fix T〉O arb盲trarlty．Then，the tlmit

叩・6）　H（入；t；X・y）＝timH（入；JNけ；X・y）
Nr・∞

exists as an section of E E for any t，0くtくT．　Moreover，

H（入；七；X，y）gives a fundamental sotutlon oi＝　the f0日ow盲ng

ParaboHc equation：

（0・7〉　【扇一入‾1Ax佃入；七；X，y〉＝0，

＝mH（入；t；X・y）＝ざk（X）xidy，七→0＋

Where

（0．8）
Ax＝くり2）△望－くり12〉Scat。（X），△ニーD＊D・

DXis the ad」oint operator of D with respect to theinner



productonL2（E）andScatg（X）一sthescatarcurvature・

On the other hand，in the course of the proof of the

maln theorem，We Can get the asYmPtOtic behavior of

H（入；七，S；X，Y）as巨0，Whichis a partiat extens盲on of resuLts

in Moichanov【25】who treated the case where E＝MxC・

CoroLもar Under the same assumpt盲on as in the

main theorem，the fundamentat sotutions H（入；t，S；X，y）of

（0．7）satisf盲es，†or any e，0くeく　り2，

（0．9）　　盲目（入；t；X，y）

ー（2刀入－1t）叫2p（X・yHexp一入（d2（X・y）′2t〉削X，y＝（X，y）

二叩二軍＿j

≦r・t　2iexp一入㌔＊d2くX，Y）／2t】，

for any x，Y∈M，With some positive constant r－，Where

e：・t－2e・P（X・Y）＝idetg（dExp；1）Yll／2・ExpxIStheexponen一

＊＊

tiat mapptng defined by g and

Ex E；くCf・§2ト

l（X，y）
毒S the norm in
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1・10ut＝ne of the proof of Theorem A and retated

remarks．

in th盲s section，We State our ptan to prove the main

theorem in S1・0・　First，in　§1．3，We Show the f0日owing

basic properties of H（入；七，S）deflned by（0．1）．

OSition j．1 Assume　（A．0卜（A．2）．　On fixing T〉0

a「bitrar＝Y，the fo＝owing properties hotd for O＝くSくtくT：

（a）Theintegrat transformation H（入；t，S）defines a bounded

＝near operatorin L2（E）．

（b）　ti佃IH（入；t，S）モ　ーミ＝
t↓S

＝ml旧く入；t，S）ミ　ーく‖
S十七

L2（E）

L2（E）

Let B（L2（E））be the set ofa＝bounded　＝near opera－

tors onL2（E）andweintroduce the topotogYby the operator

norminit．BY Proposition1．1，H（入；t，0）can be considered

as acurvein拓くL2（EH starting fromtheidentityoperator．

Now，We may COnSider the convergence of the productintegrat

of H（入；t，0日n（L2（E日．So，We PrOVe the千〇日owingin S§

1・4－1・5・Whichis one of the key resutts：

Theoreml．2． Under the same assumptions asin Proposi－

tionl・1，the fo＝owing properties hoid　‥

（a）There exists a pos盲tive constant Co＝Coく入；T）such

that
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（1・1〉　冊里人；t＋tt，S）－H（入；t＋七●・t▼）H（入；t’・S）紺L2くE）

≦Co冊＋tI扉／2－t3／2＋（七・旬3／2情－lL2（E）

for anyミ∈L2（E）and O≦Sくt，く七十七・くT．

（b）　There exists a　＝m盲t H（入；t）　＝＝mH（入；七・tN－

1）・・・H叫・0）・tj＝（j／N）七・j＝1・・‥・N－1，T三秒（L2（E））

for any t〉0・Therefore・iH（入；t〉〉t≧O With H（入；0）＝　the

7dentityoperator，is aCO semトgroupinL2（E）・

（C）Theinfinitesimat generator　入－1A of H（入；t）is

g川en by

（1．2）　入－1（AH（X）

＝【（諾Hく入出貞X）t＝Oj

＝入‾1日り2〉△望－（1′12）Scal。（X）出X）・

Theoreml．2　Shows that the product lntegrat of（0・6）

determines a fundamentat sotution of the heat tYPe equation

（0．8）in the distribution sense．To show the reguiarity，We

COnStruCt a kernet function by another method whichis

rather standardin the theorY Of partiat differentiat equa－

tion（Cf．Friedmanl12日．Using this estimate，We PrOVe the

main theorem．Namety，We Showin§1．7　the fo＝owing：

Theoreml．3． Under the same assumptions asin P「opos7－

tion l．1，We Can COnStruct a fundamentat sotution H（入；t）
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With the fo＝owing estimate：For anY e， 0くH去， there exists

a positive constant r＝r（入；T・e）which dose not depend onJN

SuCh that

く1・3）iH（入；X，y上目（入；JN直X・細くX，Y）

二（町31

≦rt　2　N－1／2lexp（一入と（4）（d2（X，y）／2t）日，

where e（4）＝ト4e andH（入；t；X，Y）is the kernet function of

H（入；t）．

Rema「kl．　We CannOt PrOVe the convergence of

H（入；qNIt；X・y）directty・Which may be sti＝aninteresting

PrObtem．

For the sake of our computatlons，We ShaH introduce

the normat coordinate．　Given支∈M，tet U be a tocat coordト

nate ne一ghborhood o干支with the coordinate（Xl，…，Xm）such

that EiUIStriviatizedasEiU％UxF・WhereFis thestanda「d

fiber ofE・Takinga framef7eidiea（X）〉ofEiU（i・e・ea（X）

depends smoothty on x∈U andiea（X）〉forms a basis on F for

any x∈U．

Denotebyrj岩（X）thecomponent of D」＝
There－

†ore・foreachく∈C櫛（E）・itscovariantderivativeDj＜Canbe

。・4）　Djミa回＝∂」ミa回＋rJ捏（X）・



Atso，for any　掴1（E），a E－VatUedトform，Wr－tting by

Q（X）＝当（X）dxI・当＝巧くX）ea（X）・Wehave

＝・5）Dパ（X）＝∂パ（Xトr朗｛xトrj綽）項x）・

Where
r」㌢ is the Christoffet symbot of g・　Moreover，the

Locat coordinate expression of the covariant derivatives for

any tensor fietd with vatuesin E is obtalned simltarty・

us－ng these notations，△D can be expressed as

㌔轟）＝gり（X）ゆ了ri綽）。動・rjE（X葎C（X）・

for anyく∈Cゆ（Eト

FinaHY，We glVe SOme re‾marks about the main theorem・

Remark　2． （i） Triviat bundie，E　＝　MxR（Or MxC）．A sec－

tion of the triviat bundte can beidentified with a function

On M and C（E）≧C（M）．Taking the trlviat connection，　暮・e・

P（X，y）　id．，We get aintegrat transformation acting for

functions on M，Whichis consideredin【18］．　So，in this

CaSe，the　＝mit

・‥H（入；七・七N－1；X；ZN－1）…H（入；tl・0；Zl，Y）

d〟g（ZN－1）‥・d′1g（Zl）

exists as a function on PjixM for fixed t，　OくtくT，　under the

assumption（A．1）．We may denote　盲ts timit by

∑

X（・）

X（0〉＝Y，X（t）＝X

【exp，入S（X（・日3　（Cf．Feynman H1日，



（H）The bundie of 旦‾ forms，E＝APT＊M．in th盲s bundle，

We Caninduce theinner productく・〉x and the connection D

CanOnicaHy by g．Nameiy，for

輌il…→pくX）dx十・AdxP・

‡

頼）＝りil…－p（X）dxtlA…AdxtP∈C（E）・

We define

（1．6）

anq

（、t．7）

く再”（X）〉x＝g早1（X）…gIpJp（X）くil・・・一p（X）りjl‥・jp（X）・

Dパ・‥㌧p図

＝ajミil…－。（X）－r輝）ミk十・i。（Xト…

一拭くX）㌦‥t。＿1k（X）・

Then・We get the operator Ax＝－（1／2）△L－（1／12）Scatg（X）

atong the path－integrat approach・Here△L盲s the rough

Laptacian defined by g（Cf．【21日，and　＝ヒis given bY

日．8） ・（X）

△L㍉1…lp

・（X）＋EF＝1R㌧m（X）㍉…m・‥・p＝悍il・‥一p　　　　　　　　＝x）

：Em〉kRim7kUV（X）㍉・・・u・・・V…ip（X）・



whereRリ（X）andRリkh（X）arethe component of the Ricci

tensor and the curvature tensor of g respectivety，and△H

denotes the Hodge－de Rham operator．

（日日　As a generaHzatlon of（＝），Our method con－

structs the fundamentat sotution of the parabo＝c equation

Whoseinfinitesimat generatoris the f0日owing：

（a）The Lichnerowicz Lapiacian acting on tensor fietds・

（b）The splnoriat Laptacian of Lichnerowic子When M adm盲ts a

SPlnOriat structure．（Cf．【2日‖
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う．2　Pre＝minaries for ciassical action and the parか＝ei

transtation．

Throughout the rest of chapter，nOtations and definト

もions concerning　輔e differentiat geometry wi日　干0日ow the

references【5】and【181．榊e shaH use we＝トknown facts in

E5】，E6】and S2　0f【18】without proof．

Let（M，g）be a Riemann盲an manifotd．First，We reCa＝　a

geodesic，i．e．　a curve？，（u）which satisfies the fo＝ow盲ng

differentiat equation，

（2・‖　享三悪＝懸＋弓k（X（uH悪霊＝0・

where諾denotesthecovariant derivative aiong a curve・
Given x e M・We define a mapp‡ng Expx from the tangent space

TxMinto M by ExpxuX＝X（u）・Where x（u）satisf盲es（2・1）with

theinitiai conditionx（0）＝Xand瀞0）＝XETxM・Under

the assumptions（A・lHA・2）・Expx gives a diffeomo「phism

from TxMinto M fo「each po盲nt x e M・Denote bY d（X・y）the

削emannian distance between x and Y．Then，the function

S（t，S；X，Y）defined by　日．3）is given by S（t，S；X，y）＝

卓空虚上山

For each X e TxM・identifying Tx（Tx桝With TM・We may

induce naturaHy the scaiar productin Tx（TxM）・Now・for

fixed x亡

of Exp；1

M，Wedenoteby（dExp；1）Y，thedifferent盲aimapp盲ng

at y．Define aiso the funct盲on o（X，y）onト巧xM by

嗅，Y）＝idetg（dExpx〉xi・ExpxX＝y（Cf・See【‖・Then・the
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function p（t，S；X，Y）dei：ined bY　日．5）can be written by

（2．2日　　石t，S；X，y〉＝（トS）叫2β（X，y），

±

whereP（X，y〉＝白くX，y）2．

RecaH the atternat盲ve representatlon of the funct盲on

P（X・Y）・Ore（X・y）・LetiJ2（u）・・・・・Jm（uHbea（m－t）－JacobiJ

fieid with the　盲nitiat conditions

‖）Ji（0〉＝0　日＝2・‥・・m）

日日iJi（0日i＝2，．．．，m forms an orthonormat basIs of the

OrthogonaL comptement of x（0）’ln TM．

（2・3）　0（X，y）＝「トm臨七（（J車）・Jj（「Hy侶「＝d（X，yト

Remark that the assumption（A．3）imp＝es that the any sec－

tionai curvature　盲s bounded betow by some constantーk2

（k〉0）．　Therefore，by the wetトknown Rauch comparison

theorem，We get（C†．【51and EBH

Lemma　2．1． Assume that（A．O）－（A．2）．　Let J（u）　be a

Jacobi f盲eid atong geodes盲c x（u）With arctength parameter

and satisfying theinitiai cond日日onsJ（0）＝0，J（0）＝0．Then，

（日　There exists a pos＝Hve constant k such that

（2・4）「刷紺x　≦刷り＝y≦く
sinh kr

kr
）1日（0）11
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日日　Pa「ticuta「ty，We have

（2．5）　　1≦　8（X，Y）≦（

（2．5t）　　　く
Sinh kr

K「

Sinh kr、くm一日／2
kr

〉－くm一日汗2≦p（X，Y）≦1．

Denote by SM and SxM the unlt sphere bundie over M and

the fibre of SM at x respectiveLy・By the same proof as　盲n

Lemma　4．l of H8】，We have

Lemma　2．2　Notations and assumptions being as in Lemma

2・1・there exists a pos盲tive constant kl SuCh that

（2・6）　刷佃y≦（kleXPklr）油0川x，「＝d（X・yト

Mo「eover，We have

（2・7）　iiOr（X・y）li≦kleXP klr・「＝d（X，yh

whereOr：j㌦（X，Expxru）・Expru＝y・ueSxM・dr

Now，We give the estimate of higher order derivat盲ves

Of the functions p（x，y）：

OS盲tjon　2．3．　Assume that くM，g）satisfies　拍・0）－

（A・2）・Then，there exists a positive constant ko

（2・8）i専（X・刷≦kDeXPkor・r＝dくX，Y）・

for　0≦」≦S and fo「any x，Y C M．

Togivetheestimate for　▽ip（X・Y）・We need severat

steps as betow・From now on，We aSSume that xis fixedin M・
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BY the assumptions（A．O）－（A．2），We deduce that the exponen－

tiat mapp＝1gis a diffeomorphism fronlTxM onto M・Thus・We

canintroduce the normaL COOrd nate around x．（Cf．Seel18］

for the precjse notation）．　By the　‡dentification

TxM＝SxMxR・We ShaH use the normat potar coordinate（r・u）・

where u＝（u2・・・・・um〉In aiocaL coordi－nate Of SxM　＝

iYeTxM；細川x＝11and re R＋・Choosing an o「thonormaL vec－

torsie2（u）・・・・・em（u）h at a POint（r・u）・Whlchis perpen－

dicutar to radiaiax盲S・We may aSSume thatie2（u），・・・・em（u〉〉

depends smoothty on u tocaHy．（For exampie，We COnSider a

neighbo「hood o†uin SxM and orthonormaibasIs with u as a

first vector，and we wi＝　deform by using the Gram－Schmit

Orthogonatization）．We put，for a　＝　2，‥．，m，

（2・9）Ka（＝1）＝Expxu（U＋く㌢）ea（刷，

for sufficientiy smat＝1・Sinceく2日s an geodesic varia－

tion・芸㍉s aJacobifieLdatongthecurveKa（u・E．）for
eachl盲xed el and has theinitiat conditions

（2・10）葦0，0巨0・諾串町）＝叫声㌔（山上

Therefore・for sufficientty smaH el・

再認日量〉Ka（0卑＝x＝0・

Atso，We Can aPPty Lemma　2．j and Lemma　2・2，We have

一中a（U，0紺x（u）≦KleXPkr，
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Ka（u D）×（u）≦KleXP k「・

（2．日）

With some constants K．and k．

Let us use the indices A，B，C，‥．＝　う，2，　‥．，m and

a・b・C・…＝2・3，…・m・Denote by gAB the component Of

Riemann盲an metric g with respect to the coordinate（r，u）

l．e．

（2・12）gAB＝鵠：∴器：：；j
Where

＝gll（「，U〉＝g（「，U）HdExpx）「山勘くdExpx）「“U）＝1・

gla（r・U）＝gal（「，U）

＝g（「，U）く（dExpx〉ru町（dExpx）rueaくり）〉

＝　0，

く2・13）　gab（「・U）

Lemma　2．5．

g（r，u）HdExpx）ruea両・（dExpx）rueb（uH・

Assume that（柄，g）satisf盲es（A・0）－（A・1）・

Then・the「e exists a posit盲Ve constant K2SuCh tha七・for

2　≦　a，b　≦　m，



（2．14）

Proof．

沌abく「ル‖≦K2eXP K2「・

再rgab（「・0日　≦K2eXP K2「・

鶴gabく「・0日≦K2eXP K2「，

By estimate ofJacobi fietdin Lemma　2・3，We

Obtain the firstlnequaHty of（2．14）．For the second one

Of（2．14），We Obtain　圧　by the fo＝ヵwing computation

㌫b（「再話串。1＝。・和宣x（u）iu＝「

＝（式中a亘宮中b亘1＝。〉x的

十（郎叫声中bi宣x吊
Thus，We have the second one of（2．14）by（2．1日．To obtain

the tast one of（2・14）・We take a curve u（e2）in SxM for

Suffic盲entiy smaH c2，and u（e2）　＝u＋e2ec（uh

（2・15）Ka（u卑亡2）＝Ex。xUくりくど2）・卓）ea（再2）‖・

Then・Ka（u・ei・e2日s aiso geodesic variationin two parame－

terS C1・亡2and has the fo＝別鉦叩initiat conditions：

（2・16）童Ka（町，亡2〉＝0・童Ka（〇・と一・と2）＝0・

認中a（0・亡1万＝喜ea（呵‖・

（2．17）
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諾童Ka（0・亡1・亡2）＝山里2い卓）量ea（巧））・

By differentiatingJacobi equation w盲th respect to el Or e2・

and putting el＝e2＝0・We get

（2・18）　Fa，i，jくu）

百と18ej
かu・0・0） 十　R（X（u），

百とi首ej
Ka（u・0．0））x（u）

WhereFa，吊（u）isthefunction of R，∇R・童Ka宣Ka・
82．′　　　82

K＿，

百uBと了a’旨uBCj
Ka・and we have the foHowing estimate・bY

Lemma　2．1and Lemma　2．2，

（2・19）‖Fa，1，j（u）Hx（u）≦k2eXP k2u

Therefore，We get by variation of constant

（2．20）

鋸守旺」
Ka（U・0・0）iEx（u）≦k2eXP ku・

With some positive constants k2and k・Then・in accordance

of u＝uaea・u＝（u2・・‥・um）asthecoordinateofu・uSing

（2・21〉　∂。gab（「，U）＝量gab（「・U（亡2〉）厚0

許亡28亡1 Ka（「，0・0）ヰKb（「・0・0））x（「）

＋（㌫Kaれ〇・0）・ 谷と2谷と1
Kb（「・0・0日x（「）・
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We get（7）by Lemma　2．2．

Remark． in the above proof，We ShaH use the lnVerSe

matrix of fundamentat sotution ofJacobi equation，because

We USe the method of variation of constant．To get this，We

USe the estimate ofJacobi fietdJ（S）with the　盲nitiat con－

d盲tlonJ（O）＝0，J（0）＝0，Whichis atso exponetiai grouwth at

infin盲ty（Cf．See atso Cheeger－Ebin E6H．Atso，We uSe that

theinltiat vatue o千二透
百u　百と1冴亡！‾■a

K＿is bounded，　Which may be

Vu VLiVLj q

assumed by the appropriatetY Choos盲ng of ea（u）・a＝2・・‥・m・

Lemma　2．6． Gjven any xeM，take a normat poior coord－

ninate　（r，u）　around x．Then，there exists a positive con－

Stant k3　　SuCh that the foHowing estimates hoids：

（2・22）igAB（r，u）I≦k主‥expk主●Ir，r＝d（X・y）・

（2・23）　鳩。（「，中日≦k去‥expk三㌦，「＝d（X・y）

wheregAB（r・u）and rgc（r，u）are theinverse matr－x of

g＝（gAB（r・u）and the Christofet symbot with respect to the

coord－nate（r，u2，…，um）respectivety．

Moreover，for the function p（X，y）　defined by（2．5），

輔ere exiStS a POSitlve constant k3SuCh that for any x・yeM・

く2・2郎　　▽yp（X・y）iy≦k3eXP k3「・「＝dくX・y）

P「〇〇千．　We Sha日．onty show（2．24）．　RecaHt p（X，y）
J

e（X，y）2　and e（X，y国　bY（A．0）－（A．日．Take normaipotar
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COOrdinate（r，u）around x and use the same notation as jn

（2．9），We have

0（X，Y）

idet【gく「，。）（量Ka（「・0巨竜Kb…））y】a，b＝2，・‥，ml

＝ldet（gab（「，U目上

Differentiating directty and apptylng Lemma2・5and（2・23），

Now・tetu2・・・・・（Jmbethecoord盲natesonpart of SxM・

Vje denotebyDP・V the differnet盲at operator・∨＝（V2，・‥・Vm）

蘭tくさ）V2（詩）Vm

To obtain Proposition　2．3，We Oniy get the foHowing：

OS日日on　2．7．Under the same assumptions and nota－

七盲ons as in Propos盲tion　2．3，there exists a pos日日ve con－

Stant ko suCh that

（2・25）　＝距VJa出潮x（「）≦koexpkor

for p＋箋Vl≦L．

Differentiating the Jacobi equation and putting

Ja（∪・U）＝童Ka（u・0），Weget

（2・26）　Dt・VJ三くu・uいR（U，u）Dt・VJa（U，u）＝Fa，t，V（u・u）・
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Fa，t，V（「・U）

Where

＝　∑
p＋q＋lv一回V，半t＋iv困　DP・V’RDq・V’’Ja（u・u）・

P＋iv’l≦七十lvl

q＋‡V’’l≦t＋lvl

Jais the2nd derivative with respect to u・and R（u・u）X（u）

＝R（丈（u），X（U））女（u）．By Lemma2．6，We have

（2・27）iDP，V．R（U，u‖

≦【k3eXPk3rl＝p＋lv・風IIvJR‖

for some constant k3・

Now，We Show（2．25）bYinduction．RecaH that（2・25）

hc＞tds for p＋回～＝1．Assume that（2．25）hotds for p＋lvl≦L－1・

by（2．27），We have

tiFa，t，V（U，u）lI≦ko exp ko u

for some positjve constant ko・Then・by the variation of

COnStant for　（2．26），We get the estimate（2・27）for

P＋回＝L（tn this case・We ChooseJa（0・u）andJa（0，u）to

be bounded）．

Remark． Ber畠rd t31has simitar estimate for p（X，y）for

the case that M is a compact manifotd without conJugate

P。ints．
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Next，We Sha＝　recaH the paraHei transformat盲on of a

SeCtion of the vector bundie E over M．G盲Ven a curve x（r）

OnMsuchthat x（S）：y・X（t）＝X（Sくt）・and　号と　＾冒（M）・

define言回と人望回くM）by

（2・28）　諾ざくZ）＝0・　冨（0）項yト

Now・WeWritetheaboveonebyr（Z）：P≡（∇；X（r））＜（y）・Since

（2・28）the first order ordinary differentiat equation，the

SOtutlon of（2・28）exists uniqueiy for given curve x（Z・）．

Particutariy・if rc（r）be a ctassicai path which attains the

infimumof。・3）・WeCandenotebyP…（▽；rc）＜（y）r（t）・Onthe

Other hand・COnSider atso a geodesicx（u）＝Expx uX・Where

Expx＝y・and the paraLtei transport p去（V；X（u））＜（Y）for

X（u）・Now・eaS＝ywegetp…（∇；rc）＝P去（V；X（廿日fweassume

that　細，g）satisfles（A．0卜（A．日．　Moreover，We Write

症△；X回）byP（X，y）forsim頼。ity．

Let E x E＊　be a vector bundte over MxM，With the fibre

ExxE；・SfnceeachvectorspacesExandE；equipswithinner

PrOduct（・）x（Or（，）Y）・Wegive theinner product on

each fibre ExxE；・Th－S亙givenすくX・y）＝頼）x刷稚，

り（X，y）＝り（X）xり（y了，We define

（2・29）　くす（X・y信（X，yH（X，y〉＝裾X）・頼））xく再〉＊・由凸y・

and

甘30）　日毎，細くX，y）＝（再・y）・再・yH2（X，y〉
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The fo＝ow盲ng temma　盲S eaS＝y obtained（Cf・See Berger

Lemmヨ　2．8．

【4】ト

Assume（A．0卜（A．2）．Then，We get the fot－

towing：

くり　　PくX，y）cc∞（E固E＊），

（＝）For　くど電（E）・We havellP（X・y）くくY）iix＝栂y）iiy and

刑X・y畑x，y〉＝m＝dlmM・

（巨日日　P（X・X）＝id・，theident圧y operator dn Ex・

（叫（▽xd2（X，y），∇xPくX，Y。x＝0，

Whe「e∇xis canon盲ca＝y extended Riemannian connection bY g

with respect to x－Variabtes on E x E事．

Lemma　2．9． Assume（A．0）－（A．1）．Then，We have

（2・3日　　▽xPくX・y‖x＝y＝〇・△xPくX，y‖x＝y＝〇・

（2・32）　▽yPくX・y‖y＝X＝0・△xP（X・yHx＝y＝0・

Proof・LetiealE＝1be an orthonormat basis at Ey・

Where dimEy＝P・Extendiealto a tocat frmame fietd so

that they are paraHet．　Take a normat coordinate

くYl・…・Ym）at Y anddenotebyrj喜thecoefficientsofD・

Byputting　回＝冨a回ea（r（頼，（2・8）canbewrittenas

（2．33〉 ＋rj頼zH整bくど）＝0
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So，uSing the TaYtOr eXPanSion，We Can Wr盲te言（r）by

（2．34）　；8回

＝言a（0）＋首aU（0〉ァ

＋（り2！目すa）・・（0）72＋0（r3），

With respect to T，We get

く2・35）く針期＝－rJE（y）Y早くY）・

（2．36）　（言a）・・く0）

＝－【aurJE（y〉YUY」十r」書くy）ruEY巧・

whereExpyY＝X・becauser宗（y）＝0・WhererjいstheChris－
toffei symbot of g．　Substftuting（2．35）and（2・36〉into

（2．34）and putting r＝1，We have

（2・37）；d（1）＝P書くX，y）凸y）

＝持昌一r」書くy）Y」

－。／2日∂。rj岩（y〉YuYJ＋rj≡r。約）YuY」

十〇（Y3回y），

whereP昌（X・y）is thecomponent of PfX・y）with respect to



ー　25　－

iea・RecaH

（2・38）　Dx，JP書くX・y）

＝∂，jP書くX・y）＋rj書くY源x・y）・ExpyY＝X・

Combin盲ng（2．37）and（2．38），We get the firstinequaHty of

（2．31）．SimHa「ty，We have

（2・39）　Dx，kDx．jPg（X・y）

＝∂kajP書くX・y）＋akr」…（Y塞くX・y）

十r」…（Y）akPE（X・y）・rk…（Y）∂JP締・y）

ニーくり2冊krJg（yいaJrk書くy）

＋2rk…（y）rJ約）＋akrJ書くyいrj書くY）

＋　0（Y）

Which proves the second equatity of（2．32）．　For（2・14），

remark that for any x∈M and y，Z∈V，We have

（2．40）　　PくX，Z）P（Z，y）＝　P（X，X）＝id．

Differentiating（2．40）covar盲antiy and using Lemma2・3（H）

and（2．3日，We Obtain（2．32ト
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Lastiy，We g川e the estjmate of higher order der7va一

七ives of P（X，yト

OS盲tion　2．5．　　Let 叩，g）satisfies　（Å・目上（A・3ト

Then・there exists a posit盲ve constant Ko such that

（2・41）　嗅P（X・Y）itx，Y）≦KoexpKor・r＝d（X，y）・

for　0≦」≦3．

Remark・The norm＝　tI（X，y）is theextendedonecanoni－

ca＝Y for tensor fietd・Hereafter，We USe the same notation

WH：hout exptainingit．

To obtain the above proposition，We first get the fot－

tow盲ng

Lemma　2．6．
There exists a pos盲tive constant KI SuCh

that the fo＝ow盲ng estimates hotd：

く2．42）

冊xPくX・y細くX，y）≦KleXP Klr・

憫yP（X・y細くX，再≦KleXP Klr・「＝dくX・y）

Proof．　Let
iel（Yh・‥・em（y））be an orthonormaibas盲S

Of TyM and put；i（X・y）＝：P（X・y）ei（y）・　Take

ifl回・‥・，fm（X）ias an orthonormaibasis of TxM atso・Let

Xj（el）beaCl－CurVeSuChthat＜j（0）＝X・耳xj（O）＝fj（X〉・
」＝1，‥．，m．Then，We get

～　一章言巧く亡1）サ⊂1＝0・∇fJ（X）ミ（…）－

considerthevariationKj（u・el〉＝Expyu（u・（㌣げj（Y。・Wnere
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Expyru　＝　X and7」（Y）istheparattet tranSPOrtatOngthe

geodesicfromxtoY一・e・7」（y）＝　P（X・y）fj（X）・Aiso・We

defineij（u・el）eEKj（u・el）・j＝1，・・・・mby

前号u・亡1）＝0言」（u・亡1）＝ej（y）

for each fixed ei・In terms ofiocat coordlnates・ij（u・el）

t（u卑dx11＾…AdxP・Wege七
㌧－㌣‥・ip

く2．43）

Where

X＝X」く

百u旨C

賢；
FC1す∪

ヽ

t

／
．
■
．
．
■
．
－
一

r
Ll

u（
．
」

j（u卑一郎謝」茜Kj卑u・Cl）

＝項（動ヰK凸（u・亡－）
Jヽ■－

（綽・Y）畑1，‥・・l。
ゝ

RJkil駒ji2・‥tp＋…＋R」kiphX」再jil‥・盲p－1h・

Y＝Yk東・Remarkthat

目刺（0・坤＝刷㌢）Tj回…再ii叫㌢川

and（㌫）Kj”．：。isaJacob盲fietdaiongx（u）＝Expyuu with

theinitiaL condit－ons埠）K」（0・0）＝〇・盲缶Kj（0，0〉号
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Then，We get by Lemma　2．4，

（2・44）謡卑」卑0盲i

≦2旧制x（u）日動毎0）tix（u）埠KJくu馴x（u）＝；」＝x回

≦2Kl eXP Kl U

Wlth some constant K＜）O．Thus，We have

（2・45）冊xP（X，y）‖2＝∑㌦HIl∇f」諦（X，刷…

≦2Kl eXP K了「・「＝d（X・y）

For the second　盲nequaHty of（2．42）is eas＝Y Obtained by

（2．46ト

Proof of Pro OSH：ion　2．5．　Now，uSe the same notations

asin the proof of Lemma A．6．To prove（2．412．4日，We ShaH

SuCCed to dlfferentiate　（2．10〉　　covariantiy．　　Let

約十・‥・et）be a Cl－CurVe SuChthatX（0・‥・・0）＝0・and

葦0，…胡＝千石（X），葦0，…胡　fjt（Xト　Define

rj（0・el・・・・，et〉sameiYaS盲n（23）・by

く2・47）諾与u・隼‥・・Ct）＝0言」（0，と∵‥・et）＝eJくy）

KJ（u杏‥・，早＝ExpyuE再出17i（y）＋…＋亡七号it（y）廿11
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Djfferentiating（26）covariantty，We have bY Ricciident盲ty，

（2．49）　諾
て

泥「‥択t
‥．，0）

＝∑轟掛諾巧守0唖β隼0・・‥，0）
t、

Where回≦七・両≦七，and（諾）α
汐困

（卑α1…（卑α了

Whe「e

α＝（α1・…・αt）・　Then・We getinductivety・if the estimate

i履）α；」れ0・‥・朝日　≦KこexpKこ「・「＝d（X・y）for　回≦ト1・

（2・50〉　吊諾）α与「，0・・‥・0川≦K皐。eXPK－α「・回≦七・「＝d（X・yト

Thus，We have easitY the P「OPOSition　2．5．
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l．3　Basic properties of H（入；t，S）

RecaH the operator H（入；t，S〉in　日．2）．Using the nota－

tion asin　§2，it can be written by the fOHowing：

（3．1）　　Hく入；七，ShくX〉

＝く2罪人－1）叫2†拙S；X，y）ex。一入宣撫）p（X，招く佃。（Y）・

forくどC言（Eト

in this section，We Sha＝　gFVe SOme basic properties of

（3．日，uSing the resuい七　盲n S2．First，We PrOVe the part（a）

in Theorem A．

OS＝Hon　3．1．　Let us assume that （M，g）　satisfies

（A．0）－（A．2）　anci we fix T〉O arbitrarY．Then，the operator

H（入；t，S）is stabte，that　盲S，there exists a posit盲ve con－

Stant Co＝Co（入；T〉　such that

（3・2）i一日（入；七・S）塙）≦eCoくトS）附し2くE了

fo「0≦Sく七くT andミC CoくE）

Before p「ov盲ng above，We reCatt the usefut temma in

H8ト　Set t摘functioIl甫（入；t，S；X，y）by

勘入；七，S；X，y）＝（2差入‾十m／2言（七，S；X，再e‾入S（t・S；X・y）．

By using Proposition　2．3　and the same computation asin Pr0－

POSition　2．1in　‖Bj，We get
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Lemma　3．2．　under the same assumpt盲ons as jn Proposトー

tion　3・㌦　there exists a pos日日ve constant Co　＝Co（入；T〉

SUCh that

（3．3） †M曲入；t，S；X，y）怖。（y）≦両（七一SH・

JM冊入；t，S；X・y梱。（X）≦（1克くト5日・

Proof of Pro osition　3．1．　　The kernet function

H（入；t，S；X，y）　of H（入；七，S）is given by H（入；t，S；X，y）＝

h（入；七・S；X，Y）P（X・y）・Thus・forミE C言（E）・We have

（3・4）iiH（入；七・S冊）＝x≦JM苫（れS；X・y砕くX・y）州txd〟。（y〉

＝JM甫（入日㍉S；X・y）冊）＝yd〟。くy）・

because of Lemma　2．1．Thus，by Schwartz◆　inequaHty and

Lemma　3．2，We have

ilH（入；t，S出X）‖…

1　　　　　　　　　1

≦止輿t，S；X，y商人；t，SS；X・y〉盲目州潮岬2

≦両（トS））jM軌七・S；X・刷刷日毎y）・

Then，We get by Fubini’s theorem，

冊く入・七・S）紬≡2（E，＝JM冊入；七・S；輌日毎xト
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≦（1十由一SHJM有人；t・S；X，y瑚X）＝潮目錘。（y）

≦‖＋Co（トS））2i酬≡2（E了

Whichimp＝es（4．2）．～

Next，We Shati studY the behavior of H（入；t，S）as　いS

and sやt．Namety，We have

OSjtion　3．3． Under the same assumptions asin Pro－

POSltion　4．1，We have for O≦SくtくT，

（3．5）

＝m冊（入；t，S〉モーミH
t↓S

＝m　冊く入；t，S）モー紬
S十七

L2（E）＝0・

L2（E）

＝　0，

for anYミCL2（E）・Therefore，for fixeds圭0，PuttingH（入；S，S）

＝　the identlty transformation，We have the mapping from te

ls，Tj toH（入；t，S恒L2（E），StrongiYCOntinuousin t for each

ミC L2〈E）．Atso，Simiiar statementin s as above hotds．

P「00f・BY PrOPOSition　3．1，it　盲S Sufficient to prove

（3・5′）for each　号とC芸（E）・鵬define a cut oやf functionxe

Co（E）・　aS x（X）＝1if d（X，SuPP＜）≦2　and　　＝O if

d（X，SuPPH≧3・We shaH show the fottowing：

（3．6）

（3．7）

畏冊車；七・S恒紬L2（E）＝0㌦謹i－H声；‥shiiL2（E）：O，

畏冊2（入；七・S附し2（E）＝0㌦！冒ilH2（再・S出し2（E）＝0・



ー　33　－

Where Hl（＾；七・S）＜（X唇（X）H（入；t，S）弓（X）and H2（入；t・Sh（X）

＝トト石X））Hく入；t，Sh（X）．

Pr00f of　く3．6ト
Putting y＝Expx ru・ue SxM・We get

言（X・Y〉＝再）＋㍉（X；「U）・

62＝1＋1（X；叫・

油ere；（X，y）＝P（X・y）＜（y）eEx・Then・bymeanvatue theorem・

We have

恒；ru）＝†：諾拍・XくuHdu＝†

81（X；rU）＝
j62くX，X（uHdu■■■11

「

0（▽y頼・X回・XくuHx（u）du・

＝†：轟x・X（u））（か（X，X（U。du・
Where x（u）＝Expxuu・So・We get

Hlく入；七・S）u（X）

＝x（x）（2刀入十m／2J。†sxM…＋甫（X；，u庸m－1expidrdu・

WhereHl（X；ru）＝；1iX；ru〉当（X；ru）；（X；ru）・Us拍g Lemma　2・2，

日日　and P「oposltion　2．4，We ge七

滴1くX；項目≦l率（X；m〉＝x＋冊1（X；ru）再刊すくX；「立川x
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≦C了eXP K「【supii∇紬x＋
XeM

SuP
XCM

冊＝x】・

「＝dくX，y），千〇r SOme COnStant K〉0．Rem訂k汗唱　榊入－1「m／2

J。Jsm－1rm－1e一入r2／2tdrdu＝一・Weget

iiHl（入；t，Sh（X）一号（X紺x

≦CIY（X）vot（Sm‾1昭一S）り2…ご呂＝吋x＋困x】

xJ。rmeXPト入定＋畔S〉り2「］dr・

Therefore，　for O≦Sくt（T，　there exfStS a COnStant

Cl＝Cぅ（入；T，＜）depending on the support ofミSUCh that

（3・8〉　呵（入；t・S）い卑（E）≦Cl（トS）り2…野鶴Iix・剛x】・

Whichimpties（3．6）．

Proof of Define other cut off function p（y）　as

P（Y）＝10n d（Y，SuPPi）≦i and　＝　O on d（X，SuPPg）≧3／2．Remark

that P（y）ミ（y）＝　くくy）and we have

H2く入；t・叛くX）＝JMFく入；七・S；X・y）P（X・y）再）如。くy）・

Where

＝（2刀入十m／2日一再‖再紬S；X，y）ex。一頭至芸‡）】
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Since F（t，S；X，y〉＝O for d（X，y）≦l／2，We have F（t，S；X，Y）≦

（2罪人一十m／2（1－X（X））p（y）p（X，Y）exp一入d2（X，y），WherepくX・y）

is defined by．（2．5）for smaH O≦S（t．Mo「eover，iF（t，S；X，y）I

ゥ0．as t｝S S十七　for each（X，Y）e MxM．So，We have，bY

Lesbegue▼s dominated convergence and the simltar argumentin

the proof of Proposition　3．1，We get（3・7）・Then，We get

P「OPOS日日on　3．3．

For tater use，We Sha＝　give the some properties about

H（入；七，S；X，y）．Denote by H（入；t，S；X，y）the kernet function of

H（入；t，S），Which・Can be cons盲der as the section of

E　琵　　E＊．　Leセ　ミ（T，Y）be a mapp盲ng from【S，tいM to E

SuCh that for each fixedく（Z・，Y）is the section of E，Which

Wi＝　be catted a parametrized

C M，denote e
．
h
‖

t心
廿
　
V
′

yb

Lemma　3．4　Let

SeCt10n Of E．　Given，any y

inter－orproductbetweenEyandE；

モ巨，Y）　be a continuous，　bounded

Parametrized section defined for Te Es，t】，0≦SくtくT and put，

くくt，r；X）

Then，We have

H巨；七・S；X・y匪くど，y）如g（y）・Sくてくt
y

く3・9）裳＝JM新入；七・S；X，骨相d僻）・

（3・明▽まく＝JM▽頼t，S；X・y）芋再・Y）如。回・

く3．1日 ＝m g（t，Z，X）
t≧て◆S

ろくS；X），ijmくくt，Z，X）＝くく七，X）

S≧て十七
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Proofis obvious by the same computation asin Proposト

tlon　3．3．　So，We Omit here．

Sim盲tariy，tet膏T，X〉be a mapping from Es，七い　M to

E＊　Such that f。r eaCh fixed膏T，y日s a section of E＊・

Whichis caHed aiso a parametr盲zed

have

Lemma　3．5．

have，

（3．12）

（3．13）

SeCtion of E半．　Now，　We

For the parametr－zed sect－onミ＊of E＊，We

Sく諜S十七†M轟彗Hく入・七・S；X湖。（X）＝轟・y〉・

Sくてく抽SJM轟・X）芝目（入・七・S；X，y擁。（X）＝轟，y）
tim
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1．4　Convergence of the productIntegratin the opera－

tor norm．

ln th盲s sect盲on，We ShaH prove the parts　くC）and（d）

in Theorem A・Take T＞O arb盲trary and f盲Xedit・We divide a

Ciosedintervatis，t】，0≦Sくt（Tinto sublntervais，i・e．

（4．1） ノ
＼l

tく
（
U

tニS
●
　
▲
’N

b

′
l＋Sこく

」

t …N ’

．
ヽ
ノ

And we defjne the operator

くtN－1くtN＝七　・

」＝0，‥．，N．

（4・2）　H（入；口証七・S）＝H（入；七・tN＿1…・H（入；㍉・S）

Now，We PrOVe the　千〇日owing，Whichis（d）in Theorem

A：

OSition　4．1．　Assume that （M，g）satisfles　くA・‖－

（A．3）．Then，there existS a CO semi－grOuP H（入；t）t〉0，On

L2（E）such that，for any t〉0，We have

（4・3）　漂日日（入出‾H（入；醐（L2（E））＝0・

Wherem（L2（E））istheoperatornorminthespaceof針目

bounded operators on L2くE）．Moreover，We have

（4・4）日日州一日（入；頼勲㌦L2（EH≦C2tN川2expc2t昭

for some constant C2＝C2（入；T）・

To prove the above proposition，We need severat stePS

as betow．　First，reCaH the kernet functjOn H（入；t，S；X，y）of
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Hく入；七，S），i．e．

（4．5）　　Hく入；七，S，X，y）

＝（2m入－1）－m／2言（t，S；X，y）e一入S（t・S；X・y）p（X，y）・

By the d汗ect computat70n using the HamHton－Jacobl equat10n

for S（t，S；X，y）and the continuity equation fOr p（t，S；X，y），

（Cf．Lemal．1and Lemmal．5in　日8j），We have the foHowing

●

●

Lemma　4．2　The above H（入；七，S；X，Y）sat了sfies the fo＝ow－

（4・6）　謡H（入；七，S；X，y〉

＝く宇）△yHく入；七，S；X，y）

ー日宇）△yれx，；X，y）e一入障ぷX叫（X，y）・

＋e一入S（七・S；X・y）く∇yp（t，S；X，y）・VyP（X・州y

ーく宇紬x，；X，y）e一入S（七・S；X，y）△yP（X，y）ト

（4・7）　諾H（入；t，S；X，y）

＝一号）。xHくれS；X，y〉



・（2m入－1）一m／2【ヰ）。xp（t，X，；X，Y）e一入S（t・S；X，Y）p（X，y）・
一ヽ′

－e一入S（t・S；X・y）（▽y締・S；X，y），∇xP（X・Y））x

＋ヰ）れx，；X，y）e一入S（t・S；X・y）。xP（X，帖

because of Lemma　2．3　日V）．

Forie Co（E）・and O≦Sくtテ（七・We may Write

（4．8）　　H（入；t＋t●，S）くくX）－H（入，t＋七●，七●）H〈入；tテS）ミ（X）

Hく入；七・七‘・S；X，y出y）如gくy），

Hく入；t，t●，S；X，yJヽ

＝　H（入；七十七’，S；X，y）

H（入；t＋t◆，t●；X，Z）薄日（入；七一・S；Z・X）如g（Z）・
Z

Where

Where　＃

Z
meansthat theinterior productbetweenE；and Ez・

Since H（入；t，S；X，y）has a singuiaritY at t＝S，We define，for

POSitive C，

（4・9）　H亡く入；t，tI，S；X，y〉

H（入；t＋ti・J；X・Z挿Hく入；J，S・X；Z・y擁gくy）・
Z
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which sat盲sfies HmH亡く入；t，ti，S；X，y）＝H（入；t，七・，S；X，y）for any

（t，七・・S，X，y）and x＝y・Exchangtng　諾andtheintegraHn

（4．9），We have，by Lemma　4．1，

（4．10）

（4．日）

（4．12）

く4．j3）

H亡（入；t，七・，S；X，y）

－†S，；’

（2六人－1（七十t・－〔r）〉一m／2（2刀入－1（0－S））一m／2

鴎1JM申七・七†・S；X・y・Z）d〟。（紳

h恒；t・t●・，S；X，y，Z）

＝（㌔－）【△Z石X・Z）－△Z（γ・Z〉】

XeXP　一入【S（t十七一，Cr，X，Z）十S（0－，5，Z，y）］P（X，Z）iP（Z，y）

Z

h妄（入；七・ti，S，J，X，Y，Z）

＝（宇〉exp一入【S（七十七・，げ；X，Z）＋S（U，S；Z，y）】

Xく▽zp（X・Z），▽zP（X・Z））zP（Z・y）＃P（X・Z）
Z

‾P（x・Z）≡（▽zp（y・Z），▽Z（y・Z））Z

h昌（入；t，tや・S，げ；X，Y，Z〉



ー　41－

＝eXP一入【S（七十七書，げ；X，Z）＋5くけ，S；Z，yHP（X，Z）p（Z，y）

巾zPくX・Z漸くZ，y卜P（X，Z〉≡△zPくZ，y汁

Because of Lemma　2．3，（日日，Where p（X，y）is defined in

（2．5ト

temma　4．4． For arbitrary T〉0，there exists a positive

COnStant C’2＝C●2く入；T）such that

と直弼扉入；げ・S；X洲くX，y，如。（y）

≦C2【（t＋t▼－S〉3／2－t3／2＋く七・一S）3／2】・

▼

黒JM扉（入；け・S；X洲（X，y〉d〟gくX）

（4．14）

≦C2冊十七・一S）3／2－t3／2＋く七一一S）3／2ト

Consider each term　隼人…七，t’・S・q；X・Y，Z）・

（4．11卜（4．13ト　First，「emark

き△zP（X，Zトムzp（Y，Z）l

盲＝1，2，3，in

≦座Z石X・Z）一凸Z再X・Z）iZ＝X上座zPくX，Z）iz＝X一凸zp（y・Z）iz＝y－
1

＋座Z石y・Zトムzp（y・Z）iz＝y‡

Recatithat凸。（X・Z）iz＝X：（言）Scatg（X＝C千・Seei51and・‖8日・
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Taking a geodesic x（U）＝Expxuuf・Z＝Expxru盲，u’e SxM・We have

i△Z拙Zトム丼Z〉iz＝X可：（▽Z△zp（X両日・紬x（U，du

≦kr竃　exp kr－　，「’＝dくX，Z）

箋△Z石㌫Z）iz＝X－△謹，Z）壷Z＝yt＝（鉦scat。（X）－Scat。（y。

≦kr exp kr　，「＝d（x，y）・

and

Thus，We have

眈zp（X・Z卜△Z石y，Z川

≦k3【d（X・Z）exp kd（X・Z）＋d（y・Z）exp kd（y・ZH

fo「some constants k3and k・Therefo「e，We get

（4・15〉　iih恒；七・t’・S・J‥X・y・拙くX，y）

≦（㌢）mk3【d（X，Z）exp kd（X・Z）・d（y・Z）exp kd（Y・ZH
ヽ

xe一入iS律十七’・汀；X・Z巨Sくけ・S；Z・yH，

for some constant k3〉0・Then・We have

∑畠MJM申；七・t▼，S，J；X，y・川。，γ，如押甑，



≦御大－1臣七・一輔一m／2（2刀入－1（S可）叫2k4

■l

x皿

anCl

d（X，Z）e一入【S（t＋七㌧灯；X，Z）＋S（J・S；Z・Y）十kd（y・ZH

如g（Z）d〃gくy）

（4・16）JJMd（y・Z）exp
一入【S（t＋七㌧J；X，Z）＋Sくす，S；X，Z）＋kdくX，Z）j

d吋Z）d〟g（y）

≦C2く入，T）附け一汗／2十恒S〉昭】

because of S（t，S；X，Z）＝d2（X，Z）／2（t－S）．Therefore，We get

（4・17）JMiH廟七・t・・S；X・y‖（X，y璃（y）

≦C；（入・T）†；冊＋t・－q）l／2・（0・－S）1／2］dJ・

Taking a　＝mit as　亡↓0，We get the f汗St inequaHtY Of

（4・14）・BY a SimHar computatlon，We have the Lemma4．3．～

扉（t・七・・S；X・刷（X，y）is boundedawaybyintegratfunction

inY－Variabtes・∑畠；h車；㍉七㌦S・q；X・Y，Z）dpg（Z）dq・Thus・
us盲ng Lebesgue，s dominated convergence theorem and a・e・，

＝mHと（入；t，七・，S，α；X，y）＝H（入；七，t▼S，α；X，y）．
Cヰ0
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We have

（4・18）JM扉く入；t，七，，S，J；X・Y）甑y）d炉）

≦C4附け－S）3／2－t3／2＋（t・－S〉3／2】

because of Lemma4．3．By the same computation，We have

く4・瑚JM＝帝人；け・S・α；X・y細くX，y）d〟。くX）

≦C4日t＋七・一S）3／2－t3／2＋く七・一S）3／21

So，W畠　have shown（C）of Theorem A，by using（4・18）－（4・19），

and the same computation asln the proof of Proposit盲on　3・1，

1．e．

LemrRa　4．4．

L2（E），We have

For any t，t●，S，0≦Sくt’（tくT，七十七’くT and　ミe

く4・20）　冊大仰◆・S）いHく入；t’・S）紬L2（E）

≦C2附け－S）3／2－t3／2＋くti－S）3／2伸し2（E〉・

Lemma4．5．Under the same assumptions as in Proposト

tion5・1・H（大輔七・0）formsaCaushYSequenCeinB（L2（E））

inoperator norm，uniformty盲n tei0，T〉，Where　息（L2（E））

denotes the spaceofbounded tinear operatorinL2（E）with

the operator norm．Moreover，　盲tS　＝mit H（入；七）satisfies

estimate（4．4）
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Proof．We fo＝Ow the simiiar computations asin Lemma

3．6in H8h which now we recaULit．　As

く4・2日　　H（入；t，S）－H（入；び訂七・S）

＝∑コ：抽入；七・tj〉

一日（入；tj・tj－1）H（入；tj－1・tj－2）

XH（入；tj－2′tj－3ト…・H（入；tj・0〉

We get

itH（入；t，S）i－H（入；qNit・S）紺L2（E）

HCleXPCo（トS日出－S）2十（N－川将）2佃L2（E）・

by Lemma4．4and Proposition　3．1．Atso，We have for ta「ge

盲ntegers N，M，

llHく大輔t・0）いH（入；価七・〇）紺L2（E）

≦貴いH（入；七，瑞迅〉ト・Hく入；⊥些評主・世這‾1）七日

x佃■N‾」刊七（伸二巨2月いHく入；扉N」川日N豆2）tHN　　，　　N N　　’　　N

XH（入；△jM一岨胡卑（E）N



－　46　－

≦【CleXPCOT】七百（N7＋（NM）2日”iL2（E）

by（4・2日．Therefore，We get

く4・22）　冊大輔七・0）いHく大輔七，0〉拙L2（E）

≦iiHく入；醐・0）いH（入；『冊】t，0回L2（E）

＋ilH（大輔t胡いH（入；偏七・〇川L2（E）

＋冊里人；価t・0）いH（大津詔，0附し2（E〉

ThusJH（入；qN廿・0日Nis a caushY SequenCe un盲formtyin

t　亡it，T），in the operator norm．Thereforeit converges to

a　＝mit H（入；t）．Letting M tend to。Oin（4．22），We get（4．4）．

Remark． BY a S‖ght modification of the above p「00干，

We Can genera＝ze Propositlon　4．1for arbitrary subdivision

Of【0，七】（Cf．See　＝3】and　＝8】ト
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1．5　Computation of theinfinitesimat gene「at0「．

Itis eas＝YSeen that H（入出givenin S5isCO　－Sem■

group・　Therefore，　tO finish the proof of Theorem1．2，We

Onty COmPute theinfinitesimat generator of H（入；t）．NametY，

We get

OSit10n　5．1．　Assume that （M，g）　satisfies　（A・O）－

（A・2）・then・for anyミ亡C言（E）・We have

（5・1）　諾H（入；t）ミくX）

＝ゆく△」）x－（診scat。く紺H（入；叛くX）・

Whe「e（△L）xis the rough Laptacian・defined bY g（Cf・§日・

We shaH p「epare some temmas tO PrOVe the above．

Lemma　5．2
For anyくどCo（E）・We h糾e

謡H（入；帰国中0＝謝く入；t・鋤くX）itご。

P「〇〇千．　For each N，We have

Hく入；七）ミ（X）－くくX）

＝【H（入；t）－H（入：げN世0）出xト冊大潮t，0）－煩くX〉・

for Subdiv盲sionqN：0＝to（…くtN＝七，tj＝jt／N・Byproposition

4．1，We「emark

（5．2）

】冊（入出－H（大仰，0鵠E，≦CaM2expc5tり2
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On the other hand，We get

H（入；げNit，0）Hx）－くくX）

∑呈昌町；t鳶叫…・H（入；（N」十）t出土）N　　／‥●‥■＼′、，　　N　　　，　N

X【H（入；
（N一日t

，（N‾這‾1）七）一・回X）

Therefore，We have

く5・3）　注目H（入；αN廿，0卜・出X）

∑鎧H（入；七・迅」旦…H（入；（N‾」＋1）t赴畏）N　　′‥●日＼′、，　　N　　　’　N

x（孟再（H〈入；赴週（N十1）tいり再〉N　　，　　N

両

Since H（入；t，（N－j）t／N）ミ（X）ウくくX）as Nす∞by Lemma4・4，We get

謡H（大輔t胡再〉持＝＝（品）∑鎧諾里人；t，0）ミ（X）車0

＝舟（入；七・0）ミくX）it＝O

Combining with（5．2）and（5．3），We get Lemma　6・2・

To prove Propos盲tion　5．1，We Onty PrOVe the fo＝owing：

OS日日on　5．3．Under the same assumptions asin Pro－

POSition5・h We have for anYiとCo（E）and xe M・

く5．4）　里人；t，0）くくX）－竜は）＝七人－1郎HX）＋tG由り，

Where如くX）＝附廿日△L）x一日〃2）ScatgくX）出X）and G（t；ミ）
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Sat盲sfies

く5・5〉　主豊Gくt；紺L2旧三〇・

Proof．Reca＝　く4．6），We get bY uSing　盲ntegration by parts，

（5・6）　諾Hくバ七・頼図－く㌢〉H（入；t胡△LHx）

＝・入－1（2刀入－1t）一m／2

Whe「e

（5．7）　　Q（X，y）

exp一入S（七・0；X・y）QくX・yH（y〉d〟g（y）・

＝て△Y石X・y）P（X・y）＋（△YP（X，y〉・△yP（X，y））Y

弓pく…）△yP（X・y）・

Therefore，We have，by Lemma　4．4，

（5．8〉　　　入古くt；り

＝諾H（入；t，叛くX）一言H（入；t胡△」ミ（X〉

＋童scat。（X田畑

Whe「e

（5．9）　　勘t；り

＝喜【Hi入；t朝一両国
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一言糎‾1t）‾m／2Lexp一入S（七・〇；X両＝19－（X，頼冊〟。（y）・

（5・明　　gltX・y）＝【△y石X・y）－△yp（X・y）け＝X・

（5・11）　92くX・y〉こく△xp（X・y）・△xP（X・y日x・

（5・12）　g3くX・γ）＝p（X・y）△xPくX・y）

Using PrOPOSition　3．3，We have

（5・13）　冊里人；七・0）△LHX）－△」再）iiL2（E）

≦Ct2　p冊紬x＋両川xい0（t；汗
XCM

＝moくt；ミ）＝　0　，
t→O

Atso，bY P「OPOSition　2．4，We have

（5・明　iigi（X・y）ii（X，y）≦KexpKd（X，Y），i＝1・2・3・

for anY X，yeM with some constant K〉O・　Then，We get With

SOme COnStant C′＝C6（入；T）0

（5・15〉　爛t；測L2（E，≦C6t2expKt2日ミ鵠E，・

Remarking Hく入；t，0）くくX）一号（X）＝

have the desired resutts．　～

（d／d（丁）Hく入；t，0〉くくx）d（r，We

By Lemma　5．2　and Propo5ition　5．3，We get Propos＝Hon

5・1・So，throughout　54－　§6，We get Theorem A comptetety・
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Now，foriater usein　§6，We PrePare the foHowing：

Let　くくZ，，y）be a parametr盲Zed sectic＞n Of E（Cf・Lemma　3・4），

Which satisfies the foHowing conditions：

（日　　ミくど，y）is Horder continuousin【S，T）x M・

日日）Given any ciosedintervaHsl・七1j【S，T）・＜（r・Y）is

bounded onlsHtljx M・

†；d症・y）怖（y）く一・親日舶頼，d〟。（y〉く一・

P「opos日日on　5．4　Assume that （M，g）satisfies（A・‖－

（A．3）．　Let　く（Z：，Y）be as above with the conditions（i卜

（日日）．Now，define xHt，て；X）and　くくt，X）by

ミ（t，て；X〉　＝

≡（t，X）＝

Hく入；t；X・yh（て・y）d〟g（Y），

くくt，て；X）dT

Then・there exists a positive constant C8depending onty the

Ciosedinterval【sl，tll such that

（5・17）か（t；瑚＝x≦C距言くト書）・Sl≦r≦t≦tl・

Where　行is the Horder exponent Of　く　at　〈七，X）・　Aiso，in

（5・t7），thesameinequat盲tyhotdsreptac盲ng盲号by∇xand△x・

Moreover，We have
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（5．用）　　A≡（t，X）＝ Aくくt，て；X）dZ，

く5・19）諾招・X）＝招，X）十才註廿両

Proof． Given any（t，X）　eis，T）xM，　te七　百　be Horder

exponent ofミat this point・Take a ctosedintervatisl・tl】

SuCh that sくSlくtlくT・Then・there exists C8　and Oく汐く1

that sl（七一B andifJt－ri（8・and d（X・Y）く6・then・

（5・20）　膵くX，yh巨・y）－くく七・X伸x

≦CBロト畑野＋d行くX・YH

and f0「t－すくrくt≦t’，We have

JM景帖七・・r；X・y）再潮。（y）＝11＋Ⅰ2＋Ⅰ。，

where

SUCh

‡1■＝†恒，Y，くす∂和人；t▼・Z，X・y）仙y）刊Y，X帖X）擁。（Y）・

Ⅰ2＝J。（X，y）≦す∂薄く入；ti，て；X，yHく巨∵再－P（y・X）再・刷。（y）・

Ⅰ3＝H（入；t’・r；X・y）P（y・X）再・X）d〟g（Y）・

Combining w盲th the above，We have that there exists a con－

Stant C8・SuCh that
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岬x≦CB†－く七㌦了噂，

（5・2日　吊2itx≦CB・

旧3i弓x≦CB（七㌧r）・

Whichimp＝es jf　一卜埼≦t◆，

∂
l　◆　†

！i話手召人；t・r；X）iix≦C8　（七㌧r）
－（ト音〉

With some constant C8・On the other hand・if sl≦て≦トS・

then t一一乙≧6）0．Therefore，We See that（∂／∂七一）iく入；t’，r；X）is

uniformty in　（t一，Z・，X），　because of the form

（∂／at）H（入；tr，こ，X，Y）and（ii）．　So，We have the estimate

（5．17）．Other estimates are obvioustY Obtained・　Now，by

assumptions（＝）and　く日日　of　ミ（t．x），We have，for some con－

il∇xくく入；七・弼＝x≦Cgくト吉日一昔），

ii△xミくれ潮目x≦C距言くト音）・Sl≦てくtくtl

i－∇xミ（れ両日x≦C心拍湘yd〟。回・

ii△x恒；い洲x≦C心困細目y弛押，Sl≦てく七＜tl

an〈コ



－　54　－

Rema「king （t－r）－（トBl／2）dTく中，We Caninterchange the

OPeration A and theintegrat盲on，We have（5．18）・SimHar’ty，

We have（5．ig）．

As a direct consequence of Proposition　5．4　and Proposi－

tion　3．4，We have

Co「0日烏汀 5．5．　Let　ミ（7，X）and　≡（T，X）be asin P「OPOSi－

tion　5．4．　Then，We have

（5．22）　　A≡（t，X）

AH（入；t，ど；X・y）再，Y）d〝g（y）・

（5・23）　謡≡くt，X）

＝招・X）十†；d情H（入；t，S；X・y）再・y）d〟。（y）
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1．6　Construction of the fundamentat sotution．

To prove Theorem1．3，We ShaH construct the fundamen一

七ai sotution for the foHowing parabo＝c equation：

（6・1）詩＝入‾1毎，冊，X）＝ミ。く頼C∞（E），

whereA三九一読scat。くX）・
1

With a stight modif盲cation of a standard construction

Of a fundamentat sotution of paraboHc equation for func－

tions，We eStimate　圧（Cf．See for exampie，Fr盲edman H2日・

Now，tet（M，g）satisfies the assumptions（A．0ト（A・2）・

Atso，for simpticity，We denote by L the differentiat opera－

tor憲＋入‾1A・Reca目しtheapproximatekernei function of

H（入；t，S），0≦　Sく　tく　T，t．e．

H（入；t，S，；X，Y）

＝拗入－1く七一S））一m／2p（X，y）e一入S（t・S；X・y）pくX，γ），

Whichis considered as the section of E x E半．Put

（6・2）　Jo（入；七・S；X，y）

：LH（入七・S；X，y）：－くま一入‾lA）H（入；t，S；X，Y）

Lemma　6．1． For any O≦SくtくT anci x，y e M，there exists a

POS＝Hve constant Mo＝Mo（入；T）such that for any Oく亡く上We

have



（6．3）

and

（6．4）

冊（入；t，S；X呵x，y）≦M。く七一S）一m／2exp二乗㌍

肘0く入；七・S；X・y〉ii（X，Y）

≦M。Ml（入；T・州－S）2exp－［血】

e　＝1－e・WhereMj（入；T・e）＝C7（入；T）〆expk3了1T・

POSitive constants C7＝C7（入；T）and k3〉0・

Pr〇〇千．

for‾　some

BYLemma2・3・andtakingMo＝（2罪人一十m／2ml／2，We

get（6．日．Computing（5．1）exactty，We have

Jo（入；t，S；X・y）

＝拗入－1（トS）】叫2ex。頑至芸芋）

日∇x石X，y）・∇xP（X・y））x十p（X・y）△xP（X・y）

一言△xp（X，y）P（X・y）一壷cat。（X）j
l

Then，by Propositionl．4and　2．6，there exists a positlve

COnStant k4SuCh that

（6．5）
肘0（入；七・S；X，y細くx，y）

≦M。k4（トS）一m／2d（X，y〉ex。－頑至か4d（X湘
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Now，Put the function F（r）by

F的；reX。【k4「一頭㌍】，「〉0・
Then，We get

l l

F（「）≦（2頼‾1（トS）2【k4（トS）2＋（kい－S）十4入用2

xexp（4入江1【k孟（トS）＋k4（トS）

1

一

2
1
一

r
Y

入4＋
ヽ

、

／
S

■
t（

2
4．

k

⊥
1
t
・
一
2

ユ

≦C7（入；T）亡巧トS）2expk3了1T，

fo「some constant C7　＝C7（入；T）・Substituting（6・6）

（6・5），We get，†or any x，y e M，

（6・7）　肘0（入；t・S；X・y）ii（X，y）

into

≦W．Cie－1（トS）芋expk言1Texp尋専・y）．

So，bYPuttingM車；T，e）：k4Cie．lexpk去T・We get Lemma
6．1．～

Next，We Put

（6・8）　Jl（入；七・S；X・y）＝

Where＃denotes theinterior product between Ez and E三・
Z

Lemma　6．2．

MJo（入；七・て；X・Z）＃Jo（入；七・S；Z・y）d〟g（Z）・
Z

．　　　　　　　　＿　　　　．＿苓

Fo一・any O≦SくtくT，and x，YとM，there exists a
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POS盲tive constant M2＝M2（入；T・E）such that・for any OくH1／2・

0くごくり4，

く6朝　　叫（入；七・S；X・Y川（X，y〉

≦廟2（入；T，C）2（七一S）2　B（喜：書）

xexp卜入亡＊麗d2（X，y）ト
2（モーS〉

wherec米軍＝ト2e・andM2（入；T，り＝C7（入；T）e－1expk3（入）了T・

Proof． First，We Put

Jl（入；七・S，J；X・Y）＝JMJ。（入；七・J；X・Z）≡J。（入；α・S；Z，y）dpg（”

By the comparison theorem，We have d2（Z，Y注目Z－Yil2，Where

Z＝ExpxY・and z＝ExpxZ・Thus・We get

iiJlh；t・S；X，Y）ii（X，y）

篭IJo（入；七・げ；X・Z）li（x，Z）肘0く入；J・S；Z・y細くZ，y）毎（之）

≦哺Ml（入；T）2廿可2　恒S）2

xJTxM
eXP　－L 2（ト〔弓

With some constant k．　Since

人と＊iiZ－Y

2巨卜S）
ーk HZ吊dZ
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（七一S）

2（七一（再（サーS）

七一げ

（七一S）
YH一　十

2．　　1

2　tトS）－‥＝　’

We have

（6・10）　肘1（入；七・S；X両日（X，y）

≦舶入；T，り2（珂芋（叫芋ex。－［入幕粁

xJTxMeXP－【2（圭三芳鮨iZ昔日2－kliZj。dZ

≦廟（入；7，。）2（2人－1了）m′2（七一S）一m／2（トα）2くけ－S）2

exp－【人と半d2くX・Y）一頼X，州
2（t－S）

xJ，xM
exp一日iZ†tlL－k【

2＿Lr2（

1

トα）くけ－Shラ
】LHZ－iidZ‘，

人と事（トS）

becauseofO宅…≦1・

Let F2（r）be a function on【0，∞）defined by

F2両＝÷2瑚2（ト輔弼）】2「・
人と＊くトS）

Then・F2（r）＝O means

So，We get

that ro＝k【2（ト頼（r－S〉恒恒－S）】り2
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〈6・11）　膵2冊i≦k2【
k2（七一り）い∫－S）1く」亡

昌言二言（トS）≦二二」‾4人と慕●入了（トS）　　　4人と
＊

Subst盲tuting（6．1日into　く6．10），We have

（6・12）llJl（入；七・S；X・y細くX，y）

≦M研くトげ）2恒S）2（七一S ）2（入賞

XVOHSm‾1）（昔）2exp豊k2

Choosing

We have

Tk2

王exp－【大柴㌍瑚X・用

M2＝MZ（入；T，。）町人と早V。‖Sm－1日2刀〉2ex。裏，

iiJl（入；t・S・r；X・y）ii（X，y）

≦M喜M2く入；T，。由一S）叫2ex。－【血］2（七一S）

臣可眉圭一S）り2か

≦M2くれ。）矩S）2B（喜：言）ex。－【人と＊佑x・y）h2（トS）

where e＊＊＝トt，Wh－ch gives Lemma6・2・

Successivety，We define
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（6・13）　Jn（入；七・S；X・y）

＝†…d情人；七・α；X・Z）≡Jn砕け・S；Z・y〉d伊，

Now，We have the f0日虻Wing：

（n≧1）．

osition　6．3．We have the foHowing estimate，for

any O≦Sくt，T，and x，YとM，for 0くど寸

（6・14）　肘n（入；七・S；X・y）ii（X，y）

一m＋n＋1

≦M呂M2（入；T，亡凸十S）2

x弘B（言草exp－【大栗墓守，Y）j・（∩≧2）

where c＊＊＝ト2亡．

Proof．lt has been shown（6．14）for the case n＝l・We

assume（6．20）for the case n－1≧1．Put for O≦Sく0－くtくT，

（6・15）　Jn（入；t，S・q；X，Y）

＝JMJ。（入；t，α；X・Z）≡J。－．（入；げ・S；Z・y）d〟g（Z）・

By（6．5）anci the assumption，We have

吊nく入；七・S・α；X・y川くX，y）

一m＋1　　　－m十n－1

≦M岩M冒‾1（トげ）2　くけ・－S）2 檻唇音：撃）



xexp章票≡皇芋叫JTxMeXP－【

≦仰望くトS）一m／2くトα）2（α－S）2

人と＊苓く七一S）

2（七一OV）（ローS）

x。；：回：争ex。」人と悍（X，y）ト2（t－S〉

Therefore，We have

iiJn（入；七，S；X，十川（X，y）

≦櫛冒（トS）2m≡：巨（喜ギ〉

xexp－【大栗芋・y）心証－S〉宇山
一m＋n十1

≦崎隼七一S）2

ltZ・日当dZ・

畦1B（喜：争ex。一遇血1，
2（七一S）

Which gtves P「oposition　6．3．～

Remark that

a＝iB（呈‥撃）＝nnnn a＝1

再出撃）
r（撃）

2再〉nr（喜）
（n＋－）r（宇）

Then，the「e exists a pos盲tive constant M3＝　M3（入・T・e）such

that

（6．16）
∑n＝0冊∩く入；t，S；X，y川（X，y）



≦MOM3（トS）字expM2（t－S，喜expザ塩山，・

Thus，On Ht，S）iO≦SくtくTをxMxM，We Can define a funct盲on

（6・17）　K（入；t，S；X・y）＝∑言こ。J。（入；七・S；X・y〉

and for any C〉1，0ni（t，S‖0≦SくtくT，C－1≦七一S≦ClxM畑，the

infinite sum of（6．17）is convergence uniformty on each com－

PaCt Set，and we have

く6・18）　いくい；七・S；X・細くX，y）

≦MoM3（trs）2expM3T2exp－【入CHd2（X・y）］・2（モーS〉

Moreove「，by direct computation，We get

Lemma　6．4．
LetJn（入；七・S；X・Y）be the function defined

bY（6・15）・　For any O≦Sくt（T・there exists a constant M3

（6・19）∑芸＝。JM‖J。（入；七・S；X洲（X，y）d〟。（y〉

ユ　　　　　　　ユ

≦MoM3（トS）2expM3（t－S）2・

（6．20）
∑芸＝。JM日伊；七・S；X，州。，y，d〟。（X）

≦MoM3（トS）2expM3くトS）2・
■　　　　　　　　　　　　　　　　　′ヽ　　　　　　　　　　　　　　　t
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Moreover，We have

（6．21）

（6．22）

JM刷れS；X洲（X，y）如。くy）

≦MoM3（トS）2expM3（七一S）2・

l t

JMiiK（入；t，S；X・y叛，Y鮎X）

≦MoM3臣S）2expM3（モーS〉2・

Now，fix（S，y）and consider　くくt，Z）＝　K〈入；t，S；X，Y）・

Apptying Coro＝jry　5．5，We have

（6．23）

AxJ；d小人；七・ご；X・Z）≡H（入；七・ご；X・Z）糾い；r・S；Z・y）d〟g（Z）－

MAxHく入；七・て；X・Z）町人；て・S；Z・y）如g（Z），Z

whereAx＝喜△x一定scatg（X）・Thus・Weget

（6・24〉　鍾王佃・て；X，Z）塁帰言・SH（入；七・て；X，Z）紺何て・S；Z胡d〟g（Z）llq

＝Kく入；七・S；X・y）十†；d揖H伸；X・Z）彗K（入；て・S；…。（Z）・

Therefore，We have

ー幸一残土 H（入；七・Z，X，Z漸く入；て・S；Z，y〉d〟g拉）
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ニ　ーKく入；t，S；X，y）＋

MJo（入；七・r；X・Z漸く入；て・S；Z・y擁g（Z）Z

ニーK（入；七・S；X・y汁∑芸＝1、付入；七・S；X・y）

＝－Jo（入；七・S；X・y）・

Then，We Obtain the fo＝owlng

OSition　6．5．　Under the same assumptions and nota－

tions as above，Put

（6．25〉　　　Hく入；t，S；X，Y）

＝　H（入；t，S；X，y）＋

Then，We have

H（入；七・ご；X・Z）♯K（入；て・S；三・Y〉毎g（Z）・
Z

日）H（入；t，S；X，Y）is continuousin Ht，S‖0≦SくtくTixMxM・

（6・26）　謡H（入；t，S；X，y）＝入‾1AH（入；t，S；X，y）・

whereA＝喜凸L－iscatg（X）・

（日日The「e exists a pos＝Hve constant M4＝M4（入；T・e）such that

（6・27）ilH（入；七・S；X，y細くX，y）

≦MoM4（t－S）∠expM4（t－S）2exp－［入eHd2（X・y）】・2（七一S）



（6．28） JMi購入；七・S；X・y甑y）毎。（y）≦MoM4eXPM4（トS）喜，

JM㈱七・S；X・y）l晶）d騨≦MoM4eXPM4（トS）妄・

Remark．　　Therefore，

JMH（入；七・S；X・y）刷d〟。（y）・

defining H（入；t，Sh（X）

We have a bounded tlnear operator

H（入；七，S）on L2（E）and盲s CO semi－grOuP Withinf仙tesimat

generator入－1Ain（6．26）．

By simHar argument of Lemma　4．4，We have

Lemma　6．6．　　Let 葺くZ，Z）　be a bounded continuous

Pa「ametrized section onls，t3xM．Then，We have

（6．29）或再・Z）彗Hく入；r・S；Z潮。（Z）＝賂y），

或d〟。（Z）＝再・Xト

uniformty on an compact set of M．

FinaHy，We Can State the foHowing：

Theo「em　6．7．　Assume that （M，g）sat盲sf盲es（A．1卜（A・3）・

Then，H（入；七，S；X，y）defined bY（6．28）is the fundamentai

SOtution†or the parabotic equation（6．日．

As a direct resutts，We get the other proof of a par・一

七iai resutt of Motchanov　【25】（Cf．See aLso Cheng et at

［7日．

Corottar 6．8．　Under the Same aSSumPtions as in
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Theo「em　6・7・there exists a positive constant ClO　＝

ClO（入；T，e）suchもhat the kernet H（入；t，S；X，y）of the funda－

mentai soiution of（6．1）has the foHow盲ng asymptOtic expan－

Sion：for anY T〉0，0≦SくtくT and any x，y e M，

（6・30）　　冊1く入；t，S；X，y）

ー（2差入－1（七一S）一m／2β（X，y）exp－【
1

≦ClO（トS）

m－3

2

入d
（X，y）

2（トS） ］Pくx，十川
くX，y〉
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1・7　Convergence of pathintegrat as the ke「net func－

て10n．

En this section，We ShaH prove Theorem B，uSing the

fundamentat soiution considered in　56．　Let EO，t】be any

ctosedintervat such that OくtくT，and T be any fixed positive

number・Let qN be a N－equai subdivision of【0・七】・

（7・1〉　qN‥O＝to＜tl＜・・・くtN－1くtN＝七・tj：か・j＝0・…・N・

We define a operator H（入iqNit・S）associated with the subdi－

Visi即‥N：

口・2）　Hく入；佃t）＝Hく入；t，tN＿1）‥・H（入；tl，0）・

and we denote bY H（入；げNit；X・Y日he kernet function of the

OPe「atOr（7．2），（．e．

（7・3）　　　　H（入；け証t；X・y）

＝JM…JM
H（入；七・tN－1；X・ZN－1〉 H（入；てN－1，tN－2；ZN－1・ZN－2〉‥・

H（入；tl・0；Zl・Y）d〟g（ZN－1）・‥d〟g（Zl）・

Where H（入；t，S；X，Y）is definedin（1．7）．

To prove Theorem B，We Shati show the foHowing：

OS圧　On　7．1．　Let （M，g）sat盲sfies（A．日－（A・3）・For

any fixed T〉0，there exists a positive constant r＝r（入；T，e）

SuCh that for
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（7・4）　tlH（入；t；X・y）－H（入；口証t；X・y）ii（X，y）

≦rt一m／2言ex。－【人と柄等叫．

O≦SくtくT and e幕末＊＝1－3E・Here r dose notindependent of t and

the sub division qN・

We needs severat steps to prove the above proposition・

First，Put

（7．5）　　R（入；t，S）＝　H（入；t，S）一日（入；t，S）

and denote by R（入；t，S；X，y）the kernei function of　（7．5）．

Then，We get

Lemma　7．2． For any e，0くeくl／4，there ex7sts a positive

COnStant rl＝rl（入；T・e）such that

廿6）　潤（入；t・S；X両日（X，y）

≦M。γ1（トS，芋3ex。－【入栗野1】，

whereと末書＝1－2亡．

Pr00干．　Since

R（入；t，S；X，y）＝

We have

牌入；t，S；X・y川（X，y）

H（入；七・α；X，Z）紺（入；J・S；Z・y）d〟g（Z），
Z
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≦厨M IiH（入；t・げ；X，Z）ii（X，Z）EiK（入；J・S；Z・y）‖（Z，y）dpg（Z）

≦転expM2司声）鵠芋か

xJMeXP－【

≦Mor1（入；T・り

入d2（X，Z）

2（七一α）

t m　　　　一m＋1

xl（t一打）2（。一一S）2 dげ■

人と＊某Z・y）】d〟g（Z）2くけ－S）

T MeXP－【
X

2（t一打）

≦M。r召人T・刷七一S）2exp－【血j・2（七一S）

by the same computation asin S7．Thus，We get（7・6）

Now，We Obtain

く7・7）　H（入；げN昭一H（入；七・〇）

＝Hく入；t，tN－1‥・Hく入；tl朝一H（入；t・0）

入亡羊＊liZ一判

2くけ－S）
】dZ

＝lH（入；t，tN－1）＋R（入；七・tN－1）］…・lH（入；tl・0）＋R（入；tl胡】一日（入；七・O）・

Using the evotution property of H（入；t，S），We ShaH write

down the right hand side of（7．6）．　Let

（7．8）



言　＝｛（α1・…・αk；隼‥‥βk．1）；k＝1・・‥・N・∑‡＝1【α凸】＋βk＋－＝N｝・

AIso，We denote by

（7・9〉　　Aj＝α1＋・‥＋α」・Bj＝β1＋‥・＋βj・」≧1・Ao＝Bo＝0・

Thus・Ak＋Bk＋1＝N・The right hand side of（7・6）is written

by

（7・10）　H（入；JN）一日（入；七・0）

＝∑（α1，…・αk・β1・…・βk＋1）亡き　射α1・・‥・αk・β1・・‥・βk＋1〉・

Where

（7・11）　きくα1・…・αk・β1・…・βk＋1）

＝　Hく入；t，

R（入；

Hく入；

（Ak＋Bk）t

（Ak＋Bk）t（Ak－1＋Bk）t

N　　　’

）…‥R（入；

（Ak－1＋Bk）t（Ak－1＋Bk－1）t

R（入；
（Al＋Bl）t（A1－1＋Bl）t

N　　　，

Blt

Hく入；一石「・0）・

）‥．Rく入；

（Ak－1＋1＋Bk）t（Ak－1＋Bk）t

（1＋Bl）t
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Now，We Put

（7．12）　R（j）

＝R（入；（Aj芸Bj）t，くAj憲Bj）t）‥‥

…Rく入；（A」－1≡1十Bj）七，（A」完＋Bj）t）

and denote bYR（j）（入；X，Y）the kerneifunction of（7．12）．

Lemma　7．3． Given any e，0くEく1／4，there exists a posi－

tive constant r2＝r2（入；T・e）such that

（7・13）　潤（扉入；X・y）ii（X，y）

≦Mo」7′2

where CX草木＝ト3C．

Pr〇〇千．

詔瀞）誓exp－【入間芳志y）

Gene「aHy・　てake tl…・・taと【〇・七）・

0くtlく・‥・・（taくT・Put・

（7・14）　R（入；tl・・‥ta）＝R（入；ta・㌦）‥・R（入；t2・tlト

We denote by R（入；tl，・・・・ta；X・y）the kernet function of

（7・14）・　To prove（7．13），itis sufficient to get the f0ト

towing estimate for　く7．14ト

（7・15〉　　牌入；tl，‥・・ta；X，y畑x，y）
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≦斬布く七√t」）2（t計1－tl〉2exp一環窯‡）】・

We shati show（7．15）bY　盲nductjon．Remark that（7・15）hotds

for a＝t bY Lemma7．2．Assume that（7．15）hoids for a－1≧1・

Then，by the simiiar computation asin Lemma　7．2，We have

（7・16）　＝R恒tl・‥・・ta；X・細くX．y）

≦斬‾1㌢1m欝く七四一tiO2日ta－ta－1）2」

tmes exp　－【
人と木筆d2（X，Z） 入C舞木萬d2（Z，

2くt計1－ta） 2（ta－tl）

呈

くta－凸）2

擁g（Z）

3　　　　　　　m

≦M岩r2－lrleXP㌢弔（t」＋1－tj）2（ta－ta－．）2（ta－tl）2

xJTxMeXP一入と本草＊【

because exp　－【

（7．17）

2（ta－ta－1）

2（ta－ta－1

ーk閥。≦eXP喜三・

潤（入；tj・…・ta；X・y川（X，y）

2くta－tj）

Thus，We have

m

≦M岩r7－1exp㌢n；＝．（tj－tj＿1）2（ta－tl）2

xexp－【入環無輔xMeXP

choosingr2≧｝′1eXPPJTxMeXP－【入e米

】dZ’，　We get
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（7．15ト

Define a operator S（j）（入）by

（7．日H S（巧入）

：H（入；（Aj＋喜j・1）t，（Aj芸B」）t｝R（j）回‥．

．‥H（入；
（Al＋Bl〉 拍1＋Bl）．．、．つく1）

t）R＼リ（入）
N　　　り　　N

andwe denotebyS（j）（入；X，y）thekernet functionofS（j）（＾）・

Using　〈7．13），We have

（7・1g）　潤。）（入；X朝日（X，y）

≦結′抽言α」（訂t，一誓品誓

r
l
LPX

r
仁
Ⅷ 人と獣類Z・y）戦くZ）

2訂t

く

▲
7
1
1

＋
1

α

　

2
γ

1＋1
1

α
　
ハ
U

‥
M

≒主‾二二‾三三一二二三二

By the sjmita「computations as above，We Obtain the

foHowing：

Lemma　7．4． Given e，0くeく1／4，there exists a positive

COnStantS7′3＝｝′3（入；T・e）such that
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（7・20）　潤‖）（入；X，Y）＝く…）

≦折冊書Aj簿UZex亘葦坤紺・
m

Proof of Pro OSjt盲on　7．1．

Combining with（7．日）and Lemma　7・4，We get

（7・2日　　∑日豊（α1・・‥，αk・β1・…・βk＋1：X・y川くX，y）

≦∑M；k舶γ；k＋k十㌦等，言棋ex。－【主遭吏叫】

≦M。n頼1＋M。γ。（志冊川exp－【地上叫2t

≦Mor3t2N2expM。r3tN2exp－【血】・
where e（4）＝ト4C．Th盲S PrOVeS the Propos－tion7・1・～

Remark． The above computation can be moved sHghtty

for generat subdivision qN：0＝toくtl（・・・くtN－iくtN＝t，旨くqN）＝

maxitj十1－t」i・rePiacingNtobe＆（qN）in（7・4）・Atso・it

is easity seen that for fixed t〉0・H（入；CrN世X・y）converges

uniformtY On any COmPaCt Set On MxM to H（入；t；X，y）　and

H（大津証t）defines aboundedtinearoperatoronL2（E）Atso・

the「e ex盲StS a POS冊ve constant r5＝2，5（入；T・e）such that

（7・22〉　冊入；αN洲餌2（EH≦｝′5eXPγ宮
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1．8　Generatizations and Conctuding remarks

Fina＝守，We ShaH gEVe SOme generaHZations and remarks

for Theo「em1．2．

‖）First，We Can generaHze Theoreml．2if we insert

the cut off function．Namety，tet X（X，Y）be a cut off func－

t盲On defined bY x（X，y）＝10n d（X，y）く首，and O on

d（X，Y）≧28，Where　谷is theinJectivitY radius of　くれg）（Cf・

By the assumption（A．3），We See that　＆　is a positive con－

Stant）．And consider the foHow盲ngintegrat transformation

（8．1）　勘りミ（X）

：（2刀入－1）iJMXtX・y）p（X，y）exp一入S（七・S；X，y）P（X・y）再）dpg（y）

Then，We get the same resuits asin Theoreml．2by fottowing

the same computation through S射．1－1．5．

日日）　Atso，Our SCheme can be examined for the more

generat Lagranトan function．Moreover，We Can COnStruCt the

infin盲tesimat generator on theintrinsic　廿日bert space as

foHows：Consider the fottowlng situatlon・

（M）M　盲s a smooth，Simpty－COnneCted and connected d－

dimensionat manifotd．

（L．［）　Lい′，？′）is represented bY

（8・2）　L（r・；）＝LO（r言う－V的・LO（｝′言）＝侶2）gリ（r）古」
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for　い，，再∈TM．（Hereafter，We uSe E盲nstein’S convention to

COntraCtindices．）Mo「eover，

（L・吊　ds2＝gij（X）dxtdxJdefinesa comptete Rieman－

nlan metric on M．

（L．日日　　There existS a COnStant k〉＝O such that for

any　2－Ptane　刀・the sectionat curvature K刀Satisfies

－k2く＝Kく＝0．

（L．lV）　Denote by R（・）the curvature tenSOr Of g・

Then・there exists a constant Co such that

iVαR（・‖≦㌔

Where　α　is a muLtトlndex，

forOく匝iく＝3，

▽α＝▽て1‥・∇芸d and Vj

represents the covariant derivationin the direction of

xJfor any tocat chart at x＝（Xl，…，Xdト

（L・V）V∈C芸（M）are reat vatued・

For any naturat measureJL On M，We COnSider the†oHow－

ing transformationin L2（M，dP）with parameters t〉O and入〉0・

For anY f∈C；（M）and sufficientiy sma＝t〉0，We Put

く8・3）　叫（L；〟的（X〉

＝（2刀入）－d／2JHP（L；刷七・X，y）exp｛一入‾15（L）（t・X，y）｝・f（y）叫y）・

Here we denote
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（8．4） S（L）（t，X，Y）　　infl L（再）・j・（＝））dr：r（T）餓t，X，Yi・

γくZ）＝dγくて）／dZ，

（8・5）　nt，X，y

＝　ir（・）∈C日0，t］＋M〉：absolutetY COntinuousin z’

W冊（0）：y・r（t〉＝X・andJ三く再）・叫くど，drく・W｝

●

and

（8．6〉 p（L；〟）（t，X，y〉

＝【detトai∂aS（L）（t・X・y”／〟（X）〟（Y）］l／2
X y

Where iJ（X）　is the density of JL at X，　　t・e・

d〟くX）＝〟（X）dxl＾・‥Adxd・∂idenotesthepartiat derivat70nin

thedirectionofxlat x＝（Xl・…・Xd）・and　くX，Y〉Xis the

Riemannian scatar product at x for X・Y∈TxM・

Then，We get the foHowing：

Theorem　8．1． Let M and L be gIVen Satisfying Assump－

tions（M）and（L．t）－（L：V）．　Then，We have the foHowing：

（a）There exists a positive number T〉O such that，for

any naturat measureiL，the。PeratOr Hi（L；〟）deflnesa

bounded＝near operatorin L2（M，djl）for OくtくT・
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（b）主iT。叫（L；〟）f一和し2（M，d〃，＝O

for aH f∈L2（M，ル

（C）　There exist positive constants C and C’depending

On Tindependent ofJL SUCh that

（8・7）　冊Ls（L；〟）千一Hi（L；〟）H；（L；〟）fll

≦【Ci（t＋S）3／2－t3／2＋S3／21＋C・（t＋S）S］Hfll

for Oくt＋SくT．　Moreover，We take C’＝O for V＝0．

（d）Thereexistsa1日mitH；（L；〟）＝　tim＿lH；／。（L；P）］n

in the operator normin L2（M，dJJ）for any t〉0・Moreover，

tH；（L；〟）lt≧。WithH；（L；〟）＝theidentitYOPeratOr・forms a

cO semトgroupin L2（M，dp）．

（e）　For anY tWO naturat meaSureSiL and　ソ　On M，We

have

（8．8）

Whe「e U

defined by

（8．g〉

（f）

glVen bY

（8．10〉

軽く」；〟）＝∪ニ無くし両∪叫

is anisomorphism from L2（M，d〟）onto L2（M，dV），

（∪叫f）（X〉＝f（X）（〝（X）／項））り2　for f∈L2（M，dル

Theinf仙tesimat generatorA入（L；〟）ofHi（L；〟）is

atく軽くL；庸）世0



A入（L；〟）f＝∪二宮L；〟。）∪〟。〟f for f∈C紳・

（A入（L；〟g）f）（X）＝入2（△g／2－R（X）／12）f（X）＋V（X）f（X）・

He「e△gis the negative Laptace－Bettramioperator associated

In other word，the above procedure defines a CO semi－

group H；（L）anditsinfinitesimat generatorA入（L）onthe

intrinsic H＝bert space H（M）such thatif H（M）is triviaト

ized bY a naturat meaSure　〟aSL2（M，d”），thenH；（L）and

A入（L）arerepresentedbyH；（L；〟）andA入（L；〟）onL2（M・dp）・

The above theorem glVeS that the otd and debated ques一

七ion whether the Schrodinger equationin the curved space

contains the termwlth h2R（・）W＝J be sotved comptetetYif

We COutd proceed as same as above for　入＝ih．

For the proof of this Theorem，Seelnoue－Maeda【18］・

（i＝）ln stead of the argumentin our discussions，We

maY PrOduce any muttipte of R（・），if we change the order of

our procedureandwe contentwiththeconvergence of Hこくt）

Ontyin the strong sense．

To make our point ctear，We COnSider the case where

V＝0．

For anyβ∈R・Wedefinean。PeratOr H；（β）as

（8・＝）　く咋（β）f）（X）
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＝（2刀入t）‾d／2JMPO（X・Y）β

xexp（一入－1sO（七・X・y））f（Y）d〟g（y）・

forf∈C言（M），Wheretd／2pO（t，X，y）isindependent of t and

simptY denoted bypO（X，y）．ln this case，aS We may Put入＝1

W7thout tossofgenerat－tY，WedenoteH壬（B）simptybyHt（β〉・

And we drop the supperindex O above for notationat simp＝ト

City．

Theorem　8．2． Under Assumptions　（M），（L．日－（L・lV），We

have the fo＝owing：Fix T〉O arbitraritY．For anYβ∈R，

（a）Ht（β）definesaboundedtinear operatorin L2（M・d〟g）

for OくtくT．

Moreover・there exists a constant ClO SuCh that

（8・12）　冊t（β）fH≦eXP ClOt・冊紺

for OくtくTand f∈C岩（M）・

（b）甘Ht（β）f一帖＝O for f∈L2（M・d〟g）

（C）at（Ht（B）f）（X）lt＝0＝lA／2－（1－（β／2））R（X）／6】f（X）

＝（㌔f）（X）for f∈C封M）・

（d）There exists a　＝mit s一日m（Ht／n（B））nf・denoted by
nヰ∞
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Ht（B）f for each f∈Co（M）・iHt（βHt≧O With Ho（β）＝theiden－

tityoperator・formsaCO－SemigroupinL2（M，d〃g）with the

了nfinitesimat generator givenin（C）．

Remark． Comparing above theorem with Theorem　8・1，We

remark that the order of statements Ls changed．　Andin

proving（d），We USe the fact that the Laptace－Bettr昌mi

operator△is setf－adjointinL2（M，d〟g）underourassump－

tions（This factis provedin the previous sections but we

need that factin order to prove（d）．）

P「〇〇千　〇千（a）． ln our case，tdoOくt，X，y）isindepen－

dent of t and denoted simptY bY O（X，y）．We may rewrite the

OPeratOr Ht（β）bY USing normaL potar coordinate at x and

ExpxX＝◎t，X（X）as

（8・11）’（Ht（郎f）（X）

：（2nt）d／2才。Jsdヾ（X，Expxru）1－（β／2）

xexp（－d2（X，Expxru）／2t）rd－1drdu・

To prove the statements（a）and（b），We PrOCeed anat0－

gousty as proving Proposition　2・1and　2・2・But forβ≧2・We

usethefacto（X・y）〉＝1for estimating o（X，Expxru）1－（β／2）・

（As V＝0，We maY take o（X，y）≧1in Propositlonl・10・）

Proof of（C）．　Take a function V（X，y）∈C∞（MxM），

0≦LJ（X，y）≦1，Satisfying

レ（X，y）＝P

L0

if d（X，y）≦1

if d（X，y）≧3
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Define operators Hl（七・B）and H2（七・β）as foHows：

（8・13）　（Hl（七・β）千日X）

＝（2軒d／2JMV（X・Y）p（X，y）βexp（－d2（X，y）′2t）f（y）d〟g（y），

（8・14）　（H2（七・β）f）（×〉

：（2mt）－d／2JM（トV（X・y））p（X・y）βexp（－d2（X・y）／2t）f（y）d〟g（y）

Now，We Ctaim the foHowing：

（8・15）　（Hl（t・β）f）（X）

：f（X）・t（Aβf）（X）LtGl（七・千）（X〉　for f∈C；（M）

（8・16）　　ti舶Gl（七・fH・川＝0・
t→，O

and

（8．17〉 ＝mt圧
t→0

ー1

（H2（七・β））f（・川＝0

By Taytor’S expansion．we get

（8．18）　　　fくY）

＝f（X）＋（axif）（X）Xl＋1／2（∂XiaXJf）（X〉XtX」＋F（X・X）・

WhereY＝ExpxX・（∂xif）（X）＝∂xif（ExpxX）…x＝0，and



F（X・X）：（t／可三【axi∂Xj∂Xkf（ExpxsX）］dsXixjxk

Then，itis ctear that F（X・X）＝ソ（X・ExpxX）F（X・X）ts a

SmOOth functionin x and X with compact support．

（8・19）¢（X・y）ト困2）＝ト（1／6）（1－（β／2））Rij（X）YIY」＋0βくX・y）

＝1＋苗β（X・Y）・

Where

oB（X”）＝（1／可iaYi∂YjaYkO（X・ExpxsY）1－（β／2）dsYiYjYk・

By Assumption（L・川）・there exist constants Cll and

SuCh that

（8・20）　　匝β（X・y）毒≦ClleXP可Yl

for anY X∈M and any Y∈TxM・lnserting（8・18）and（8・1g）into

（8・13）・We get（8・15）by defining Gl（七・f）as

（8・2日　　tGl（七・f）

＝－fくX）（2雨）－d／2
T M（トレ（X・y））

X

x【1＋（1／6）（ト（B／2））Rリ（X）YIY」】e－iYi2／2tdY



＋（a，if）（X）（2瑚－d／2J，xMソ（X・y）Yio（X，y）1－（β／2）e－lY¶2／2tdY

ー（1／2日aYla」fHXH2灯り－d／2

JTxM【（1－レ（X・Y）・・V（X・y）；B（X・y）］YiYje一冊2／2tdY

・（2nt）－d／2J，xMF（X・Y）項・Y）1－（β／2）e－iYi2／2tdY・

Where LJ（X・y）＝ソ（X・ExpxY）　etc・

By（8．20）and the property of F（X，y），We have the esti－

matein（8．16）readity．

The estlmate（8．17）is a easy consequence of theintro－

duction of　レ・（X，Y）．

Proof of（d）．Under Assumptions（M），（L．1）－（L．lV），it

iswetトknownthat△issetトadjointinL2（M・d〟g）・SoABis

atso setf－adjoint・Moreover as ABis bounded from betow・AB

generates a cO－Semi group．This and the facts（a）－（C）

guarantee us to appty the generaHzed Lax theorem to our

CaSe　（Cf．　p．　214，　Chorin et at【8日．　So we proved our

Theorem　8．1．
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CHAPTER H Regutar Frechet Lie groups and Product

integratS．

1・O Pathintegrat formulation from Hamittonian mechanics・

ln this chapter，We W＝J show that the construction

procedurein Chapterl works we＝　even when we reptace there

bY uSing the generating function for the sYmPteCtic

transformation corresponding to the glVen Ham＝tonian・

Moreover，We Can COnSiderit for the case　入＝i／h．　Here，　We

can use the remarkabte properties for theinfinite dimen－

sionat groupG330finvertibteFourierintegrat operatorS

of order zero on the compact manifotd・Asis shownln the

series of the worksin Omori，Maeda，Yoshioka and Kobayashi

（［23］，【27卜【32］andl36】），We Canintroduce the topotogyin

G31呂bYthekernet function（Cf・§2・2）・Therefore・itis

possibte to investigate the convergence of theiterated

integrat as a kernet function．

Let N be a ctosed smooth n一manifotd wlth an arbi－

trarHy fixed Riemannian metric g・We denote by T州and TN

the cotangent bundte and the tangent bundte over M respec－

tivety．A polnt of TN（resp．T＊N）is denoted by（X；XHresp・

（X；i日．Consider the time dependent Hamlttoninan function

H（t，X；ミ）．　Here we assume the fo＝owing：

（H．0）H（t，X；i日s a smooth function on RxT＊M・
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（H．日　日（t，X；ミ）has an asymptotlc expansion for　く→Ⅶ・；

H（七・X；（）～Ho（七・X；i）＋‥・＋H－N（七・X；i）＋‥・・
ほ巨∞

Where H－N（七・X；＜）is an homogeneous function with respect to

く　Of degree　－N．

Let q？（t；X；＜）＝（甲1（t；X・＜）・甲2（七・X；＜））be the symptectic

transformation corresponding to the Ham＝tonian H（t，X；i），

J．e．it satisfies

dp1（七・X；り

（0．1）
dt

O甲2（七・X；り
dt

∂㌔（七・甲（七・XH）

－axH（七・甲（七・X・り

Withinitiat condition：

甲（0，X；り　＝　くX；く）

Therefore，We get the generating function S（t，X；り・for

や（t，X；i）which corresponds to the actionintegratin the

Lag「anglan meChanics．Thatis，Put

（0．2）　S（t，X；く）＝ （e（XH）－H日甲（－r・X；i））dr，

Where XH denotes the Ham＝tonian vector fietd defined by

（0．1）Associated to this，We COnSider the fo＝owingintegraL

transformation；

（0．3） E（h；t）f（X）＝

JT；Me去S（七・X；＜｝（V；）h（X；”dミ・



Hereい・竜）h（X；i）is a sort of the Fourier transformaHon

Whichis defined by

（0．4）（誼）h（XH）＝く2油）－n elt L｝（X・Z）u（Z）dz・ExpxX＝Z・

where V（X，Z）is a smooth cut off functlon on MxM with the

breadth e（Cf S2．1），and Exp　了s denoted by the exponentiat

mapping by g（Cf．chapterl．in this chapter we use the

notation・xXinstead of ExpxX for simp＝citY・）・

Then，the main probtem we shaH conside「盲S the conver－

genCe Of the success盲ve　盲ntegrat；for a division　△・

△：0＝toくtlく・・・くtN＝七・tj＝（t／N）j・

（0・5）　EN（△；h・t）u（X）

＝　E（h，t／N）…．E（t，t／N）u（X）　（N－times）

Now，We Can State Our main Theorem ln this chapter，

Whichis the simHar resutts asin Chapter t・

Theorem B． Let the assumptlons（H．0）－（H．1）be satis－

fies and tet Oくh≦1．　Then，for any T〉O and t∈［－T，T1，

EN（△；h，t）defines bY（0・5）converges to a Fourierintegrat

operator u（h，t）in G5呂by thetopotogyinG33whereN

tends toinfinity．Moreover，We have the f0日owing proper－

ties：



（i）U（h，t）definesabounded＝nearoperator－nL2（M），

（0・6）ILU（h，tトEN（h，t川≦rbh叫t軒1【ebhltけ21，

Where r and bis some positive constant independent of N・

（iり　for any t∈R and u∈C∞（M），We have

（0・7）（去）諾U（h，t）＝H（h，t）U（h，t）u（X）・

where H（h，t）is the psuedo－differentiat operator defined by

（0・8）H（h・t〉u（X）＝J，＊NH（t・X；用言）h（X，＜））d＜・

As a direct consequence of this theorem，We have

CoroHary．Let H（t，X；i）be a Ham＝tonian function on

T＊M which satisfies（H．0）一（H．1）and for any t∈R，for any

u，V∈C，

（0．9）　　くH（h，t）u（X），∨（X）〉　＝くu（X），H（h，t）V（X）〉

Where H（h，t）is defined one by（0．8）．Then，H（h，t）is the

essentiat setf－adjoint operatorin L2（M）・



ー　90　－

2・11nfinite dimensionat Lie group of lnvertibte

Fourie「integrat operators．

Throughout this chapter，We uSe maintY the same nota，

tions asin【27】．Let N be a cLosed C伽　riemannian manifoLd

and TN and T＊N be the tangent bundte and the cotangent bun－

dte of N respectivety．A point of TN（resp．T＊N）is denoted

by（X，X）（resp．（X，＜））．De。。teby写＊Nthec。mPteme。t。fthe

zero sectionin T＊N，i，e．，T＊N－iOlin the notation of【27］．

A symptect－c diffeomorphism P Of T＊Nis caHed to be p93辻二

土地homogeneous of degree one，ifit commutes with mutti－
P＝cation by positive scatars．Thatis，if we wr盲te　甲　aS

甲（X；ミ）＝（9，1（X；＜）；甲2（X；＜日，thenit satisfiesや1（X；「＜）＝

甲1（X；汗　や2（X・「り＝「甲2（×；日，・for any r〉0・

Let現1）bethetotatityofsYmPteCticdiffeomorphisms
。f　芋＊N。f

POSit盲vetY homogeneous of degree one・Then，We

have proved that現1）jl naturaLty
軋（S＊N），史埋旦口辿旦裏

些⊥E S here bundte S＊N，

identified with

at L contact transformations on the

堅坦飢1）13i旦regutar Frechet－Lie

group（the precise definition of regutar Fr畠cheトLie group

W＝J be statedin§2．2cf．【26】and Theorem6．4in【30日．

Now，in this paper，a＝　derivatives of functions，　ten－

sors・etC・・On TN，T＊N and S＊N，etC・are taken by using a

no「mat coordinate system at the considered point（Cf．［27】，

§1，and【2g】，§1，日5））．

We have restricted our concern to Fourier－integrat
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OPe「atOrS On N with the fo＝ow盲ng express了ons：

日・1）（Fやu）（X）

細
Xe

αa（X；く；X）

－iく甲2（X；く‖X〉一日困Aα（甲1（X；り；X）
（山車（甲1（XH）；X）dXdく

＋　くK uHX），

Where we use the fo＝owing notations：

（F．1）　ソis a cut off function（cf．【27】，P．365）with the

SmaH breadth e・0くEくrl／12・Where rlis a sma＝constant

Which depends onty on the riemannian metric of N（Cf・§4・2）・

（vu）●（X；X〉　＝　ソ（X・lxX）u（・xX）（Cf・【271・P・359）・

（F・2）a（X；”）isanetementof三三・a CtaSS Of amptitude

functions（Cf．【27h P．366．日3日．

（F．3）K∈C∞（NxN）and K uis anintegrat operator with the

ke「net K（X，y）くCf．【27】，‖2）ト

1人α（X；＜）iis an appropriate partition of unity of
写＊N

（Cf・【271・P・373）such tha七人α（X；r＜）＝　入α（X；（）for anY

r）0・and Aα（Y；X）－S are quadratic forms writtenin the form

Aα（y；X）＝Ei，jAf3）（y）XExJaddedtoく甲2（X；頼X〉inorderto

make the phase function nondegenerate（Cf．【271，PP・366－

368）．

Remark．　There are in generat a tot of ambiguities in
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the choice ofIAα〉and hencel入α）・The expression（l・1日S

One Of the way of describing operators whose wave front set

is given by graph甲亡T＊（NxN）（Cf．［91，日5日16日33］）．

However，ifやis sufficientty ctose to the identity，

One Can Set Aα＝0・hence（1・1）can be wr盲ttenin the form：

（1・2）　（Fやu）（X）

a（X；く；X）e
－iく甲2（X；く＝X〉

（lノu日中1（X；十日X）dXdく

＋　（K u）（X）．

Mo「eover，We Can atWaYS etiminate the variabtes X in the

amp＝tude’a（Cf．【27】，§4　and Corrections）．Thus，（1．2）can

be rewritten as fo＝ows：

（1・3）（Fや帖）J，米車；日ソ芯（廟））d‥（Ku）（X），

Where

（1．4）　レ古くy；り）＝
e一両げ〉V（y・Z）u（Z）dz・・YY＝Z・

Now，the above expression（1．3）can be written as a

COmPOSition of more†一etementary operators一一・Remark that

isnaturattydiffeomorphicto（0，00）xS＊N・Wedenoteby RN

the space of aH CO functions f onl0，∞）xS＊N such that

f（r，u）is rapidty decreasing as r・・∞．　Ln other words，by

identifying l0，06）with l0，日　（Cf．【27】，P．364，（10日，



jBNisthespaceofattC00functions onl0，1】xS＊N which

are fLat atillxS＊N・Atso，』NisaFr畠chetspaceand

g）£1㌦cts effectivety and smoothtY On　逮N by

轟くX；＜）：f（p（X；＜）），甲∈g）！1），f∈』N・Note that the

amp＝tude function b（X；く）in（1．3）is an etement of∑さ　くCf・

【27】・P・365）・Foreachb∈∑呂，WeSha＝denotebyb・themuト

tip＝cation operator by b・Then，b・is a continuous　＝near

operatorof』Nintoitsetf・

Definemaps刀：』N⇒C∞（N），andL：C00（N）→BNaS foト

tows：

（1．5）

（1．6）

榊）＝JT＊Nf（X刷・
X

Lu（X；り　＝　レ芯（X；り　　　（Cf．（1．4日．

By the formuta of Fourier transformation，We have

（1．7〉　　　　　　　　　加　＝　id．

Us盲ng these operators（1．5）and（1．6），　One Can Write

（1．3）by

（1．8）

Remark．

Fや　＝　刀b・㌔と＋K・

‖）The above expression（1．2）or（1．3）st＝1

have ambiguities・Using Fp・One Can OntY knowPand the

asymptotlc expansion of b．Namety，One Can rePtaCe（b，K）bY

another（b’，K’）to obtain the same operator F甲（Cf・［27】and

Corrections）．



（＝）BY（1・7），theoperator L穴：』N・1Nis a proJection

opera七〇「，i．e．，恒）2＝班．

Now，We Shatlstate themain theorem・Let　成・Vl・Uo

be a connected nelghborhood of theidentityofか£1），a

neighborhoodof1－n∑呂，・aneighborhoodof Oin C∞（NxN）

respectivety・　Denote by　（呪・Vl，Uo）the set of aH
Fourier－integrat operators of the form（1・8）such that

甲∈硯・a∈Vl・K∈Uo・Note thatif呪・Vl・Uo are suffト

CienttY Sma目上then every etementin TL（止・Vl・Uo）isJnVer一

七ibte and thelnVerSeis againin YL（硯・Vl・Uo）・Atso・

denotebyGiSthegroupgeneratedbY n（払Vl・U。）・Then・
theorem Bin【28］showsthateverYetementOfG33canbe

Writtenin the form（1．1）．

Now，the goat of sS2．1－2．7is as fo＝ows：

Theorem C． 沌呂長里regutarE上皇廻一日旦旦些旦臣・

Remark．　Once a manifotd structure is estab＝shed on

G喜呂，PropositionAinl291showsthat′J二手glisitstangent

spaceat theidentitY．He。Ce，bYLemma2．2inl30］，Jr算1

istheLieatgebraofGg・S・
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2・2　Regutar Fr色cheトLie groups andits properties・

First，We ShaH gfVe the definition of Regutar

Fr畠chet－Lie group．

An groupis caHed FL－grOuP if it is a topotoglCat

group and a C Fr畠chet manifotd such that the group opera－

tions are C．Now，We Start With considering a division

△：a＝toくtlく‥・く七m＝b・Of a ctosedintervatJ＝la・b】・We denote

by困themaximumofitj＋1－tjl・

Let G be an FL一grOuP and beits Lie atgebra．A step

function defined onl0，e］x［a，b】is a pair（h，△）and divi－

Sion of［a，b］Such that l△iくe and a mapplng h：

［0，e］x【a，bトー→G satisfying the fo＝owing：

（日　h（0，t）＝e for att吋a，b1，and h（S，t）in Cl for each

fixed t．

（吊h（S・t）＝h（S・tj）for（S，t）∈【0・e回tj・tj＋1）・

Denote bYJ＝【a，b］．A mapping h：【0，e］xJ一一÷G w日日　be

caHed a Cl hair at eif

（i）h（0，t）＝e for aH t∈J，a。d h（S，七日s C㌦n s f。r eaCh

（i一）h（S・t）and（蓋）（S，t）is CO with respect to
（S，t）∈【0，と】xJ．

Let p be a right－invariant metric on G ment70nedin the

PreVious section，　and d a metrlc on by which lS a
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Fr畠chet space・Define a metric p on the space of the union

of Clhairs at e defined onl0，e］xJas fo＝ows：

言（h，hナ）

＝　maX p（h（S，t），h’（S，t））

【0，亡1xJ

＋　　　max

tO，亡］xJ
（旦霊山h（S，t）‾1，

∂h－（S，t）
as

h・（S，t）－1）

Given a Cl hair h and a division△：OfJ，We define a

SteP functlon（q△（h）・△）bY

（＊）J△（h）（S・t）＝h（S，tj）for t∈【tj，tj＋1）・

An FL一grOuP G w＝J be caHed a reguLar FrdChetーLie

旦口世良，if the fo＝owing condition is sat7sfied：Let

i（hn，△n）〉be anY SequenCein the set of the aH step func－

tions satisfying（＊）for some e and J＝la，b］such that

＝m困　＝O and　＝mh　＝　hin the topotogy defined by p・Then，
nぅ∞　　　　　　　nウ00　n

n三（hn，△。）＝h（七一tk）h（△tk，tk＿1）‥・（t1－S）

COnVergenCe uniformtyin t∈la，b1．

Regutar Fr畠che七十Lie groups have many usefut properties

（Cf．【30日．　Here，We ShaH exptain about the extension of

regutar Fr畠chet－Lie groups as a usefut tooL．

Defineamapping◎：G封上靴1）bY

（2．1）
くⅠ、（Fや）

－1

甲　　l 甲∈わ皇1）
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Then，in view of theorem5．5inl30】，◎is a we＝－defined

homomorphism，and theimage of◎is theident了ty component

of乏〉£1）・Thekernetof魯isG言0，thegroupofinvertibte

pseudo－differentiat operators of order O（Cf・［301，（38））・

si。。e a日
立 ）盲snatura＝Yisomorphicto　ぬくS＊N）・We have

an exact sequences as fo＝ows：

（2・2）1－－〉G言0－－〉G粥一一〉曳くS＊N）－→1，

Where the dotted arrow　盲ndicates that theimage of　◎　lS an

OPen Subg「oup．

Wenoteherethat　乳（S＊N）jl　卓　regutar Frdchet－Lie

旦口坦良　くCf．【26日30日∴塑卓　卓逗旦ihBL Gg Oisa regutar

至上畠建一Ej3旦竺旦臣．lndeed，inl361，We have seen that

G？？m）is a regutarFr畠chet－Liegroupform≦－d－mN－1・

and that G30is a regutar Fr仝cheトLfe group obtained bY the

inverse＝m－tof｛G3？m）；m≦－d－mN－11・

Remark．ln view of the arguments in　【361，We Can

eas＝Y Check the f0日owing・Foreverym≦〇・G3・？m）lSan

。Pe。S。bset。f3（m）O a。dis an FL－grOuP（Cf．【30日．The

COndition m≦－dimN　－1is used onty to ensu「e the conver一

gence of p「oductintegrats．

Now，Wedefineamappingr：呪うGヨ呂by

（2．3） γ（甲）
－1＊

刀‘P L．

ObvioustY，◎r＝id・，and r g－VeS a tOCat CrOSS SeCtion of

（2・2）・Define a mappIng rr by



（2．4） 「才力減　＝　γ（弼一㌧（頼′（頼

As⑪：G需う現1）isahomomorphism，r，isamappFngOf

伏x快intoGiO．

Ontheotherhand・defineαr（力・A）・foreverY甲∈収・

A∈G言by

（2．5） αγ（甲・A）＝　再）－1A再）∈　GiO・

Reca＝that the topotogy ofG言Ois obtained by theInVerSe

＝mitof｛Ga？m）；m≦0｝・Hence・reC占日日ngProposition5・2and

Theorem5．4inl30】，tO Obtain Theorem A，We have ontY tO

Show the fo＝owing：

OSition　2．1．
The mappIngS rr and　αr・defined by

（2・4）and（2．5）respectivety，have the fo＝owing properties：

int。Gま？m）

1）rr：現xu　ヰG3－OisaC∞mapplng Of ux成

for everY m≦0．

（Ext・2）αr：悦xG言0→G言Ocanbe extended to a CW

mappingof伏xG！？m）intoG言？m）foreverym≦0・

Remark．

there

幻£1）

BY the above proposition，We See atSO that

js G3冒m）－eXtenSion of theidentity componentof

，Whichis an FL－grOuP for each m≦0，and a reguLar

Fr畠chet－Lie group for m　≦　－dimN　－1．We shaH denote this

extensionbyG3呂（m）・G等■sindeedtheinverse timit of

｛G33（。）；m≦0｝・

To prove（Ext．ト2）in Proposition　2．1，We have to know
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first theinverse of r（や）．　To do that，Set

（2．6）　　　　　≡（甲）＝　乃（㌔∴∴托㌔‾1）と，

then we shaH show the foHowiIlgin　§2．6：

os日日on　2．2．Notations being as above，We have

（a）ifやis sufficientty cLose to theidentity，then≡（甲）is

a pseudo－differentiat operator of order zero，i・e・・

≡（轟き0（N）．

（b）三：小言？m）・definedby：（p日n（2・6）・is smooth for
every m≦0．　Therefo「e，Since　≡（id．）＝1，

（C）≡（甲）isinvertibteif甲is sufficientty ctose to the

identitY．

By using Proposition2．2，（C），We Obtain for suffi－

Cienttysma＝・甲∈あまl），

（2．7） γ（乎）－1＝　≡（甲）‾1㌢（〆）．

Hence，if甲，¢are SufficienttY CtOSe tO the identitY・then

＝（甲¢〉isinvertibLe．　Thus，We Obta盲n

（2・8）　「｝′（…）＝＝（顧rl帖¢）＊て刀（顧十1｝（轟√1）r・

ontheotherhand，anYA∈G言Ocanbeexpressedas foト

tows：

（2．9） A　＝　穴a・Z　＋　K，

wherea∈∑SandK∈C00（NxN）・Hence，Wehave



（2．10〉 α，′（甲・A）＝＝（〆1両＊Z砕米－1恒㌔・〆1）（轟〆1）て

＋　≡拉）－1刀拉米とK刀〆1）Z．

N。te tha七㌔a・㌔－1＝（平米a）・，a。d。ne may Write

（2．11） αγく甲，A）二　三回－1両＊て刀㌔－1胸㌔）車㌔糎＊‾1巨

＋　≡（バー1両＊ZK糎＊－1）Z．

The above computations show that operators of the form

甲㌧糎＊－1，（㌔a）・，乎㌔K刀やト1

and their composition ruies pLay animportant roiein study－

ing rr and　αr・Thus，We ShaLt set up a ce「tain ctass of

operators呪，COntalningや㌔砕米－1for everYやWh－chis suf－

ficientty ctose to theidentitY．耽isindeed a C∞Fr畠Chet

manifotd and a tocat semトgroup with smooth semi－grOuP

OPerations　（Cf．SS2．4－2．6）．　Moreover，We ShaH see is

ctosed under the muttipL＝catlon by　や㌔．Thisisindeed

smooth with respect to甲，a and p∈舵（Cf．§2．6－2・7）・Next，

We ShaH prove that the’lpro」eCtion’’り柁・⇒

Pう，tPris smooth（cf・§2・6，Proposition6・2）・

G窄m）・m≦0・

Den。te bYE（甲）＝，，㌔乃q，＊．1．Then，E can be regarded

as a smooth mapping of　呪into　耽（Cf・§6・6）・Thus，bY

USing these smoothness properties of　孔，We See that（2・8）

and the first term of（2．1日　are smooth．To treat the

second term of（2．1日，We ShaH need the fo＝owing p「oposi－

tion which w＝J be proved in S2・6　as we＝　as some other
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SmOOthness properties stated above：

OSition　2．3．
Forevery甲∈g）£1），and K∈C00（NxN）・

put A（甲，K）三井（甲㌔K刀〆1）Z．Then，We get

（a）＾（甲，K日s a＝near operator on C∞（N）with C∞　kernet

（b）ThemappingL：現1）xc㊥（NxN）・C∞（NxN）issmooth・



－102　－

2・3　Severai propert盲es of primordiat operato「S．

First，We Sha＝C。mP。te the ker。et。f P㌔糎ト1and

平米rK穴やト1．RecaLt the definition of穴andごくCf．（1．5）and

（3・1日Tnf）（X：ミ）＝JIv（X，y）e－iく汗XY〉f（Y；q）dYdり，f∈　N・

Where・Xy＝Yim頼es・xY＝y・LetT0（X；弓，y）be a smooth

exte。Si。n。fく汗XY，。nt。写＊Nx等＊Ns。Chthat

くP・0）　丁がX；「ミ・Y）＝「70くX；ミ・y）・　　「〉0・

Then・70has the fottowing prope「ties：

Lemma　3．1．
Fo「g盲ven「1〉Oin（F・日，if d（X・y）く2「1ノ3・

then　70（X；ミ，y）has no criticai pointin（X；＜）for every y

and ro（X；hy）has no criticat pointin Y for every

くX；葎写＊N．

Now，Z刀　Can be regarded as an integrat operator with

sm00th kernet u（X，y）e－iro（X；く・y），hence the kernet of

詩瑚十㌦sgivenbY（甲＊レ）e‾l甲Tobecauseof㌔dYdり＝　dYd甲，

where（詰｝）（X；ミ，Y；り）＝ソ（pl（X；＜）・Pl（y・q））・

SlmitartY，the kernei of z・K刀is gtVen by

（3・2）　a細く，y）＝†項，Z）K（痛e‾－砕；毛，Z）dz・

Since V（X・Z）K（Z・y）has a compact supportin z，aK（X；ミ・y）is



rapidtY decreasingi。困．He。Ce，the ker。et Ofや㌔K九㌔‾1

is glVen by

（3．3） 頼aK）（X；ミ・y；り）＝　aK（甲くXH）・甲（y；－7日・

Tounifyてoand乎＊ご0・Weintroduce a cLass of func，

tions，Which correspond to，．phase functions．，definediater・

Letr（X；毛，y；り）beasm。。thf。。Cti。n。。写＊Nx等＊N which

Satisfies

（P・1〉　て（X；ri，Y：S77）＝　rZ・（X；（，y；77）　for anY r〉0，S〉0・

The above r is considered as a smooth function on

t0，的）2x（S＊N）2byp止Hng

（3．4）　　　　　言（「，S，X；言，y；ぢ）＝　ごくX；「言，y；Sぢ）．

F。rab。VeZ，defi。eaS。bsetC（r）。千言＊Nx写＊Nby

＝Hx；ミ・y；）フ）∈写＊Nx芋＊N；∇（X；Hr＝00「∇（Y；り）て＝0｝・

Then，C（Z・）is conic，that is，（X；く，y；り）∈C（て）if and onty if

（X；r毛，y；S17）∈C（Z・）for every r）0，S）0．

Consider the fo＝owing propertY for zL；

（P・2）　　C（r）is bounded awaY from the diagonat set・

ltis obvious that ro satisfies（P・日　and（P・2）・and

that such properties are invariant under the action of

診£1㌦hence詩。Satis千一es（P・ト2）foreverY甲∈8£1）・
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However，What we shaH needln the computationis not a

generatrwith（P・ト2）but詩0，甲∈S）ま。・Ort・0・一・Thus・We

have to considerでro mO「e PreCiseLy・

F一rstofatt reca＝　that each P∈飢1）ieaves the
canonicat l－form e invar了ant，Where eis gIVen tOCa＝y by

e＝＝㍉dxl・This fact gNeS the fo＝owing：

Lemma　3．2．

くP．3）

Foreachや∈g）より，詩ocanbewrittenby

甲70　＝　70＋Q（弓（X；ミ・y；可・

and Q vanishes at（X；i）＝（Y；77）up to the f了rst derivatives・

proof．Use a normat coord了nate system（Yl，‥・，yn）at x

andits duaL coordinate system（＜1，・・・・＜n）・Then・We get

く汗Xy〉＝”1・and o＝再yl・

For甲∈Dil）∴weusean。rmat COOrdinate system and duat

COOrdinate sYStem at　甲1（X；＜）・　Denote P（y；り）by

抒1・‥・TVn・す1，…・㍉）・Then・tettingミ＝甲2（X；＜）・Wehave

く吋X；軌や昌X日付y；津＝富i打

Remark that甲賀0＝0meanS that

璃＝行　場＝0（Cf・【27】＝25））・

テー＝か扉＋中仙亘）＋H（頼y・り一汗

Put
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Where H（甲）（Y，り－i）is the quadratic term with respect to Y

and　77－号．　Then，We have

甲Zo　＝　く甲2（X；ミ汗
甲1（X；り

甲1（y；｝7）〉

＝　㍉yl＋く日日（甲Hy・り一日〉・

So，Q（甲）is given by the tast term of the above equatity．

We define amp＝tude functions associated with z・in　3．2・

Let r beaC∞fmCti。。S。。写＊Nx写＊Nwhichsatisfies（P．1－2）

in　3．2．（Remark that the property（P．3）is not usedin this

SeCtion・）For above z，We denote by b（巨）the＝near space

。f sm。。th fmCti。nS h。。写＊Nx写＊N s。Ch that

（B・‖his a C∞function onlO，∞）2x（S＊N）2and att der－vatives

Of h are bounded．

（B・2）The「e exists a conic neighborhood Vh Of C（r）on which

h（r，X；言，Y；77）＝h（X；r言，y；77），rど＝ミ，is rapidty decreas－

ing as「ぅ∝・．

Recati the kernets obtainedin　3．1and we know the sig－

nificance of the f0日owing：

Lemma　3．3． （a）再X・y）∈争い0い　くb）

甲米ソ∈餌差。）foranyや∈∂£1）・（C）詩K（X；ミ，y〉∈餌）・

P「00f．
Sincel｝＝00n a neighborhood C（ro）・We get（a）・

（b）and（C）are eas＝y obtained by a direct computation of

derivatives．
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Let z satisfy（P．ト2）in（3．2）andiet a∈　（Z’）．　Con－

Sider the f0日owing operator

＝JJa（X；ミ・y；庸一iz（X；ミ・y；甑y；湖yd？，　f∈』N・

By Lemma3．2，㌔L刀や＊－1，and平米LK碑＊一㌦re writtenin the

above form（3．6），Which w＝J be caHed primordiat operators

in this paper．

Now，We Can give a r7gid meaning of（3．6）as an opera－

to「as fo＝ows：

OSition　3．4．　Let Z，Satisfy（P．1－2）　and Let

a∈息（r）．Then，P（a，7日。（3．6）defines a＝near operator on

intoitsetf．

Proof． Let　甲（X；吉，Y；T7）be a smooth function such that

乎（X；rく，y；S77）＝乎（X；ミ，Y，77），「〉0，S〉0，and q＞…l on a neighbor－

hood of C（て）and suppやCVa（Cf・（B・2）for the notation Va）・

（3・7）P（a・珊X；＜）：拓ae－irfdydり＋JJU旬ae－irfdydり

＝　Pl＋P2．

since甲ae－iTis rapidty decreasingin　困，We See that

Pl∈RNforeveryf∈　N・Now，COnSiderP2・Remarkthaton

the support of（トq＞〉a，r has no critical point in　（Y，77）・

So，tet
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11＋i「（▽言▽～
り　　）7

＋∇Z▽y）y

2

1＋　rL沖　　　て
，　「＝困，　Z＝て（X；；，y；ぢ）．

（y；ぢ）

Then・LZe－iT＝e一暮Tandthecoefficientsoftheoperator LZ

can be bounded byr－1for sufficientty targer〉0・So・P2

Can be written as

（3・8）P2（X；り＝Js止卜佃×雷，y；S頼りt

xe－irT（X；ミ，y；一7）f（y；Sぢ）sn－1dydsd与．

Repeatlng theintegration by parts・We See that P2（X；く）盲s

rapi飢Y decreasingin　困・　Smoothness at r：00f P2（X；ミ）

foHows from those of甲（X；r毛，y；77）and a（X；r！，y；77）at r＝0・

FinattY，We remark thatin what fo＝ows we shaLt res－

trjct our concern to much narrower ctass of amp＝tudes．The

ma盲n reason to do sois that　あく7）is notinvariant under

B£1）・Therestrictedctass－sinvariantunder現1）and
contains∑呂，though轟∈∑呂evenifa絡
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2・4　Phase functions of primord盲at operators．

Now，tO fix the restricted ctass of pr’imordiat opera－

tors，We ShaH introduce a ctass of phase functions and

Study the properties of compositions of phase functions

induced by the compositlon of primordiat operators．

Let。bethespace。fatt C∞　f。。Cti。。S Z。。写＊Nx写＊N

SatisfYing　（P．1）in　3．2．　Since such z：is unlquety deter－

mi。edbythevat。eS。n…＊Nx…＊N，WeShaiL g．veat。P。t。gy f。

O bY uSing the C00topotogyons＊NxS＊N・DenotebYOothe

CtOSed affine subspace of o defined by

（4・1）　（う0　＝iZ∈0‥7－70Vanishes on the diagonat set

up to the first derivativesl．

Remark that every T∈Oo Satisfies（P・2）and（P・3〉in Lemma

3・2・9去1）acts on obythefo＝owing：Givenや∈あま1㌦

TEO・Wedefinemappingev：机1）xo⇒ObY
（4・2）　　　ev（甲，ご）＝　中米こくX；Xi，y；り）＝　ごくやくX；日，甲くy；り）ト

Themappingev：現1）xoや¢isaC併mapping and which

teaves ooinvariant・

Proof． The smoothness of evis obvious by that of com－

POSition of mappings（Cf．【2］，【24】，［31日．Theinvariance

Of oo f0日ows from Lemma3・1・
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Given Zl・Z2∈0・We define a composit盲on rl＋72aS a func－

ti。。。n羊水Nx写＊Nx等＊Nby

（4・3）　　zl＋Z2（X；く・y；り・Z；こ）＝　71（X；hy；り）＋　72（y；り・Zは）・

For a tater use，We have to know at first the criticat point

and the criticat vatue of（4．3）with respect to（Y；77）・How－

ever，thisis not so easYin generat・　Thus，We ShaH do

this under the assumption that rl・Z2∈Oo and they are suffi－

CienttY CLose to zo・Moreover・We ShaH restrict the domain

Of Z1＋720nto d（X，y）≦rl／2，d（X・Z）≦rl／4・Where rllS COn－

Stant dependlng ontY On the r盲emannian structure of N・Which

W＝∴　be glVen betow．

On this「est「icted domain・One maY Set y＝・xX・

Z＝・yY＝・xZ and（Y；Y・り）＝・x（X・Yt川．）byusingthenormat

coordinate sYStem at X・　　Y．　is glVen bY

Y－＝富（X；Z・X）＝富1（X；Z・X）（Z－X）（Cf・【27日P・360・（3））・The

COnStant rl fs defined by the supremum of r such that

ax富tx＝O and　富1（X；Z・X）areinvertibte matrices whenever

d（X・Z）≦r・For the standard sphere・rl＝n／2　and for many

riemannian manifotds・rlis g盲ven as a hatf of theinJeC－

tivity radius．

Set ri＝70＋Qi（盲＝1・2）・Then・Zl＋72Can be written

in the form

（4・4〉　く引X〉＋く畑亨は；Z，X）〉＋Ql（X；く・・x（X，右目＋Q2（・x（X・ワリZ㍑）・

Thus，COnSider the equations
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（4・5）∂x巨予て2）　　ミ＋くり’戦S〉＋axQl＋∂xQ2＝0・

（4・6）∂ヤー巧十才2）　　引x；Z，X）＋∂り・Ql＋∂り†Q2＝0・

Lemma　4．2．
Suppose rland z2are Sufficientty ctose to

roin oo and suppose d（X，Y）≦rl／2・d（X，Z）≦rl／4・Then・We

Obtain the fo＝owing：

（i）Theequation∂y（zl＋72）＝OcanbesoLved un盲queiy

With respect to　77．　Let　｝7　be its sotution・　Then・

石＝盲（X；（，Y，Z；∈）is C¢　and　77（X；r毛，Y，Z；Sこ）＝r盲（X；弓，Y，Z；∈）

fo「anY「〉0，S〉0．

（＝）There are constants C）0，M〉O such that

（4・7）；ayq＋72日　≦　M（困＋回）

if　　座i　≧　C巨l o「

Proof．

困≦C－1困・
l

One maY aSSume that there are sma目　す〉O and a

COnStant K〉O such thatlax（Ql＋Q2日　≦　6（巨‖＋再㌦），K

l≦Ia㌔‡≦K，K‾1≦t（ax富）－1I≦K・BY（4・5）・WeSeeeaS＝y

thatif　77　eXists then　一7muSt Satisfy

喜C‾1両　≦　射　≦　2C困，　　・x（X・∵＝（再〉

for some constant C≧2．Moreover，On this domain on maY Set

宣∂，了∂x（早ご2ト∂x引　≦両㌍＋1）≦沼C＋1）・

It foHows that aり・ax（rl＋Z2日s non－Singutar mat「ix on the

conicat domain：d（X，Y）≦rl／2，d（X・Z）≦rl／4・喜C．

1困≦回≦2C困．
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Suppose Ql＝Q2＝Oin（4・5）・Then一七has the unLque

sotution百三－＜（ax富）－1・Bymeansoftheimp＝citfunction

theorem（Cf．【311，Lemma4．9）on the above conicat domain，

we obtain the untque existence of｝7・Smoothness of）7fot－

towsf「omtheregutarity of aYaY▼（zl＋72）・and the homo一

geneity of77fo＝ows from those of zl・72・

Now・SuPPOSe回≧C困Or77≦C－1両・Then・ay（rl＋72）

cannot attaln O．　Hence，there must be a constant M such

thati∂y（Z予て2日≧M（困＋刷上

OSition　4．3．
Suppose T1・て2are Sufficientiy ctose

to Toin eo・lf d（X・y）≦「1／2・d（X・Z）≦rl／4・then

（日　the function・Zl＋72has ontY One Criticat point

（yc；77C），Whichis non－degenerate；

（＝〉　the criticat point（yc；りC）depends smoothtY On

（X；ミ，Z：∈）and satisfies

（4．8）

r

l

一

l

l

L

yc（X；r＜，Z；Sと）＝　yc（X；ミ・Z；∈）

りJx；「ミ・Z；Sと）＝「り。（X；く・Z；∈〉

「〉0，　S〉0；

（i＝）the criticat vatue Z12＝（zl＋72）（Z；ミ，Yc；りC・Z；∈）

has the properties（P．ト3）in the variabtes（X，ミ，Z；こ）・

Proof．We substltute　｝了　＝盲†（X，宅，Y，Z；こ）into（4・6）・

Note that aが（zl＋72日X；＜・Y；嘉・Z；こ日s homogeneous of degree

ZerO With respect to＜・Suppose Ql＝Q2＝0・Then・（4・6）

has the unlque SOtution Xc＝Z・i・e・，yc＝Z・RecaH that
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axa）7再1＋r2日sinvertibte・Hence・theimpL＝cit function

theorem（Cf．【3日，Lemma　4．9）imp＝es（日．The unlqueneSS

Of（yc；りC）and the homogeneity of71・72yietds（ii）・Which

7ndlcates that r12Satisfies（P・日・As for（P・2）・（P・3日n

（日日），We may COnSider near the diagonat set・　Put

（Z；∈）＝（Z；＜）・1・e・・・×（Z・∈一）＝・x（0・＜）in（4・5）and（4・6）・

Then・the fi「st derivatives of Ql・Q2　Vanish at

（y；77）＝（X；＜）・SO We ge七・x（Xc・りC．）＝・x（〇・g）＝（X；i）・

Hence・the Taytor expansion of（Xc・77C－）with「espect to

（Z，∈’）at（0，く）is

r
l
l
j
l
l
L

Xc　＝　aZ＋b（ミーり1＋‥・・

77C’＝i＋cZ＋d（i一己’）＋‥・

Substituting thisinto r12・We See that r12has the prope「－

ties（P．2）and（P．3）．

Next・We ShaH observe the criticat vaLue Z12　mO「e

carefu＝Y・　Choose a C00　functlon sb On R such that¢…l on

itl≦rl／5and匪O on　困≧rl／4・and define a function

C（zl・72）by

（4・9）　C（zl・て2）＝　再d（X・ZHZ12（X；く，Z；∈）

＋　く1－¢（d（X，Z））zo（X；ミ・Z）・

C Can be regarded as a function of E1・72・By Proposition

4．3，We See aiso

Lemma　4．4．
C（rl・Z2）∈00for rl・72Sufficientty ctose to



ー113　－

ro・Cis a C∝一mapplng Of UroxUrointooo・SUChthat

C（ro・rO）＝70，WhereUroisasmattneighbo「hood of roin

Oo・

Proof．　The desired smoothness fo＝Ows from the imp＝ト

Cit function theorem（Cf．【3日，Lemma4．g）．The propertY

C（zo・70）＝Zois obtained by the computationsin the case

Ql＝Q2＝0・

The fo＝owingis s speciat case of Proposition　4・3・

Corot tar
Let r∈00be sufficientty ctose to ro・

Then・C（rl・To）does notinvotve the　と－Variabte，一・e・・

C（Z・70）＝C（Z・rO）（X；＜・Z）・Moreover，itis writtenin the

form ro（Z；ミ・Z）＋Q（Z；＜，Z）・Where Q satisfies Q（X；ミ・X）＝0・

（∂町aZ）Z＝0tZ；く・・xZ）＝0・

Now・Set T＝rl＋72－C（てl・Z2）・Using Proposition　4・3

and Lemma4・2・We have the f0日owing properties of T・

Co「ot tar With the same notations asin Proposト

tion4・3・T has the fo＝owing propertトes：

（T・1）T（X；く，y；77，Z；と）is posltivety homogeneous of

degreelin o　＝（く，77）and degree zeroinと．

（T．2）　There are constants c〉0，　M〉O such that

IayTl≧M（困＋回目f回≦C－1困Or回≦2C困・

（T・3）I弓C‾1両≦回≦2C困，then on anY COnicat

s。bsetin写＊Nx写＊Nx写＊N b。。。ded awaYfr。mthecr冊catset
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｛x；毛，yc；りC，Z；E）｝，thereisを〉Osuch thati▽（y；り）干l≧5・On

喜C－1≦困≦2C，Where千＝T（a；E，y；77，Z；；）・

Proof． We have ontY tO Show（T．3）．　Since T has no

crlticat polnt on the considered domaln and（X；毛，Y，77，Z；∈）

movesln a compact set，We See the existence of　8■〉0・

We continue to assume that rl・72are Sufficientty ctose

to roin oo・and tet rlbe asin4・2・Let（yc；りC）be the

Cr佃cat pointin the domain d（X・y）≦rl・d（X，Z）≦「1／4・

誓ecatt thatif Ql＝Q2：0・then（yc；qc）＝・x（Z・一再xS）

11X＋Zト Therefore，One may aSSume that there is　す〉O such

thatiXc－Zi≦百・い？C－＋再x富）一㌦≦帰日ngeneraL・When－

ever rl・72a「e SUfficienttY Ciose to ro・

Denote by D谷the domain glVen by

（4・10）　D8　＝i（X；ミ・・x（X・が）・・x（Z・こ∵）

；凶≦rl／2，聞≦rl／4・甘＋招x亨）－11≦拍車

Obviousty・（X；＜・・x（Xc・りC，）・Z；こ）∈D8・・Moreover，theindex

－S the same as that of zo＋roOf the criticat point（Yc；）7C）◆

and hence O．Thus，by a suitabie change of coordinate on a

neighborhood of（yc；77C）・T can be exp「essedin the form

－く77㌧77C’iX－Xc〉・ThisIs known as the Morse temma・However・

the proof of the Morse temma shows more precisety the foト

もowing：

OSition　4．7． Suppose that　6）O is sufficientty

Sma＝・　There are an open neighborhood D－of D首and a C

00
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diffe。m。rPhism首。干，・i。t。（写＊N）3S。Chthat　盲（X；＜，Y；，？，Z；∈）

＝（X；ミ・盲l（頼q2（＊）・Z；こ）and satisfy the fo＝owing

盲（D，）⊃　D百・

盲1（Z；「く・y・「り，Z；Sと）＝　盲1（X；く・y；り・Z；と）・

盲2（X；「宅，y；「？，Z；Sと）＝「㌔（X；く・y；り・Z；こ）

fo「any　「〉0，　S〉0．

（iv）

（V）

首depends smoothty旦nZl，72・

㌢T　＝　－くり・－りC・世Xc〉・

The above proposition w＝J be provedin severat temmas

betow・At first・denote To＝Zo＋zo－C（zo・rO）・Since the

C「冊cat point（yc；77C）＝・x（Xc・りC9）in this case・1s gfVen

by（Xc・りC・）＝（Z・項∂xf）一㌦＝Z），WeSeethat

To（X；く，・x（X・7．）・Z；∈）＝　くく－7．言1（X；Z・X）IX－Z〉

Where

＝　←りC・（∂x言）sx＝Z－777富1（X；Z・X）世Xc〉，

雪（X；Z・X）＝　言1（X；Z・X）（Z－Xh Using

雪1（X；Z，Z）＝　－axS盲x＝Z・We See that To can bewrittenin the

一　一くり▼一一7C▼iX－X〉　＋　Sc（X－Xc）2・To　－　　　　　　　c

Whe「e Sc＝Sc（X；ミ・・x（X・り’）・Z；こ）and Sc＝0（匝●日・

Lemma　4．8．
On a nelghborhood D’　of D百・

T（X；ミ・・x（X，｝了hZ；∈）can be written as



T＝Alい上りC・）2

＋（－1＋A2）（り一一りC－）（X－Xc）＋（Sc＋A3）（X－Xc）2・

Where Ai＝Ai（X；ミ，・x（X，り－）・Z：こ）and Al・A2・A3　are POSi－

tlvety homogeneous of degree　－1，0，1，reSPeCtivety with

respect to the combined variable e＝（く，77’）and of degree O

With respect to　と・Moreover・if zl→・・Zo・Z2→・・Zo・then

JA1日e上0日A2十0日A31／Ie十O uniformty on D’・

Proof7s easy by using Taytor▼S theorem at（Xc，りC’）・

Now，COnSider a quadratic form h（i，X）on RnxRn such that

h＝Pりミパ＋（弓＋中一X」＋RリXix」・

Where（弓日stheidentitymatrix・

Lemma　4．9． Suppose吋and tPりRktt are
SmaH fo「　aH i，」，k，t．Then，there are

（弓）dependingsmoothtYOn（PfJ）・（阜（Rij）

h：（＜i・aijX」冊とXk・P tt）

and吠一項aresufficienttysmatt・

Proof has been done

SufficienttY

matr－ces（弓）・
such that

by using the imp＝cit function

theorem（Cf．［291，PP．243－244）．We have onty to sotve

（4・11）　　干上pt恒‾1串kJ＝弓＋与

andsetaij：（f‾里Rk」・

Set（aij）＝＠（P・t・R）・（弓）＝畔t・R）and apptY the
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above temma to our　－T，then，We have the f0日owing：

Lemma　4．10．0n the domain D一，－T can be expressed in

the form

＝くり†－りC．＋－＠（Al・A2・A3）（X－Xc）困Al・A2・A3）（X－Xc）－Al（り一一りC’）〉・

Moreover・＠（Al・A2・A3）（resp・せくAl・A2，A3日is positivety

homogeneous of degreel（resp．0）in the variabte e and中，☆

are posit7veLy homogeneous of degree Oin the variabteと’・

Proof． We have onty to show the second statement・

Recatt the homogene了tYPrOPertyOfAi・Since（PIJ）＝－Al・

（弓）＝－A2・（Rリ）＝－（Sc・A3）・theequation（4・川Showsthat

（弓） is positivety homogeneous of degree O with respect to

0・Hence，by the equatity a＝f－1R，We get the desired pro－

Pe「ty．

Proof of Pro OSition　4．7．

Now，Set

（4．12）

∨
∧

’

一
X

L
匝
l
毒
し
挿
し

C

り，－りC，＋頃Al，A2，A3）（X－Xc）

空くAl・A2・A3日X－Xc）－　Alくり’－りC’）

The estimates for Ai●sin Lemma4・8yietd that theJacobian

Dくり，X
never van盲shes．　So the above equation can be

SOtVed reversety with respect to（X，77’）bY USing the imp＝－

Cit function theorem．　Moreover，by theimp＝cit function
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theorem．Moreover，by theimp＝cit function theorem gUVen

in【311，Lemma　4．9，We See that

り－　＝　り’（X；く・・x（X・り’）・Z；∈；Al，A2・A3）

X＝X（X；ミ・・xくX，T7㌦Z；∈；Al・A2・A3）

a「e smooth．Thus，remarking that A、●s depend smoothty on

71，Z2・　We See　　77▼・　X depend smoothty on

（X；ミ・・x（X・77．）・Z；∈・rl・72）・Since r1，72　are Sufficiently

CtOSe tO Z0・One may aSSume that the domain ofり’・X con－

tains D百・
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2．5　Amp日代ucie functions of primordiai operatOrS・

in th盲s section，We ShaH fix a ctass of amp＝tude

functions o†promord盲at operators・Roughiy speaking，func－

tlonsin such a ciass are obta盲ned by the btowing up of

usuat amp＝沃ude functions The main reason for using such

functionsis to make the ctassinvariant under the naturat

action of

tion．

‖）and to makeit ctosed under the muitip＝ca一
見

Recatt that写＊Nis。at。ra＝ydiffe。m。rPhic

油ere R＋＝（〇・可・　Hence for a posft盲ve盲nteger

l

NL
幕SX

＋
b
n

O・
t

ニ

k
ヽ

J

，

N

＊

　

T

O

／

＼
l

k

＊

TNx．．‥X写＊Nca。beviewedasR三x（S＊N）k．Here，WeShattglVe

acompacttf－C紺onof壁・

Take a pos‖Hve constant K，K〉1・For each integer l・

0≦t≦k・and eachトtupte of orderedintegersI＝（㍉・・・・パ巨

1≦l一・・‥パ≦k，Which are mutuaHy distinc七・　日f t＝0・We

Wr盲te simpty by董＝中・）軸e define a subset△k，lby

△k，l

Hs一・…，Sk凍；S－1≧K‾1・畑〉＝D‾1si」－了」

」＝2，‥．，上　and OくSィ≦K fo「」∈Ⅰト
」

Then，itis eas＝Y Seen that U 凸．

▼‾‾▼‾‾’　　　　　▼′　　　　　i：オ＝　0rdering，0≦t≦k k工

R三・Def盲ne maps Def盲ne mapslk，l：△k了羽0湖k for
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－1

Ⅰ＝（㍉・・‥，iい≠中，by

（5・1）　ik・i（Sl・…・Sk）＝　巨‾l・tl，‥・・ti了‥，tk）・

Where

（5．2）
r＝S－了　t－2＝Si了Si2・…・ti了S上了Si了

and s」＝tj f0rJ≠11・…・十

Moreover・forl＝中・We define－k，中bY

（5・3）　ik，中（Sl・‥・，Sk）＝　く七1…・・tk）・　Sj＝t」

千〇「」＝1，‥．，k．

Rema「k．　日日
We put a coordinate on　△k，l by using

variabies r－l・tl・・・・，tk・Butoneoftheseisnotusedfor

eachl（See List　5．1）．日日　To g盲ve a compac七日：ication of

壁，WeuSethevariabter十nsteadofr・

To slmp‖fy the notatlon・We Often write（tj・‥・，tk）bY

t・aPOint（Xl；行‥・・Xk；ミk）of（T叫kby（X；｛）andapoint

（Xl；fl・…・Xk；どk）of（S瑚kby（X；！）・reSPeCtivety・

Byattachingr－1＝〇・tl＝…＝tk＝0，

weobtainacompactificationofR三・Remarkthat the above

COmPaCtificat70n Of R＋is naturat two polnts compac七日目ca－

tion［0，∞コ．

Since our compact巨Hcation is comp＝cated，We Sha日

日st up the exact domains and used var盲abtes of△k，i for the

CaSe k＝2，3　千〇r Our Later use：
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L了St　5．1． （A）　k＝2；

△2，中　＝　Ht㍗t2）；0く七日t2≦K），

△2，川＝　冊声2）；0く「パ2≦畑

△2，（2）＝　Htl・「）；0く「一㌦tl≦畑

△2，（1，2）＝　Hr・「／t2）；0く「一㌦t2≦K｝・

ム2日2，1）＝　冊′tl・「）；0く「‾㌦1≦Kl・

くB〉　k＝3；

△3，中

△3，日）＝

△3，く2）－

△3，（3）‾

△3，（1，2）‾

△3，（2，日－

△3，（2，3）－

△3，（3，日‾

△3，日，3「

△3，日，2，3〉－

△3，日，3，2「

ム3，（2，1，3「

△3，（2，3，日－

△3，（3，1，2）＝

△3，（3，2，1）－

伸上t2，t3）；0くti≦K・i＝1，2・3），

付与t3）；0く了・t2・t3≦K｝・

冊1・「・t3）；0く「一㌦tl，t3≦K｝・

冊了2・「）；0く「一㌦tl・t2≦K｝・

冊，「／t2・t3）；腑一㌧t2，t3≦K｝・

恒／t十・t3）；腑一㌦t声3≦K｝・

冊1，「・「／t3）；0く「一㌧tl・t3≦K｝，

冊ノ㍉七2・「）；0く「‾1，㌧て2≦K｝・

冊・t2・「／t3日0く「一㌦t2・t3≦K｝，

冊・「パ2・りt2・t3）；0く「‾1万七3≦畑

冊，「パ2，七3・「′t3）；0く「－1，t2・t3≦K｝・

冊／tl・「・て声3）；0く「‾1・tl・t3≦K｝・

冊／七声3，「・「ハ3日0く了・t声3≦K｝，

冊／七十／t再出；0く「－1，tl，t2≦K｝・

冊／tl・t2・「′t2両；0く「一㌦t膏≦K｝・
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N。W，bytheidentif厄ti。n（写＊N）k＝軽くSXN）k and the

above compactification ofR三，Wegetacompact日日cationof

（写＊N）k．Nameiy，fori＝（il，‥．，早，i≦k，We uSe a Set

△k，iX（S叫k・and a map　－k，iXid・‥　△＝XくS叫k一一

〉tO，KjkxくS和りkK and compactifY（干叫k・Hereafter，We ShaH

use thesamenotationsAk，iandIk，tinsteadof△k，IX（S叫k

andik，iXid‥

＊

Now，eaCh C∞function f on（TN）k can be regarded as a

functionon軽くS＊N）kandtherefore，WeWrTteitbythesame

tetter f　了f　盲tis not confused，了．e．，

（5・4）　f（S・X；ど）＝f（Xl；S占，・・・，Xk；Skざk）・S：（Sl・・・・・Sk〉・

くX；ど）＝（Xl；㍉・‥・・Xk；どk）・

For壬　こ。1，‥・・㍉〕・t≦k，COnSideri己卜＊くfiAk，1）・Where

ik，iisdefinedbY（5・2）and（5・3）・Weoftenwriteby7k，I

insteadofiいく子戦，i）forthesakeofsimp＝citY・

Definit血15．2．f∈C∞（（干硝）k日s caLied an　旦迫り土壁旦

funct盲0∩． if the fo＝owi11g COnd盲tions are satisfied：

（A・1〉　For eachI＝（il・・‥再，・0≦t≦k・亨k，ICan beextended

SmOOthtyat tj＝0日＝1，…・kト

（AE・2）For eachI＝（与・・・パ）・0（i≦k・子k，ihas an asymP一

七〇七ic expansion as f0日ows：
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（5・5）冨k，車一㌦七・X；ど）だ＝」≦OA」（七・X；打」・

whereAj（七・X言）areCゆfunctionson【O・Kjk－1x榊）k・

RemarkThecond日日on（5・5〉means that亨k，lis smoothat

r＝00．

Def盲n盲tion　5．3． 吊　We den。te by Olk the tota＝tY Of

ampHtude functions which satisfY（A．1）and（A・2）in the

above def盲n日日on．

日日　For eachI＝（与・・・パ）・0くt≦k・We denote by
k
　
－

侃
，m

thetota＝tyofC伽functions亨k，lOnl0・K】kx（S＊N）ksuchthat

for non－POS日日Veintegerm・Tk，ihas the fo＝owing asymp－

（5・・6）了k，i記EJ≦mAjく七・X萄「」・Aj∈C∞＝〇・K】k－1x（S＊N凸・

（＝）　For sma＝　　cl・・・・・ek－1〉　0・　denote by

OZk（　ど1・・・・・ek－1〉　the space ofaitfunctionsf∈侃k

SuCh that

く5．7）　f（X；ミ）…O

if dくX盲，Xi＋1）〉Ci fo「some　盲＝う，…・k－1・

Remark． By Definition　5．3　and the remark in　5．1，

f（X；り∈の1i†and oniy Hニit satjsfjes，for t＞0

（a）亨（t x言）＝f（x；t言）can be extended smoothty on

持，∞〉xS＊N；

（b）　f has an asYmPtOtic expansion，for iarge r）0，



－124　－

7⊃Ej≦oAj（X；ど〉rJ・

Next，WeShatt put asystem of norms on Qik・Let

f∈6lk・Then・for everyI＝（il・・・・パ）・Ⅰ≠0中・andany

non－POSitiveintegerm・Tk，［＝

－1＊

k，l 川△k，I）in（5・5〉can be

writtenin the foHowing form：For fixed C∞function q＞（r）

such thatや（r）…00n O≦r≦2K一㌦and…1on r≧3K－1，We have

（5・8）亨k，－＝甲霊5…呂卑t・X・；糾）＋7・・m－1（「烏，X；ミ）・

where㍉m＿1∈　dlf，m＿1・

Let町sbetheCS－nOrmOn【0・K】k－1×（S＊N）k・

Definition　5．4．

【0，Klkx（S＊N）k，We

as foHows：

For each function　7k，I On

definea norm膵k，1．一m，S・SZo・m・≦0，1≠・

（5・9）膵k・llIm・S m≦弓≦。IAjls＋7・・m－1S；

（5・10）71，m－1s r，。，品＝5日1＋r）－m’P’1（a／ar）PD；t，X，！，TI・m一汗
（X；く）貞S＊N）k

Where D is the derivative

くt，X；；）

a normat coordinate system．

on【0，K】k－1x（S＊N）k bY uS－ng

Definition5．5．For each f∈dLk，We define a norm

（5・11）HfLlm・S t＝iil・ヲ・・パ〉I洋k・Iltm・S＋l洋pHs・
1≦t≦k



where　鶴ls　盲s the CS－nOrm Of　㌔＝鳥（f座k，甲）on
iO，Klkx（S等N）k，and the summation of the f7rst term of（5．1日

is taken by aH i一tupie of mutuaHy distinct lndlces

inH，‥．，kト

For everY m≦0・the system of normsi日用m．S；S＝0・1・2・‥・i
ー
．
レ
ヘ

g盲veatopotogyTmon6Lk・Wedenoteby侃竿m）thecompie－

tjm of（乱，㌦ト

extended amp＝1ude

AneLementof頃m）W日日・be catted an
function on（T＊N）k．itis not hard t0

seethatU孔等m）＝OLk・Thus・Wedefinetheinverse＝mit
m

topoLogy for OLk・As a resutt，6Lk has

吐蔓　吐 above SyStem

a Fr畠chet struc－

Of norms．　Atso，　We denote by

dL‡m凸・‥・・ek＿声　for m≦O・the ctosure of

乱k巨1・‥・・Ck－1日両頃m〉・

Remark． By the definition of ampHtude functions，it

is easitY Seen輔at　侃kisinvariant under any permutation

Of variabLes．

lnVeStigate the differentia－in the fotもow盲ng，We ShaH　●

b日日ty of some operations on　6Lk．

Given f，g∈乱k，denote by f・g the natUrat POintwise

muitip＝cation of f and g．　The，itis eas＝y seen that

f・g∈OLk．軌reover，We have the foitowing：

Lemma　5．6． Themu沃ip＝cat盲onmapM：＆kx侃一→▲　呪k，

Ciefined by M（g，g）＝　f・g，Can be extenced to a continuous

b旧nearmappingof侃竿m）Xの冒m）・foreverym≦0・
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For each dik，k≧1，0tk－1canbe embedded smoothtyin

のkasfottows：Letpj：？T＊N）k一一〉く写＊N）k‾1betheprojection

efined bY，for j＝1，‥．，k，

5・12）　　pj（X；り　＝（Xl；行・
●
，

．
」
≠
ヽ

◆
　
●
，

．
」

〉
　
　
X●

， ‥，Xk；くk）・

ヽ′　●　　　　ヽ′　●

here x・く　mean that xj・ij are Omltted・

For pj・We have the foHowing：

Lemma　5．7．　Given f∈

apping p3：dLk‾1・侃k

CLk‾1・P3㌔dlk・Moreover・the

can be extended to a continuous

inearmappingof侃結いnto dl㍍）foreverym≦0・

Proof．　LetI ＝（il・…パ）beトtupte ofindices・　By

he remarkin5・2・We may aSSUme thatilくi2く‥・くit・Then・

。r any f∈dlk‾1，We have

5・13）　く弓f）k，．
ヽ′　．

千言．，”r・tl・・・・七・・・・tk・Xl；行

ヽ′　●　　ヽ′　●

」　」

，X；ミ

ヽ′　　●

fk－1・■Hr／ti2）－1・tl・・・・七・‥，tk・Xl；＜1，

・…・Xk；言k）・

」∈I；

ヽ′　　●　　　ヽ′　　●

」　」

．，X；く ・…・Xk；言k）・

」＝11・

fk－1・l（r－1，tl，‥・tim－l・t」・tim・tim＋1・‥・tk・Xl；El・

rom this，We get thelemma．

ヽ′　●　　ヽ′　●

・X；ミ・・‥Xk；どk），

」＝暮m（m≧2）・
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Next，We glVe a diagon針目zed operation・Given pos＝Hve

integeri，l≦i≦k－1，defineamapdi：冒軸k－－＞（写＃N）k＋一by

く5・14）　d盲くX；ミ）＝（Xl；㍉，…・Xi；行Xけ戸ミト＝・・‥，Xk；モkト

Denotebyd；：軋k十㌧－〉軋k the pu＝トback mappinginduced

from dU By a slm日月r COmPutation as above・We get the foト

もowing：

Lemma　5．8． Forevery f∈侃k＋1，中∈軋k　‖＝1・‥・・k－

10）・Themappingd；：dLk＋1－－＞afcanbeextendedtoacon－

tinuous＝nearmapp－ngo‥峠臣nto頃m）foreverym≦0・

N。W，干。r f∈侃k，g∈dLk＼defi。e a maP X‥侃kx dLk†－

ぅ乱k＋k’－1by

く5・15）　†xgくXl；ミ㍗‥・・Xk＋k・－1；くk＋k・－1）

＝　f（X巨ミ1・‥‥Xk；ミk）g（Xk；くk・…・Xk＋k・＿1・、k＋k，－1い

く5・16〉　　fxg　＝　d…M（Pk，k㌧巨・Pkt，k・諭ト

Hence，from Lemma　5．7－8，We have the foHowing：

eoroもtar The mapping x：nkxのk’－〉dLk＋k’－1

Can be extended to a continuous b日日near mappIng Of

嗅m）X頃ふ〉intodL㌢許‾lforeverym≦0・

Fina＝Y，We Shatt state about the d盲fferentiab盲目ty of

theactionof拙）on dLk・Namety，WegetthefotLowing：



Lemma　5．10． Foreachや∈親日andf e軋k・㌔fis

an etementofのk・Moreover，帥emappingev：現l）xolk－－
〉dLk，defined byev（甲，f）＝㌔f can be extended to a C∞map－

p－ngof現1）x頃m）foreverym≦0・

pr。。f．　Let　甲∈ail）
立　　●

Write　　　や（x；く）　　by

（甲l（X；汗や2くx；ミ））・　Putting　〃（X；ど）＝匝2（X；；‖・We See

jL（X；ざ〉〉O and　甲　maPS r，X；言）to（jL（X；ど）r，甲（X；どH where

歩　くx；ざ）＝（甲1（X；ど）；p（X；ど）一㌧2（X；E））・Hence・Wehave

（5・17）　㌔f（Xl；「占，…，Xk；rkどk）

＝f（甲再声1）両X声1）rl・；2（X声1）・・‥

‥・・甲1（Xk；どk恒（Xk；ざk〉rk・；2（Xk；どk日・

Thus・for anYi＝‖1・‥パ）・㍉く・・・くit・We have

（5・18）（Phi㍉k，i（「パ・X言）＝

亨k，l冊Xi宮）「）‾与・叫；ど1〉・…・；（Xk；どkH

Wheret了＝七一fori畑and t－2t＝再－1；㍉）ti2ノ呵2；ど－2）

・・‥・tit’：呵ト．；；iH）ti了〟（Xii；言it）・For theother

CaSe OfI，the computat盲On Ts simHar．By the differentia－

b＝」ty of（5．18）for eachI，We Obtain the desTred results．

For our tater usein S2．7，We ShaH modify Lemma　5．10

to a certainiocat form．　First o子　aH，We remark the fot－

iowing：
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Lemma　5．日． S。PP。Sef∈C∞くく写＊N）2）sat盲sfiesthef。日。W－

ing conditjons：

（LA．1）f…Oif困2＋回2≦R2，0「回／困≧C，C＞＝1；

（LA．2）Put F（「，0，X；竜，y；ち）＝　f（X；「（COSO）；，y；「（S盲no）舅・

Then F has an asymptot盲c expansion

Then，f∈　2．

記∑」≦OAjくら・X；；・y；ち直　（「〉〉0ト

Proof．　　Set 青くrl・「2・X；言・y；ち）＝　f（X；「声y；「2ち）・and

reca＝List5・1・On△2，中△2，川△2，（2）・therels no probtem

because72，10neaChdoma盲nisldent盲caityzero・Hence・We

have ontY to check tha七　号（r？t，r，X；言，Y；完）　and

子（r，r／t，X；言，Y；ぢ）above asYmPtOtic expansions requested in

Definit盲on　5．2．However，these funct盲ons are zero whenever

t≦C－10r t≧C．Thus，We have the deslred expansion by using

くLA．2ト

Now，denote by De，す　the domain I（X；ミ・・x（X，り●））；

！Xを≦ePSHon，巨－77㌦≦訂（圧け1りYiH，Whe「e e）0，6）0・We con－

S盲der C∞funct70ns f such that supp fsubsetDe，昏andf satis－

f盲es（LA．ト2）in the aboveiemma．For such a ciass of func一

七号ons，Weg・Vetherestr－ctedtopotogyo千　言両・

Let◎beaC恍diffeomorphisms of De，＆　一nto an open

ne■gnDO「hood of Dと，百　SuCh tha七　郎X；「ミ・y；「一再

（PHil；r饉2，03；r㊤4）where宙i＝ei（X；＜・y；7）・Such a ciass of

diffeomorphisms can be topotoglZed by the standard C的topoト
■



－130　－

Ogy by whichit turns out ot be an open set of a Fr畠chet

space．F。r SuCh　車，and f。r SuCh f defined above，㌔f盲s

agai。aC∞fmCti。。。。（写＊N）2　satisfyi。g（LA．ト2）．M。re－

OVer，by the smoothness of compositions，We have

Lemma　5．12． Notations and assumptions being as above，

争幕fis smooth with respect to⑫and f for every m≦0・
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2．6　Proof of Theorem C．

ln this section，We ShaH prove Propositlon　2・2－3　and

finaHy glVe the proof of Theorem A by assuming the smooth－

ness propertY Of some osci日月tOrYintegraしくCf．Proposltion

6．1）．　This smoothness propertY W＝」be p「ovedin the next

SeCtion．

（a）Choose el・e2）O so that eTくrl／4・Where rlis gIVen

in　§2・4・Recatt the defin－tion of Oi仁一　el，e2）and

dtfm）（el・e2日Cf・Definition5・3and5・5〉・Let rl・72be

eLements of eowhich are sufficientty ctose to Z0・Given

a’613（el・e2）・COnSiderthefo＝owing了ntegrat

直）くa予て㌣2，（X；号，Z由

＝Os－JJaくX；Xi，y；？，Z由㌍1町X；＝；？，Z；∈）dydり・

The above integrat can be defined as the osciHatory

integrat for any fixed（X；（），（Z，∈）andit w＝J be caLted

the contraction
integrat of a吐Zl＋て2・

First of aH，We State the foHowing，Which w＝J be

PrOVedin　§2．7：

OSition　6．1． ‖）For rl・72∈B。・SufficienttY

ctosetoZ0・anda∈が（el・e2），くae‾irl田72＞canbewrittenby

（6．2〉　くae－i鱒2〉（X；宅，Z；∈）

b（X；弓，Z，∈）e
ーicくどい72日x；ミ・Z；こ）



whereb∈　2（el＋e2）andc（rl・Z2日sdef－nedin（4・9・

日日　For a sufficientty smaH ne盲ghborhood U
ro

eo・themappingA（a・71・72）＝b can be extended to

Of zoin

a C map－

PingofdLfm）（el・e2）xUr。XUr。into OLfm）（el・亡2）for every

m≦0．

（b）NextintegraLis much simpter that the above case

（a）・Now・Wedenoteby血3巨，亡2）thetota＝tyofa∈6isuch

that

（6・3）　　a（X；く，Y；り，Z；∈）…O for

Denotebyafm）（co・亡2）thectosureof

each m≦0・For a∈正巨，亡2），We

（6・4）くae－izo〉（X；ミ，Z；こ）

Os－ a（X；吉，y；り，Z；こ）e

Asin the case of　くae‾i71輿〉，

dくy・Z）〉亡2・

扉（00・亡2日n孔㍍）for
COnSider the foHowing

－iZ0（y・り・Z）
dyd）7．

（6．4）is we＝トdefined as an

OSC＝∴atorY；1ntegr・at，Which w日日　be caHed atso the con－

traction integrat of a吐ro・Thisintegrat has the foHow－
ing property：

OS盲tion　6．2． ‖）For every a・∈扉巨，亡汗

くae．770日scontainedindt軍．

日日The mapping＜＊e‾Lro＞：か，亡2）－〉乱2can be



extendedtoacontlnuoust－nearmappingofG子m）（伽・亡2日nto

の亨m）foreverym≦0・

（…）tfa∈侃3（∞・⊂2）israpidtydecreasingin一打then

so－Sくae‾ほ0〉in困．

Proof． （Hi）istriviat，Slnceくae－170＞isdefined as

an osc＝JatorY integraL．To prove（i），（ii），We have ontY

to repeat the standard technique on each tocat coordinate

SyStem△3，l（Cf・List5・1）・by finding operatorsL such that

Le－iro＝e－iroandrepeatingtheintegrat－onby parts・We

omit here the precise procedure of these，for these w＝」be

discussed again more precisetyin the next section　§2・7・

In the previous papers，PSeudo－differentiat operators

of order O have been defined as operator with sYmbots con－

tainedin∑g（Cf・t361）・Here，We Shatt remark the same

operatorscanbedefinedbYUSinga∈侃一insteadofa∈∑g・

Recatt the definition of O？1and the remarkin　5・2・

Given a∈O11，Wedefine a1日near operatorQ（a）onC00as fot－

（6・5日Q（a）u）（X）＝Os肺x；刷X，y）e‾iro（X；く’y’uくy）dyd＜・

N。W，fixaCゆ千。nCti。n甲（X，＜）。n写＊Ns。Chthat　や≡1。n

困≦K and q，…0　0n　困≧2K where Kis a positive constant・

Divide（6．5）into two parts：



（6．6日Q（a）uHx）＝JJ榊‾iZ帰dミ＋JJ（ト甲）言iZoud画

＝　Ql＋Q2・

Since（1－舟J∈導　くCf・［27】，P・365）・Q2is a pseudo－

differentiat operator o†order O・because zo（X；ミ・y）＝く汗y〉

On SuPP（ト甲）aリ．By Kuranishi’S technique（Cf．【2g］，P・269），

We Can e＝minate the y－Variabtein the amp＝tude（トや）aレand

Obtain a pseudo－differentiat operator wH：h the ampHtude

COntaineciin

On the other hand・Qlis smoothing ope「ator with the

（6・7）K。1（X・y）＝Jや（X；轟くX；州X，y）e‾i70（X；ミ’y’離・

Whichis obviousty smooth・Hence reca日日ng hw we defined

the norm…m，SOnthespace OandusingLemmalin【36】・
We Obtain eas＝y the foHow盲ng：

Lemma　6．3． Let a　∈侃1・Then Q（a）is a pseudo－

differentiat operator of order zero on N and the mapplng

Q：虎一一〉言O can be exte。ded t。a C。ntinuous＝near mapping

from dLZm）into6L？m）f。reVerym≦0・

ForK∈C∝’（NxN）and甲∈紆），WeShattconsider the foト

（6・8）再，K）＝　甲＊LK刀や＊十月N－一端・

Then，reCa日日ng the statemerlt Of Proposition　2・3，We have
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＾（甲，K）＝　乃　入（Phi，K）L．　By（3．3），We have

（6・9）（入（刷fHx；り＝†拉㌔Hx；Xi・y；刷y；緋ydり・

Where

aKくX；ミ，Y，＝JJ項，Z）K（Z，y〉e一“言Z〉dz・

First，We COmPute入（Phi，K）L．The，We have for u∈C∞（N）that

（6．10）　く入（甲，K巨u）（X；く）

A（甲，K）（X；毛，y；り，Z）e
ーiZ0（y；り・Z）

u（Z）dYか7dz，

Where

（6・11）A（甲湖（X；モ・y；り・Z）＝（－9㌔KHx；く・y；りHy・Zト

ByC。r。tiary5．g a。dLemma5．10，We SeeA（甲，畔6L？（0，月and

A（甲・K日s rapidtY decreasingin　困・for sois aK・Hence bY

proposition6．2，Wehave・くA（甲，K）e－i70〉　∈正≧and rapidtY

decreasing in　困．Moreover thisis smooth w盲th respect to

P and K．

Since＾（甲，K）＝文入行，K）77，the kernet of A（甲，K）is give

（6・－2）L（紺Hx，Z）＝すくA（甲，綜iF0〉（X；竜，Z埴・

whichis obviously smooth on NxN・Thus，We get the foHow－
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ing，Which p「oves Proposition　2．3：

Lemma6．4．Let K∈C∞（NxN）a。d　甲∈D
（1）

貌　　●
Then，

＾（甲，K）＝Jl入（甲，K）L is an　＝near operator with a smooth

kerned L（q），K）defined＿　by（6．12）．　Moreover the mappIng

L：8£1）xc∞（NxN）一一〉C∞（NxN）isasmoothmapplng・

Before proving Proposition2・2，We ShaH　「emark some

PrOPerties of a certain osc＝Jatoryintegrat．Namety，COn－

sider the f0日owing Hnear operator on Cゆ（N）：

く6・13）（〟（a，瑚（X）＝JJ隼＝）e－i再；く，y）uくy）dydく・

wherea（X；く・y）∈侃2（eps＝on）andr∈eo do notinvotve　77－

VariabLe and r sufficientty ctose to ro・

Remark that on the support of a・r（X；＜・・xY）can be

expressed as

（6・14）　r（X；く・・xY）

く打Y〉＋く引Q（X；Xi，Y）Y2〉＝く引Y＋QY2＞＝く紺I＋QY）Y〉・

Since rTrois sma＝　andIYlくe・One may aSSume that

I　＋Q（Z；Xi，Y）Y is aninvertibte matrix．Set　了　＝　ミくけQY）・

Then bY theimp＝C盲t function theorem（Cf．【31】），ミ　Can be

exp・reSSed as a C∞function㌔（X；了・y）depending smoothty on

r．Let D（e）be the d。main　｛（X；＜，y）∈（写＊N）xN；d（X，y）く＝el．

Then　☆Zis actuattYa CO diffeomorphism of D（e）Ontoitseif

and positivetY homogeneous of degreel・Hence，We have the
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foHowing：

Lemma　6．5．　For
r∈80・Sufficientty ctose to zo・the「e

exists a C∞　diffeomorphism　¢sur of D（e）ontoitsetf such

tha‥㌔＝roandesugrispositivetYhomogeneousof degreeZ

0ne・Mo「eover，㌔」s smooth with respect to r unde「the C

topotogy fo「㌔・

Now，uSing the above temma，We reWrite（6．13）as fot－

tows：

（6．15）　　く〟（a，て〉uHX）

＝JJ帝封Z；日日detD㌔詳0（X；弓，y）uくy）dydく，

whereweseeeasitythat（串）idetD史rE∈612（e）anddoesnot

invotve　り－Var了abte，and（弓a）一detDせ77depends smoothtYOnr

（Cf．Lemma　5．10）．

Thus，uS7ng Kuran盲shi●S technique，One Can e＝minate

the y－Variabiein the amp＝tude（ezsuop＊a）‖detDせTI・Thus・

bY th same computation asin　6．2，We Obtain the fo＝owing：

Lemma　6．6．　日）
For r∈00・SUfficientty ctose to ro・and

a∈侃2（e）which do not contain　り－Var盲abte，

PSeudo－differentia．operator of order O．　日日

〟：侃5回xe。－－〉茅O can be extendedtoa

侃…，（m）（函6？。into窄m）・WhereOIS（亡＝sthe
a∈dif（e）whichdoes notinvoiveり－Var盲abteand

itsctosurein6ifm）（e）・

ゲ（a・7日s a

The mapplng

C mapplng Of

totaHty of

侃…，（m）何首S



DenotebyE拉弓・for甲∈祝日）・th＝nearoperatoronBN

（6．16）　E（乎）＝　甲㌔刀㌔‾1　（。干．2．3）．

RecaH the a「gumentin　3．1．E（甲）is an integrat operator

w冊a smooth kernet詰，e‾l甲Zo・ByLemma4・1・詩0∈80・

and by Lemma5・一0，Pl｝∈　e日干打s sufficientiY CLose to

theidentity・　Moreover，三（q＞）of（2．6）is written as

刀E（甲）L，hence we have

（6．17）　くこく甲）u日X）

Where

B（甲HX；毛，Z）u（Z）dzd宅，

（6．18）B（頼X；竜，Z）＝く轟xソe一高辞0〉．

Note thatp＊vxlJ∈dL3（E，）and d。eS。。tinv。tVe　∈－Variabte．

The，uSing Proposition　6．1，We have

（6・19）　B（甲）（X；く，Z）＝　b（平日X；毛，yZ）e

b拉）∈侃2（2月．

－i恒半丁〇・ZoJヽ

ltis easy to see that bv（甲）does not invotve　∈－Variabte，

becausesodoやソXレand詩0＋70・

AtsobyLemma4・4・Wehave c（p㌔0・70）EOois suffト

CientiY CtOSe tO Zo（X；モ・Z），if Pis sufficienttY CtOSe tO

theidentity・Thus，by Lemma6・6，We get Proposit了on　2・2，

（a），（b）・　Proposition　2．2，gC）is obvious，because



三。d・）＝一d・andG3？m）一san open subset of g？m）for

every mく＝0．

Now，We ShaH gFVe the proof of the main theorem・　As

in　2・3・「eCaH the operators rr，αrin（2・8）・（2・＝）・We

denotebynthepairs（a・r）wherea∈d（eい∈UT。・aSuff7－
Cientty smaH open nelghborhood of　70in oo・By using

Fr色chetstructuresondL2（e）andoo・牝CaPtureSaStruCture

as an open set of a Fr畠chet space．　Assoc盲ating with

a∈が（e）andr∈U。，WeCOnS－deraprimordiatoperatoron RN
On the form

（6．20）　（P（a，て）fHx；ミ）

a（X，ミ，y；77）e－ir（X；（，Y；7）f（Y，7）dYdり，

and this piays animportant roiein the observation of r

andαr・Nameiy remark that

（6．21）　rsug再湖　＝　≡（紳）－1正（甲再E（甲巨，

（6・22）α｝′く甲，A）＝＝（〆1吋や）轟E（頼＋＝（打1人（紺〉・

where A：maL・K，a∈∑呂，K∈C∞（NxN）・REmark atso that

E（甲再，E（や）are primordial operators writtenin the form

（6．20ト

First of a目上　We Shatt observe（6．2日．　Remark that

（6．23）　（E（甲¢）E（甲）fHX；く）
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くく椚再＊1ノXや㌦Hx；毛，y；り，Z；∈）

、＊
一日中¢J Tn＋Zn

0■」0

Xe f（Z；と）dyd77dzdこ

By the resuいヒin§2・4－5，We have向）＊叫＊レ∈　dL3（十と）and

（材占0・PZ0∈00ifや・”reSufficienttyctosetothe盲den－

tity・Therefore，Propos＝Hon6・l can be app＝ed in this

CaSe，and the ke「net of（6．23）is given by the contraction

（6．24）く向〉＊叫＊lJe一日弼＊ZoXZ0〉

＝　b（甲，¢）e
ーicくく両㌦，甲㌔0）

for some b（甲，頼6g（2C）．Thus，bY Lemma　4．4，Pr。P。Siti。。

6・1and Lemma5・10，We Obtain the fo＝owlng：

Lemma　6．7． There exists a neighborhood V of the iden－

titYin8iHsuchthatthemapping．ofVxVintodt？（2e）xoo

definedby（平瀬－－〉（b（Phi・頼C（（卵亘㌔0・詩0））一n（6・24日s

asmoothmappingofVxVintoCZfm｝（2亡擁。foreverymく＝0・

Now，　We ShaH compute　　乃E（q＞¢）E（甲）L．　　　Set

て・＝C（（弼＊70，や㌔0日ntheabovenotation・Then・WeObtain

（6・25）（E（卯）E（甲巨uHx）

＝JJ

Thus

b（甲，¢）（X；く，y；り）レ（y，Z〉e
一日Z●＋zo）（X；ミ・y；り，Z）

∪（Z）dzdyd77．
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く6．26）　（刀E（甲¢）E（正行uHx）

JJくbく刷xU了r’＋zo〉（X；毛，Z）u（Z）dz裏・

Since r－is sufficientLy cLose to ro・One Can aPPtY Proposト

（6．27）くbく9，頼ソe－iZ・十70〉＝古くや，庸一ic（Z●・70），

古くや，再∈ぱく3汗

Remark that E（甲，¢）does notinvotve77－Variabte．　Hence，by

Lemma　6．6　we see that　穴E（甲再E（p）L　盲s a pseudo－differentiat

OPeratOr Of order O and the amp＝tude depends・SmOOthty on

（甲・＊）・This prove the smoothness of「r（甲・¢）・because the

smoothness〇千三（卯）一㌦as been atreadY Obtainedin6・5・

Next，We ShaH consider（6．22）．The smoothness of the

SeCOnd term has been glVe jn　6・3combined with Proposition

2．2．Thus，We have ontY tO COnSider the first term・　How－

ever，the smooth dependence of E（甲）や＊a・E（甲）can be eas＝y

Seen by the sim日月r Way aS the above argumen七・　Hence，We

COmPlete the proof of Theo「em A．

Now，What remains to be proveis onty Proposition　6・l・

Though the proof of Proposition6・2is not prec盲sety glVen・

the detaH of the computations on each coordinate neighbor－

hood can be naturattY understood from the computat70nsin

the next section．
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2・7　Regutar盲ty of primordiat operators・

Our goatin this sectionis to prove Proposition　6．1in

§　2．6．

Let Z1・て2be etements of　80　and are sufficienttY

ctose to ro・Given a∈の3（el，e2）・reCatt thefo＝owing

（7．1）　くae－iT1日て2〉

＝　Os－ a（X；Xi，y；り，Z；こ）e
－iz1回72（X；く・y；り・Z；こ）

dyd77

The aboveintegratis defined as the osc＝」atory integrat．

Now，We ShaH show Proposition　6．1bY SeVerat StePS aS

betow．

Put asin　4．3

（7・2）　　TくX；ミ，y；）7，Z；こ）

＝71匹■2（X；Ly；り，Z；∈）－C巨1・Z2日X；く・Z；∈）・

whereri∈90（i＝1，2，3）・Onecandefinethefactor topotogy

on e（2）by using that of e．

Atso，reWrite（7．1）by the fo＝owing：

（7．3）くae－ir1見て2〉

＝A（a，71，て2日X；ミ・Z；∈〉e

－ic（Z1，72日X；弓，Z；∈）
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Wne「e

（7・4）　A（a・こいて2）

＝　Os－ a（X；ミ，Y；り，Z；こ）e－iT（X；i，Y；り・Z；∈）dydり・

Therefore，tO PrOVe Proposition　6．1，We may PrOVe the foL－

towing：

P「oposition　7．1 Notations being as above，We have

（日　For rl・72∈80・Sufficientty ctose to ro・

a∈diP（el・e2）・theintegratA（a・rl・72）∈df（el＋e2）・

A‥鉦1・中UZoXUr0－－う庇2（”亡2）・

and

defined by（7．4）can be extended to a C∞　mapplng from

6Lfm）（El，e2）xUr。XUr。intoafm）（el・e2）foreverym≦0・

As an easY rema「k，if the integrat　（7．4）　can be

defined，　then it is eas＝Y Obtained that A＝0　0n

d（X・Z）〉cl＋亡2・

The above proposition wi＝　be proved by dlviding the

integratinto severat domainsD（」〉andbYeXPreSSingAby

A（j）・So，inwhat fo＝ows・We Shatt denote bYLem・A（j）・lf

Lem・A（j）hotds for every j，then so dose P「oposition7・1・

First，We take a positive constant R and fix it．　Let



uRbeaC∝・functionon（T＊M）2suchthat‘JR≧0・

（7・5）uR（X；く・y；り）＝lond（X，y〉＝くど1and困2＋い日2＝くR2／2，

Where・x（X・77’）＝（y・り）and

（7・6）suppu。i（X；ミ，y；頼（T＊N）2；d（X，y）＝くee㌦畑2・甘12＝くR2日

UsinguR・We divide（7・4日nto two parts；

（7・7）A（a，Z，，72）＝OsJJ（1－uR）ae－iT・Jhae－iT

＝A（0）＋Aく一日・

Remark that the second termA（－Hin（7・7日sintegrabtein
the usuat sense．　Hence，a direct computation shows that

Lem・A（－1）hotds・

Remark．
lnfact・A（－1）（X；＜・Z；こいsboundedin困　and

rapidty decreasingin　巨ト

Next・Wedivide A（0）in（7・7）into severaL parts・

First，tet甲（X；竃，y；，7；Z：こ）beaC∞f。。Cti。。。n冒恥3satisfy－

ing

（‖　suppやⅠ（X；ミ・y；）7・Z；Zeta）；d（X・Y）＝くrl〉

日日）や≧O and　甲…l on F，7－りcI≦61困／2　and　…0　0n

I77－りC吾≧古Eミ巨　Where（yc；りC）is thecriticat point

g－Ven by Propos盲tion4・3and旨1is chosen to be a suf－

ficienttY SmaH COnStant．
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日日）　甲（X；r宅，Y；r77，Z；Sと）＝甲（X；ミ，Y；77，Z；∈）foranYr，S〉0

Then，itis eas＝y obtained that criticaL point of T

Whichis the same as that of rl＋72・Obtainedin Lemma4・3・

is containedin supp甲．　Therefore，We get

（7・8）Aく0）（a・Zl・72）

＝陸a・e－iT＋Os－II（1－P）a・e－iT

＝Al＋A2，

wherea・＝（1－uR）a・Easityやa・，（1－Ph‖a・∈6f（C．・e2）

by Lemma5．6－7．Moreover，We divideA2in（7・8）by using a

Partition of unity：　NameLY，We Choose functions　せi

（i＝1，2，3）with the fo＝owing propertles：

（7・9）∑亨＝凸≡1，☆i∈侃3；

and

su醐1＝Hx；ミ，y；り，Z；轟く写＊N）3再再了㌦吊

suppe2＝｛（X；く・y；77・Z；轟くT＊N）3；（1／2）C－1困≦回≦2C困｝

suppe3＝Hx；く・y：77・Z；招くT＊M）3；回≧C困｝

Where Cis chosenin CoroHary　4．6．Now，We PUt

く7．日）A2



：bs井．（1－r）a・e－iT＋Os－JJe2（1－9）a・e一汀

＋　Os－
せ3（1－　ケ）a’　e－iT

＝A2・1＋A2・2＋S2・3

Using Lemrnas　5．7－8，We SUmmarize the fo＝owing：

Lemma　7．2．
Suppose that el・e2くrl／4and fix funct70nS

uR・乎・せi（i＝1・2・3）defined as above・Then・We have

（i）The mapping a一一＋a’＝（1－uR）a can be extended to a C

mappingon脱字m）（el・e2）foreverym≦0・

（ii）A（0）（a・rl・72）in（7・8）can be written by

（7．12）A（0）（a，rl，r2）＝Al＋A2・l＋A2・2＋A2・3，

Where

（7．13）Al

JJcl（X；ミ，y；り，Z；∈）e－iT（X；く・y；77・Z；E）dydり，（7：1，2，3）・

Where cl＝q＞（1－uR）a・C2，i＝（1－uR）（1－招ia are ete－

mentsin侃3（el・e2）respectivetyand

（7・15）suppCl⊂Dl＝｛（X；く・y；り・Z；E）’（T＋N）3；d（X・y）≦el・d（y・Z）≦e2，

困2＋l畑2≧R2／2，1り－りci≦申出｝・



（7・16）suppc2，1⊂D2，1＝｛AE（T＊N）3；d（X・Y）≦亡1・d（y・Z）≦e2・

困2＋い了烏R2／2，1り－叩。困り2）中日再C‾1困｝・

（7・17）suppc2，2〔D2，2＝Hx；ミ・y；77・Z；∈）∈（T＊N）3；d（X，y）≦el・d（y・Z）≦e2，

困2＋回目2≧R2／2両一項≧（1／2）付くト

（1／2）C－1両≦回≦2C困），

（7・18）suppc2，3〔D2，3＝｛（X・ミ・y・77・Z・頼（T＊N）3；d（X，y）≦el・d（y・Z）≦e2・

困2＋甘i2≧R2／2両ザC困1／2）畔吊再C困｝・

（i吊Moreover・Cl，C2，一（i＝1・2，3）∈6i3（E．・e2）depend

continuous－iineartyonain戊デm）tOPOtOgY・

Lem．Al・First，We remark that Alisintegrabte　－n the

usuat sense．　we sha＝　check the condit70nS（A．1－2）in

Def仙tion5・2bY uSing coordinate systeml△2，Il（Cf・List

5．1　for k＝2）．　Now，We may take R by R）4k・Then，

△2，甲nSUPPCl＝甲andwe have ontY tOinvestigate for four

CaSeS；△2，日），△2，（2），△2，（1，2巨△2，（2，1）・

壁L△2，くり‥Byusingthevariabtes（r－1，七日川△2，日），We

（約2，（1）（「‾与X；く・Z；∈）
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＝JJ，1Cl（X；rく・Y；り・Z；tと）e‾iT（X；rミy；り，Z；tE）dydq

By Proposition4・7・if we take＄1aS a Sufficientty

（7・19）（約2，（1）く「‾1・七・X；ざ・Z；∈）

Smatt

：JJDiC；（X；rど・y；り・Z；tg〉e‾輌C’IX．Xc’dYdや・

whereci＝（C盲目detD畑D；＝打Dl・Sett盲n白；＝（1／r）り，Weget

（約2，（1）（「‾1，t・X；；・Z；∈）

：††rnc．・（X需・y；r完・Z；t∈）eirく；‾りC（X；…・Z；…‖X－Xc（X；言’Z；∈）’dYd；・

where・x（X・；’）・Consider the function cl（X；rE・Y；；・Z；t∈）・

By using Proposition　4．7（＝），We have

Cl●（X；「く・y；「毒，Z；t∈）

Cl（X；「く巧くX；ミ・y；り・Z；鉦「㌔くX；く・y；り・Z需）
ノヽ　　一－　　　　　　　　′ヽ　　　　　　′ヽ　　　　　　　　　　　　　　一ヽ′　　　　　　　　′し　　　　　　‾ヽ■■

xidetD古くX；言，Y；盲，Z；…）‡

where㌻1（y；r；）movesinDl・Thus・USing（3・12）・Wehave

C‾1冊x百㌦－N谷1≦l打≦C冊x富㌦・Nす1

for certain constants C，N＞Odepending on the Riemannian
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StruCture．　Since X，Z are sufficientlY Sma目上　We Put

（7・20）　ア＝「向・て1＝向，モ3＝七・

and define a function p by

p（戸，モ1，号3，X；ミ，y；？，Z；∈）＝Cl（XTく「／モ声・y；鍔・Z‡t3…）・
′ヽ　　　　　　　Jヽ′

Then・PisC00　on　△3，（2，1）・BY Putting；●－＝号－りc

X－’＝X－Xc・We get

（約2，（1）（「‾㌦・X；ど・Z；…）

拓く（「領一1・薄い，X言‥xくX・轟・餌

xeirく打x〉rnd；・・dX－▼

Using the TaYtOr eXPanSion of p（．‥）with respect to X’●　and

integration by partss，We get

（7・21）（約2，川（「‾1・七・X；ど・Z；∈）

＝∑詩三，芳招再‖‾1，恥t，X；；‥x（X，；’）・Z；餌x・・＝。（－ir）‾困
盲●t＝0

＋Rm－1・

Wh6re Rm－1is the「emainder term obtained by TaYtOr eXPan－

sion andis of order O（rm－1）．Moreover，uSe that p can have

the asymptotic expansion with respect to r．　Then（A・ト2）

are obvious．
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壁L△2，（2）：Atso・uSe thevariabtesin△2，（2）and

notation asin above．　Then，We have

（7・22）（約2，（2）巨十・X言・Z・∈）

＝JJ。．Cl（X；tZ↑，y；り・Z；騨iT（X雷wz；r∈）dydq

By Proposition　4．7，We have

く約2，（2）

JJ。1ClくX；t号・y；－7，Z；rg）

Xe
1くり†－りC．（X；tど・Z・三日X－Xc（X雷・Z；∈）〉

dydり　，

Where cl●＝（Cx・石川DetD盲目・Atso・by using Proposition

（＝），We get

c1－（X雷，y；り，Z；「∈）

＝Cl（X；く・中T（X；t言・y；eta，Z・2）；盲2（X；tミ，y；eta，Z；…）
．′ヽ

xldetD¢（X；‡，Y；77，Z；∈）l

Sincel引　may be estimated bY　い7i≦K，Put

（7・23）ア＝r・tT＝t，t2tt＝de＝恒a可

We See that

the

4．7



～一㌦モ1，号2，X；号，再ta・Z；∈）＝C了（XTtl言・y；モ2・毒，Z‡「…）p（「　　　　　　〈

is smoothon△3，（3）・So・by usingTayior expansion・We get

（A．ト2）．

壁L凸2，（2）：Usingvaribtesin△2，（1，2）and using Propo－

Sition4．7，We have

（約2，（1，2）（「‾1・七・X；言・Z；∈）

†J。了C・（Xパ・y；り・Z；（「／溌）

Xe
くり．－「りC▼（X；ど・Z；∈＝X－Xc（X；ど・Z；…）〉

Bh changing variabtes　－7＝（1／「）77，We have

（7・24）（約2，（1，2）汗‾㌦・X；言・Z；…〉

打。1ふくX雷，y；り，Z；（「／溌）

Xeirくり－－りC▼（X；ど・Z；細X－Xc（X；ど・Z；…）〉rndYd7

whereC－11iaxき斗1－N8・1≦且ぷ冊x富－lIけ帖・Put

（7・25）ア＝「回・tT＝回，七号＝t〉

Then，We get

p（r一㌦七・t・X；く・y；T7・Z・…）＝Cl・（XT（「／tT）E・y；「り・X；（7／tTtS）g）・′ヽ　　　　　　一ヽ■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ヽJ～T　苫
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is smooth on△3，（2，1，3），Where

C了（X；「言，y；「ぢ・Z；（「／t）∈）

＝Cl（X；「…予；；・y；与，Z；鉦「中富（X；ど・y；首・Z乱Z；（「／溌）

XldetDOT（X；ざ・y；首・Z；2日・

Therefore，by using TaYtOr eXPanSion of p，We get（A・1－2）in

△2，（1，2）．

堅L△2，（2，1）‥Usingva「iabtesin　△2，（2，日　and using

Proposition　4．7，We have

（約2（2，1）（「烏，X；…・Z；と）

JJ。了C了くX；く「′帰，Y；嬬「こ）

両●－（「／丹7cIくX；言・Z；…‖X－Xc（X；！，Z；≡）〉
Xe dyd7　，

where cl・＝（C耳目det頭目．By changingvariabtes（r／t）首＝77，

（7・26日約2，（2，1）√1・七・X；言，Z；∈）

C了（X；（「／t）言・y；（「／り首・Z；「…）

xei（r／t）＜7・－りC・（X；X†・Z；2）iX－Xc（X；；・Z；…）〉（r／tOndyd77，

－ヽ′



whereC－lLiaxrト帖1≦序圃iax富斗廿N首1・If・菌／t≦K，then

We PUt

（7・27）ア＝欄／「・tT＝七・七号＝菌／七・

Therefore，

（7・28）p（「パT与X；ざ・y；言・Z；こ）

＝C了（X；97／t†七㌔，ykTr号・Z；97／t苫）…）

盲ssmoothon△3，（2，3，H．Atso・if且／t≧K－1・thenweput

（7・29）ア＝「・tT＝恥七百＝t欄・

Therefore，

（7・30）p（戸言1・モ2・X言・y；；，Z；∈｝

＝C了（X；（F作1号2）ど・y；（研2）；・Z；ア…）

is smooth on△3，（3，2，1）．Here

C了（X；（「用言，y；く「用言・Z；「…）

＝Cl（X；く「／棋・盲1（X；言，Y；沖はe・Z；∈）；（「／t）盲2（X；く・Y；り，Z；∈）
′ヽ　　　　　　　一ヽ・′

×【det［痛くX；言，y；首，Z；…）l

ApptYing Taytor expansion for both case（7．28）　and（7・30），
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We get（A・1－2日n△2，（2，1）・

Lastly，We have to check the differentiabHity of AI

With respect to a・71and z2・Itis eas＝y seen by differen－

tiating　（7．19），（7．2日，（7．24）　and　（7．26）　directLY With

respct to a・rl・72and by the same computations as above・

Lem・A2・1・We shait consider theintegrai A2・＝in

Lemma　7．4，t．e．，

A2，1（X；弓，Z；こ）

＝OsJJc2，．（X；そ，Y；り，Z；∈）eiT（X；竜・Y；り・Z；こ）dydet，

Where c2，1is defined bY（7・14）・To check the different盲a－

b＝」ty of A2，1W了th respect to a・71・and r2・We Shatlcheck

formatLydifferentiab日日tyofA2・1withrespecttoa・71and

r2・　Then・itis eas＝y seen that these der盲vatives can be

W「itten bY the sum of the fo＝owingintegrats，forlathai≧0

（7．31）▽αA2パx；く，Z；∈）

：Os－〃C；：T’（X；＝；77，Z；EieiT（X；Xi・y；り・Z；こ）dydり，

wherecH’

Can be described as fo＝ows：

（a）cH－＝言2，1（T・）α，

（b）（T†）α＝甘1）α1…（T・）αkバ∈（2），



（C）言2，1∈が）（el，亡2）andsatisfiesthe same condi－

tions fo「C2，1in（7・16）・

Now，We ShaLt prove that Lem・A2・lhotds・

we sha＝observeA2，1（Or▽〆　A2，1）for each chart

i△2，Ii・　Remark that on support of c2，1，We have

困≧R2／2（1＋C－2）．Therefore，if we take R≧（2K（1＋C－2日1／2・

then supp c2，1日△2，や＝乎　and supp c2，1＝△2，（2）＝q＞・So・We

shaLtoniyinvestigate▽αA2・lforthecases　△2，川，△2，（1，2）

and凸2，（2，日．

On△2，（1）‥Use the coordinateon△2，（1）．Then，We have

（7・32）▽αA打2，川け一㌦・X；ど・Z；∈）

＝Os－lI。2，1C甘くX；rE，y；qZ；t∈）eiT（X雷・y；り・Z；tg）dYd7

Setting　77　＝　r｝7，We get

▽αA打2，（1）汗一㌦・X；ど・Z；∈）

†信耳1C絆x雷・y；融∈）

xei「T（X；毛，y；り・Z；∈）rnd由，

cH、（X；「ミ，y；－？Z需）
′ヽ

Whe「e



＝C2，1（X・「ど・y；「；，Z；t∈）rlα車・（X；ど・y；苛・Z；…）athpa

BY Coro＝jry　4．6，（2），We Put

T（X；ミ，y；り，Z；∈）・∂

（7・33）　LT

rt∂yT（X；言，y；盲，Z詫＝2

Then・LTe－irT＝e‾trTand岬≧M・
PartS，We get

Using the integration by

（∇薗；声1）2，。）（「一㌦七・X；ど・Z；…）

†信庫1rn＋帰陣2，1iX；「鉦「；・Z；七三）

x（T・（X；毛，y；？，Z；餌α】e－irT（X；く，y；；Z；∈）d浦，

′ヽ

whereLUstheadjoint operatorof LT・Since K
Chosen as sufficienttY targe number，We Put

Can be

（7・34）アィ薄日モ1＝向くモ3＝七・

Then，the function p defined by

p（「－1，号1・モ2・X；糾k；苛，Z；…）＝言2，1（X；（研1）ど・y；鍔，Z；モ3…）

is smooth on△3，（2，1）．By choosingm sufficienttY targe・We

have

（7・35）（▽αA亨・与川＝0巨‾N）foranyN≧O

Atso，by a simHar computation，We get

（7・36〉　誓「，t，X；言，Z；∈）（∇αA打）2，。）＝0巨‾N）for叩N≧0・
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grL△2，（1，2）：Use the coordinate on△2，日，2）．Then・We

have

（7・37）（▽αA打）2，°，2）（「一㌦・X；言・Z；…）

＝Os－JJc2，1（X；rE，y；り，Z；（r／tR）e－iT（X；rど・y；り，Z；（r／t）2）dyd7

Setting　77＝r77，We have

（▽αA打）2，（1，2）（「十・X；言・Z；∈）

†信耳1甘くX；「…，y；；，Z；侶溌）

xe－irT（X；く・Y；り・Z；…）rndYd7，
．一ヽ′

C芸丁目x；「ミ・y；り・Z；（「／溌〉
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

＝JJ輌－1C絆（X雷・y；石・Z；（「／t由

xr回（T・（X言，y；言，Z；封）α

Where

By CoroHary4・6（2），We uSe the ope「ator LTin（7・33）・

Rema「k that by putt7ng

（7・28）ア＝「薄日で1＝菌・モ3＝七・

the function
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掃一㌦モ1，号3・X；弓，Y；り，Z；∈）
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

＝言2，1（X‡（「／て声・y；司・Z；（デ巧で。）…）

is smoothon△3，（2，1，3）・The same computation asin（7・35）

glVeS

（7・39）（∇αA打）2，く1，2）＝0（「－N）

（7．40）　Dα

（「，t，X；言，Z；∈）

fo「any N≧0．

（∇αA2・1）
2，日，2）

＝0（「－N）

On△2，（2，日：Use the coo「dinate on△2，（2，日．Then・We

（7・41〉（▽αA2，1）2，（2，1）（「十・X；ど・Z；∈〉

＝Os耽，1甘くX；（「／t）締り・Z；∈）

xe－iT（X；（「用Ly；り・Z；「∈）dy廟

Set et＝（「／t）；，and we have

（▽αA2パ2，（2月（「一㌦・X言・Z；…〉

J信耳新（X；恒t舶「用y；刷…）
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xe一日「川T（X；Ly；＄　・Z；…）（r／t）ndYd；

cH、（X；（「′棋・y；（「／t）；，Z；「∈）

＝C2，1（X；8r／t）E・Y；（r／t）；，Z；r∈）（r／t）困（T、（X；言・Y；り・Z；…））a
一ヽ′　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ヽ′

、　it∂ 丁（X；く，y；り，Z；∈）・a

Where

Put

く7・42）　LT＝

「車くX；…・再，Z；紬2

Then・Lie‾i（r／t）T＝e－t（「／t）T andi∂yT（X；ど・Y；言・Z；紬≧M on

SuPP C2，1by CoroHarY4・6・Thus・We get for anym≧0，

（∇αA打）2，（2，1）

＝†信庫1（L坤C畑x；（「／棋・y；く「／t）；・Z；（「′七郎

x（r／t）ne一日r／t）T（X；ど・y；77・Z；∈）dyd77
一ヽ．′

●一－

Put asin（7．37）－（7．40），We get

（7・43）（∇αA首パ2，（2，1）＝0い－NtN）

and simltarty

く7．44）

d
▽

′

l

ヽ

八
と
一

●

　

●

′

Z
（
f
㌧

●

　

l
Xl

暮
し

●
▼

「

α

　

′

L

D

千〇r any N≧0．

茶目）2，（2，1）＝0（「－NtN）
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fo「any N≧0．

what we have shownin the above argumentis any format

differentiats of A2，1withrespect to（a・Zl・r2）arewe＝ト

definedinqL2（el・e2）andthesesdifferentiatsare continu－

ous・To prove thedifferentiabi＝tyofA2，1（a・Zl・72）・We

have to take the format TaYtOr eXPanSion and compute the

remainder term（Cf．【31日．However，the estimat盲On of the

remainder termofTaYtOr eXPanSion of theintegrandA2・1by

SimHar computations as above．Thus，We・Obtain Lem・ A2・1

Lem．A2・3：Now，We ShaH consider theintegraL Asu2，3in

Lemma　7．4．　As in　7．3，tO COnSlder the dH‥ferentiabitity

With respect to a・71，72・for　困≧0・

（7．45〉　▽αA2・3（X；毛，Z；こ）

＝Os鶴ub2，3C；：；L（X；ミ，y；り・Z；∈）e‾iT（X；く・Y；り，Z；∈）dyd7

wherec冒さSh・T、
can be described as fo＝ows：

（a）C汀＝C2，3（T、）α・
一ヽ■■

（bHT、）α＝（T・l）al‥・（T、k）αk・T〕∈（2）・

（C）言2，3∈（el・e2）and sat盲sf盲es the same condition for

C2，31n（7・18ト

Now，We Shatt prove that Lemm．A2・3hotds by observ汗g

A2・3
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むし△2，や：Use the coordinate on△2，9・The・We have

（▽αA官・3）2Jt1万X；言，Z；∈）

＝。S一腹甘くX車，y；庸2…）e‾iTくX；t函1・Z；t2…）dyd7

Now，We divide the above integrat into two parts・

NameiY，by using a cut off function　¢（Y；77）such that

supp¢（Y；7）∈i（Y；7）∈T＊N；困＝くKi，We get

（7・46）（▽αA官，3）2，浩，t2，X；ど・Z；∈）

JJ埠言、（X車，yk；甲，Z辱〉

xe－iT（X；阜y；り・Z；t2∈）dydり

＋Os－†巨哩言、（X；七両；り，Z；t2∈）

Xe－iT（X；tl吊；り・Z；早d画
ノ＼、

＝（▽αA官・3）2，〆（▽A首，3）2，や

ltis easHy seen that the fi「St jntegrat
く∇αA首・3）2，乎is

differentiabte functionin　廿t，七2・X；；，Z；∈）by using the

coordinate△3，P・For（∇αA官，3）2，P・uSetheoperator
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．．　ia

（7・47）　LT＝

T（X；tlど・y；り・Z；引・∂

i∂yT（X車，y；り・Z詫＝2

Then・L；e，iT＝e‾tT and tayT（X；t．E・y；り・Z；2日　≧冊”O on

△3，（2）．ByusingLTandthefactthatc2，3tX；tlど・y；77・Z；t2g）

isdifferentTabteon△3，（2）・Weget（∇αA亨，3）2，甲isdifferen－

七日jbie on（tl・t2・X；言，Z；…）・

堅し△2，（1）：Use thecoordinateon△2，（1）・Then・Weget

（▽α言，3）2・日日（「－1，t，X；言，Z；…）

＝OsJJc紆x；「ど，y；り，Z；t抽p珊X；「ど・y；り・Z；伽ydり・

Putting）フ＝r）7，We have

（7・48）（▽αA官・3）2，川け一㌦，X；ど・Y；り・Z；t…）

＝OsJJc紆x；rど・y；r；，Z；t…dirT（X；E・y；首・Z；g）rndyd；，

C冒：言㌦；「ミ・Y；「与・Z；七∈）
′ヽ

Where

＝C2，3くX需・y；「言・Z；七紬T、（X；言，y；；・Z；紬α「回・

and肯i≧C）0・Now・We uSe LTin（7・33）・integrating by

PartS，We have

（▽αA亨・3）2，（扉「－1，t・X；…・Z；∈）
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＝Os－J恒）m（C2，。Suα・T、（X；r緑「；，Z；t…H

xe一昭X；ミ・y；り・Z；こJ「dYd号．

（7・49）ア＝「・モ2＝音・て3＝七・

Then・＝2，3（X；rLy；r号，Z；t2日s smooth on　△3，（う，2）・There－

fo「e，We get

（7．50）（∇αA2，3〉　2，日）＝0行－Nlfor any N〉＝0・

Slm‖j「Y，We have

（7・51）DT亘，X；；，Z；∈） く▽αA百・3）2，。）＝0（「－N）foranyN〉＝0

空し△2，（2）・

（▽αA首・3〉2，（2）√1，七・X；く・y；り・Z；t∈）

′ヽ

＝Os－栂：言宣tど・Y；り・Z；七…詔T（X雷・y；り・Z；…）rnd浦・

Wherei引≧Ct．By using a cut off funct盲on　¢（Y；77）defined

for△2，g＞jn（7・46）・We divide the aboveintegraion as

（7・52）（▽αA百・3）2，く2）

批七＝くい再くK堵言、e‾げ＋Os骨相√1臣項－e‾一丁
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＝（▽αA首・3）呈，（2了がÅ官・3）…，（2）・

Use the fact that言2，3（X；t！l・y；77・Z；r三日s sm00thwith respect

to（r－l・困・七・X；…，y；ち・Z；∈〉　on△3，（3）if　回＝くK・Then・

（∇αA官・3）Z，（2）is smooth andis O川・Nect・COnSider

（∇αA官・3札く2）・Puい千早＝くK・

（7・53）ア＝回言1＝t，首。＝早；

andif音＝くK，

（7・54）ア＝「，首1＝モ・t3＝回・

Then・言2，3（X；tE，Y；り・Z；r∈）is smooth On　△3，く2，3）and

△3，（3，2）・Use aiso LT definedin（7・47h and we get

2

（7・55〉　く∇α2・3）2，（2））＝0川

Therefore・（▽αA亨・3）2，（2〉＝0（1）
Sim＝arty，We get

（7・56）D（t詔・Z；紺（▽αA首，3）2，（2）＝0°）

空し△2，（1，2）：Use the coord汗はtein△22，什2）．We have

く撒2，3）2，日，2）巨一㌦七・X；…・Z；…）

＝Os亜甘諒，y；り，Z；（「／溌）e一昭X雷，再・Z；（「／ts）∈）d由

Setting）7　＝　r77，We get
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（7・57）（撒百・3）2，（吊）

＝Os甘頼。鉦T、（X雷・y；「苛・Z；恒溌）

xrne－i「T（X；ミ・y；7tSiide・Z；…）dYdq，

C冒：言－（描く，y；「；，Z；く「／溌）

＝C2，3（X；「ミ・y；「苛，Z；再t拗at）「判（T・凸x；ミ・y；り・Z；∈）

UseLTin（7・33）and note thati∂yT（X；ど・y；；・Z；紬
≧M（1＋廟）　because of Coro＝jrdY　　4．6　and aiso

i草T（X；Ly；；，Z；g）I＝くC〟（丹前）・Therefore・integratingby
PartS，We have

（7・58）（▽αA百・3）2，日，2）（X雷・Z；（「／沼）

†恒冊2，3（X雷，y；「；，Z再／溌）

×「町中（T・凸x；く，y；；，Z；舅】
′ヽ

xe一汗T（X；Ly；り・Z；∈〉dyd；

Put，if　菌t＝くK，

（7・5g）F＝「・て2＝五号3＝硝・

andif回t≧K－1，
一ヽ′



（7・60〉　γ＝「，モ2＝士〔，モ3＝七・
l引t

The amp‖tude function c2，3in（7・58日S smoothin（r・t）on

△3，往2，3）and　△3，°，3，2）for thecases（7・5g）and（7・60）・

respectiveLY．　輌e have

ar＝∂ァパ＝薄雪3for（7・5g）

（7．6日

∂「＝∂F巧＝‾（冊洋弓芦へfor（7●60）●

Remark that for the case（7．60），We get（りt）＝くK晶．　Dif－

ferentiating（7．58）in（r，t，X；ど，Z；∈），We get，by taking m so

ta「ge，

（7・62）DT「，七，X；言，Z；…，（▽αA百・3）2，日，2〉＝0（「‾N）foranyN≧0

堅L△2，（2，日：Use the coordinate on△2，（2，1）．Then・We

（▽αA百・3）2，扉「一㌧七・X；…，Z鳩

＝OsJJc紺x；（r用…，y；り，Z；rg〉e－iT（X；冊）抽）7・Z；r∈）dYd）7

get

Set　77＝（r／t）；，and we have

く7・63）ポA亨・3）2，（2，日く「パ・X；…・Z；∈）
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＝Os甘拍C絆x…；・y；…苛Z；「∈）

xe一冊／tmX；言，y；り・Z；∈）汗／Undyか7
一ヽ′

C紆（X；（「用い；再帰，Z；「…）

Whe「e

＝C2，3（X；（r／t）ど・y；（r／t）；・Z；rg）（T・（X；ど・y；号・Z；e）a（r／t）回

Now，Put

（7・64）ア＝「・モ1＝七・号2＝

Then，the function

石下一㌦で1・モ2，X；ミ，y；り・Z；∈）
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

＝言2，3（X；（ア巧）；・y；注げ1号2）盲・ZTrg）

issmoothon△3・（3・i，2）・Since∂r＝∂ァand　∂t＝atl・We

（7・65）朝誓x；言，Z；∈阜3－＝くCa恒

子0「SOme COnStant Ca，b，P・Use LTin（7・42）・and the fact

that if　序】≧C，

I∂YT（X；Ly；言・Z；紬≧町苗，
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彗T（X；ミ・y；り，Z；紬≦C〟（1＋菌）・困≧1・
′＼　　　　　　　′ヽ一

for some constants CJJ・lntegrating bY PartS With LT・We have

く7・66）（∇αA亨・3）2，（2，1）（了，七・X；ざ・Z；…）＝0（「－NtN）

and

（7．67）　DJJ

くr

fo「any N≧0．

，t，X；言，Z；…）（∇αA百・3〉2・（2・1）＝0く「－NtN），

BY the same reasoning as in the tast paragraph of

Lem．A2・1，We CanSee the differentiabi＝tY OfA2・3with

respect to a・＿71・72）・

Lem・A2・2・Lastty，We Shaticons－der theintegrat

Asubp2，2in Lemma　7．4．Asin7・3－4，tO COnSider the dif－

ferentiabi＝ty with respect to a・Zl・r2・We have to consider

the foHowlngintegrat；for　恒t≧0，

（7．68）▽αA2・2（X；毛，Z；こ）

os－JJ D2，2C芸：言、（X；ミ，y；り，Z；こ）

xe一打（X・く・y；？，Z；∈）dY的，

wherec冒：言■canbedescribedasfo＝ows：

（a）C芸：言、＝C2，2（T、）α，

一ヽ′
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（bHT・）α＝汀1芦…（Tisubk芦，丁半（2），

，3（el，e2）and sat－sfiesthe same cond盲tion（C）言2，2ヒ

for c sub　2，2in（7．1）．

Now・We Shか＝p「Ove that Lem・A2，2hoids：

Remark that on support of c2，2・　We have

困2≧R2／2日←4C2）Therefore，if we takeR≧（2（1＋4C2）K）l／2・

SuPPC2，2日△2，車＝◎and supp c2，2∩△2，（2〉＝¢・So・We have

ontY tO COnSider A2・20nthedomains△2，川，△2，（1，Hand

△2，く2，1）・

On△2，川‥Use the coordinate on△2，川．Then，We have

（▽αA百・2〉2，川巨一㌦・X；～，Z；∈〉

＝Os－JJc絆x；「；，y；り，Z；七三）

xe－iT（X；rくけ；77，Z；te）dydq

Set　77　＝　r77，and we have

く7・69）く▽αA首・2）2，扉「一㌦七・X；…・Z；…）

JJ（1／2）C－1＝く照Cけn紳xパ・y；「苛・Z；t…）
xe－i「T（X；「く・y；り・Z；t…）d沖．

．一ヽ′

Where
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C冒：言㌦；「ミ・y；「；・Z；t∈）
′ヽ

＝C2，2（X；「ミ・y；「；・Z；t餌T㍗）α（X；ど・y；呼，Z；…）rl可・

Remark that the aboveintegraiis we＝トdefined．Now，Put

（7・70）（f凧ayT（X；ど・Y；苗・Z；e）ay＋par…a～T（X；ど・y；；・Z；e）aJ
り　　　　　　　　　　　　　　　り

M＝【隼T（X；ど・y；苛，Z詫＝2＋－∂～T（X；ど・y；首・Z詫＝2ト

ByCorotLary4・6日．∂yT12＋　ta・2≧汐〉0・andwegeteas＝Y

（7・7日　雪y詔X；ど・y；苛・Z動＝くCα（1＋射・lα酢

Then，We get

（▽αA亨・2）2，日）（「十・X；…・Z；∈〉

＝付くり2）巧菌望。畔）m嘲晶緑「首，Z；t狛

e－irTくX；く・y；り・Z；∈）dyd；

Put as fo＝ows：

（7．72〉

ア＝「薄いtl＝苗・モ3＝七・if苗＝くK

F＝・モ2＝り苗・モ3＝七・if序軒1〉

Then・theamp＝tude function言2，2in（7・6g）is smooth on

△3，（2，1）and△3，日，2）for each casein（7・72）respectivetY・
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Therefore，We get

（7・73）（∇αA百・2）2，日）＝0巨－N日oranyN〉＝0・

By the same computations as above，COmbin盲ng（7・71），We have

（7・74）誓「，t，X；言，Z；≡）（∇αA亨・2）2，（‖＝0（「‾N日oranyN≧〇・

On△2，（上目：Use the coordinate on△2，往2）・Then・We

have

（▽αA官，2）2，。）け－1，七・X；言，Z；∈）

＝Os≠紆（X；「言，y；｝7，Z；再帰）

Xe－iT（X；rミ・y；り・Z；（r／t）g）dyd｝7

Set　り　＝「り，and we get

（7・門）（▽αA百・2）2，川（「一一・t・X；言・Z；∈）

JJ（併－＝く1榊rn紳xパ・y；り・Z州∈）
xe－i「TくX；「ミ，y；り・Z；七三）d画．

C冒：言㌦；「モ・y；「；・Z；（「用∈）
′ヽ

＝C2，2くX雷，Yk；「；，Z；（「′溌汗判くT、凸x；ミ，y；り，Z；…）
一ヽ■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＼　　　　　　　一ヽ′

Whe「e
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Put as fo＝ows：

ア＝「薄日で1＝且，モ3＝t tf苗＝くK・

（7．76） 2
　
　
　
2

～

t

　

～

t

l
　
　
　
　
　
　
　
　
　
●
r

r

 

r

ニ

　

　

ニ

～

「

　

～

「

＝り菌・モ3＝t恥i帰図上卵＝くK・

＝り両・て3＝七・if菌≧K一㌦碑dleit≧K－1・

Then，the f0日owing functions p，P、，P．．are SmOOth on

△3（2，1，3），△3，（1，2，3）and△3，日，3，2）・reSPeCtiveiy：

石千一㌦で1・モ3・X；㍉y；｝7・X；∈）
′ヽ　　　　　　一ヽ′

＝言2，2くX；直モ声・y；苗，Z；（ア巧モ3）…）fo「△3，（2，1，3）・

（7・77）打ア‾皇2，㌔，X；言，y；；，Z；∈）

＝C2，2（X；「くけ；（「／t2）り，Z；く研3号2）…　for△3，什2，3）・
一ヽ′　　　　　　　　　　　　　　一ヽ′′ヽ　　　　　　　　　■ヽ′　．一ヽ′　　　　一ヽ′

～一㌧で2・モ3，X；く・y；り，Z；…）〆－（「　　　　　〈　～

＝C2，2（X；「ミ・y；直㌔モ3）；・Z；（ア／モ3）∈）for△3，往3，2）・
一ヽ′　　　　　　　　　　　　　　一ヽ′′ヽ

ALso，We have

∂「＝両〆∂t＝aT3　0n△3・（2，1，3）・

（7・78）与＝∂〆　　つt＝薄雪30n△3，（1・2・3），

与＝∂ァ巧＝－（て2／七十　㌔2＋∂モ30n△3・く吊・2）＞

Remarkthatinthecase△3，（1．3，2），（l／t）S帰i≦2KC・Use

L与3）in（7・70）andLaxtechnique・So，Weget

（7・7g）ポA官，2）2，（吊）＝0恒k山p朝子0ranyN≧0・
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and

（7．80）　D〟

（「，t，X；言，Z；∈）

have

（▽αA百・2）2日吊）＝0（了N）foranyN≧0．

On△2，（2，日：Use the coordinatein△2，（2，H・Then・We

（∇αÅ官，2）2，（2，1）（「一㌦t，X；言，Z；∈）

＝OsJJc絆x；（「購，y；り〃…）

xe－iT（X；再帰・y；）7，Z；吋d両

Set by（r／t）；＝77，and we get

く7・81）（▽αA百・2）2，（2，日（「－1・七・X；ど・Z；…）

付くり2）。－1拍≦2。恒t）n紳x…ど・y…；・Z；「…）

xe－車用T（X；「くけ；り・Z；t…）dyd）7
．－ヽ′

（7・82）C芸：言㌦；（「用言・y再／再，Z；「∈）

＝C2，2（X；恒七）吊；恒七）り・Z；「紬T、凸x；ミ・y；り，Z；…冊／汗叫
一ヽ′　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ヽ′　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　′ヽ　　　　　　一ヽ′

Put as fo＝ows：
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F＝「・モ1＝七・号2＝「薄情・if r序昭弘

（7・83）F＝「・モ1＝七・号2＝1／薄い

if r序け七≧K‾1く菌≧K‾1，

7＝（「／七描いて1＝七・㌔＝晶什

盲f r苗／t≧K‾1∴菌≦K，菌ハ≦K，

ア＝「・モ1＝困・t2＝t／菌・

if再冊≧K‾1，晶≦K，菌／t≧K‾1．

Atso，the fo＝owing functions p，PL，Pfヾ　are smooth on

△3，（3，1），凸3，（3，1，2），and△3，（3，2，1）for each caseof（7・83）

respectiveLY．

p（F一㌦モ1・モ2，X；…；）7・Z；∈）
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

：C2，2（X；（7／r声・y；t2－7・Z；花）on△3，（3，日，
一ヽ．■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ゝJ■　　一ヽ．■

〆げ一㌦で1・て2・X；ミ・y；り・Z；…）
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

＝C2，2（X；（F巧）ど・y；モ2；（F巧モ2）；，Z；ア∈）on△3，（3パ，2），
一ヽ′

（7・84）帯■「1・モ1・モ2・X；…；り・Z；…）
′＼　　　　　　　　一ヽ′

′ヽ

＝C2，2（X；汗膏1㌔）ど・y；「2り・Z；（アバ3）…）on△3，（2，3，1巨

〆‥洋一1・モ1，号2・X；ミ・y；甲，Z；…）
′ヽ　　　　　　　一ヽ′

＝C2，2tX詳巧で2）Ly；汗／モ2）盲，Z；花）on△3，（3，2，1〉・
■■ヽ．′
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Remark that

∂「＝∂了‖頼）∂モ2・dt＝∂盲1－（tidte2用∂モ2

（7．85）

UseL与3）

（7．86）

and

ar＝∂7，早aモ了（て3′…て3for△3・（3，1・2）・

∂「＝（射t）∂了t＝∂て了（て3／t〉∂号。fo「△3・（2・3・日，

ar＝∂「，atニー（て2／射aて2fo「△3・（3，2，1）・

in（7．70）and Lax technique．So，We get

（∇扉・2）2，甘吊＝0く「－NtN）foranYN≧0・

（7・87）誓「，t，X；…，Z；…） （∇αA百・2〉2，（2，日＝0（「－NtN〉for－anyN≧0・

By the same reasoningasintheiastparagraphofLem・A2㌦
we can see the differentiab＝」tyofA（2，2㌦ith respect to

くa・ご1，ご2）・

BY7・ト7．5，We Obtain Proposition6・1，COmPteteiy・
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2．8　Proof of Theorem B

In this section，We ShaH show that the integrat

transformation given by（0．3）can be written as a Fou「ier一

一ntegratoperatorofourctassG33andasthe resutts・We

can glVe the convergence of the pathintegrat as the kernet

function，Which proves Theorem B．

Letくま，三）be the tocat coordinate of T＊x around x

defined bY・x（更，言）＝（X，汗We shaH firstinvestigate some

properties of the ctassicat orbit to the HamHtonian H（X；i）

satisfying（H．0）－（H．日．　Hereafter，the time pa「ameters t

are containedin theintervat　卜T，T］for any fixed T〉0・

Denote by甲（tTx，≡）the sotutlon of the Hamitton盲an equatlon

（0．1）withinitiat condition　や（0，文，≡）＝くま，≡）．　Then，for

sufficientty sma＝t and sufficientty sma＝t文，q？（t，文，XT）can

be written by

可七・文言）＝・x（；1（更・≡）・；2（t・更・≡））・

By the construction of successive approximation of the

SOtution（0．1）asln　＝3】，We get eaS＝y the foHowing：

OS盲tion　8．1 Let assumptions（H．0）－（H．1）be satis－

fied．　Then，there exists a positive constan七　百〉O such that

甲（t，更，≡）Can be defined for sufficientty sma日．‘更　and for

困く0．Moreover，it has the fo＝owing asymptotic expansions

fo「圧巨細：
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（8．1）

；1（七・文・≡）～∑7＝0文＿i（七・更；≡）

；2（七・更・萱）～賃＝。≡（t，文，≡）・

WhereXj・＝jareOfhomogeneousdegreeJWithrespect to＝・

Atso，uSing the simitar computation as above・We get

osltion　8．2　Under the same assumptlons and nota－

tions asin Proposition8・1，We get the foHowing properties

fo「itlくす：

（日　For any fixed t，三，the mapping

菅∈TxN→甲1（t，菅・宣）∈TYN

is a C∞－diffeomorphism for sufficientty sma＝守．we write

the InVerSe diffeomorphism as　▽＝∇（t，更，≡）．Moreover，

∇（t，ま，王）has an asymptotic expansion

∇（七・文・誉）～∑7＝。∇＿i（七・更，≡），

WhereYjisahomogeneous functionofdegreeJWith「espect

to　萱．

SimHa「ty，

（ii）for anY fixed t，更，the mapptng

盲∈丁；N－10十一一→や2く七・文，緑弓叫OI，

Wherey＝甲1（七・文，；）・is a C㊥－diffeomorphism・We rewrite the

inverse mapping as；：与（t，更，≡）．Moreover，毒（t，文，≡）has an

asymptotic expansion：
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；（t・実・≡）～Ei＝0－71－i（t，更，≡）・

Where）？jis a homogeneous function of degreeJ・

Next，We ShaH construct the generating function

S（t，X；i）for the HamHtonian ftow（0．1）for sufficienttY

SmaH t（Cf．【11，【321，【201，【21日．

Definition8．3．For sufficientty smaH t and smaH　更，

（8・2）U（七・▽・；）＝く印〉＋†三珊－日柄卜Z・平瀬dT・

and

（8．3）　S（t，X；i）＝u（t，∇（t，0，i），i）

Whe「e XH denotes the Ham＝tonian vector fietd corresponding

to H（X；ミ）and eis the canonlcaH－form on T＊N・

The second term on the righトhand side of（8・2）is the

ctassicat action atong the ctassicat path starting from the

POS一七一on・x更attimeOwiththemomentum（dExpx草・Thusthe

corresponding term of S is exactty the ctassicat action

atong the path q＞（七・文言）passing・through the position・xX at

time t and havingthemomentum（dExpx）更三・For taterargu－

ment，We give some properties for S（t，X；Xi），Whichis eas＝Y

PrOVed by the HamHton－Jacobi theory（Cf・【1日・

osition　8．4　Let t and　更　be sufficientty smatt．

Then，
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くり　　　S（0，X；り　＝　0

（＝）　atS（t・X；く）＋H（X・aS（t，X；ミ））＝0

（8・4）（∂ミS（七・X；＜）・axS（t・X；＜））＝・x（▽（七・0・＜），；（t，0，＜））・

日日）S（t，X；（）has the fo＝wing asymptotic expansion for

lく巨∞：

（8・5）Sく七・X出～∑7＝。SトiH・X出・

WhereSjis a homogeneous functionofdegreeJWith

to　弓．

respect

Now，reCaH theintegrat transformation（0・3），暮・e・

。（h，t，。（X，＝（2nh，－nJJe去S（七・X；＜）eL＜Z巨〉vu（X；Z）dZd＜・

BY uSing the above notat70ns and Proposition　8・3，　U（h，t）

（8．6）。（。，t）。（X，＝JJa（t，X；言list（t，X；州vu（X；Z）dZd＜

Where Sl（t；X；ミIZ）＝Sl（七・X；＜）＋くZ巨〉and a（t，X；（）＝e

よくS－Sl）

Take po－nts（Xα・ミα）ofT＊N－｛0｝andthese neighbourhood Uα

of（Xα・くα）which coverT＊N－｛0｝andchoose acut off function

（＊αi・Then・（8・6）can be wrltten by

（8・7）　U（h・t）u（X）＝∑αUα（h・t）u（X）
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（8．8，。α（h，t，＝JJQa・a（t，X；詰まsl（七・X；刷t，U（X；Z）dZd＜

The fo＝owingis easHy obtained bY the Ham＝ton－Jacobi

theorY（Cf．【15】，【26】）：

Lemma　8．4．　　For sufficientty smaH fixed t，there

exists a symptectlc transformation　¢（t，X；i）such that on

UαXV・Where Vis a neighborhood of¢1（七・X；i）

（i）S（七・X；くIZ）＝く¢2（t・X；紺X〉・X∈TQl（X；＜）N

for（X；i）∈Uαand for sufficientty sma＝Z・

く日月　　X＝SくY・Yl・YoくX・り）

‖吊・YYo（X・り＝当（XH）

（iv）　y＝Pl（Xα・iα）・Where・yS（Y・Yl・Yo）＝・yYo・

I

Remark． Lemma　8．4is triviaHy obtained for the case

S（t，X；畑Z）＝　くZ巨〉　because¢（0，X；i）＝id・The other caseis

g－Ven by usi ng theimp＝Cit function theorem to the space

Of generating functions of sYmPteCtic transformations・

By using Lemma　8．4and changlng the variabtes，U（h，t）

is reduced to the foHowing：

（8・9）　Uα（h・t）u（X）



＝JJ言（七・X叫）eiく中’冊1㌦申；りX）

Therefore，We get the foHowing，Which proves Theorem

Theorem　8．5．　Assume that the Ham＝tonian function

B：

H（X，ミ）satisfies（H．0）－（H．1）．For an arbitrary fixed posト

tive constant T，We have the foHowing：

（i）　U（h，t）is containedin G33 for sufficientty smatt t，

and U（h，t）can beextended to theboundedoperator onL2（N）・

（＝）＝mU（h，t）u（X）＝u（X），for any u∈L2（N）・

（…）Thereexistsa　＝mit＝mU（h．h）Nin a topotogy of
Nr←伊

G需・

（iv）（去）iu（h・t）u（X）＝H（h）u（X）

for any u∈C言（N）・Where H（h）is the psuedo－differentiaL

OPeratOr defined by

（8．10）　　H（h）u（X）＝

Proof．

H（X；日ソれx；り離

（i）and（i＝）are easHy seen bY the definitlon

of G5g and by theresuttsof＝6］・（吊isatsoobvious

because砕く0，X；i）＝（X；i）and a（0，X，ilZ）＝1．To comptete the

proof of Theorem8．8，We Onty Show（iv）．Using Lemma8・3，

We get

（去肩Uくh，t）∪くX）
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JIis（t，X；諒S（t，X；＜）et＜畔V。（X；Z）dZd＜

：JJH（X，axS（t，X；＜，，e去S（七・X；＜）et＜畔V。（X；Z）dZd＜

Taking tぅO and using Lemma　8．4　日ii），We get（iv）．

Remark．　We must e日日minate Of Ylin the amp＝tude

function in　（8．10）．This can be done by simHar way asin

【27】，Co「rection．
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