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エn七roduc七土On  

Le七 G be a fini七e group，P a Prime numbeT and B a   

P嶋block of G wi七h defec七 group リ。 Therei8 animpor七an七   

PrOblemin representa七ion theory of fini七e groups 七ha七is 七o   

glVe a descrip七ion of B when七he 8七ructure of D i8glVen．   

Concerning wi七h this proble皿 七here are some successfulresul七S．  

E．C．Dade［9］proved his resul七S When l）is cyclic．R．Brauer  

［6］proved his resul七s for 七he case where p＝ 2 and D is  

dihed＝・alby making use of血is powerfulme七hods（［3］，［4］，［5］）．  

Using Brauer－s methodsJ．B．01s80n［18］ob七ained hi8reSults  

When p 芸 2 and D is generalized qua七ernion or qua＄idihedral．  

＝n［う，工Ⅴ］R．jjrauerinves七iga七ed B when p＝2 and 工）is  

elemen七ary abelian of order 4．  

In 七he p＝・eSen七 PaPer We S七udy B when p ＝ 2 and B is  

七he principa12－b10Ck of G wi七h an abelian Sylow2一別沌group P・  

Le七 e（G）＝ING（P）；CG（P）l・Le七 Bo（G）－be七he principa1  

2－b10Ck of G，andle七 0（G） and O一（G） be 七he maximalnormal   
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Subgroup of G of odd order and 七he minimalnormalsubgroup of   

G of oddindex，reSPeC七ively． By 七he resul七S On fini七e grolユPS  

wi七h abelian Sy10W2－Subgroups（［2］，［16］，［17］，［20］，［21］），  

the s七ruc七ure of O一（G／0（G））is almos七 de七ermined．工n general，  

however・Bo（G）is differen七from Bo（S）where S＝0，（G／0（G））・  

The main plユrPOSe Of 七hiB PaPeris 七oinves七iga七e 七he reユa七ion  

be七ween Bo（G）and Bo（S）・工n par七icular we shallprove七ha七  

Bo（G）isisomorphic to Bo（S）for七he cases where  

e（G）＝ e（S）＝Prime，9 and 2l．  

＝n sec七ionlwe shall s七a七e severallemmaB and proposi七ions   

Which wi11be useful for our aim。 One of 七血emis AIpe工■inIs  

theorem onisomorphic principalb10Cks［l］．Le七 S＝OT（G／0（G））．  

＝n sec七ion2we sha11consider・Bo（G）for七he ca8e Where  

e（G）＝2m－1。＝n particular，We Shallprove七ha七if Gis  

nonsolvable andif e（G）is prime七hen e（G）＝2m－1for some  

m＞2 and Bo（G）isisomorphic to Bo（S）・In sec七ionsうand4  

We Shallinves七iga七e Bo（G）for七he cases when e（G）＝9 and 2l・  

z・eSPeC七ively．＝ndeed，We Shall王）rOVe 七ha七if e（G）＝e（S）＝9  

0r 21七hen Bo（G）isisomorphic to Bo（S）・I七is no七ed tha七  

When e（G）≠e（S）・Bo（G）is not necessarilyisomorphic七O Bo（S）・  

工n sec七ions5and6we shallde七ermine Bo（G）when Pis  

ele皿en七ary abelian of order 8 and 16，reSPeC七ively．  

Throughouセ セhis paperWe Shalluse 七he fol10Wing no七a七ion・  

When Sis a subse七of G・NG（S）and CG（S）deno七e thenormalizer  

and 七he cen七ralizer of S in G，re8PeC七ively． Specially，for  

eaぬ ⅩeG wew出七e CG（Ⅹ）餌 CG（‡ⅩH・エf x・y∈G・We  

wri七e xy for y－1Ⅹy．When Sis a sub8e七of GI＜S＞ deno七es  

the8ubgroup of G genera七ed by S・When xl・…，㌔L   
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elemen七s of G and S is a subse七 of G，We also wri七e  

くⅩl，‥・9 Ⅹn， S）for七止e subgroup of G generated by  

ixl・…・Ⅹn）Us・The cyclicgroup oforder nisdeno七ed ∠n  

for a pos土七土Ve土n七eger n。We wr土七e G－ and Z（G） for地e  

COmmu七a七Or Subgroup of G and 七he center of G，reSPeC七ively．  

We deno七e by Åu七（G・） 七he group of allau七omorphisms of G．  

Letus deno七e‾Dy Op・（G）  

Order prime 七O P，and by  

七he maximalnorma18ubgroup of G of  

op一（G）七heminimalnormalsubgroup  

Of G ofindex prime 七o p．In par七icular，for p ＝ 2 we wri七e  

21 
O（G）and O－（G）如 02－（G）ana O（G），reSpeO比vely。馳en  

P i8an abelian Sylow2－Subgroup of G，We Wri七e e（G）（or  

Shor七Iy e）for］NG（P）：Cじ（P）I・When Bis ap－b10Ck of G，  

le七us denote by 工＝T（B） 七血e se℃ Of a⊥lirred．ucible complex  

charac七ersin13，by ＝Br（B） 七he se七 0土－allirreducible Brauer  

charactersin B，Dy k（B） 七he number of ele皿en七s of Irr（B），  

by kT（B） 七ile number of elements of 工rr（B）wi七h degree one，  

and by A（B）七he nunber of elemen七S OfIBr（B）・Ve wri七e B。（G）  

（or shor七1y B。）for七he princIPalp－block of（㍉and for each  

X∈G we w出七e bx for 丑0（CG（幻）・Wben ヰ1and ヰ2 are  

complexぬarae七er眉Of Gバ如 くヰ1，吋ニ（1／柑り＝g∈G町糾2（g－1），  

地a七is七O Say，（坤1，ヰ2）土s地e土nnerpご0血C七Of ヰ1and 坤2・  

Wewri七elG for the七rivialcomplex（or Brauer）charac七erof G・  

When His a noTmalsu－bgroup of G，申H deno七es the reBtric七ion  

Of 中 土O H 餌r a血arac七er ヰ of G，WIH deno七es七加  

res七ric七ion of W 七O H for a re王）reSen七a七ion W of GIand  

工G（尋）deno七es地e土ne出土algr叫Of 軍 土n G fora（血ara¢融  

軍of H，地a七土S七08ay・工G（軍）；ig∈封軍＝舅，Wbere軍is  
′ヽ′  

七he conjuga七e of 叫．   
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l． Prelinlina工一ies  

エn t血is section we B七a七e somelemmas and propositions whic   

Willbe needed for・Our aim． We fix a prime n11mDer p and we   

COnSider p－mOdular re壬）reSen七a七ions of a finite group G．  

Lemmal．l。 工・et G be a fini七e group wi七h a Sylow p－Subgroup  

p，andlかじ：K＝Op－（G），雷＝G沌 and 亨＝（毘）仏 ℡加nwe土ほ〃e  

七be 王■0ユ10Wing．  

（土）㌔（G）＝B。（雷）。  

（土i）㌔（p）／CG（ア）官幣（雷）／C雷（冒）。  

蝕00f。We ge七（土）by［ユ0，空也eo工・e皿65。2］and［11，Ⅴ（4．う）〕。  

S土nee Ⅳ百（冒）＝（Ⅳ示沖K）／K from〔15，工7・7H土ユゴssa七五（¢）］and  

Sinee C雷（予）＝（CG（釣K）／K from［19，ムemma2。2］，We eaぬ1yge七（土土）・  

We shallfrequently use the nex七 four pro‡）OSi七ionsin order   

七o prove our main 七heorems．  

Proposi七ionl・2（Brauer）・Le七 G＝QCG（Q）where Qis a  

p－grOup，弧dle七 雷＝G／Q・m狐 且（丑0（G））＝損0（雷））・  

蝕00f．See［10，Lemma64．5 and Theorem65．2（2）］．  

Pro‡）OSitionl．う（Brauer）．Le七 H be a normalsubgroup of   

G． 工f W is an ordinary or modularirreducible represen七ation  

in Bo（G），七henanyirreducible cons七i七uen七Of WIHliesin Bo（H）・  

proo王－．馳土S 土S 七be spee土alease of［う，エ工emmal］．  

Proposi七ionl．4（Brauer）．Le七 H be a normalsubgroup of  

G・地en foごany 貰∈工rr（Bo（H）），七加re土日SOme Xe工でご（丑0（G））  

sueb地a七（ズー昆，憲）≠0・   
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ぎroof。鷲血1日土S 地e speぬaユCaSe Of〔う，工工ムe皿mal］。  

P工・OPO8i七ionl．5（Brauer）．IJe七 P be a Sy10W P－Subgroup of  

G，andl雨 pCG（P）＝二㌣XV。馳en kl（Bo（G））ニIG；VG＝。  

fご00f。See［う，エⅤぎropos土七ion（4G）〕．  

Nex七，We S七a七e AIperinls 七heorems onisomorphic principal   

P－b10Cks which are veryimpor七an七 for our aim．  

Le七 F be an algebraically c10Sed field of charac七eエーis七ic   

P and FG 七he group algebra of G over F．I｝e七 H be a normal  

Subgroup of G wi七h pJIG：Hl・We w＝・i七e Bo（G）≡Bo（H）・if七he  

Ca七egory of allfini七ely genera七ed三唱一皿Odulesin Bo（G）is  

isomorphic to 七he ca七egory of allfini七ely genera七ed FH－mOdules  

in Bo（H）andif七heisomorphis皿is glVen by the restriction  

fごOm G 七O H（ef。［1］）。  

Proposi七ionl．6（AIperin）．Le七 F be as above，andle七 P  

be a Sylow p－Subgroup of G． ＝f H i8 a nOrmalsubgro11P Of G・  

which satisfies the condi七ions 七ha七 p／1G：Hf，G／H is solvable  

and G＝鰐G（P），七henwe geセセhe following・  

（i）丑。（G）富B。（H）・  

（i土）Ao（G）ぎAo（H）as F－algebrasタぬ紺e Ao（G）and Ao（H）  

are地e block土deals of 甘G an色 別王 COrreSpOn此ng七O B。（G）  

and ∋0（ti）・reSPeC七ively・  

Proof．See［l，Theoremsland2］．  

Corollaryl．7（AIperin）．Le七 H be a normalsubgroup of  

G of primeindex q with q≠p・IJe七 Bo＝Bo（G・）and bo＝Bo（封・  

As餌me七ba七 k（丑。）＝k（b。）and 朗。）＝飢。）・弧d地a七   
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工G（買）＝G forevery 冨∈エⅣ（bo）・menWe血甜e地e餌110Wing。  

（i）The correspondenceIrr（Bo）→Irr（bo）given by  

X－〉XIHis a bijee七土On・  

（ii）The correspondenceIBr（Bo）→工13r（bo）given by  

拶トヰ好一嵩is a軌錘出土On・  

（土土土）丑0富bo・  

蝕00f・（土）飢n¢e エG（官）＝G forev紺y音∈エ汀（bo），七加  

COrreSPOndenceis Burjec七ive by Cliffo工、d－s 七heorem，［8，（5う．17）  

Theorem］and Proposi七ionsl・うanal・4・Since k（Bo）＝k（bo），We  

Ob七ain（1）．  

（土土）吋（土），［ユ，エemmal］holds。㌘血us，by七加脚00f of  

［l，Lemmaう］，the correspondenceis sur3ec七ive。Hence（ii）holds  

Since 戯㌔）＝郎b。）。  

（iii） since［l，Lemmaslandう］皿01u，We ge七（iii）by the proofs  

Of AIperin－s 七heorems［1，Theoremsland 2］．  

In 七he remainder of 七his paper we assume p ＝ 2 and le七 G   

and P De a fini七e group andi七s abelian Sy10W 2－8ubgroup of  

Ordeご 2n，re8pee七土Veユy・矧etほe地eno七a七土On 丑o and e foご  

B。（G）and e（G）・reSPeC七ively■  

Corollaryl．8（AIperin）。Le七 H be a norma18ubgroup of  

G of odd primeind已Ⅹ・Le七 Bo＝Bo（G）and bo＝Bo（ii）・且SSume  

七ba七 k（B。）＝k（b。）and 餌。）＝g（b。），an且地a七 H 血as弧  

involu七ion x suc血tha七 X（Ⅹ）＝土Ifor every X∈Irr（Bo）and  

冨（幻＝写－（Ⅹ）；土1forall官，雫－∈工m（b。）wi地須1）＝争（1）・  

蝕en ヨ0忌日o・  

Proof． By Cliffo＝－d．Is 七heorem and Proposi七ionl．う，We have   
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封H∈工ごご（bo）foごallXモエrr（丑0）。で加8，Dyタroposi七土Onユ・4，  

工G（貰）＝G foごall官∈工rr（bo）・蝕us七加COrOlla町土呂provedby  

Corollaryl．7（土土土）。  

もe皿mal。9。 工Je七 ぎ be an a‾belian Sylow 2一日ubgェーOup Of G．  

Suppose地a七 k（Bo）＝ ほIand七ha七 G 血as aninvolu七土On X  

w土地 釘bx）＝1。鷲hen X（幻芯土1foごallX∈工rr（B。）・  

Proof・Since A（’bx）＝1，bx has theunique Cartaninvarian七  

IP書。Hence，▲by［10，Theorems 6う．う（2），6う。2and65。4］，We ge七  

∑X（Ⅹ）2＝ほ－ wher昏七加SumrunS地ro嘲aユユ Xモ加（丑0）・］押  

［4，工工（7A）and（4C）］，X（Ⅹ）is a nonzeご0土n七eg紺foェ・eVe工Iy  

X∈工rr（蓋0）sユnCe は書芸2。merefore，七血e assum折土On k（丑0）＝ほ‡  

土mpl土es t血ele皿a。  

Proposi七ionl．10（Benaer，Janko，Jarlko－Thompson，Wal七er，Ward）．  

工f G bas abeユ土an Syユow2－Su〔唱rOupS，地en O－（G／0（G））二拍a  

di工・eC七 produc七 Of an abel土an 2－gエーOup and s土mple gro11pS Of one of   

七be following 七ype8；   

（1）地e spec土alユ土neaでgrO哩 Sム（2，2n）f膵 nを2，  

（2）七ねe pごOjee七土Ve S卵Ciaユ1ineaごgrO里）エ2（q）餌r q〉う  

W土地 q言う 0ご 5（mod8），   

（う）七加Janko－s f土rs七Simple groupJユ，   

（4） 七he sim91e group R（q） of Ree 七ype．  

proof．紬r gごOupS Of七ypes（1）and（2），See［14，p。40〕．  

ForJISee［lb］・and for R（q）see［21］・The proposi七ionis  

ob七a土ned from［2］，［16］，〔ユ7］，〔20］and［21】．  

In the rest of七his paper we use the no七a七ion SI，（2，2n），  

ム2（q），Jland R（q）asinぎご叩OS土七土onl・10（ef・〔1う，p・415］）・   
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We also use 七he no七a七ion GL（m，2） for t血e generallinear g＝・Ou主）  

（cf．［14，p。40］）．  

The nextle皿ma Shows 七ha七 j3rauerls conjectu＝．e On heigh七s of   

irreducible complex charac七ersin p－Dlocks wi七h abelian defec七   

groupsis affirma七ive for 七he principa12－b10Cks of fini七e g＝－Ou主）S   

Wi七h abelian Sy10W 2－Subgroups．  

Lemmal。11。 ＝f G has abelian Sy10W 2－Bubgroups，七hen all  

irreducible compユex charactersin Bo（G）have heigh七zero■  

Proof．We may assume U（G）＝l by Lemmal．l．Le七 月 be  

anormal凱沌gro叩Of G of odd土ndex。工f X∈工rr（B。（G））・地en  

七hereis some 官∈＝rr（Bo（H））wi七h X（l）＝1一首（l）for aposi七ive  

in七eger m from Clifford18 七heorem and Proposi七ionl．う． By  

［8，（5う．17）Tbeo工・em］，皿 d土Ⅴ土des IG：則。でb土S ぬOWS七血a七土f  

冒（1）土S O舶地en X（1）is also odd．鷲加8，We may aS弧me  

O一（G）＝G・Then，by Proposi七ionl・10，We CanWri七e G＝・3X（TTSi）  

Where Q is an abelian2－grOuPand each Siis a simple group  

Of one of 七be foユ10Wing 七ype8；   

（土）弧（2，2n）for n〉2，  

（土i）も2（q）for q〉う W土七b q言うOr5（mod8），  

（ii土）Jl，   

（土Ⅴ） R（q）。  

When Siis of七ype（i）or（ii）・eVery X∈工rr（B。（Si））has odd  

degree from［10，Theorensう8■2andう8・1］・When Siis of七ype  

（iii）or（iv），eVery X∈Irr（Bo（Si））has odd degree from［16・  

I，emma5．1］and［21，Chap．I］，reSPeC七ively．These8how七ha七every  

X∈工rr（Bo（G））has odd degree・This comple七es the proof・  

The nexセ セh：どeelemmas are usefulin order七0 0b七ain e＝ e（G）．   
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Lemmal．12．I｝e七 P be a Sylow 2－Subgroup of G．   

（i）工f G＝SL（2，2n）for n＞2，七hen Pis elemen七ary  

abel土anoforder 2n and ⅣG（p）／CG（ぎ）土SCyel土00fo頭er  

2n－1．  

（土土）工f G＝ム2（q）for q〉う Wi地 q三うOr5（mod8），  

七hen Pis noncyclic of order 4 and NG（P）／CG（P）is cyclic  

Of oでder う。  

（iii）If G＝JIOr R（q），七hen Pis elemen七ary abelian  

Of order 8 and NG（P）／CG（P）is noncyclic of order 2l・  

Proof．（i） By［14，Theorems 2．8．1and 2．8．う］，P is  

elemen七aryabelianoforder 2n。Le七 q＝2n，andle七 F be  
q   

七he fini七e field of q elemen七s． We may assume 七ha七  

P；日吉望）一代吋（cf・伽proofof［14，℡beorem2・8・う］）・  

Clearly，CG（P）＝P・ Le七 u be agenera七or of七he mul七iplica七ive  

gro叩 ㌔－…，andle七 s＝（苫慧一ユ）土n G・馳en，咄p）＝くp，S〉  

and s has order q－l・Hence we get七血at NG（P）／Pis cyclic  

Of ordeご q－1．  

（土土） 君 主s noneycl土e of ordeェ・4 fro皿［14，工ema15．1．1］．  

Hence Au七（P）iBisomorphic 七0 七he symme七ric group of degree う．  

Since G is no七 2－nilpo七en七，We ge七（ii）．  

（iii）If G＝Jl・We Ob七ain（iii）from［16・Ⅴ＝p・160］・A8Bume  

Gニ＝R（q）．］吋［21，p．6う〕，王）二鳥∋ elemen七a工・y abel土an of o工・d紺 8  

and TmG（P）‥CG（P）l＝2l・Then we know七ha七 NG（P）／CG（P）is  

noncyclic since Au七（P）＝GL（う・2）⊂→GL（4，2）望A8 from［15・II  

2。5Sa七名〕where A8i8the al七erna七ing group of degree 8・  

Lemmal・1う・（i）GL（4，2）g・A8・七he al七erna七ing g＝・OuP Of  

degree 8．   
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（ii）工f His a subgroup of A8 0fodd order，七hen  

‡Hl＝1，う，5，7，9，15 0ご 2ユ．  

（iii）A8 has subgroups of ordersl，う，5，7，9，15 and  

and 七he subgroups of order 9 and 七he subgroups of order 2l  

noneycl土¢。  

21，  

aエーe  

Proof。（i）We have already showed（i）in the proof of  

工emmal。12（土土土）．  

亘ろ 
（ii）Since －A8暮＝2う57，－則＝1，うダ5，7，9，ユ5，21タうぅ・ううI  

6う，105 0r う15．Since 七he groups of order う5 are cyclic，  

1HI≠う5・By elemen七ary calcula七ions，A8 has no BubgTOuPSOf  

Order 45，SO 七ha七 ＝iI≠45。S土mila工・1y，IHl≠ 6う。工f ほI＝105，  

七ben H ba8 an eユemen七 of ordeエー うう． 丑Ⅴ土denセユy，地土β 土8 a  

contradiction．Hence け＝ ≠105．Iflhl＝ う15，七hen H has   

an elemen七 of order う5，and 七hisis a con七radic七ion． So 七ha七  

ほl≠う15．  

（iii）By Sy10W－s theorem，A8 has subgroups of ordersう，5，7  

and 9・Since A8 has no elemen七＄Of order 9，SylowうーSubgroups  

of A8 arenOney¢1土eoford紺 9・工f GニSも（2，24），伽nアユ8  

elemen七ary abelian of order16 and・NG（P）／CG（P）is cyclic of  

Order15 from Lemmal・12（i）・Thus・by（i）・Å8 has subgI－OuPS  

of oェ・der 15．ムe七 H＝ く（124）（5う6），（ユ2う4567）〉．馳en H 土βa  

noncyclic subgroup of A8 0f order 2l・Since A8 has no  

elemen七S Of order 2l，allsubgroups of A8 0f order 21are  

noneycli¢．  

Lemmal．14．（i） 工f H is a subgroup of GL（う，2）of odd  

Order，七血en はl＝1，う，7 0工■ 21．  

（ii）GL（3，2）has subgroups of orders l，う，7 a・nd 2l，and   
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七he subgroups of order 21 are noncyclic．  

pro。f。（i）By［10，五emmaうぅ．2（1）〕，皿（う，2）I＝2徳㌔ So  

七b息七we◎aSily ge七（i）．  

（ii） By 七he proof of（i）and Sy10W－s 七heorem，GL（う，2） has  

subgroups of oTders う and 7．玉y Lemmal．12（iii），GL（う，2）  

has noncyclic subgroups of order 2l．Since G・I，（う，2）c＋GL（4，2），  

allsubgroups of GL（う，2） of o＝・der 21 are noncyclic from  

I，emmal．1う（i）and（iii）。  

The nexセ セwo lemmas are uBefulin order 七o de七e工・mine  

When Sylow 2－Subgroups of G are elemen七ary abelian of ordeエー 8   

0r 16．  

Lemmal。15．11e七 P be an abelian Sylow 2－Subgroup of G，  

andle七 B。＝B。（G）。jissume七ha七 G has aninvolu七ion x wi七h  

ゼ（bx）＝1・  

（1）工f 一別＝8，七ben k（Bo）＝8。   

（2）工f 亨封＝16，地弧 k（B。）＝8 0r16・   

翫Of・も雨【完1，…，X 
k（B。） 
】＝：h誓（Bo）。S土nee g（bx）＝1・  

ユ1e七 d芸1be地e by［10，Theorems6う．2and65．4］，for each Xi  

generalized decomposi七ion number of Bo rela七ive七0 Ⅹ・By  

Lemmal・lland［4，＝I（7A）and（4C）］，eVery d≡l is an odd 

in七eger・Since bx has七he unique Cartaninvarian七 FP［，by  

［10，地eorem6う。う］，∑誓崇0）（d芸1）2＝肌蝕e8eimply（1）and（2）・  
Lemmal・16・IJe七 G＝I｝2（q）for q）う Wi七h qきうOr5  

（mod8），andle七 B。＝B。（G）・聖加n we have七加following。  

（i）P（B。）＝う and七he degrees ofallirreducible Brauer   
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ebarae七ers土n 丑。arel，（射ぺ）／2 and（q－1）／2・  

（ii）The decomposi七ionmat＝・ix of Bois as fol10WS：  

0
 
0
 
「
⊥
 
ユ
 
 

0
 
1
▲
 
0
 
ュ
 
 

ュ
 
0
 
0
 
ュ
 
 

0
 
0
 
1
一
ュ
 
 

0
 
ュ
 
0
 
ュ
 
 

ュ
 
ュ
 
ュ
 
ュ
 
 

●  

う 〈q三う（mod8）  う くq三5（mod8）  

Proof・Since Gisnot2－nilpo七en七，R（B。）〉1from  

［ユ0，Coご011a叩65・う］。で加s k（B。）認4 and 必㌔）＝う by  

〔う，エV Proposi七土On（7工））］。   

Casel・うくq≡う（mod8）；Le七 ＝rr（Bo）＝（Xl，・・・・X43・j3y  

［10，Theo＝・emう8・l］，Wemay aSSume Xl＝lG・X2（l）＝Xぅ（l）＝（q－1）／2  

and X4（l）＝q。By［14，Theorem2・8・2］，G has a Frobenius subgroup  

瓦 Of ord紺 q（q－1）／2。We know地e cbarac七er七ables of E and  

も2（且）from［10，鷲beoご蝕Slう。8andう8。1ユ・㌘加s，by［8，雛粗  

放erei8e2］，X2t an＝遍 are加地土rre温血ble王短au眉r  
Go  ぅGo   

ebarae七ersof G，W血ere ㌔IG。 土8伽ごeS七rie七ionof xi七0伽  

Se七 Go ofal12I－elemen七s of G－・Since X2≠xぅ on Go，and  

S土noe X4ニ Xl＋X2 ＋Xぅ On Go，Weknow（土）and地e且eeomposi比On  

ma七山ⅩOf Bo・   

Case2。う くq三5（皿Od8）；Asin Ca8elwe ge七（i）and．七he  

deeompos土七土On ma七rix of Bo。  

Remarkl．1f G has an abelian Sy10W 2－Subgroup P and  

if e（G）＝l・七hen Bo（G）望B。（P）since Gis2－nilpo七ent by  
［10，竺beorem18．7］．   



1う  

2．℡be ease e＝2m－1  

In this sec七ion we consid．er七he case when e＝2m－1 fo＝・  

mゝ2。We use七he no七a七ion G，P，nタe and Bo as before，  

七ha七is 七O Say，P is an abelian Sylow 2一日ubgroup of G with  

Order 2n（n｝2），e＝；e（G）弧d 丑0＝丑0（拓 鷲0加増ユnWi七bwe  

S七a七e 七he ne文士 セhree lemmas which will be needed for 七he main   

rQSul七 Of 七血i8 8ee七ion。  

Lemma 2．l． Let S be a normalsubgroup of G of oddindex  

such七ha七 SgSL（2I2n）for some n｝う・Åssume e＝2n－l・  

黒血en 玉0宝玉o（S）。  

Proof．We may a5日ume S＝SL（2，2n）．There are an elemenセ  

セ∈Ns（P）and・aninvolu七ion x∈P such七ha七 Ns（P）＝く七・Cs（P）〉  

Ⅹ七2n－2 狐色 ア＝に，Ⅹ，Ⅹ七，…， i（of．地eproofoでもemmal．12（土））．  

S土nee e＝2n－1，吋ガ）＝く七，C。（ア）＞・Clea叫y七≠y forall  

y∈叫1i，占0地a七 ⅣH（ぎ）＝CH（p）ぬere 祝＝CG（Ⅹ）・H弧Ce Ⅲ  

is2－nilpo七en七 from［10，Theorem18．7］．Thus，by［10，Corollary  

65・う〕，飢Ⅹ）＝如。（H））＝1・封OW，WeprOVe地elemma毎  

induc七ion on fGl．Suppose G≠ s．since lG／S！is odd，by  

［12，Theorem］，G has a normalsubgroup H of odd primeindex 必  

Wi七h S⊆H・I｝et b。：Bo（H）・Byinduc七ion・b。雲B。（S）・Hence・  

by七he charac七er七able of SL（2，2n）［10，Theoremう8．2］，We ge七  

1   

1H  l  

亀  
2n－1  

腎 
3  

2n十1  

Ⅹ  

ユ  

ー1   for 土＝1I…タ2 n－1  

1   for〕＝1，…タ2n－1－1  

亀，宣jli＝1・…・2n－1；3ニ1・…・ 2n－ユー1－ニ‡頭b。）・  ，
 
 
 

H
 
 

l
】
 
 

i
 
 

e
 
 

r
 
 
 

e
 
h
 
W
 
 



ユ4  

Le七 CG（P）＝PXV・＝f G＝VH・then G＝CG（P）・H・SO tha七  

B。望b。 from Proposi七ionl・6・Hence we may assune G≠vH・  

Then H＝VH，SO tha七 C艮（P）＝PXV・Thus，by Proposi七ionl・5・  

k†（bo）＝tH：VH†1。Sinee bo雲Bo（S），kI（bo）＝ユ。 ワ加8，H＝VH†・  

Thisimplies H＝VG．since G／His cyclic・Hence k一（B。）＝A  

from Proposi七ionl．5． By Cliffo工・d－s 七heorem and Proposi七ionl．う，  

for each X∈＝rr（Bo）one of七he fo110Wing five cases occurs：  

（a）  l
 
 
 

H
 
 

ユ
 
 
 

ニ
 
 

H
 
 

l
 
 

）
人
 
 

（も）xIH＝亀 for some 土，  

（Q）封H ＝乾1十…＋㌔  forユユく…く互，弧d皿乾 
Ik 

are G－COnjuga七e，  

1
ふ
 
 
 

．
「
U
 
 
．
「
U
 
〟
X
 
〟
X
 
 

ニ
 
 
 

T
T
皿
 
 
 

V
人
 
 

ヽ
l
ノ
 
 

1
n
 
 

（
 
 

foエーSOmeJ，  

＋…＋  forコ1く…く3凰，andall肯コ 

k  

ニ
 
 

H
 
 
 

研
 
 

）
 
 

e
 
 

（
 
 

a．re G－COnjuga七e。  

Since kt（b。）＝1，for each X∈＝rr（Bo）x（l）＝lif and only  

if Xlfi＝ 
lH・ 
Le七 r・S・u and v be七he numbers of X∈工rr（Bo）  

of七ypes（b），（c），（d）and（e），reSPeC七ively・Since R（bx）＝l，  

asin七he proof ofIJem皿al．9，∑X（Ⅹ）2＝2n Where七he sumrunS  

伽0咄alユ X∈工rr（B。）．批止βSbows £・r＋魂2…・Ⅴ〆＝2n・  

On the o七herhand・by Propositionl・4・for every 曾∈＝rr（bo）  

地erei8SO皿e 咤工汀（Bo）witb（ⅩlH，頂）≠0・So地a七  

k（㌔）ぜ1十ご＋S彪＋u十戒・S土nee k（b。）＝2n，Wehavea  

COn七radic七ion． This completes the proof．  

Rema＝・kl．Ve can no七remove七he assump七ion e＝2n－1in  

もe皿ma2．1．工ndeed，1e七 S＝S以2，8）and p＝＝き望）響f釦81  

Where F8is the fini七e field of8elemen七S・I｝e七 u be a  

genera七Or Of themul七iplica七ive group F8－tO3・Thereis an   
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2  a雨Ompq血ism h of 甘8 Wi七b h（可＝汀㍉・二靴ぼeaeb（言霊）モS  

芝乏…‡監獄）・menWeeaneOnS土der beA叫S）and  le七（…芝）b＝（   

hlp∈Au七（P）where nlp is七he restric七ion of h 七O P・Hence  

七hereis a semi－direc七 produc七 G ofi七s normalsubgroup S by  

くb〉。℡ben O－（G）ニSニSム（2，8）弧d e（G）＝21≠2うー1．］押  

［10，meOご弧う8。2］，銅。（S））＝7・B雨weぬallaf七e即ards sbow  

地aセ ゼ（B。（G））；5，弧d地土8Sbows B。（G）諺Bo（S）。  

Lemma 2．2．IJe七 S t）e a nOr皿alsubgz－OuP Of G of oddindex  

別派血七ha七 S誓ム2（q）X（p〃z2XZ2））for some q〉う W土七b  

q≡うOr5（mod8），Or S掌S招，2m）メ（研翫旦））餌  
80me m》う。AB8ume e＝e（S）。Then k（B。）＝2n an且 如。）＝e・   

蝕00f・加セ ム＝＝も2（q）如 エnニ2タ弧dle七 も＝S工（2，2m）  

for m〉う。Let R be a Sylow2疇Subgroup of LQ We can wri七e  

S ＝LXQ and P＝RXG．We useinduction on n。If n＝m＝  2，  

七hen七helemmais proved by〔う，IV P＝・OPOSition（7工））］．If  

nニmちう， by加皿a2J，丑0望Bo（S）・SO七ba七 k（Bo）＝2n and  

拒。）＝2n－1＝2m－1（ef・［ユ0，蝕eoremう8・2］）・∬ex七，狐ppOSe  

n〉m。There areanelemenセ セ∈NL（R）and aninvolu七ion x∈R  

七2m－2 

s血地a七醐）；く七，C五（R）〉弧dRニ揖Ⅹ，Ⅹ七，…・Ⅹ ｝■  

Since e＝e（S）・NG（P）＝く七・CG（P）〉・Le七  

Q＝tl判，y2， …，y2n－m 】。翫n，by［10，Ⅰ詫Ⅷ皿a18・5］，地e  

G－COnjuga七e classes of 王）are as fol10WS：  

tli  

ty土ifor土＝2，…，2n‾m  

七 
七2m－2 

txyi，Ⅹy土・…，Ⅹ yi‥or土＝ユ，…，2n一皿・   



zcs 

Then，by［10，Theorems68．4 and65．4］，   

皿 

k（Bo）＝g（Bo）＋∑…； 如y土）＋∑≡≡；皿ゼ（bxy土）。  
F土Ⅹ弧yi雨七b 2‘i‘2n‾m，弧dle七 班ニCG（y土）・Sinoe  

y土∈Z（S）タ1如雷＝S／くy土〉。Simila軋y，1e七 雨＝吋くy土＞，  

雷＝＝ぎ／くy土〉 弧d 胃ニQ／くy土＞。S土nee 雪空もX冒，Wege七  
e（言）＝e（L）＝2m－l．Since 言⊆両，tLle CanOnical血OmO皿OrPhism  

鞭（亨）／C雷（町→憮（亨）／C評（到is皿OnOmO叫封㍉ Tbisぬows（2m一項e（再）・  

On七he o七her hand，by［15，＝7．7Hilfssa2；t（c）］，We ge七  

N市（冒）＝（ⅣM（P）・くyi））／くyi〉・Thisimplies thaセセhe canOnical  

血OmOmOrPhisIn NM（P）／C山（P）→職（予）／C両（で）is epimorphic・Iience  

e（両）le（M）．since S⊆M⊆G and．e＝e（S）＝2m－l，We have  

e（m）＝e（S）＝2m－1by consideringセヱ1e CanOnicalmonomorphi8mS  

a8above。Thu8 e（再）芯2mql。Hencewege七 A（Bo（再））＝2皿－1  

by土ndue甑n・軋s，如y土）＝如0（呵）＝2皿岬1fごOm加posi七土on  
l．2．We may assume O（G）＝1 by Lemmal。1．Since Q≠1，七here  

isaninvolution yj∈Q・By Zキーセheorem［10・Theorem67・l］・  

y3∈Z（G）・H狐Ce郎0）ニ距yj）＝2皿－1。Ⅳ姉WeeOn8ideご  
如Ⅹ 2n一皿・如anin七eger k土七1日seen  
yi 

七k 地a七（Ⅹy土）＝町土ifando叫土f（2m－ユ柄・Henee  

Nu（P）＝Cu（P）where U＝CG（Ⅹyi）・Then Uis2－nilpo七en七from  

［10，鷲血eorem18・7］，SO地a七距Ⅹy土）＝拇0（囲ニ1by［ユ0，  
Corolla町65・う］・蝕ese土mply k（Bo）＝2n。  

Lemma2。う・Assu皿e aSinIJemma2・2・Then BoTBo（S）・  

Proof． We use 七he same no七a七ion asin 七he proof of Lemma  

2．2．We prove 七helemma byinduc七ion on lGl．Suppose G≠ s．  

By［12，空也eorem］，G bas a normal凱沌gro明）H of o餌p出meindex   
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W土七b S⊆H。ムe七 bo＝Bo（H）。By土n血C七土On，bo官Bo（S）。工七  

folユows from工emma2・2地a七 k（Bo）＝k（bo）＝2n and地a七  

度（B。）；如0）ニ2m－1－ By地eproofofもemma2・2・七here土san  

土nvol雨土On X∈G ぬ他 省（bx）ニ1。鮎nee X（Ⅹ）＝よ1forall  

X∈工rr（B。）fromI｝emmal・9。Thus，by Coro11aryl・8，itis  

Suffieienセ セO Sbow 七ba七  

土f 貰，菅・e工m（bo）wi地 須ユ）ニ争（1），  

七加n 質（Ⅹ）ニ憲一（Ⅹ）芯．土1。  
（揚）  

抽七 い町…，㌔n岬m ibe伽8e七0でalliごre血¢土blee叫は  

eba＝IaO七er8 0f Q。   

Casel。rll＝2：By七he charac七er七able ofI｝2（q）（cf・［10・  

黒血eoremう8．1〕），We Can W出七e  

1  

ち1  
1  

ち2 （q・C）／2  

ちぅ 
（q吊）／2  

宅4  cl. 

Ⅹ   

1  

一己  

－・E  

E I  

三＝†‾：  

土f q≡う（mod8）  

if q≡ 5（mod8）  

where tち，…，ち41＝＝rr（B。（L2（q）））・Since b。宝B。（S）and  

Sinee S＝ム2（q）xQ，WemayW出七e 工rr（bo）＝t冨ijIi＝1，…，4；  

j＝1，…， 
2n‾2isueb七ba七 光土3tS＝ぢ土8壱 foraユ1i・3・蝕弧                                                            ′ヽ■  

1  foェ・i＝1   

（q十C）／2 foェ・土＝2，う   

q  for i＝ 4  

貰ij（1）  

and   

√
し
 
 

ニ
 
 

）
 
 

Ⅹ
 
 

（
 
 

．
「
．
U
 
 
 

〟
X
i
 
 

for i＝1   

foエー 土 ＝ 2，う   

でor 土 ＝ 4  

「
⊥
 
 

E
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でbese 土mply（☆）。   

Case2．m＞う：By七he charac七er七aDle of SI，（2，2m）（cf．［10，  

でheoェ・emう8．2］），We know  

Ii: 

I ユ  

2m－1   m－1  
－1  for 土＝11…タ2  

2m＋1  1  forJ＝1，…，2m－1－1  
コ
 
 

ュ
 
取
㌣
 
 wbere 揖亀，質jl土＝1，…，2か1；3＝1・…，2m‾1－1‡＝  

工ご再0（Sい2，2m）））・陶土ng七血土8We CanS加w（≠）asinCasel・  

でb土8 eOmple七es 七血e proof。  

Now，七he a’bovelemmasimply 七he nex七 main resul七 of 七his   

See七土On．  

Theorem 2。4． Le七 P be an abelian Sylow 2－8ubgroup of G．   

A8Sume 七ha七 e is pri皿e。 Then we have 七he following。  

（l）P（B。）＝e。Andif Gis nonsolvable then k（B。）＝旧・   

（2） 打hen G is nonsolvable，One Of 七he following holds：   

（i）e＝う，and 丑。雲3。（も2（q）X（〟（Z2X呂2）））for80me  
q 〉う Wi七b q言う 0エ・5（mod8），   

（ii）e＝2m－1for some m＞う，and  

丑0宝 玉o（S以わ2皿）X（ぎ／（牡））。  
皿  

pご00f．We ean assume O（G）＝ユ by工一計肌mal。1。ムe七  

S ＝ OT（G）． Firs七1y assume 七ha七 S is soIvable． Then S ＝ P，  

SO tha七 CG（P）＝P・ fience Gis a serni－direc七produc七Ofi七s  

nornalsubgroup P by ∠e． This shows R（B。）＝e・ Soi七is  

enough七O COnSider 七he case where G is nonsolvable・Since  

e is prime，e＝ e（S）．By Proposi七ionl．10 and Lemmal．12，One   
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0二F 七he fol10Wirlg 七wo cases occurs：  

（土）e（S）ニう，and S雲ム2（q）X（打（Z2XZ2））for some q〉う  
Wi七h q三う Or 5（mod8），  

（土土）e（S）ニ2m－1foエーSOme mゝう，and  

S望S紬2m）x（研 

IlerlCe We Ob七ain（l）and・（2）froln Lemmas2。2and2．う，reS玉）eC七ively．  

Remark 2。 Fo工I七血e ease wbere G 土S SOlvable，七be ユaセセeエー  

balf of㌘heo工・em2。4（1）does no七hold土n gen（汀al。工ndeed，ユe七 P  

be an elemen七ary abelian group of order 16 wi七h P＝（Ⅹ，y，Z，W）．  

t Leセ セ∈Au七（P）such七ha七 Ⅹt＝y，y七＝Ⅹy，Z＝W and wt＝ZW．  

Thereis a semi－direc七 product G ofits norma18ubgroup j）by  

（七〉．Then Gis solvable and e＝JG：f）［＝う．Since u七≠u  

for all沌叫1i，We Sballshow七ha七 k（Bo）芸8≠16（ef。  

Proposi七ion 6。l）．As ano七her example，le七 P be 七he sarne as  

at）OVe，andleセ セ∈Au七（P） wi七h l七I＝ 5．If G is a seIni－direc七  

pro山e七Of：Pl叩 く七〉 an且 G 土8nOセセbe direc七pごOdue七 PXZ5，  

地en weぬallsbow地a七 k（B。）＝8≠16（cf。ぎropo8i七ion6。う）・  

う． で血e（〕aSe e ＝ 9  

＝n 七his sec七ion we consid．er七he ca8e When e＝ e（S）＝ 9，  

Wbere S＝Ot（G／0（G））・鵬use地e no七a七土On G，p，n，e and Bo  

as in §2。  

IJemma う．1． Le七 P be an elemen七ary abelian Sylow2－Bubgroup  

of G of order16。If e＝9，七hen k（Bo）＝16 and P（B。）＝9・  

Proof． By Lem皿al．1う，Au七（P） has noncyclic Sylow3－Subgroups   



20  

Ofor温和 9。鮎nee we may assume地a七 ⅣG（P）＝くSタセ，CG（ア）〉  

forsome 8，七色封G（ア），ぎ記くⅩ，y，ZタW＞，Ⅹ8＝Ⅹ，yS三y，ZS＝ W，  

S 七  七 セ 七 
wニヱW，Ⅹ ＝y，y＝Ⅹy，ヱ＝ヱ 弧d w＝W。 二柑［10，ムemma18．5  

an且でheo工・emS 68。4 and 65。4］，  

k（B。）＝離。）す欣bx）十戯bz）十郎Ⅹヱ）。  

S土nee e（CG（Ⅹヱ））＝1，針b文名）＝ユ ゴrom［10，蝕eorem18・7and  

Corollaでy65。う］。S土noe e（CG（Ⅹ））＝e（CG（幻）＝う，i七follpw8fmm  

蝕eorem2。4地a七 必bx）；如B）＝う。：柑［ユ0，Corolla町65。う］，  

R（B。）ゝ2 sirlCe e＝9・uenCe，by Lemmal・15（2），k（B。）＝lb，  

SO地aセ ゼ（B。）ニ9。  

Lemrna う．2． Let S be a nornlalsubgroup of G of oddindex  

別封裏1t血息七 Sぜエ2（q）X工2（qリス（〟（Z2XZ2XZ2大呂2））for some  

q，q－ 〉う W土地 q言う 0工・5（1mOd8） and q一 三う 0工・う（mod8）。  

工f e＝9，地en k（丑。）＝2n and 離。）＝9。  

proof。We may a8日uェne Sニュ2（q）メ12（q－）スQ wbere  

Q望捏（Z2XZ2XZ2スZ2）・師e℃ほe土ndu・C七土On On n。工f n＝4，  
Sy10W 2－Subgroups of G are elementary a‾belian of order lbI   

SO 七haセ セhelemais proved by Lemma う．l． Suppose n 〉 ヰ． Le七  

Rland R2 be Sylow2－凱沌gro哩S Of ム2（q）and 工2（qリ，  

respec七土Vely。舶Ⅱ1ay aSS皿e ぎ＝；RIXR2XQ・侮eanw出七e  

2  

Rl＝‡1，Ⅹ，ⅩS，ⅩSlforsome s∈ム2（q）andfoご弧invol雨ion  

2 
x∈Rl。S土mila叫，R2＝｛1，y，y七，y七｝fo工・SOme七郎2（qリ and  

for aninvolu七ion y6R2・S土nce e＝e（S）＝9，We know地a七  

NG（p）＝くS，七・CG（P）〉 and七ba七 ⅣG（p）／CG（p）isぬemen七a町abぬian  

Ofordeご 9・二山沌 Q＝tl＝Zl，Z2，…，Z2n－4l。町［10，工emma18・5］，  

工芸土，ⅩZ土，yヱ土，ⅩyZil土＝1，…，2 n－41二は一拍e8e七Ofalユ   
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representa七ives of G－COnjuga七e classes of P． TLluS，by［10，  

鷲beorems 68．4 and 65．4］，  

4 
鴫）＝棉）＋∑三 

絢土）  
4 

＋∑ 
｛娠・）十β（簸）＋距ⅩyZ土＝・                                               ユ  

Asin七be proofof一もemma2・2，byindue七土On，Wege七 戯bz．）＝9 1  
foralli＝2，‥．，2n－4．ByLemmal．1，WemayaBSume O（G）＝  

S土nce Q≠1，aS土n七be proof oゴムemma2．2，by makinglユSe Of  

1．  

Z☆一徹Orem［10，鷲加or蝕67。1〕，Webave 如。）ニ9・S土noe  

s車CG（Ⅹヱ土）ands土nee 七∈CG（ⅩZ土），WeOb七a土n e（CG（Ⅹ名主））ニう・  

Hence 如ⅩZ．）＝う foralli＝1，…，2 n－4 蝕om蝕eorem2・4（1）・  

S土mil叫，by翫orem2・4（1），飢y名 
土 

軋Ⅹa叩 土 Wi地1Jiぷ2n岬4● 馳rin七喝erSJand k，土七土8  

seentha七（xyzi） Sj七k ＝ⅩyZiifandonlyifうIj and  
Hencea8土n地eproofofュ邑mma2・2，ゼ（b ）＝1foraユ1  

耶土  

i＝1・‥り2n－4・蝕us k（肘ニ2工1・軋sf山ぬes地epご00f。  

Lemmaう・う・AB8ume aBin Lemmaう・2。Then Bo官Bo（S）・  

ぞroof． We use 七be same no七a七ion as 土n 七be proof ofムemma  

う。2．We prove thelemma byinduc七ion on 将I．A8Sume G≠s．  

By［12，Theorem］，G has a normalsuDgrO里）H of odd pri皿eindex  

W土地 S⊆H・工e七 bo＝Bo（H）。Byinduc鵠On，bo宝玉0（S）・By  

七he proof of五e皿皿aう．2，七bere 土8 an土nvolu七土On XyモG w土七b  

損Ⅹy）＝1・工七follows餌mもemmasう・2andl・9七ba七 X（Ⅹy）：土1  

for allX∈工m（蓋。）・王好工emmaう・2，k（丑。）芸k（b。）弧d  

如。）＝釘b。）・蝕s，byCorolla町1・8，i七is eno顧七OprOVe地a七   
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土f 冨，憲一∈工汀（b。）w土七h 須1）＝貰－（1），  

七ben 官（Ⅹy）＝音－（Ⅹy）＝裏．  
（せ）  

A畠in 七he proof of Lemma 2．う We know 七he charac七er 七ables of  

エ2（q）弧d 工2（q－）。蝕u8We ean W出七e  

1  

呵1  
1  

択2 （q＋E）／2   傭E  

れぅ  
（q＋g）／2  一己  

町  q  E  

土f q三う（mod8）  

if q≡ 5（mod8）  

Where t隼，叫2，れぅ，柁41＝工m（B。（エ2（q））），弧d  

1  

ち   
1  

三言＝〈‾：  

ぢ2（q一代－）／2 一己管  

ぢぅ 
（q－＋E－）／2 一己t  

て4  q一  己－   

土f qI≡う（mod8）  

土f q†三う（mod8）  

Wbere（ち，ち，ち，ぢ4i＝工ご出㌔（ム2（け））。加七い射…，ちn－4 ユ  

be 七he se七 of allirreducit）1e complex charac七erB Of Q． Since  

b。宝玉。（S），WemayWr土七e 工r…。）＝i㌔jkl土＝1，…，4；j＝1，…，4；  
k＝1，…・2 n‾4】suぬ地a七首土3k－s＝れi構foralユ土，j・k。  
Casel． E：＝ －l and E：一 ＝l：In order 七o show（＃）i七is enough  

七O prOVe地a七 tl，（q－1）／2，q－，（q－1）射ソ2，且（q－＋1）／21nt（q－＋1）／2．  

′ヽ′ q，（q－1）付・1）／4・qqりこ必 乱血e Xijk（1）；亀（ユ）く3（1）and  

官土jk（Ⅹy）＝呵土（Ⅹ）ちj（y）foralli，j，k・舶Canpご0Vei七・   

Ca8e2．E＝ g－ ＝－1；We know地a七‡ユ，（q－ユ）／2，（qt－ユ）／2，  

（q－1）（q－－1）／4，qqり∩‡q，q－，（q－ユ）射リ2，且（q－－1）／21＝れ 鷲h土S  

implies（★）asin Casel．   

Caseう．E＝E－ ＝1：S土nce tl，q，q－，（q＋1）（q－＋1）／4，qqり∩   



2う  

‡（q＋1）／2，（q－＋1）／2，（q＋1）qリ2，q（q－＋1）／2i＝必，We Can Show（♯）．  

This comple七es 七he proof of 七helemma．  

The abovelemmasimply 七he nex七 main resul七 Of七his sec七ion．  

Theoremう．4．IJe七 P be aLlabelian Sy10W 2－Subgroup of G．  

Assume e＝ e（S）＝ 9，Where S ＝OT（G／0（G））．Then we have 七he  

following．  

（1）k（㌔）＝Ipland ヱ（B。）ニ9。  

（2）Bo官丑0（ム2（q）xム2（q－）x（〟（Z2KZ2XZ2KZ2）））for some  

q，q－ 〉う W土七b q三う 0工・5（mod8） and q－ ≡うOr5（mod8）．  

Proof．We may assume O（G）＝l byI，elIlmal．1．Since e（S）＝ 9，   

by Proposi七ionl。10 and Lemmal。12，We geセ セha七  

S望工2（且）スエ2（q－）x（〟（Z2XZ2〆・Z2≠Z2））foごSOme q，q－ 〉う W土地  

q≡≡ う 0工・5（mod8） and qIミう Or5（mod8）。Hence we ob七ain  

（1）and（2）fromI｝emma8う．2 andう．う，reSPeC七ively。  

4． The case e ＝ 2l  

工n 七his 8eC七ion we dealwi七h 七he case when e ＝ e（S）＝ 2l，  

Where S＝0一（G／0（G））・Asin苔1・1e七Jland R（q）be七he  

JankoI8 firs七 Simple group and 七he simple groups of Ree 七ype，  

respec七ively（cf．［16］，［21］and［1う］）．We use七血e no七a七ion G，  

P，n，e and Bo as before・  

もemma4。1． 工e七 夕 be an abel土an Sylow 2一別沌gェーOup Of G of■  

Order 8・工f eニ21，地弧 k（丑0）＝8 and 郎0）＝5・  

Proof・ByI｝emmal・14・NG（P）／CG（P）isnoncyclic oforde  

2l・Hence we canWri七e七ha七 NG（P）＝くS・七・CG（P）〉・   
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2 
S β 

2 
七 

g 
ァニに，Ⅹ，ⅩS，ⅩS，Z，ⅩZ，Ⅹ盗タⅩむ‡＝‡ユ，Z，Z，一…＝，2七j  

forsome s，七∈㌔（p）弧d土nvoh七土m8 Ⅹ，五色p W土地 五日＝Z・  

ワben，by［10サ蝕eorems68・4and65・4］，k（㌔）＝如。）十針b盗）・  

Since e（CG（z））＝う，R（bz）＝う from Theorem2・4（l）・The  

Calcula七ion of the generalized decomposi七ion ma七rix of Bo  

rela七ive 七O Z is due 七oJ。B．01sson［18，TheoremBう．15，う．16  

andう・17］・Le七iq＝CG（z），両＝M／くZ）and ㌔＝B。（即・By  

［10，Theorem66・う］，七hereis abasic se七 百 of 盲z such tha七  

ツ▼  

W con七ains 七he 七rivial Brauer charac七er and 七he Car七an ma七rix   

■▼ Ofl㌔ w土地ごeSpeeセセO W has七be form  

21ユ  

1 2 1   

ユ．12．  

Then・by［10・Lemma bb。l］，七hereis a－basic se七 W of bz such  

七ha七 W con七ain8 七he 七rivial Brauer charac七er and 七he Car七an  

ma七rix Cz of bz wi七h respect七o V has七he form  

つ
L
 
2
 
4
 
 

2
 
4
 
（
ノ
ー
 
 

4
 
2
 
2
 
 

（龍）  

We u8e 七he fol10Wing no七a七ion here．For anin七eger r）O and  

ap－block B・1e七』B（pr）denote七heEnul七iplici七yof pr as an  

elemen七a工■y diviBOr Of 七he Car七an ma七rix of B． 工f Q is a   

P－Subgroup of a fini七e group A and．if B is a p－block of Å，  

1et nB（Q）deno七e七he mul七ipユici七y of Q as alower defec七  

groupof B（cf・［5］・工n［5］，nB（Q）isdeno七edby m皇1）（Q））．  

By［8・（89・8）meore皿］，E丑（8）＝1・S土nceaユ1⊥ml皿ons土n G  
0   

are con3uga七e，by［5，（7G）］，［18，Proposi七ionl．2］and〔10，  

馳eorem65・4］・Wege七E3（2）＝nb（く頼・Sineeeverylower  
0  fZ 

defect group of a 2－b10Ck of G con七ains al12－Subgroui）S U of   
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G wi地U⊆Z（G），by［5，（7G）］，瓦b（2）＝nb（く幻り・］沖（髄），   
z  ヱ  

瓦b（2）＝2。鷲血ほ 二㌔（2）ニ2，SO tha七 如。）をう・批止S Shows Zo  
k（B。）ゝ6・加七 隼Ji＝ユ，…，k（丑。））＝エ打（㌔）。S土nce 伽ヱ）＝う，  

ユe＝＝（n迅）王さ孟さ筈（丑0）  

be 七he皿a七rix of七血e geneTaユi2；ed  

decompoぬ七土On n血beごS Of £o rela比ve七0 ヱ W土地respecセセo W・  

Sincelzl＝2・eVery  ni。’ is anin七eger・By［4，工工（7A）and  

（4C）］，（n土1，ni2，n土う）≠（0，0，0）forev叩 X土・加 X土，X j  

le七aij＝ ＝ユ‘晒う8n土成鞍β類，Wbere  Cヱ 
‾1＝ 
（u嘩）ユJ叫くう・柑  

Lemmal。1land［4，＝I（7A）and（5G）］，allaiiare Oddin七egers・  

Hence nil＋niと＋n 
土う 
is odd for every xi・Let NcL be the  

両血c山mof封foごeaeb玖，andle七晦∬β＝∑要望0）n通n叩  

forallc（，β・By［10，Theorenlらう■う（∠）］・七山N＝Cz where 七剥is  

地e七ran8pOSed皿a七rix of 封。So ‰封ダ＝4 土f α＝β，and ユ鯨甑  

if q≠β・Clea瑚，12＝七で（Cヱ）＝＝土 n 
，ぴ頭 
2 ぬere 七ご（Cヱ）土S  

the七race of Cz・ Then the nex七three possibili七ies arise for  

七he nonzero en七ries of N：  

（i） 2 en七ries are 土2，and4 en七rie8are 土l．  

（土土）1en七ryis 土2，and8 en七山e8are 土1．  

（iii）12 en七ries are 土l．  

By elemen七ary calcula七ions aβin〔18，Theorem8う。15，う．16and  

う．17〕we can w出七e  

「
つ
 
′
b
 
7
 
8
 
 

0
 
0
 
0
 
0
 
£
U
 
P
O
 
ご
0
 
£
リ
 
 

7
 
8
 
 

ス
ノ
 
4
 
 

0
 
ハ
U
 
£
U
 
p
O
 
O
 
O
 
（
む
 
丈
U
 
 

7
 
8
 
 

l
－
2
 
 

（
b
 
只
U
 
O
 
O
 
O
 
O
 
n
O
 
ぐ
0
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Wheごe る土＝土1・批止s sbows k（㌔）三8，SO七ぬ七 郎。）＝5・  

COmPle七es t上1e PrOOf．  

㌘his  

Lerruna4．2。Le七 S be a no工、malsubgroup of G of oddindex  

凱描血七ぬ七 S雲Jlズ（ぎ／（Z2XZ2XZ2））or s雲R（q）x（打（Z2メェ2XZ2））・  

工f ◎＝21，七h孤 k（B。）＝2n and 如。）ニ5。  

蝕00f。舶may a8Sume S＝嵐〆Q where R＝JlOr R（q）  

and Q雲〟（芸2XZ2X∠2）。ム如 思 ゎe a Sylow2－S血group of R  

ぬ七血 でXQ＝ぞ。埠ムemmal。ユ2（i土ま），ⅣRほ）／C艮（賢）is noney℃1土e  

Of order ∠l・fIence we canWrite 武止（T）＝くS，七，CR（T））an  

2 
8 

2 
七 

6 
鷲＝侶Ⅹ，Ⅹ8，ⅩS，名，ⅩZ，Ⅹz，ⅩSむ‡＝iユ，Ⅹ，Ⅹ，…，Ⅹ七）知  

日ome s，七郎艮（ご）and forinvo山鳥OnS XタZ∈鷲 w土地 五日＝Z。  

Since e＝2l，hG（P）＝くS，t，UG（P）〉・We prove七helemma by  

induc七ion on n．If n ＝ う，七rlelemInais proved from Lemma4．l   

DeCauSe 王）＝ T and P is eleInen七ary abelian of order 8 from  

もemmal静12（損）■ S哩pOSe n〉うー も雨Qニt壇1，y2‥‥，y2nづ i。  

By〔10，ムem皿a18・5〕，ty土夕柑i－土＝1，…，2 nづ｝ 土S伽Be七Ofall  

＝・ePreSen七a七ives of G－COnjuga七e classes of P．Then，by［10，  

蝕eoごemS 68。4 and65．4］，   

う う 

k（丑0）＝如0）＋∑… 
靭土）＋∑……； 

粧y土）。  

Ås土n旭eproofofムemma2。2，by土n血C七土OnWege七g（by）ニ5  
土  

for alli＝2，…，2n－う．二ヾe can assuIlle O（G）＝lby Lemmal・l・  

Jince・＜≠l，i・C follows from∠汁－theoェ・em七ha七 A（B。）＝5・Since  

緩CG細土）and 七車CG（zy土），Webave e（CG（ヱy土））；う。Henee  

必㌔y土）貰う餌alユ土霊1，…，2 nづ餌皿空也eore皿2・4（1）・加s  

k（Bo）ニ2n・   
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IJemma4．う．Le七 S ‾be a norrIialsubgroup of G of oddindex  

Sneムセぬ七 S宝Jユ〆（ぎ／（Z2XZ2X呂2））・エf e＝2ユ，七加n ヨ0登玉0（S）■  

Proof・侮ean as8ume S＝JユメQ wbere Q望捏（Z2XZ2X牒2）。  
We useinduc七ion on lGt。Assume G≠s。：柑［12，Theorem］，  

has a nornalsubgroup d of odd p＝・imeindex A wi七h S⊆H．  

Leセ ーbo＝Bo（fi）・Byinducltion・boぜBo（S）・Le七 s・七，Ⅹ・Z  

and yi be the same asin七he proof of Lemma4。2。Since z is  

anユmlu血n土nJl，by［16，地eore皿］，CJl（z）＝Å5メくヱ〉wbere  
A5is七he al七erna七ing group of degree5。Hence Cs（z）＝A5メ（Z〉XQ■  

Le七 山＝CG（z）。Clearly Cs（z）官A5X（P／（去2KZ2＝ and Cs（z）  

土S a nOrmalsubgエーOu．p Of m of odd 土ndex。 丑y 七be proof ofI適mma  

4。2，e（M）＝ う。Hence，by Lemma2。う，We geセ セha七  

㌔豊玉。（m）望B。（A5X（〟（Z2演芸2）））s土nee  A5㌢工2（5）・Byもemma  

l。16（i土），七血e Car七anma七rix of Bo（Å5）bas七加form  

1
ふ
 
A
T
 
っ
L
 
〔
∠
 
 

ュ
 
 

2
 
つ
J
 
ュ
 
 

っ
J
 
ユ
 
っ
こ
 
 

●  

で加s，by［10，ムemma66・1］，地e Car七an ma七山Ⅹ Cヱ Of bz ha8  

七血e form   

l  

12n   2n－12n鴫1  
2n－12n－12n爛2  
2n－12n－2 2n－1 

。  

By工e皿aヰ。2，k（吋＝2n・も如‡xユ，…，X2n‡＝工面Bo）・Wecan  
2; w出七e 拙（㌔）＝i仔至芸ユ阻，葛2， 群書ユ w土地 砂≡（1）＝辺芸（ユ）ご2   

蝕Om五emmal・16（i）■ 甑eae出 だiand 電，1e七 n毎＝ 
d…∝  

摘  

七he generalized decomposi七ion numbe＝・Of Bo rela七ive七o z・   
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Sincelzl＝2・eVery n 
i∝ 
isanin七eger・Le七 N＝（niぱ）1くi＜2n，  

ユくαくう  

封餌芝（n土∝）1く土く2n foreae…，an且‰Ⅳβ芸∑…1n通n土β for each 

亘，β．工七 follows from［10，聖heorems 6う。う（2），6う。2 and65。4］地a七  

n－1andⅣ2Ⅳぅ＝ 2n鞘2 Ⅳ1Nlニ2n，封2Ⅲ2＝ⅣぅⅣぅ＝2n－1，∬1Ⅳ2＝封1Ⅳぅ＝2 。  

甑eaぬⅩi，Xj，1e七 a土j＝ ∑ユ（α，β占う2nn通u叩njβ，W加re  
C広 
一1＝ 
（叫）1古α湘うー翫n  

2  
ai上道うn土1＋4（n土2 

2 
＋n土う2）職4（n土1n土2＋n土ユn土う）  

2  三n土1望nil （mod2）  

for all Xi。丑yもemmaユ。11，eVery X・                    i has heigh七zero・jience，  

by［4，＝I（7Å）and（5G）］，eVery aii is odd，SO七ha七 nil is  

oddforalli＝l，…，2n・Since NINl＝2n，nil＝土Iforall  

土＝1，…，2n・も雨 6土＝n土1 and u土＝ ni26土 foreaeb 土■  

n－1 2 
s土nee封1Ⅳ2ニN2Ⅳ2＝2，∑1ui；∑1u土。㌘h叫u土ニ10r O  

foralli；1，…，2n。H弧ee eXae七1y 2n‾1吋S arelan且地e  
n－1 o七her uiTs are O since 封ユⅣ2＝2b Thenwemayassume  

n－1  
土＝1I…，2  

土＝2n－1＋1I＝I2n●  ni2ニ‡；土 

S土mila瑚，eXaC七1y  
2n－1 
（n土う6土）－s aごe ユ an温血0七血  

（n土う6土）曹s are O・S土nee封2Ⅳぅ＝2n－2，Wemaya8SⅧe  

2n－2 and fori＝2n－1＋1，…，うゼ n－2  for 土＝1，…†  

forl＝2n－2十1，…，2 n－1a血fori＝う、2n－2＋1I…，2n●  
niう‾  

Since Xi（z）＝nil＋2（ni2十niう）for eachi・We get  
n－2  

for 土＝1タ…，2  

fori＝2n－2＋1，…タラ2 か2  

fori＝チ2n－2＋1，‥り2n。  

X土（ヱ）  

ムe七 CG（p）三コPXV■ 馳en G己VH，G＝CG（f）・H・SO七ba七 丑0望bo   
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from Proposi七ionl．6。Thu8，We may aSSume G≠ Ⅴ王i．Hence  

CH（P）＝：㌣XV。S土nce もogBo（S），i七follows fごOm蝕OpOぬ七土On  
l・5七ba七 肋VH＝＝kt（bo）＝2nづ・By［10，鷲beoremユ8・4］タ  

七 用G曹＝（1，Ⅹ，Ⅹ，…，Ⅹ七6i。℡ben地eoごderofSyユOW2－8ubgr叩S  
of G－ 土S 8．肌止S土mpl土e8 2n‾う＝G；Ⅴ… and 2n‾2耳将；Ⅴ…．  

蝕s，byPでOpOS土七土Onl・5，k－（丑0）＝lG；Ⅴ…芸鮎n岬う w加re  

ゼ＝】G；則。Sinee b。雪男。（S），by Cl土fford－s七加ore勘蝕OpO8i七ion  

l・うand七he character七a－ble ofJl［16，P・148〕，We ge上土ha七  

Xi（z）＝1for every xi∈Irr（Bo）wi七h degree one・These show  

七血a七the number of Xi∈Irr（B。）wi七h Xi（z）＝lis a七Ieast  

釦nづ・Howev紺，㌔（z）己・土ユ  Only如 土＝∋・2n－2ヰユ，…，2n。  

Thisis a con七radic七ion since D2rl－3）2n－2．This comple七es七he  

pエー00f．  

Lemma4．4。Le七 S’be a normal呂ubgroup of G of odd．index  

凱ほ心1血a七 S宝R（q）ス（リ（Z2XZ2XZ2））・工f e三21，地en 丑0宝玉0（S）・  

Proof．Le七 R＝R（q）．ve may a，SSume S ＝ RXQ w上1ere  

Q￥ぎ／（Z2XZ2XZ2）・舶prove七加1emma吋土n加C七ion on 暮馴・  

Assume G≠ s．By［12，T血eorem］，G has a normalsubgroup H of  

Odd primeindex A wi七h S⊆H・Le七 bo＝玉0（H）・Byinduc七ion・  

bo望Bo（H）・もe七 s，七，Ⅹ，ヱ and y土 be七he8ame a8土n地e  

PrOOf of Lemma4。2． Since iL is aninvolu七ionin R，  

C艮（z）ニム2（q）Xくわ fmm［21，p・62エエ工］。（工七土SnO七ed地a七We  

use the no七ation R（q） asin七he sense of［1う］）．1ience  

Cs（z）＝L2（q）xくZ）XQ・Le七 h＝CG（z）・Then Cs（z）is a  

no罰底L凱咄㌍Oup Of 班 Of od丘index and Cs（z）望工2（q）ス（捏（Z2XZ2））・  

By the proof of Lemma4．2，e（‡屯）＝う．Then，by Lemma2．う，  

㌔＝3。（H）宝玉。（五2（q）X（〟（Z2XZ2）））・町［21タ蝕eorem（1）〕，   



う0  

う くq≡う（mod8），SO七ba七as土n地e proof of工遁mma4。う 七血e  

Caご七an ma七山Ⅹ Cヱ Of bz bas地e form  

2n－12か2 2n－2  

2n－2 2n－12n－2  

2n－2 2n－2 2n－ユ 
。  

糎ムe皿ma4。2，k（蓋0）ニ2n。ムe七 拍1，…，  

W出七e エ咄bヱ）＝ Z  t膠…＝1ヱ。，俗2，俗言iw土地  

でごOmム弧nal・1b（土）。ムe七 ni併少封，封■d 弧d  

貰2n）＝工叫丑0）。舶Can  
拶…（1）芯鰐芸（1）＝（射1）／2  

Nα封β be七加8ame aS  

in七hei）rOOf of⊥emma4・う・山ery nic（ is aninteger。且Sin  

七ne proofofLemmaヰ・うWeget Wo（＝ ∠n－1 土・oral10（＝l，2，う，  
n－2  and 封嘩ニ2  土fα≠β。ムe七CG（ア）＝ぎ椚・Åsin七be  

pで00fofム蝕ma4・うWe may aSSume G≠吼 S土n亡母 bo宝玉0（S），  

k－（b。）芯2n－う。So七na七 k－（B。）ニーG；Ⅴ…＝如nづ as土n地e  

PrOOf。fiJemlnaヰ・う，W山ere 9＝IG：HL・Since ●b。宅B。（b），  

by［21，p。74and pp．87－88〕，We Can肥土七e  

t首土3ti＝1，…，8；3＝ユ，叫2 nづユニ工r…0）and  

1   

ユ  

旦2一旦＋ユ   

qう  

q（q2一旦十ユ）   

Z  

l  

－1  

q   

一旦  

官‥  1J  

′ヽ′  

2j   
X 

′ヽ′  

ぅ3   

Ⅹ 

卑j  

官 
うj  

官6j  

官73  

誉83  

（q－ユ）皿（q十ユ＋うm）／2   －（q－1）／2  

（q－ユ）王n（q＋1＋うm）／2   －（q－1）／2  

（且－1）m（且十トうm）／2   （q－1）／2  

（q－1）皿（q＋レう皿）／2   （q－ユ）／2  

for j＝l，．‥， 2n－う，W血erel＝う 2広＋land m＝うk for some  

k ゝ1（cf．［2l，Theorem］）．By Cliffordls 七heorem，Proposi七ion   



うユ  

l・5and七he above七abユe，We know七ha七if xi（l）＝l七hen  

㌔（ヱ）＝1。他紙 n土1＝0，X土（z）ニ（n土2＋n土う）（射1）／2。甑8  
nil≠oif xi（Z）＝土l・fience七henumber of xi∈＝rr（Bo）wi七血  

n土1≠0 土8a七1eas七郎nづ。SineeⅣ1Ⅳ1＝2かユ，Weg射ニ」ぎ＝ヨ■  

軋Ⅹ弧y Xi。エf xi－H 
かう 

＝官23  
forsome3wi七hl‥‘2，  

′ヽ′ ′ヽ′  

地en niユ2い Sinee ㌔（E）苛－1。 ′、′    工f XユーH＝ズ2j＋X2j・＋ズ2j・－  
for some j，j一，j” wi七hl＝ くj7 くjHi2n－う，七hen  

n土1 
2＝ ぬnoe Xi（z）＝－う・ムe七u加地…um加でOf：㌔∈エ面相  

Wi七h Xil員 ′ヽ′  ＝■ズ2j，andle七 V be七henumberof xi∈工rr（・Bo）  

Wi地文土‡H＝㌔j十官2j－ ＋官2j－一  触 jく3－くj－－。S土nee  
2 Ⅳ1Ⅳ1ニ2か1，弧dsincelくq2一射ユくう（q彗十1），Webave  

2n－1ニ∑…≡1niユ 2ちk－（B。）十…9v；う・2n－う十…鮎  

聖ben2 叫ゝ…9v。By叫OS土七まOnl。4，foご・tぎVe町㌔j  地ere  

土SSOme X土 W土地（Ⅹ土tH，貰2j）≠0，SO触a七，byClifforがS地eorem  

′ヽ′ 
2  

弧d餌posi七土Onl・う，XilH完ズ 
23  0r Xi‡H＝ズ23＋㌔g＋官23g ′ヽ′  

Where g is an elemen七of G wi七h G＝ くg，H〉。By considering  

2 

thedegTeeSOf Xij，Wegeセセha七貰2jg弧d官23gaTebo七hin ′ヽ一  
t貰2j－－j－＝1，…，2nづ｝。 甑s2n－う‘…うⅤ，SO地a七Ⅴ＝O  

and u＝ 2n－う。でh土Simplies地a七伽num七erof X上告工面丑0）  

wi七b X土（ヱ）＝－1土呂a七1組如 2n－う・SO地a七地enumb紺0£  

㌔∈工rr（丑。）w土七b X土（ヱ）ニ土ユisa七1ea雨 2n－1・蝕en地e  

nⅧbeごOf Xi∈工rr（Bo）wi七h nま1≠oisa七1eas七  2n－1 ・Sinee  
三ニー二  

二二二二ご二＝  IWe may aSSume   

nil芸（；土  

fori＝1I…，2 
n－1  

fori三2n－1＋1，…，2 n  

wbere 6土＝卓・肋S X土（ヱ）認土1 n－1 
foraユユ 土＝1，‥り2・  For   



う2  

かユ 

all土ニ1，…，2，Xi（z）＝6土十（n土2＋n土う）（q－ユ）拓so七ha七  
n土2＋niう＝O sinee（q－1）／2ゝ1う。Consequen七1y，  

ユ 

封1Ⅳ2十Nユ封う＝∑…ユn土1（ni2十n土う）＝∑≡ 
6土（n土2十n土う）＝0。  

批8土βaOOn七ごadieセユon如nce 封1封2＝封1封う＝2n－2。肌seom恒七郎  

七ねe 玉）rOOf．  

I｝emma4．う。Le七 S be a norma18ubgroup of G of oddind．ex  

Sueh七ba七 S望も2（q）xs以2，8）餌r so皿e q〉う W土地 q≡うOr5  

（mod8）・工f e＝21，t血en Bo望Bo（S）。  

蝕00f・ムe七 Rl and R2 be Sylow2－S血groups of ム2（q）  

and Sム（2，8），re叩ee七土Vely。鵬may assume S＝も2（q）メ鈷（2，8）  

and P＝RIXR2・There are an element s∈L2（q）and an  

involu七血Ⅹ∈RユW土七h Rl＝揖Ⅹ，Ⅹ，ⅩS2一也 Simila瑚，We S  
6 

eanwr土七e艮2＝揖y，y七，…，y七】forsome七∈弧（2，8）and  

for aninvolu七ion y∈比2・Since e＝2l・㌔（P）＝くS，七，CG（P）〉  

and ㌔（ぞ）／CG（ア）土s oyel土e oでorder2ユ・3y［ユ0，ムemma1885］タ  

（l，Ⅹ，y，Ⅹy3 is七he se七Of allrepresen七a七ives of G－COnjugate  

classes of P．fience，by［lO，Theorems 68．4 and ら5．ヰ］，  

k（B。）＝郎。）＋飢Ⅹ）十g（by）十如Ⅹy）。Sinee s郎G（Ⅹ）and  

七∈CG（Ⅹ），Wehave e（CG（Ⅹ））＝7・Thus B（bx）＝7 from Theorem  

2。4（1）。S血1a軸，g（by）記う from弛eoごem2。4（1）・甑土n七喝紺S  

Slセコ 

iand j，（Ⅹy） ＝Ⅹyifandonlyぴ封ia血 7ij。餌s  

implies N山（P）＝CⅨ（P）where 餌＝CG（Ⅹy）・Thus・by［10・  

蝕eoremユ8。7andCorolla町65・う］タ如Ⅹy）＝如0（叫）＝1・ S土nee  

G 土日nOnSOlvable，新玉。）ら2 from［10，Coroユ1ary65・う〕，SO  

他a七 k（B。）ち1う・  

Ⅳow，We prOVe 地e18mma byin血e七ion on 惜I．Åssume G≠ s．   



うう  

By〔ユ2，竺beorem］，G bas a normal凱拍gro明）H of odd p出me土ndex  

A with S⊆H・Le七 bo＝Bo（｝王）・Weknow bo掌Bo（S）by                           O  

induc七ion・From tne charac七er七able80土一 L2（q）  

（cf．［10，Theoremsう8．landう8．2］），We Can Wri七e  

and Sム（2，8）  

1  Ⅹ   

軋   
1  ユ  

鞋（q十E）／2 一己  

ち（q十g）／2 一己  

乾   q  E  

土f q≡う（mod8）  

土f q ≡ 5（mod8）  

Where 呵，ち，ち，乾iご工rr（B。（ム2（q）））and  

1  y   

l  1   

7  －1   

9  1  

ユ
 
 
．
「
U
 
．
「
J
 
ち
▼
 
で
ノ
 
ぢ
 
 

foエー コ ＝ 2，う，4，5   

foエー コ ＝ 6タ 7，8  

Wber母 指1，…，て8iニエrr（丑0（Sム（2，8）））。S土nce わ。宝玉。（S），We  

mayw出七e 工ご山bo）ニi官主jI土芝ユ，…，4；j＝1，…，8）w土地  

′J X土jIs＝評iてj foralユ1タコ。Hence地edegree80faユ1㌔コ  are  

l，7，9，（q代）／2，7（q＋E）／2，9（q＋E）／2，q，7q and 9q。Ⅳex七，We  

Wanセ セ0 ∈∋bow 七血a七  

土f貰，官－∈エ汀（b。）wi地利1）＝官－（1）  

七ben 官（Ⅹy）＝官－（Ⅹy）＝土1．  

Casel．E＝1；Clea：rly tl，9，7（q＋1）／2，9，9qlnt7，（q＋1）／2，  

（普）  

9（q＋1）／2，7射トニれ・Henee，byoon如d鮮ing地evaユue8腎土jく1）and  

㌔（Ⅹy），Wege七（楊）・   

Case2．E：＝－1：Since il，9，（q－1）／2，9（q－1）／2，7qint7，  

7（q－1）／2，q，9q）ニれwe oも七a土n（☆）a8in Casel．  

We get frorn Cliffo＝・d－s 七heorem，Proposi七ionl．う，（鶉）and七he   



う4  

above〔血aごae七紺七ables of ム2（q）弧d Sム（2，8）tha七 X（Ⅹy）ニ卓  

Or 土庇for every 沌Irr（Bo）。Le七 k＝k（Bo）， andle七 m be  

thenumb紺Of X∈工rr（月0）w土七血 Ⅹ（Ⅹy）＝京。Hence we oanw出七e  

工rr（Bo）＝tXl＝ユGタX2，…タXm，ズm＋1，…，Xki8ue血地a七  

（ 

十1 fo工・土 ＝1，○＝，m ⊥－  

士風 for 土＝m＋1，‥。，k。  
㌔（Ⅹy）＝  

S土nee 炬Ⅹy）霊1，aSin七加proofofムemェnal。9，  

（柚）  う2＝∑彗ニ1㌔（町）2＝m十（k叫折  

Firs七Iy・SuPPOSe k＝lLl・Then xi（Ⅹy）＝土Ifo＝・allXi∈Irr（50）・  

Sinoe k＝mニう2 and8土nce －bo宝玉0（S），WeぬVe k（30）ニk十bo）＝う2・  
Henoe距。）＝2ユ，80七ぬ七』（B。）＝如。）s土nce b。ぢB。（S）。  

mus，by（龍）and Corollaryl・8，Bo雲－bo■  蝕us，We may aSSume  

k〉m．S土nce kら1う，by（舶），ゼ；う．So七ha七 k噌m＝10r2．  

エ如 CG（p）＝二PメⅤ・Sinee k〉m and ナbo′≡Bo（S）タWe know  

丑0≠bo・ Henee G≠vH from蝕OpOぬ七土Onlふ 蝕is畠bows  

CH（P）＝ぞXV・肌肌ほ，by propo8土七ionl。5，は；VHtt＝kl（bo）＝1  

Since oo望j30（S）・Then d＝VH一・Since G／His cyclic・  

VG一＝Ⅴ巳一＝H・iience k一（B。）＝iG；VGfl＝A＝う by止OPOSi七ion  

l・5・So地a七we may assume地a七 Xl（ユ）三光2（1）＝ズぅ（1）＝1an且  

Ⅹi（1）〉1for all土＝4，…，k・   

Case A．k－m＝l；By（柵），We ge七 m＝ 2う ancl k ＝ 24．Tllen  

Xi（町）芸士ユ for 土；1，…，2う and X24（Ⅹy）＝土う。S土n¢e  

b。gB。（S），by Clifford・tS七heorem and Propo8itionl。う・  

Ⅹ土lⅡ＝1H  foご 土＝ユ，2，う  

XilH≠1Ⅱ 弧d XiIH∈工ごご（bo）fori＝4，…，2う  

ぬere雫 il，音土2and菅土う ared1日七土ne七  
X24事H＝官土1＋雫i2十官i ぅ  

G－COnjuga七e elemen七sinIrr（b。）・On七he o七her hand・i七fo110WS   
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fromPropositionl・ヰtha七for every 官∈工rr（bo）thereis solne  

X土∈加（Bo）w土七h（Ⅹil比，笥）≠0・蝕esesbow k（bo）ヰユ十20十う＝24。  

餌七 軒bo）＝う2 s土nee bo宝玉0（S）。蝕enwehave a eon七ごad土e比On－   

Case B。k－m＝2；We have fro∫n（梱）七ha七 ㌔（Ⅹy）＝ガ」for  

i＝1，…，14，X15（Ⅹy）＝土う and x16（Ⅹy）＝まう・Henee a8まn Ca8e A  

We ge七 k（b。）Jl＋11＋6ニ18。m土s土s a eon七ra且ic七土On a8in Case Aさ  

鷲b土S eOmple七es 七be pエー00f。  

もemma4．6。 工」e七 S be a normal首ubg工・Oup Of G of odd 土n舶Ⅹ  

Su¢b地a七 S曾エ2（q）XSH2，8）X（〟（Z2KZ2外邑2八Z2風呂2））for  

80me q．〉う W土七b q三う 0エ・5（mod8）。工f e ＝ 21，地en  

k（B。）ニ2n and 慮（㌔）認21。  

Proof． ＝f n＝ 5，We Can PrOVe 七Llelemma oyJJemmaヰ．5（cf．  

I．emmal．12 and Theorem 2．4）． 工f n）5，We Can 上ノrOVe 七Ilelemma   

byinduc七ion on n asin 七he proof of Lem上l▲a4。と。   

I｝emma4・7・ÅSSume aSin Lenmlaヰ。b。Then Bo㌢ijo（S）・  

蝕00f・舶may a8日ume Sニュ2（q）X弧（2，8）メQ・血七血  

Q㌢P／（ム2XZ2スZ2メZ2メZ2）・We useinduc七ion onlGf as before・  

Assume G≠ s．Hence G has a normal＄ubgroup ii of odd pri皿e  

indexwi七h S⊆」ifrom［12，Theorel－i］・Le七 日o＝Bo（H）・By O  

induc七ion・bo㌢Bo（S）・Le七 Ⅹ and y beinvolutionsin L2（q）  
and SIj（2，8），reSpeC七ively．ASin 七he proof of Lemma4．2，  

距Ⅹy）＝1・ 相加mma4・6，k（Bo）＝2n。甑s，X（Ⅹy）＝京 forall  

狛己工rr（B。）fromもemmal・9・Byエemma4・6，kは。）＝k（b。）弧d  

R（B。）：必●b。）・Since b。せB。（S），aSin七he proof ofLem皿a4・5・  
we卵七tba七if管，宵一色工m（b。）1ぬ七b」写（1）＝官＝ユ）1血狐  

冨はy）＝官ぺⅩy）＝土1・馳eseimply 丑。′￥・bo fmm伽rolla町1・8・   
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This completes 七he proof．  

Nex七，We S七a七e 七he following main resul七 Of 七his section．   

Tha七is proved by making use of Lemmas ヰ．2－4．7。  

Theorem4．8。Le七 P be an abelian Sylow 2－Bubgroup of G，  

andle七 S＝0一（G／0（G））。＝f e＝e（S）＝21，then we have the  

folユOWj．ng．  

（ユ）k（Bo）＝けIand  

if 封G（P）／CG（p）  

if ㌔（p）／CG（p）  

is nonoy（止土c   

土s eycl土c。   
銅。）＝  

（2）one of七h∋follow土ng血01ds；   

（i）㌔宣㌔（JIX（〟（Z2XZ2XZ2））），   

（ii）Bo一芸Bo（R（q）x（p／（Z2XZ2XZ2））），  

（土土i）Bo㌢丑0（も2（q）X弧（2タ8）x（〟（Z2メZ2XZ2沐Z2羊Z2＝）for  

SOme q．〉う W土七b q．三う 0エ・5（mod8）。  

蝕00f．By工僧皿皿昂1．1，We may aSSume O（G）＝1¢ By‡セOpOSi七土On  

l．10 and 五emmal．12，One Of 七be foユ10W土ng hold8：  

（iう S雲JIX（〟（Z2XZ2XZ2）），  

（土土）s曾R（q）x（〟（Z2スZ2XZ2）），  

（i土土）s富工2（q）xsも（2，8）x（〟（Z2X∠2メZ2K芸2六Z2））foでSOme  
q 〉う W土七b q三う Or 5（mod8）．℡ben we ean p工・0Ve 地e 七beorem  

by工一emmaS 4．2－4．7．  

5． The ca8e When 王）is elemen七ary abelian of order8  

In 七his sec七ion we con8ider 七he case w血en G na8 elemen七ary   

at）elian Sy10W 2－Subg＝－OuPS Of order 8． 工n particula＝一，We Shall  

de七ermine Bo in the case when G is nonsoIvable，e＝2l and   
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e（S）≠2ユ w加re Sニ0－（G／0（G））。鷲hrol鳩bou七地ユS See七土On We  

a8日ume 七ba七 G 血as an elemen七aエIy abel土an Syユow 2－8ubgro里）p  

Of order d alld we use theIlOta七ion e and Bo as before・  

By Lemmal．14and RemarkユOf 丸，i七is Bufficienセセo  

COnSider 七he cases wLlen e ＝ う，7 and とl．  

アmpoぬ七土On5・ユ・（土）エゴ e＝う，七ben k（丑0）ニ8 and  

齢。）＝う。  

（土土）工f e＝7，地en k（B。）＝8 and 離。）＝7。  

（土土土）工f e＝21，七hen k（丑。）＝8 and 必B。）＝5■  

蝕00f・（i）鵬can wri七e ㌔（p）＝くS，CG（p）〉 forSOme  

s∈NG（P）・Thereis aninvolu七ion x∈P wi七h xS≠Ⅹ・Hence  

必bx）＝1a古土n七be proofof］歳氾皿a2・1・蝕弧 k（B。）＝8 from  

もemmal・1う（1）・On地eo七herhand，如。）ニう by meorem2。4（1）。  

（土土） We can ve出fy（土土）asin（土）。  

（il土） we bave already proved（i土i）土n工」emma4．1。  

Proposi七ion5・2・Therei8a basic se七 W of Bo such七ha七  

W con七ains 七he 七rivialBrauer charac七er and 七he aecomposi七ion  

ma七rix of Bo wi七h respecセセo W has the土一orm  
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Eroof． L：asel．e ＝ う； Ulear from 上）roposi七ion 5．1（i）and  

七be proo王■ofムemmaヰ。ユ．   

Case∠・e＝7；By Proposition5・l（ii），k（丑0）＝8・Le七  

‡Ⅹユタ…，Ⅹ81＝Ⅰ汀（Bo）。柑七ねe proofof蝕opos土七土On5。ユ（i土），  

G has Eminvolu七ion x wi七h R（bx）＝l。 By Lemmal・9，We ge七  

Ⅹ土（Ⅹ）ニム forall土。On兢eo地eごね弧d，∑…。1X土（Ⅹ）xiニ0 0n  
2℡岬elemen七S Of G from［10タ 蝕eoremらう。う（1）］。望bus多 士血e a88eで七土On   

土S ぷrOV融，  

し）EiSe う．e ＝こ と1；lJe七 z ba aIlinvolし1七ionin G． t3y 七he proof  

OfiJemmaヰ・1，七ne gellerali芸ed deconlPOSi七ionIfla七rix of Bo relative  

・tO 2｝ Wi七上1エ・eSPeC七to some DaSic se七Of bz has七he same form  

a8土n Caseユ。Henee，by［ユ0，㌘血eoェ・em6う。う（1）］，・We Can Ve出fy   

七山e pエーOpOS土t土On。  

ムemmaう。う．Åssume e ＝21タ 0（G）＝ ユ，Ol（G）＝ S工J（2炒8）   

and G ねas a normalsubgro里）H o董－0舶 p出me 土ndex w土七b   

e（i王1＝ 7． Tben for anyinvolu七ion z i上1G we get  

for 土 ＝1，2，う   

for i＝ 4，5，6   

foご 土 ＝ 7   

foェI i＝ 8  

1  董－0ヱ・土 ＝ ユ，2，う   

7  for i＝ 4，5，6   

21 ぎ0エ・ 土 ＝ 7   

27 fo工・iニ 8  

Ⅹ土（ヱ）  X土（1）＝  

ぬeごe とⅩユ＝ユG，ズ2，…，叉81＝工rr（丑0）・  

‡セ00f．ムe七 S＝0－（G）ニS工J（2，8）。蓋yムem皿aSl．12andl．14，  

we canwriもe 封s（ぎ）＝く8，Cs（ぎ）〉タ朗H（ぎ）＝くBタCH（p）〉 弧d  

㌔（ぎうこくS，七，CG（ぎい 如SO皿e S∈㌔（ぞ）ana 沌㌔（ア）5uCb  

七ha－t S and t have orders 7 and う modulo CGしP），reSPeC七ively・  

Cユ¢紺1y，荘川こく七汎 も雨 bo＝ヨ0（幻・弧dユe七 CG（ぎ）＝アズV・相  

加脚ぬ机On5・2， ㌔亨㌔・Hene愈VH＝H餌m加po如七ionユ・6・   
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Then CG（P）＝Cii（P）and 沌；Hf：う■ We may assulne ZモP・Le七  

山＝CG（z）・By the proofofLemna2・l・Cs（z）is a2－nilpo七en七  

normalsubgroup of 机ISO 七haてivlis solvableo By 七he proof  

OfLemma4・l，e（王巾＝う。Thus・byLemmal・l，B。（班）／＝B。（P吋  

Where F』ぅis七he semi－direct produc七ofits normalsubgroup  

P －by Zぅ andi七is noセセhe direc七produc七 PXZぅ・Thus，aS  

in 七he proof of Lelnma4．lwe know 七he generalized decomposi七ion  

nlユmDerS Of Bo rela七ive七O Z・So we can wri七e  

foエー i＝1，…り6   

foエー 土 ＝ 7，8  
（龍）  x土（z）＝  

for sui七ableindexing of X2，‥りⅩ8。 By Lemlna2・l，bo望二Bo（S）・  

Hence，lby〔10，TLleOremう8。2］，  

1
」
 
 
ュ
 
 
ュ
 
 

r
j
㌣
し
 
 

ニ
 
 √  

1fo工・i諾1  

7 foriニ2，。。り5 ㌔（z）  

9 foェ、土 ニニ 6タ7，8  

r
 
r
 
 

O
 
O
 
 

ハ
エ
 
 
ハ
エ
 
 

i＝ 1   

土 ＝ 2，‥．，5  （鮒）肯土（ユ）  

for i＝；6タ7，8  

Where tち，…，㌔i＝＝rr（0。）・SinceIG‥VHl：描出＝う，We  

ge七 うl柑；VGIl。相打OpOS土七土Onl。5，k－（丑0）＝沌；VG＝・柑（梱）タ  

k－（b。）＝1，SO七ぬ七 将；VG一書＝う でrom Froben土us reeipmcま七y・So  

′ヽ′ We may aSSume地a七 光ll昆＝ズ21H完ズぅIH＝ズ1from（☆），（梱）and  

Proposi七ionl．ち。 Sim⊥larly，We may also assume 七ha七  

′一 一、′ ′ヽ′ ′、′  

′■′ X7iH＝貰う・㌔・官5 and X8I上主＝㌔・Y7・冨8・Thenwege七  

X41H＝X51HニX6IH＝ち・ m土seomple七es七heproof。  

The nex七 t血eoremis 七he main result of 七his section。  

鷲beoごem5。4．もe七 雷＝G／0（G） and S＝0－（雷）．エゴ G 土S  

nonsolvable，e＝21 and e（S）≠2l，七hen we have the following．   

（土）S雲S工一（2，8）・  

（ii）For any subnormalsubgroup 石 of 百 of oddindex wi七h   
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e（冨）ニ21，Bo馨Bo（冨）さ  

ぎroof。We may assume O（G）＝1 by工Jemmal．1，SO 七ba七  

S＝ 0†（G）．   

（i）Noncyclic groups of order21have no nornalsubgroups of  

Orderう・Thus，by Lemmal・14，e（S）＝7・Then S㌢SL（2，8）  

蝕om propo白土七土Onl。10 and ムemmaユ。ユ2。  

（i土） 甘土rs七1y，We Wanセ セo 日払ow七ぬ七  

L is a normalsubgroup of G such 七ha七 fG：Lf is an  

Prime and e（L）＝2landif fiis a normalsubgroup  

L such tha七 IIJ：Ht is an od．d prime and e（H）＝ 7，   

Bo雲Bo（工）。  

Le七 bo＝Bo（L）・andle七 z ba aninvolutionin G。By Lemma  

5．う，We ge七  

1－  1⊥  てノ  てノ √苦汁し「し       ニ  

ち（z）  

0
 
 
 
0
 
 
0
 
（
エ
 
 
（
エ
 
 
（
エ
 
 

r 土 ＝1，2，う   

r i＝ 4，5，6   

r i＝ 7  
（鮒）官i（ユ）  

i＝＝ 8  

Vhere t冨l，・・・，官8i＝＝rr（bo）■ A＄in七he proof ofLemma5・う・  

using the generalized decomposi七ion numbers of Bo rela七ive七o z，  

（呵  
Ⅹ土（z）＝に  

fo工・i＝1，‥．，6   

fo工■ i＝ 7，8  

Where‡xl，・・・，X83＝＝rr（Bo）■ SinceIG：Llis an odd prime・  

工G（ち）之工G（㌔）；G 蝕Om（鮒）。弛us，by Propoぬ比onl。4，  

Cユエfぎord－8 七beorem，（揚場）and（財貨器），We may a8Snme 七ba七  

∧′ X7JI，＝．元7 and X8JL＝Y8・j3y CliffordIs七heorem，Proposi七ionl・う，  

（鮒儲）and（則り，We have ズ土！エミュ汀（㌔）でor ま≡1啓■‥，6■ 蝕uβ，  

′ヽ′ by Proposi七ionl・ヰ，We may aSSume tha七 XiIL＝㌔．fori：1・・・・・6■   
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でbes母Show エG（官3）琵G forall腎j∈工rr（bo）。野馳OpO如七土On  

5・1（う），k（B。）＝k（b。）and 離。）＝飢。）・蝕us，B。宝b。 £rom  

Corollaryl。7。Then，（債）is proved．。 Since G／S is solvable by  

［12，Theorem］，by repea七ing 七he above way，We Can PrOVe（ii）。  

Rema血ユ。エf G 土日80ユVable，We ea如ユy know ヨo slnee  

We ma．y aSSunle O（G）＝ ユ froml｝emmal．l．Assu皿e G is nonsolvaDle．  

If e＝う Or 7，We know Bo from Theorem2・4・＝f e＝2l，We  

know Bo from蝕eoごemS4。8and5申4・  

Remark2。By Remaエ・klo王一 章2タ セbere土s a f土n土七e gro里）G  

With elemen七ary abelian Sylow 2－Subgroups of order8 such 七ha七  

e（G）ニ2ユ and e（S）ニ 7 wbere S＝ 0甘（G／0（G））。  

6。 The caBe When P is elemen七ary abelian of order16  

工n 七his sec七ion we deal wi七h 七he ca8e When G has   

elemen七aTy abelian Sylow 2－SubgTOuPS Of order16。 Specially，   

We arein七eres七edin 七he case where e is no七 prime． When e   

is 9 or 2l，七he similar 9henomenon 七o Theorem 5．4 0CCurS．   

Throughouセ セilis sec七ion we assume 七ha七 G has an elemen七ary   

a－belian Sylow 2嶋Subgrou9 ＿P of order 16 and we use 七Lle  

no七a七土On e and 丑o as usual・  

Byもemmal。1うand RemaエIklof虹，土七is enong血七o eonsideご  

七he eases when e ＝ う，5タ 7タ 9，15 and 21。  

Proposi七ion b．l． 工f G・is solvable and e ＝ う，七hen one of   

七he foユ10W土ng 士101ds．   

（i）玉。雲B。（h）where Mis a seIni－direc七produc七0ごits  

noごmaユ s豆bgrou．p：P l叩 く七〉 飢混血 七ba七 p＝ くⅩ，y，五，W〉 土S   
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elemen七ary abelian of order 16，く七〉 i8 CyClic of order う，  

七 七 Ⅹ七＝y，y七＝Ⅹy，Z＝W and w＝紬 工n拙8eaSe招0）＝  

（ii）B。ゴB。（L）where Lis a semi．direc七PrOduc七Ofi七S  

8．  

normalsubgroup 主）by く七〉 such 七ha七 P ＝ くⅩ，y，Z，W〉 is   

elemen七ary aDelian of order 16，くt〉 is cyclic of order う，  

セ セ セ  七 
Ⅹ＝Ⅹ，y 芯y，Z ＝W 弧d w＝勘 工n七b土8eaSe k（丑0）＝払  

Proof．By Lemmal．l，We may aSSume O（G）＝l。上ience G  

is a semi－direc七produc七Ofi七s normalsubgroup 二P by ㌔  

and Gis noセセhe direc七P＝・OQuC七 Pス』ぅ。Le七 G＝Pく七〉  

Where く七〉 is cyclic of order う，andlet 二P＝ くⅩ，y，Z，W〉。   

We may a8Sume 七baセ  

セ 七 セ セ  
（土）Ⅹ ＝y，y＝Ⅹy，Z ＝W，W ＝紺  

0エー  

セ セ  セ （土i）Ⅹ 霊Ⅹタy七＝y，a ＝W，W ニ紬  

Then we can easily prove セムe assertion．  

Proposi七ion 6．2．I｝e七 i）be 七he decomposi七ion matrix of  

Bo・ 
＝f e＝う，七hen we have七he following・   

（i） When G is soIvable，D has 七he form  
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（ii） when G is nonsolvable，We Ob七ain I）from Theorem  

2。4（2）andムemmal。16（土i）．  

Proof． The asser七ionis 玉JrOVed －by Proposi七ion 6．l．  

Proposi七ion 6。う． 工f e ＝ 5，七hen（iis solva●L）le，  

BoごBo（PZ5）where P去5is七he semi－direc七produc七Ofits  
nOrmalsubgroup －P by ∠5 andi七is noセセhe direc七produc七  

上〕X∠5，and七he decomposi七ion ma七rix of Bo has七he forn  
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Proof． j3y 上）roposi七ionl．10 and Lemmal．1之，G is solva－ble since  

We may aSSume O（G）＝1 by Lemmal。l．Hence G is 七he  

Semi－direc七PrOduct of P by ム5，andi七is not the direc七  

PrOduc七 PXZ5・The decompo8i七ionIna七rix of 二30is easily oD七ained。  

Proposi七ior16．4． ＝f e ＝ 7，七hen 七hereis a t）aSic set て了  

Of Bo sucn七ha七 W con七ains七he七rivialBrauer charac七er an  

七主1e decomposition ma七rix of Bo with respecセセo W has the for  
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Wと1ere 8i＝土1。  

Proof．Asin the proof of Lemma4．lwe canPrOVe the   

assertion by 王）roposi七ion 5．2．  

蝕OpOぬ七ion6。5。S叩pOSe k（B。）＝16。  

（1）エゴ G ぬsan土nvoユu七im x wi七h bx宝玉0（毘う）wbere  

毘うis a semi－direc七produc七of P by Zぅ andi七is noセセhe  

direc七product PX∠ぅ，七hen七he generalized decompositionrna七ri  

DX of 丑o r◎1a七土Ve七0 Ⅹ has地eform（髄）。  

（2）工f G bas an土nvolu七ion x w土七b b文官丑0（Z2XZ2Xム2（q））  

foェ・sOme q 〉う W土七h且三う Or 5（mod8），七hen 七be general土呂ed  

decompoぬ七ionma七山Ⅹ ○Ⅹ of Bo rela七土ve七0 Ⅹ 土SaSfollowβ：   

（い When うくqミう（mod8），DX ha8七山∋form（掛）．   

（艮）馳en うくq≡5（mod8），DX ha8七加foごm（鮒）。  
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ぬere 6土＝土ユ and M＝CG（Ⅹ）・  

Proof．（l）By Proposi七ion6．2（i），We know七he Car七anIna七rix  

Of bx・ Hence七he asser七ionis proved asin七he proof of  

工emma4．1．  

（2）舶Ob七a土n他e Car七aェL］ma七rix of bx fromムe皿mal。16（土i）・  

Tnus we canVerify（2）asin 七he proof of（l）．  

ムemma6ふ Å8日ume ◎＝9，0（G）＝ユタ0†（G）＝Z2スZ2Xも2（q）  

for some q 〉う Wi七b q三う 0エ・5（mod8），and G 土1aS a nOエ・mal  

Subgroup H of odd prinleind・eX With e（H）＝う。 Le七 b。＝B。（li）・ O  

andle七 Ⅹ and z beinvolu七ionsin ム（0，（G））and L2（q）9  

respec七ively． Tnen we have t上Ie fo110Wing。  

（ま）x土IH＝冗土すユIH＝X“2‡H＝官ifori＝1，5，9タ1う  

XjlH芯官j－2＋管 3－1 
＋て 餌 jニ4，8，12，16  

j  

弧d触evalues頂i（1）タ貰土（Ⅹ），買主（五）and 宮上（ⅩZ）areas follow8…  

1  Ⅹ  

1  1  

1  －1  

（q＋E）／2  （q十E）／2  
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（q十E）／2 －（q十E）／2  
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wbereixl＝1G，X∠，‥‥X161＝エ汀（㌔），  

とち＝1H，Ⅹ2，…，管16i＝エ汀（b。），弧d E＝－1土f q≡う（mod8）； ′ヽ′   

E＝ユ 土f q芝5（mod8）．   
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（iい 騨事＝閉I＝鮮 
主出 土十1H 1＝首 

土十2H （土＋2）／う  
餌 土＝1，4タ7  

侶言／う＝㌔ －2 
＋ 

＿1 ＝㌔foでJ＝う，6，9  
Wb紺e t伊1＝1G，拶2，…，鮮9l＝工蝕（蓋0）and  

tち＝1艮，辟2，官うi＝工叫b。）さ ′ヽ′  

蝕00f。ムe七 Sニ0－（G）＝くⅩ，y〉木工2（q）and P＝くⅩ，y，ZタW＞  

Where くZ，W〉 土s aSyユow2－Su鴫ro叩Of ム2（且）。舶canw出七e  

翫s（ダ）＝くSタCs（p）〉 foごSOme S∈封s（れ 陶工岬aSSume ヱS＝W  

and wS＝紬 Wecanaユsow出七e∬G（ぎ）ニく8，七，CG（ア）＞ fo工・SO皿e  

七∈罰G（ぎ）wム紺e S and 七 bave ord紺 う mod山o CG（タ）軋nCe  

七 e＝9（c∫。ムemmaユ・1う）。舶皿ay aS8ume X七＝y，y＝ⅩyタZ 七 
＝Z  

七 

and w＝W。 Ås土n七heムば00fofム弧ma5。う，We卵七 G川＝く七日〉，  

Cじ（ぞ）ニCii（f）and 将＝‖ニう。恥［10タムemma18■5］，t㍉Ⅹ，Z，ⅩZi  

土s 七ぬe se七 of allrepresen七a七土VeS Of G－COnjuga七e classes of p。  

As before，飢Ⅹ1＝戯bz）＝う and 戯bxz）＝1。町ムem皿aうん  

k（丑0）＝16・Sinee Sis‡10rmal土n CG（Ⅹ）and e（CG（Ⅹ））＝う，i七  

follo鵬fごOmもemIna2。う七加七 日x登玉0（Z2XZ2Xム2（q））。蝕us，by  

ムem皿aS ユ．1b（土）and 6．5（2），We may a8凱皿e  

（☆1  

for i＝1，‥．，4   

fo工Ii＝ 5，‥り12   

for i＝1う，‥り16。  

3inee eほ1＝う争 by⊥emma∠。う，bo窒眉0（S）・工e七 CG（P）＝pXV・  

蓋y〔ユC，㌘ぬeoヱ，弧ユ8。4〕，タnG－ ニニ㌣，80抽a七IG；VG晋蜃 土S Odd・  

Since bo曾Bo（S）弧d since CH（ぎ）ニp机，by蝕OpOぬ七ionl・5，  
は；Ⅴ最，！＝4．甑us，lG欄㍗蔓＝う，SO七加七 k－（ヨ。）＝う飽0皿  

蝕opoぬ七土Onl－5。Sin¢e bo㌢Bo（S），by［10，地eoremう8。1］，We  
know七ぬevalues of ㌔ls foralli・Thenwegeセセhe七ablein   
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（i）。Using七his we may assume七ha七  

工G（貰土）＝G 餌i＝ユ，5，9，1う  

工G（官j蜘2）＝工G（官j～ユ）＝エG（貫3）  

′J  ノ～  

2 ニⅩj＿1，貰吉＿1 ＝  

（≠う仁）  

foエー j コ 4，8，ユ2，16。  

■■ノ By（せ）and（鮒），WemayaSSume地a七 Xユ履；X2tH＝XぅIH＝Xl・  

′ヽ′ S土nce X2（Ⅹ）十ち（Ⅹ）十写4（Ⅹ）＝－1，by蝕oposi七ionl。4，（龍）and  
′ヽ′  

〆 （龍儲），Wege七 町H＝X2・官 
う 
ヰX4■ S土m土1a軋y，Wemaya肌me地a七  

′J 

㌔㌦＝㌔－2 十Xコーユ 〆｝ ＋X3 甑 3＝8，12，16さ 舶maya180a汎me  
地a七 XilH＝㌔十1暮H＝X土十21H貴官i如 上；う，9，1う u8土ng  
FroDenius reciproci七y，（it）and（龍せ）．This comple七es 七he proof of  

（土）。S土nce b。ぎB。（S），by五郎皿al。ユ6（土）タち（1）＝貰う（1）認（q鶉1）／2  

馳us，エG（扇）芯G f膵 3ニユ，2，う 8inoe 拍車封；＝う。二紬rall  
3  

Pi∈工Br（Bo）we have ＠iJH∈IBr（bo）by Ulifford－s七heorem  

since IG：Hf ＝＝ う．T上IuS，by［15，Vlb。b Sa七Z］，We ge七（ii）for  

Suitableindexing of ＠2，…，¢19・ 皿is comple七es七he proof of  

七he lemma．  

Proposi七ion b070 ÅSSume a・Sin Lemma6。6・T血en七he  

丘eeo哩08ま七土On ma七山Ⅹ D of Bois a8餌110WS。  

（土） う くq≡う（皿Od8）；  
（
〓
）
 
 

∩
）
∩
）
ュ
1
 
 
 

0
ュ
0
「
」
 
 
 

「
⊥
0
0
「
⊥
 
 

0
 
（
∪
 
 

0
0
ュ
1
⊥
 
 
 

0
1
⊥
0
「
⊥
 
 
 

ュ
0
0
1
⊥
 
 

0
 
 

0
0
1
」
1
ふ
0
0
「
⊥
1
」
 
 
 

0
「
⊥
0
1
▲
0
ュ
0
1
⊥
 
 

ュ
0
ハ
U
l
⊥
ュ
0
0
⊥
 
 

0
0
「
⊥
ュ
 
 
 

0
ュ
∩
）
1
－
 
 
 

1
⊥
0
0
ュ
 
 
 

0
0
ュ
ー
ー
 
 
 

O
1
0
1
⊥
 
 
 

ュ
0
0
1
－
 
 



48  

（土i）う くq≡ 5（mod8）；  0
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ァご。。f。We use地e same n。七a七i。n aSin五和。1a6．6。ムe七 富  

be地edeeompos土七土On皿a七でixof boタandle七 D＝（dj九）j，入。 ムeモ  

ズj－H＝∑土居土㌔ifoごea如し j，and ム＝（旦i3）土，j。S土m⊥1a軸，1e七  
璽＝∑入払‰ foでeaCb武，and丑＝（‰入）尻，1。醇［7，輔，  

′ヽ′  

（い  ○丑＝もD．  

（土）since ■bo宝玉0（S），by（1）andムe皿皿a81・16（上土）and6・6，  
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丑y もemma 6。6，  

（4）  DX呂＝（d芸…）iニ  
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where ㌔Zisthegeneralizeddecomposi七ionma七rixof B。rela七ive  

七0 ⅩZ・Cユ飽出y，S 土s normaユin CG（Ⅹ）・By地e proof of工蝕maう。1，  

e（CG（幻）＝う。Sinoe q三う（mod8），byムemmas2。うand6。5（2），  
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wbere d‰  are地egeneごal土石eddeeompos土七土Onnumbersof 蓋。  

rela七土Ve七0 Ⅹ，6・＝か，X軋＝XlニュG，                      1  
Ex X X 

乾， …，X軋63ニtX2，…℡X16㍉‡鰐；＝ユm，砂2，珍芸j＝工叫‘bx）  
弧d朗ニCG（Ⅹ）。ムe七 e芯 （壬望）土n五2（q）・馳en，by〔10，  

℡血eoremう8。1］an丘加mmal。ユ6タWe皿ay a8Sume地a七  

（6）   店芸（c）＝（1＋荷）／2 and 伊葺（c）＝トユイ苛）／2。  

柑ムemma6・らand（5）， （Xvlタ…，X顧 ＝‡冗1，…，帰and  

txqぅ，呵文 略6 i芯‡xlう，…タXlbl。舶mayassume地a七  
X5拍y 5，…，Xv8‡・Byムemmab・6タ XぅIH＝X61H＝早H・ Thus，by  

（5）弧d（6），Weg如七ぬ七光6amd X7arebo地主n 旬，…，文略）・  

S山1a和，nOneO＝x9，XlOタXユ1iare土n ‡x咤，…タX鴨1。H弧Ce，  
by（2），（5）and（6），Weknow とX鴇，…，X鴇 i＝（X5，岬Ⅹ81。甑s，  

呵9，…，Ⅹ旦2ト＝拍9打…リX12i◎Heneewemayas餌metha七  
Ⅹvi＝Xiforalliニ1，…跡 地erefoごe，byムemma6ふ  
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＿  

（d言醜）土，戊  （7）  

封ex七，W…anモモO kno甘地e general土呂ed decompo古土七土Onnn皿be開  
d‰  

Of B。relative to z・Le七 L＝㌔（呂）・AS for x，e（L）＝う and   
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如。（紺＝う。 Since Ⅳ工（F）＝＜七，Cム（ぎ）＞ and 乞七＝ZタWege七  

from Propo如七土on6・ユandⅢeor弧2。4（ユ）七ぬ七 k（ヨ。（い）＝k（㌔）＝16・  

By でbeoェーem 2¢4（21and．ムernェmas 6。6 and 6．5，ム 土8 SOlvable，SO  

七ba七 bz曾丑0（p∠ぅ）from蝕0脚ぬ七土Onb。1w加ごe pZぅ 土S a  

SeI－1i・一〔iirec七produc七Ofi七s nornalsubgrOu9 P Dy 云う anui七is  

noセセhe d土ree七pro血e七 どX∠ぅ。蝕us，byムe皿1a6■う，  
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Wbere8土＝裏， Ⅹ亀；Xl＝1G， tX埠，…タX旦6i認t完2，…，Xユ61and  
t鐸…，炉…，群書‡＝㍑廿（bz）。Cユea叫，炉芸（1う芝田芝（いこ肇（1）ニ1。  

Henoe，by 工Jema6．6 and（臼），  

モズ鞍，X鴨，Xq2 ，X鴫6l＝【x4，X8，X12，X161   

は4，68，ら12，6ユ6i＝㍑，1，ユ，－い。   
（9）  
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恥工emma6。6タX土（z）＝X土＋1（ヱ）＝㌔十2（z）苫ユ for 土＝1タ5，9。So  

土七 follows f工・Om（4），（7），（8）and［10，比eore皿6う。う〕地a七  

64ニ68＝61∠＝1and  616 ＝－1■ muS，aga土n by（4）タ（7），（8）  

and［10診 でheorem6う。う］，  
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（d…仇）土，α  （10）  
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dlうタ九 
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（1う）（d……）iニ  （d㌫）土，¢  （d≡仇）土，餌  

w血ere d芸≡，d㌫  

IJemmaS 6．6 and   

鷲血us，by（11），  

●一  ∝ ヱ・ュ  「n     ●′  「n 弧  Ⅹ叫  辺  
Z  
拶銘 aエーe 七be same asin（土）。：柑  

l．16，We know 七he degrees of all x」                    ユ and ‰・  

（12），（1う）and［10，Theorem6う．う］，・We may aS8ume  
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Thus？COnSidering七he degrees of xiand 軸，by（ll）－（16）we  

geセ セhe fol10Wing six cases：  
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Thus・for sui七ableindexing of xiand 恥We Ob七ain（ii）。  

The fol10Wing 七heoエーemis one of the main resul七s of 七his   

SeC七土On．  

鷲heoごem6鐸8。もe七 雷＝；G／0（G） and S＝0－（郡。工f G is  

nonsoIvable，e ＝ 9 and e（S）≠ 9タ セhen we have 七he following。  

（土）S掌Z2XZ2Xム2（q）foェISOme q〉う W土七h且ミうOr5（mo且8）。  

（ii） For any subnormalsubgroup 冨 of 雷 of oddindex wi七h  

e（宕）＝9，Bo㌢Bo（冨）・  

Proof．We may assume O（G）＝l by Lemmal．ユ，SO tha七  

S ＝ 0冒（G）。   

（i）Since G is nonsolvable，e（S）＝う。Thus，We ge七（i）  

fごOmpでOpO8i七ionl．10 andもemmal．12．  

（艮）］軋m七1y，We Wanセ セo p工IOVe 七ha七  

ム 土S a nOrmal凱沌group of G sueh 七ba七 柑；工llS an  

prime and e（IJ）＝9 andif 工iis a normalsubgroup  

五 8uCb七ba七 は；‡‖ 土3 an Odd p工・土me and e（H）＝う，   

Bo言丑0（ム）・   
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五e七 bo＝Bo（ム）。Byムemmaう・1・k（丑0）＝k（bo）ニ16 and  

離0）＝郎0）＝9。 舶mayw出七e O・（射＝＝S＝ くⅩ，y＞Xも2（q）  

and p＝ くⅩ，y，Z，W〉 wbere くZ，W〉 土S a Sylow2一凱沌gro哩0£  

S L2（q）。By七he proof of Lemma6・ら，We may aSSume XS＝Ⅹ，y＝y，   

S  S  セ  上  土  セ  
ヱ ＝ Wタ W ＝＝ ヱW，Ⅹ ＝ y，y ＝ Ⅹy，Z ＝ Z and w ＝；W Wheエーe  

S，七∈㌔（ぞ）and】㌔（p）空くS，七，Cム（p）〉・So ⅣG（p）＝くS，七，CG（p）〉。  

By the proofofLemmaう・l・A（bxz）＝l。 Thus，by Le皿mal・9，  

㌔（Ⅹ広）＝・土1for alユ ズ土∈工汀（丑。）。柑ムema6。6タWeknow七he  

V血e8 腎j（ユ）弧d 官3（Ⅹヱ）foでalユ 官j∈エrr（bo）■ 皿ng七b土S，  
土f官，官－∈エrr（bo）and官（1）記官t（1），地en 首はz）＝官－（Ⅹヱ）＝よL  

鮎ncei七follows fro皿Coご0ユ1aryl¢8地a七 丑0雲bo。 地us we卵七  

（龍）．on七he o七her hand，G／S is solvable from［12，Theorem］．  

Hence we can verify（ii）by repea七ing 七he above way。This  

eomple七es 七he proof．  

PropoBition6。9・LetI）be七he decomposi七ion ma七rix of Bo，  

andle七 S ＝ 0一（G・／0（G））。If e ＝ 9，then we have 七he following．   

（土） W血en G 土8 80ユVabユe，  
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 ‖Å1地色n G ⊥邑nQn邑Qlvable and－ e（Sl＝9，We kn8W O from   



56  

Theoremう．4（2）and Lemmal．16（ii）．  

（土土土）他en G 土S nOnSOlvable and e（S）芯：㍉we know O from  

鷲beorem6．8 and．propos土七土On6．7。  

止emarkl・Thereis a fini七e group G with an eユeInentary  

abelian Sylow2psubgroup f〉 of order16 such七ha七 e（G）＝9  

弧d O－（G／0（G））望Z2XZ2声工2（q）foご q＞う Wi地 q三うOr5  

（mod8）・Le七 くZ，W〉 ■be a Sylow2－Subgroup of L2（q）・andle七  

S：くⅩ，y）XL2（q）and P＝く又，y，Z，W〉 where くエ，y〉is  

elemen七ary abelian of order 4． Thereis an au七omorp凸ism r of  

エー             ご くⅩ，y〉 wま．七h x ＝y and y ＝；Ⅹy． We oan consideご 七ba七  

reAut（S）ifwe consider七ha七 ris七rivia10n L2（q）・So  

七hereis a semi－direc七 produc七 G ofi七s norinalsubgrouヱ）S  

by くr〉。馳en，e（G）＝9 and O－（G）＝S芝Z2XZ2木工2（q）・  

The nexセ セheoremis on¢ Of 七he main TeSul七s of 七his sec七ion．  

Theorem 6．10． ＝f G is nonsolvable and e ＝15，七hen  

丑。雲B。（氾（2，16））・  

ftoof．By LeInmal．l，We may aSSume O（G）＝l． Le七 S＝こ0一（G）．  

Since G is nonsolvable，it follows from Pz，OPOSi七ionl．10 and  

Lenlmal．12 七ha七 e（S）≠1 and e（S）≠ 5．So 七山a七 e（S）＝ う Or  

15．Firs七Iy，SuPPOSe e（S）＝ う．By‡）roposi七ionl．10and Lemma  

l・12，S宮Z2XZ2スエ2（q）餌r some q〉う W土地 q三うOr5（mod8）倉  

Thus，thereisaninvolu七ion x∈Pn∠（S）．We can wriてe  

罰s（P）＝く8，Cs（ぎ）＞ forsome 鴫Ns（れ 甑S，ⅩS＝Ⅹ。Since  

e＝15，We CanWri七e hG（P）＝く七，CG（上）〉 for some t∈NG（P）・  

Since Ns（i））／Cs（P）canbe considered as a subgroup of  

NG（P）／CG（P）through七he canonicalmononorphism・We get七ha七   
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s三七5土（modCG（p））forsomeln七聯ご土w土地土去0（modう）。  
5i 

甑s，Ⅹ＝Ⅹ七 。甑s土日aeon七ごadic七土On。H軋Oe e（S）＝15，  

SO七ba七 S雲弧（2，16）from蝕OpOSi七土Onl。ユO andエ適mmal．12。  

We prove B。ごB。（S）－byinduc七ion onIG・l・Le七 G≠s．  
Since G／S is solvable by〔12，Theorem］，G has a normal  

Subgroupiiofodd p＝・imeindex。Le七 bo＝Bo（H），andle七 z O  

be aninvolu七ionin P・Since bo雲Bo（S）byinduc七ion・We ge七  
k（bo）＝16 and  
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i＝1  

土ニ2，…，9  写i（ヱ）  

土 ＝10，‥。，16，  

1 for i ＝1   

－1 fo工、土 ＝ 2，‥．，9   

ユ でor i＝10，‥りユ6  

（敦）官主（1）ニ  

恨血咽［109比即remう8。2〕，ぬere‡ち，…ち6i＝加巾。）。  

SirlCe allinvolu七ionsin 二P are G－COnjuga七e，PnG一 ＝ P、by  

［10争℡beorem18。4］。馳u8タk†（丑0）：摘Odd from比・OpOぬ七土Onlふ  

田OW，WeWanセセo elaim地a七 k（Bo）＝16。工f k－（Bo）三1，We ge七  

from Proposi七ionsl・5andl・b七hat k（Bo）＝16・Suppose  

k（B。）≠lら・SirlCe e：15，R（lbz）＝1・ Thus，byLemmal・15（2），  

k（Bo）＝8・ So地a七 k†（丑0）コう，う or 7・加七  

‡Ⅹ1，…，Ⅹ8i＝工ごご（Bo）・   

Casel・kT（Bo）＝7：WeInay aSSume Xl（l）＝…＝X7（l）＝l  

and X8（1）〉l・By CliffordTs七heorem・Proposi七ionl・うand（＊），  
′ヽ′  

＝ Ve have Xltii＝…＝X71d Thus，by Propositionl・4，  

（Ⅹ81日，官j）≠0餌3＝2，…り16。翫nwebavea¢On七血土0七iニ  
from Cliffor良一8七heoremand（儲）by considering七he degrees of X 

j・   

Case2・kT（Bo）＝5：Ve may asSume Xi（l）＝lfori＝⊥・・‥・5  

and ズ（1）＞ユ 甑 j＝6，7，8。Asineaselweknow  

xl－Hニ 
…＝吋H＝ち・ S土nee k（㌔）≠k（b。），丑。≠bo・So七ba七  

we ge七from Proposi七ionl・6七ha七 G≠Ⅴ注 where Vis a8u．bgroup   
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Of G wi地 CG（p）＝ニ㌣XV。S土nee k－（丑0）＝5，lG；馴ニ5 by  

Proposi七ionl．5．So，by Clifford－s 七heorem and Proposi七ionl．4，  
′J  

。‥ ＋Xll，  矧H芯官2＋…・官6，X7響H  

X81H＝官12十…  

宵
 
 
ニ
 
 

＋  
．
7
官
 
 

＋   6
 
 

1
－
 
 

〆ヽ■  forsui七ableindexingof官2，…洋16・Hencewe have a  

COn七ra丘ic七ion f工・Om Clifford－s theore∬1and（せ）by considering  

恨ほ（池g即eSOf官 
3・   

Ca8eう。kI（3。）＝う＝］適七 二㌔（1）ニ1for 土ニュタ2，う and  

Xj（l）〉lfor j＝4・…，8・AsinCase2，IG：Hl＝う・Then，  

by蝕OpOS土七ionユ・4，fors山七ablein舶Ⅹ土ngofち，…，ち6サWege七  

′J ′一 ′J ′J  

X4暮H＝雫2＋Xぅ十雫4，吋H＝莞う＋官6＋X7，X6－H＝X8＋零9十XlO  
√・′ 

＿J ′J′－．′－ノ ′一  

Then we have a con七radie七ion as in Case 2．  

鷲加Sタk（Bo）＝16・もe七 t冗1，…，Xユ61＝工rr（Bo）・S土nee  

R（bz）＝1，Xi（z）＝土Ifori＝l，…，lb 圭一rom Lemmal・9・Thus，  

we know 蝕om Cユ土fford†s 七beoエーem，Propos土七ionl。う and．（せ）七ba七  

XilH∈Irr（bo）for alli＝l・…・16・Hence・by Proposi七ionl・4，  

WemayaSSume七ha七 XilH＝㌔ foralli＝l，…・16・This shows  

k－（B。）＝1・So七施七 丑。宝b。fro皿prOpO如七ion眉1■5andl・6・  

This comple七es 七he proof of 七he 七heorem．  

PTOPO8i七ion6．11．If e：＝159 七hen 七herei8 a basic se七 W  

Of Bo such tha七 W con七ains七he七rivialBraue工・Charac七er and  

七he decomposi七ion ma七rix ofi30  With respecセセO W has七he for  

lG1 
62  0  

0  
▲ 

・  

6ユ5  

616616‥・616   
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Wbere 8i＝土1・  

proof。コ池e pご00f土S S土milaェ・七0 七血a七 Of王）ropo8土七土On 5。2  

（cf．七he case when e＝7in Proposi七ion5．2）。  

IJemma6・12・If e＝21，then七hereis aninvolu七ion z∈P  

and七here are七wo elemen七s s，七∈NG（P）such七ha七  

㌔ほ）ニくS，七，CG（ア）＞，㌔＝Z and z七＝ヱ■  

Proof． Firstly，We Wanセ セo p＝・OVe 七nat  

睾 

hereis aninvolu七ion u∈P and there are two elemen七s  

，七∈㌔（p）別封カ1七血a七 ㌔（f）ニくSタ七夕CG（p）〉，S and 七  

ave orders う and 7 mo山10 CG（p）respec七ively，and  

S  
＝ 11。  

（☆）  

We may assume O（G）＝1 by 七山e proof ofI，emmal．1。Since S＝OT（G）  

is normalin G，e（S）＝1，7 0r 2l．1・］hen e（S）＝ 7 0r 2l，  

We ge七（掛）from PTOPOSi七ionl。10and．Lemmal。12。Assume  

e（S）＝1． Then P is normalin G・and lG：Pt ＝ 2l。ミ了e can  

W出七e G＝ くS，七，P〉 でor s，七∈G 日ueb七ba七 s and 七 have   

Orders う and 7 modu10 P，reSPeC七ively． CleaTly，七hereis  

七 aninvol11也On yep Wi地 y ＝y．S11ppO8e∴Ⅹ甲≠Ⅹ 餌r all  

involu七ions x∈P・Then，e（CG（y））＝7■ By Proposi七ion5・2and  

［10，Lemma66・1］，七heCar七anma七rixof  
by  
has 2 a＄an  

elemen七ary divisor of mul七iplicity 6．Thus，－by［5，（7G）］，  

［18，蝕OpOS土七ionl・2〕and［10，℡heorem65■4］，Wege七郎。））7  

Since allinvolu七ionsin G are conjuga七e． On 七he o七her hand，  

A（B。）＝5 Bince G／Pisnoncyclic oforder21（cf・Lemmal・1う）．  

Thisis a con七radic七ion． fience we ob七ain（＊）．  

Nex七，We PrOVe 七helemma． Thereis aninvolu七ion z∈P  

七  
wi七h 2；）＝ Z．By（龍），七here are o七her七WOinvolu七ions v，W∈P   
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Sueb地a七 VSニⅤ争WS＝W 弧d u，Ⅴ，W are alユd土叫n¢L 工七  

Suffioes七08how z藍tu，Ⅴ，W‡。Suppose z郎u，Ⅴ，Wj。Sinee  

㌔≠勘凋eknow地a七 £1少u，Ⅴ，W，Z，uZ，VZ，Wヱ1i8伽se七of  
乙Ilrepresen七a七ives ofくS〉－COnjuga七e classes of P．Since u≠z，  

wege七 u七≠u．Thus，tl，u，uZ，Zlis七血e se七ofall  
represen七a七ives ofく七〉－COnjuga七e classes of P．封ence，by  

6 
ぬ即1en七a町ealcuユa七i恥Wege七地a七Ⅴ紬z，uセヱ，…，u七ヱ1。  

Hence no七WO elemen七sin iu，Ⅴ，Wlare conjuga七eiriG．These  

Show 七山a七 allじ－COnjuga七e classes of P are‡13，tZ），  

6 
七   

6 
‡u，u七，＋・。。，・u七ian＝勒uZ，…，¶u七z3。甑s，ヱSニヱ。  
Thisis a con七radic七ion． This comple七es the proof．  

Lemma6・lう・If e＝2l・七hen k（B。）＝16 and bB。）＝5・  

Proof。 Let s，七 and． z be 七主ie Same aS in Lemma 6。12。  

Hence 8 and 七 have orders う and 7 modulo CG（P），  

respec七ively．Thereisaninvolu七ion ェ∈王〉 wi七11二㌔＝Ⅹ and  
七 
x≠Ⅹ．Thus，tl，Ⅹ，ⅩZ，Zlis七he se七ofallrepresen七a七ives  

of conjuga七e classes of G of2－elemen七s．by［10，Lemma18．5］．  

Y：e may assume O（G）＝l by Lemmal．l．By21龍一七heorem［10，  

Theoremら7．1］，Z∈Z（G）．Theseimply from［10，Theorems68．4and  

65。4〕地a七 k（B。）＝2郎。）十飢Ⅹ）＋離ⅩZ）。S土nee e（CG（Ⅹ））ニう，  

餅Ⅹ）＝う by蝕eorem2・4（1）。S如1a叫，如Ⅹヱ）ニラ。S土nee  

五色Z（G）タ aSin地e‡）rOOf ofムemma2。2，We ge七fセOm Le皿ma4・1and  

蝕opoぬ七まOnユ。2地a七 必B。）＝う，SO地a七 k（B。）＝16。  

Lemm6・lヰ・Assume e＝2l，0（G）＝1・0一（G）＝Z2XSL（2・8）  

and G has a nornalsubgroup H of od丘Primeindex wi七h  

eい三1＝7． Tilen for anyinvolu七ion z in SL（2，8），We have   
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Ⅹ1（1）＝…  

Ⅹ1う（1）  

Xl（ヱ）＝…  

Xlう（z）  

W血ere‡xl＝ 
1G・  

Proof． 五et  

＝Ⅹ6（1）芸1，コり（1）ニ…＝ズ12（1）＝7，  

＝X14（1）＝21，X15（ユ）＝Ⅹユ6（1）ニ27，  

＝㌔（五）＝1，X7（z）＝…＝X12（』）＝－1，  

＝X14（幻】＝ヰ㍉・X15（ヱ）＝X16（z）三う  

X2，…，X16i＝工m（Bo）。   

も。＝B。（H），S＝0℡（G）＝くW〉ヌSL（2タ8）and  

P＝ くW，Ⅹ，y，Z） where くⅩ，y，Z）is a Sylow 2－Subgroup of  

SIJ（2，8）．Asin 七he proof of Lemma5．う，G／H＝ くrH） for soITle  

噌戦（p），CG（ア）＝CH（p）andlG；Hl＝う。 We canw出七e  

Hs（P）＝く七・Cs（P）〉 for some 七∈Ns（P）。Since 叩Z（S）＝（W〉，  

i七fo110WS from Lemma6。12 and Z競闘theorem［10，Theorem67。1］  

七ha七 w∈Z（G）・Ther］，by七he proof of Lemma6・lう，We may aSSume  

地a七 Z七≠ヱ・㌔＝五 言血L 戯bz）＝う・コ柑七heproofofムemma2・2争  

距。（Cs（ヱ）））＝1。 So地a七 Cs（z）1日2疇n土1po七en七出℃m［10，  

Comlユa町65・う］。Hence CG（z）土s solvable。S土nee e（CG（幻）  

by Proposi七ion6・1・bz雲B。（P㌔）where 昆うis a seITli－direc七  

pro血0七ofi短normal凱沌gro叩 二P 如r  ㌔ and土七is noセセhe  

direc七PrOduc七 PXzぅ・Then・byLemma6・5・Weknow七he  

generali広ed decompo8i七土on numbers of Bo relative七o z・  

鷲h土S 土mpl土e8  

う，   

for 土 ＝1，‥り12   

fo工・土 ＝1う夕‥りユ6  
（せ）   ㌔（広）ニ  

for sui七ableindexing of X2，…・X16・Byl」emma2。う・boi！Bo（S）・  

So，吋［10，鷲血eoremう8．2］，  

ち（1）＝ち（1）＝1，ち（ユ）ヱ…＝ち。（1）＝7，  

ち1（1）＝…＝ち6（ユ）＝9，  

ち（ヱ）＝ち（ヱ）＝1，ち（z）＝…＝ち。（ヱ）＝－1  

ち1（名）＝…＝ち6（広）ニ1  

（♯斗）  
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Where 抒l＝lt三， 写と，…，首Ibi＝ユニrr（bo）・We canwri七e ′■   

CG（p）＝PXV。野馳eorem2・4弧dも蝕ma6・1う，We ge七  

郎。）≠戯b。）＝如。（S））。H母nee  B。皆b。，SO七ba七 VH≠G by  

Proposi七ionl．b． 肌1uS，lじ；Vh［＝lG：Hl＝ う． hence，by  

Propoぬ鵠onl・5，k－（Bo）土S姐Ⅴ土S土ble by う。S土nceIGヱ則コう，  

土七followsコ化・Om Froben山S reC土p工・Oe土七y，ぎropos土七土Onl。う and（柚）七ha七  

k一（B。）J6・By observing the conjuga七e classes of G of  

2一組emen七s，We know コヲnG－ ≠王）］悠om［10，Tbeorem18．4］．Henee  

将ニⅧtt 土8姐Ⅴ土ぬble by 2。地肌S，k†（丑0）＝tG三■柑り＝6 from  

proposi七土onl。5．でben，by（せ）and（柚），We may a8Sume 七ba七   

Xl一斑＝Ⅹ2嘉HニⅩぅーHニ貰1， X4fH＝早H＝早H＝官2。  

Similarly，We may aSSume   

XlうIH＝登5＋貰6＋憲7， X14■H＝零8＋貰9＋写ユ0，   

X15－H＝音11 ＋貰12十雫1う，X16－Hニ 貰14＋貰ユう十官16。  
Hence weInay aSSume 七ha七   

′－′  X71H＝X81H＝ ■ヽ′   Ⅹ9IH三光ぅ，Xユ0曇H＝XユユIH＝X121H＝X4。  

Therefore 七helemmais proved by（柚）．  

Ⅳow，We S七a七e 七be nexセ セbeo工Iem W血土e血 土s one of 七he ma土n   

re8ul七8 0f 七his see七ion．  

で血eoごem6．15．ムe七 百＝G／0（G） and S＝0－（百）。工f G 土S  

nonsoIvable，e＝21and e（S）≠21，地en we have the following．   

（i）s宅芸2X弧（2，8）。  
（ii）Fo＝・any Subnormalsubg＝・OuP 冨 of 百 of oddindex wi七h  

e（言）＝21・Boざ丑0（五）・  

Proof・Ve can assume O（G）＝l by Lemmal．l．Hence   
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S ＝ OI（G）．  

（i）lBy Lemmal・lう，e（S）＝7・ Hence，by Proposi七ionl．10and  

ムemmal■12，S雲Z2〆Sも（2，8）。  
（土i） 軋ごS七1y，We WanセセO Sbow七ba七  

J 
1  

1s a noエーmal凱沌gェーOup Of G sueh 七ba七 IG；い  

Odd pェーime and e（ム）＝21，and土f H 土S a  

Subgroup of 工 SuOb 七ba七 は；Hl土呂 an odd  

and e（H）＝7，七hen Bo望Bo（L）。  

（掛）  

Le七Ibo＝Bo（L）・ByLemma6・1う・k（Bo）＝k（bo）＝16 and  

且（B。）＝廠b。）＝5・IJe七 S＝0一（G）＝くW）XSL（2，8）and  

P＝ くW，Ⅹ，y，Z）where くⅩ，y，Z）is a Sylow2－Subgroup of  

SL（2，8）．Asin七he proof of Lemma6．14，  

f 

土1 foェー 土 ニ1，…，12   

土う fo工■ i＝1う，‥．，16  
（せり  X土（z）ニ  

′叫■  

Wbere tXl，一‥＝り一文16）＝工rr（丑。）。ムe七 tち，…，X16i＝工m（b。）。  

丑y Le皿皿a 6．14，We may aSSume 七hat   

ち（1）＝…＝㌔（1）ニ1，肯7（1）＝…＝ち2（1）＝7，  

貰1う（1）：ち4（1）＝21，ち5（1）＝貰16（1）＝27，  
（柵普）～   

Xl（z）＝…＝官6（ヱ）芸1，管7（z）ニ…＝ち2（z）ニーユ，  

ちぅ（z）＝ち4（ヱ）ニーう， 5 
（z）＝ち6（z）＝う。  

Thus，aSin七he proof of Theorem5．ヰ，by（梱），（柵器），CliffordTs  

theorem and Proposi七ionl・4，Wemay aSSume七hat Xi－L＝Yj                             l for  

alli＝l，・・・，lら・Hence we get Bo宅bo by Corollaryl・7・  

This proves（着）．Since G／Sis solvable by［12，Theorem］，We  

can veェ、ify（土土）．  

Remark 2． Thereis a fini七e group G with elemen七ary   
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abelian Sylow2－Subgroups of order 16 such 七ha七 e（G）＝ 21  

and O－（G／0（G））雲Z2×S且（2，8）。舶know土七a8土皿Re皿arklof至2。  

Proposi七ion b．16．If e ＝ 2l，七herlthe＝・eis a basic se七 W  

Of Bo such七ha七 W contains the七rivialBrauer charac七er and  

七he decomposi七ion ma七rix of Bo wi七h respec七to  

IG  l O O O O  

W ムa8 七be foェIm  
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Where 6土＝土1・  

Proof．1Je can verify 七he pro‡〉OSi七ion asin Proposi七ion5．2．  
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