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第1章 序論

1.1. 研究背景

実世界に存在するすべての動的システムは，厳密には何かしらの非線形性を含んだ非線

形システムである [1]．実際にそれらのシステムに制御技術を適用する際には，アクチュ

エータの性能や制御にかかるコストについての制約，システムや利用者の安全性確保に起

因する制約など，さまざまな制約を考慮した上で制御系を設計する必要がある．近年，シ

ステムの非線形性や各種の制約を考慮した上で性能限界を追求したいという需要の高まり

から，実時間非線形最適制御手法であるモデル予測制御（model predictive control; MPC）

が非常に注目されている [2,3]．

最適制御手法は，制御対象の制御量の挙動をその数理モデルなどを用いて予測し，制御

量や操作量に係る各種の制約を満たす操作量の中から，現在時刻から予測区間（horizon;

ホライズン）分だけ未来までの時刻における制御目的を定量的に表した制御評価関数が，

最小となる操作量を決定する最適制御問題の解を，実際にシステムに投入する制御入力

とする制御手法である．また，MPCは，与えられた最適制御問題を，予測区間をずらし

ながら繰り返し解き直すMoving Horizon Controller [4]の考え方に基づく最適制御手法で

あり，これにより，時々刻々と変化する状況に応じた制御を行うことができるという特

長を有している．制御対象の非線形性，制御量や操作量に課せられる各種の制約を制御

アルゴリズムの中で陽に考慮した制御が実現できる制御手法であるため，ロボティクス，

自動車工学 [5]，航空宇宙工学 [6–8]などの幅広い分野への応用に関する研究が盛んに行

なわれている．今後も，制御対象の性能限界を追求した制御に対する需要の増加が予想

されており，MPCはますます重要な役割を担う制御技術になると考えられている [2,9]．

MPCを実現する上で，拘束条件付きの非線形最適化問題を実時間で解くことができる

汎用的な最適化ソルバーの開発は，重要な研究課題の１つに位置付けられている [10,11]．

表 1.1に示す通り，これまでに数多くのMPCのための実時間最適化アルゴリズムが考案

されている．また，それらの中には，さまざまな問題への実装手順を自動化したソフト

ウェアツールとして公開されているものも存在する [12–19]．
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また，表 1.1に示す通りMPCは，その最適化手法の違いにより決定論的最適化手法

を用いる勾配型MPCと確率・統計的最適化手法を用いるサンプル型MPCの２種類に分

類することができる [20]．これまでに公開されているMPCのためのソフトウェアツー

ル [12–19]の多くは，決定論的最適化法を用いた勾配型MPCである．決定論的最適化手

法は，勾配法，シューティング法，ニュートン法，拡張ラグランジュ法，逐次２次計画

法などのように，目的関数が減少するように，勾配やヘッセ行列などの微分情報を手が

かりとして，繰り返し解の修正を行う反復法を用いる最適化手法である．特定の条件下

では，十分な反復のもと，所望の最適解に対して許容誤差の範囲に収まる解に収束する

ことが保証されており，最適化の精度という観点では優れた手法である．一方，いざ実

際の問題を解こうとすると，例えば，厳しい制約が課されているなど制御評価関数が強

い非線形性を有している場合は実時間で反復が終了しない場合がある [9]．さらに，目的

関数に微分不可や不連続となる点が存在する場合や目的関数の一部又は全部がブラック

ボックス化されている問題には，適用することができない．

これとは別に，表 1.1右側にまとめた，モンテカルロ最適化のような確率・統計的最

適化手法を用いてMPCを実現する方法も存在する．これらの確率・統計的最適化手法に

基づくMPCは，サンプル型MPCと呼ばれている [20]．Fig. 1.1に示す通り，サンプル

型MPCのアイデア自体はMPCの誕生とほぼ同時期から存在するが，過大な計算量によ

り，特に機械系などの短いサンプリング周期をもつシステムへの適用については，実現

困難なアイデアに長く留まっていた．近年ようやく，並列演算を得意とするマルチコア

CPUや graphics processing unit (GPU)などのデバイスの性能向上とそれらの普及に伴い，

５分の１サイズのラリーカー [21]やクアッドコプター [22,23]などの機械系への適用例

が報告されるようになってきている．このことは，サンプル型MPCそのものが，今まさ

に黎明期から発展期への転換期を迎えようとしている研究分野であり，そこには，多く

の研究課題が残されている．そこで，本研究では，サンプル型MPCに着目している．

確率・統計的最適化手法にもまた，モンテカルロ最適化法に限定しても，粒子群最適化

（particle swam optimization; PSO）や焼きなまし法（Simulated annealing; SA）などの探索

をベースとする手法，マルコフ連鎖モンテカルロ（Markov chain Monte Carlo; MCMC）や

経路積分最適制御法，Prior Feedback法などの確率分布の期待値の近似をベースとする手

法のように多数のバリエーションが存在する [24,25]．探索をベースとするアルゴリズム

であれば，探索に十分な時間を掛ければ，幅広いクラスの問題において最適解への収束

が保証されている [24]．期待値の近似を用いるアルゴリズムについても十分なサンプル
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数と近似の精度が担保されれば，最適解の近似解を得ることができるとされている．し

かしながら，これらの条件は，MPCに課される “実時間性”の制約とは相反しており，確

率・統計的最適化手法を用いたMPCの最適化の精度は，勾配型MPCに比べ劣るとされ

ており，ひいては，MPCとしての性能もまた劣ることになる．この最適化の精度の問題

について，その原因を明らかにし，具体的な改善手法について検討することで，精度（性

能）の面において勾配型MPCに引けを取らないサンプル型MPCの最適化アルゴリズム

を構築するというのが本研究における１つ目の重要な研究課題である．

他方，これまでに多くの実システムへの適用例において，サンプル型MPCが，制御性

能の面で勾配型MPCを上回った，あるいは，勾配型MPCでは困難とされていた課題に

適用できた，という内容が報告されている [22,26–30]．これらの多くは，最適化の際に勾

配やヘシアンなどの解析的な事前知識が不要であるという確率・統計的最適化手法の特

長が効果を発揮した結果であると考えられる．また，この特長により確率・統計的最適

化手法は，例えば，目的関数が部分的に不連続又は微分不可な場合や目的関数の一部又

は全部がブラックボックス化されたような最適化問題へも適用可能であるため [24]，決

定論的最適化手法を用いた勾配型MPCより広範なクラスの制御対象に適用できる可能性

がある．以上により，サンプル型MPCはさまざま分野においてブレイクスルーをもたら

す重要な制御技術になることが期待できる．一方で，これまで行なわれてきたサンプル

型MPCはに関する研究では，適用範囲を拡大するという観点での検証が十分行なわれて

いない．この点について，これまでの勾配型MPCが適用困難あるいは不可とされていた

問題に対して，サンプル型MPCがどの程度効果を発揮するかについて，その適用可能性

を明らかにしていくというのが本研究２つ目の重要な研究課題である．

本研究の目的は，上述した２つの研究課題について，改善が必要な点は，その改善手

法を検討し，有効活用できる点についてはそれを最大限活用した，より実用的なMPCの

制御アルゴリズムを構築することである．そこで，本研究では，後述する “探索型”と “

近似型”の２つの側面を持ちあわせた確率・統計的最適化手法に基づくサンプル型MPC

であるモンテカルロモデル予測制御（Monte Carlo model predictive control; MCMPC）を

対象とし，上述した研究課題に関する検証及び評価を行った．１つ目の研究課題につい

ては，MCMPCを用いた際の収束性解析を行った上で，その結果に基づく収束特性改善

手法を提案し，提案法の有効性を確認した．２つ目の研究課題については，従来の勾配

型MPCが適用困難／不可な問題に対するMCMPCの適用可能性を，数値シミュレーショ

ン・実機での実験結果に基づき評価し，本研究で提案する方法が，従来のMPCより多く
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の優れた性質をもつ，より実用的な制御アルゴリズムであることを確認した．

本章では，以降，1.2節において，ここで示した２つの研究課題の詳細と本研究の目的

との関係性や本論文で示す結果と各研究課題との対応関係について述べ，1.3節に本論文

全体の構成を記述する．

1.2. 本研究の研究課題

1.1節で述べた通り，本研究の目的は，以下に示す研究課題に取り組み，そのうちの克

服すべき課題について改善要領を検討し，有効利用できるものについてはそれを積極的

に取り込んだ，より実用的な制御アルゴリズムを構築することである．

研究課題１ 性能向上（サンプル型MPCの最適化の精度改善）

研究課題２ 適用可能性（勾配型MPCが適用困難／不可な問題への適用可能性の検証）

そこで，本節では，1.1節及び上に列挙した２つの研究課題についてその必要性を詳述す

るとともに，これらの研究課題の解決と研究目的である実用的なMPCの制御アルゴリズ

ム構築との関係性について述べる．

Table 1.1. Classification of optimization method used in MPC and their characteristic.

Gradient-based MPC Sample-based MPC
Optimization method Deterministic Probabilistic / statistical
Gradient information Required Not required

Optimization
performance

Multimodality C A
Discontinuity C A

Tight constraint B A
Affinity with parallel computing B A

Accuracy of optimization A C

C/GMRES [12,31]
MCMC-MPC [32]

PF-MPC [33]
PSO-MPC [34]

MPPIC [21,35,36]
MCMPC [28,37]

IT-MPC [27]
SA-MPC [38]

MUSCOD-Ⅱ [13]
ACADO [14]
FiOrdOs [15]

Typical algorithms VIAOC [16]
ParNMPC [17]
GRAMPC [10]

CasADi [19]

A Excellent (Demonstrate excellent performance.)
B Good (Can be handled, but the performance is a slightly inferior)
C Poor (Difficult to handle / Significantly inferior performance.)
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Fig. 1.1: Chronology of MPC Research History

1.2.1 研究課題１：性能向上

本小節では，本研究の１つ目の研究課題である性能向上について記述する．はじめに，

1.2.1.1において，MPCの性能と深い関わりのある最適化の精度について，確率・統計的

最適化手法を用いる場合に留意する必要がある問題点について記述する．ついで，1.2.1.2

において，1.2.1.1で記述した問題がサンプル型MPC（特に，MCMPC）を用いて制御を行

う上での問題点について述べ，MCMPCの性能向上が必要不可欠であることを示す．さ

らに，本研究の取り組みについても記述する．

1.2.1.1 サンプル型MPCの最適化精度と近似誤差の影響

MPCが実時間非線形最適制御手法に基づく制御手法であることは，既に，1.1節で述

べた通りである．そのため，最適化に係る部分のアルゴリズムの収束特性，中でも収束

速度や最適化の精度は，制御性能そのものに影響を与える重要な要素となる．

例えば，表 1.1左側に示す勾配型MPCでよく用いられている，拡張ラグランジュ関数

法に対する勾配法（[10,16]で使用）や逐次２次計画法（[14]で使用），その他のニュート

ン型最適化法では，十分な反復のもとに，推定値が予め指定した許容誤差範囲に収まる

ような解に収束することが保証されている [9].また，サンプル型MPCについても，推定

値や粒子に確率的な摂動を与えながら “探索”するアプローチで最適化を行う SAや PSO

であれば，前者の場合はアルゴリズム固有のパラメータである温度を適切に更新するこ
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とで，後者の場合であれば，粒子間の引力や斥力に相当するパラメータを適切に更新す

ることで，大域的な最適解に収束することが保証されている．

一方で，確率・統計的最適化手法に基づくサンプル型MPCには，上述した”探索”型の

アルゴリズムとは別に，最適解をモンテカルロ近似により “近似”する方法も存在する．

代表的なアルゴリズムとしては，モデル予測経路積分制御（Model predictive path integral

control; MPPIC），Information-Theoretic model predictive control (IT-MPC)などが挙げられ

る．Williamsらが提案したMPPIC [21,36]は，最適制御問題の解を計算する際に必要な

偏導関数が特殊な重みをもつ確率分布（目的分布）の期待値として表現できるという非線

形確率最適制御と経路積分最適制御 [39]に着想を得た “確率システム”を対象とした手法

である．MPPICは，経路積分最適制御の考え方を取り込む上で，制御対象や評価関数に

特別な条件が必要である．IT-MPC [27]は，目的分布の重みの付け方を工夫することで，

MPPICをより一般的な制御対象や評価関数をもつ最適制御問題に適用できるように拡張

したものである．

本稿で着目しているMCMPCは，“確定システム”を対象とした手法であるが，モンテ

カルロ近似により目的分布を “近似”し，その分布のピークとなる点（最適解）を “探索”

するという発想に基づく最適化手法を用いたサンプル型MPCである．つまり，MCMPC

については，基本的な戦略は “近似”に基づいているものの，“探索”型の性質も持ちあわ

せた手法であると言える．

ここで，“探索”型 [40,41]，“近似”型 [42–44]双方の多くの確率・統計的最適化手法の

収束性解析に用いられる Pincusの定理 [45, Theorem]について触れておく．

定理 1 ([45, Theorem]). 　 Sを n次元ユークリッド空間Rnの有界の領域の閉包とし，F(X)

を S上で連続な関数とする．また，Rn上の点 X = (x1, . . . ,xn)に対して F(X)は唯一の点

X∗において大域的な最小値をとるとする．この時，

x∗i = lim
η→0

∫
S
xi exp

(
−F(X)

η

)
dX∫

S
exp
(
−F(X)

η

)
dX

. (i = 1, . . . ,n) (1.1)

定理中の式 (1.1)は，極限の操作を除けば，MPPICや IT-MPCで用いられている期待値

演算と重みの付け方やその重みの下での重み付き期待値であるという点で一致している．

また，図 1.2は，上で示した Pincusの定理 [45, Theorem]の内容を簡単の為１次元で図示

したものである．図 1.2に示す通り，この定理の基本的なアイデアは，exp(·)の重みが，

η → 0となる極限でデルタ関数 δ (X−X∗)となる性質を利用したものである．
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Fig. 1.2: Schematic diagram of Pincus’ theorem [45, Theorem]

SA [38,40]やMCMC [32]などの “探索”型の最適化では，図 1.2中の h(x, ·)で示す目的

分布の密度にそって採択率を定め，温度パラメータに対応する η を徐々に絞り込みなが

ら逐次的にサンプルを生成することで，極限状態に近づくにつれX∗の周辺のサンプルが

生成・採用されやすくするアルゴリズムである．これらの “探索”型の最適化手法は，勾

配型MPCが処理困難な最適化問題においても収束性が保証されている反面，その収束速

度が非常に緩慢であることが知られており，我々が想定する機械系などの非常に短いサ

ンプリング周期を持つ制御対象には不向きな手法である．

一方，SAやMCMCのように逐次的にサンプルを生成するのとは別に，同時並列的に生

成した有限個のサンプルを用いて (1.1)式をモンテカルロ近似する方法を採用しているの

がMCMPC [28,37,46]や Population Monte Carlo [44]，Dynamic Importance Sampling [42]

である．これらの手法は，“近似”型の性質も併せ持っているので，その最適化性能は，モ

ンテカルロ近似の精度に大きく影響を受けることになる．

図 1.3は，“近似”型の確率・統計的最適化手法を用いるMCMPCの最適化要領を簡略

化して図示したものである．図に示す通り，推定値と最適解の間に誤差があることが分

かる．この誤差には，いくつかの異なる要因が内在している．

１つ目の要因は，提案分布 (図 1.3中，青色実線で示す分布)と目的分布 (図 1.3中，緑

色実線で示す分布)が乖離している（２つの分布間の KL情報量が大きい．）ことにより

生じる誤差である．この誤差については，２つの分布間の密度比をキャンセルする操作

である重点サンプリングなどのサンプリング手法を用いることである程度改善すること
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ができる．

２つ目の要因は，重み付き期待値の形で与えられる式 (1.1)右辺を有限個のサンプルを

用いた以下に示す標本平均で近似していることによるものである．∫
S
xi exp

(
−F(X)

η

)
dX∫

S
exp
(
−F(X)

η

)
dX
≈

∑Xxi exp
(
−F(X)

η

)
∑X exp

(
−F(X)

η

) = x̃i, (i = 1, . . . ,n) (1.2)

これにより，推定値である X̃は確率変数となる．つまり，同一アルゴリズムで同一の初

期値から最適化を行ったとしても，(1.2)右辺の演算に用いるサンプルが異なれば結果に

ばらつきが生じることを意味している．これに起因する誤差は，ガウス雑音とみなすこ

とができ，中心極限定理により，サンプル数 N を増加させてもその収束が O(1/
√

N)と

緩慢であることが分かる．また，この誤差を完全に排除するには，理論上，無限個のサ

ンプルが必要になるが，その要求が非現実的なものであることは明らかである．

３つ目の要因は，コンピュータを用いて実装する上での有効桁数の問題である．これ

は，η がある値より小さくなると，exp(−F(X)
η )が有効桁の範囲で 0となり，(1.2)におい

て適切な演算が行えなくなる問題のことである．そこで，実装上は，少なくとも１つ以

上のサンプルの重み exp(−F(X)
η )が有効な値を持つ範囲で ηを決定する必要がある．これ

により，興味の対象である目的分布が最大値をとる点と (1.1)で与えられる点が一致しな

いケースも想定される．

本研究における１つ目の研究課題の狙いは，上に列挙したような要因により発生する

サンプル型MPC，中でもMCMPCの最適化時に発生する誤差の影響を軽減する方法につ

いて検討し，その最適化の精度を向上することで制御性能を向上させることである．

Fig. 1.3: Schematic diagram of the optimization principle of probabilistic/statistical optimization methods
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1.2.1.2 収束性改善手法を検討する必要性

1.2.1.1では，確率・統計的最適化手法に基づくサンプル型MPCの中でも，特に，“近

似”型の最適化手法を用いるタイプのMPCについて考える時に，その最適化アルゴリズ

ム由来の誤差の影響について考慮する必要性とその誤差の要因について簡潔に記述した．

1.2.1.1で指摘した誤差は，確定論的最適化手法における収束条件判定に用いられる許容

誤差の範囲に収まる場合もあれば，システムを制御する上で好ましくない影響を与える

場合もある．例えば，この誤差が原因で，実際にシステムに投入する入力が小刻みに振

動するガウス雑音のようなな入力となる [27,29,36,47]ことが知られている．そのような

入力は，定常状態における整定性の悪化や入力として消費されるエネルギーの増加，ア

クチュエータの劣化を早めるなど，制御にとって好ましくない影響を与えることになる．

このような問題に対処するためにも，確率・統計的最適化手法に基づく最適化アルゴリ

ズム由来の誤差を軽減する収束性改善手法について検討する必要がある．

以下では，1.2.1.1で示した誤差を軽減する方法として，関連研究で採られている方法

について簡単に記述する．1.2.1.1で示した１つ目の要因に対する対策としてよく用いら

れるのは，重点サンプリング [27,48,49]やMCMCのように，サンプリングが容易な適当

な提案分布から抽出したサンプルが目的分布からのサンプルとみなせるように，サンプ

ルの重みや採択率を調整する方法である．しかしながら，これらの手法は，目的分布と

提案分布の形状が乖離している（２つの分布間の KL情報量 [50]が大きくなる）場合に

は十分な効果が期待できないという問題がある [43]．また，これとは別の方法で，1.2.1.1

で示した１つ目及び２つ目の双方の要因を解決し得る方法として，佐藤ら [51]のように

特殊な反復規則を用いて，目的分布と提案分布の乖離により生じる誤差（要因１）と標

本平均で近似していることにより生じる誤差（要因２）の双方を逐次的に減少させる方

法も提案されている．

本研究で着目しているMCMPCにおいても，“同一制御周期内反復”と呼ばれる反復規

則 [28,37]が用いられている．同一制御周期内反復は，提案分布に係る各種のパラメータ

のうちユーザーが自由に変更可能なパラメータを反復の都度，逐次的に更新することで，

近似精度を向上させようという考え方に基づく手法である．しかしながら，具体的にど

のパラメータをどのように更新すれば，近似誤差を軽減できるのかについては明らかに

されていないという問題がある．

関連研究では，上記のような反復規則を用いる方法以外の方法もいくつか検討されて
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いるので，簡単に紹介する．Homangaらの提案したMPCは，大域的な最適化に確率・統

計的最適化手法であるクロスエントロピー法を，局所的な最適化に決定論的最適化手法

である最急降下法を利用している [52]．同様のアプローチは，多点局所探索法 [53,54]と

も呼ばれ，解析的な勾配やヘシアンを計算するのは比較的容易なものの目的関数の多峰

性などにより，局所解に陥ってしまうようなケースにおいて有力な最適化手法として知

られている．実際に Homangaらの例でも，決定論的最適化手法のみを用いたMPCとの

性能比較でより優れた結果を残したと報告されている．しかしながら，この手法は，勾

配やヘシアンが解析的に計算できることが必須要件となる．この要件は，目的関数の一

部または全部がブラックボックス化された最適化問題への適用可能性というサンプル型

MPCの特長と相反するため，適用範囲がやや限定されるという問題がある．

他の取り組みとしては，実際にシステムに投入される入力が小刻みに振動する非常にノ

イジーな入力となるという問題にのみ焦点をあてた手法であるSavitzky-Golay filter [55]の

ようなフィルターを取り入れ，入力を平滑化する方法がよく用いられている [27,36,47,56]．

入力が振動的になるという問題に対してはある程度効果を発揮するが，そういった現象

を完全には排除出来ない．さらに，平滑化の前後で最適性を保証する枠組みがないなど

の問題がある．

以上を踏まえると，1.2.1.1で示した誤差が制御にとって好ましくない影響を与える問

題に対して，既にいくつかの先行研究が存在するものの，いずれのアプローチにおいて

も改善の余地が多大にあると言える．そこで本研究では，収束性改善手法が満たすべき

要件として，次に示すような要件を掲げた．

1) 実時間実装可能な範囲で十分な効果が期待できる．

2) 改善手法のアルゴリズムが，サンプル型MPCの特長に干渉しない．

3) 改善手法適用後の結果が，適用前の結果より評価値で劣ることがない．

1.2.1.3 研究課題１に対する本研究の取り組み

ここまで，1.2.1.1では，確率・統計的最適化手法において，最適化の際に発生するそ

のアルゴリズム由来の誤差の問題と具体的な要因について述べ，1.2.1.2では，そういっ

た誤差が実際に制御器として利用する際に及ぼす負の影響と関連研究での取り組みを紹

介した．
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ここまでの考察の内容を踏まえ，本小々節では，本研究における研究課題１に対する

具体的な取り組み方について記述する．本研究では，確率・統計的最適化手法のみを用

いる方法と，確率・統計的最適化と決定論的最適化手法双方の性質を持ち合わせた手法

を用いる方法の２つのアプローチに基づき，以下に示す３つの解決策を提案し，それぞ

れの有効性の検証を行なった．

• 幾何・双曲線型冷却法を用いた収束特性改善手法（3章）

• 分散共分散行列適応進化戦略を用いた収束特性改善手法（4章）

• サンプルベース・ニュートン型最適化法を用いた収束特性改善手法（5章）

上に示した３つのうち，3章及び 4章で示す内容が，確率・統計的最適化手法のみを用い

る方法に対応している．これについては，1.2.1.2で挙げた未解決課題の１つである，同一

制御周期内反復におけるMCMPCの提案分布に係るパラメータと誤差の関係について，2

章において，特に提案分布の形状情報に相当する分散が重要なファクターであることを

明らかにした上で，その結果に基づく分散の設計・更新要領を提案し，その有効性につ

いてまとめている．

確率・統計的最適化と決定論的最適化手法双方の性質を持ち合わせた手法については，

5章で示すサンプルベース・ニュートン型最適化法がそれに対応する．5章では，勾配や

ヘシアンを事前に解析的な形で明らかにしておく必要がない “勾配レス”な手法であると

いう点で確率・統計的最適化手法の性質を有しながら，同時に，決定論的最適化手法で

あるニュートン法の幾何学的解釈を利用しており，その最適化の精度については決定論

的最適化手法と同程度であることが期待できるサンプルベース・ニュートン型最適化法

を提案し，その有効性などについてまとめている．

1.2.2 研究課題２：適用可能性について

冒頭の 1.1節でも述べたとおり，確率・統計的最適化手法は最適化計算に目的関数に関

する勾配やヘシアンと呼ばれる事前情報を必要としないという特長がある．確率・統計

的最適化手法の大部分を占めるモンテカルロ最適化法についてまとめた Robertら [43]の

文献によると，この特長により，決定論的最適化が適用困難／不可とされるような以下

のような問題にも容易に適用できることこそが，確率・統計的最適化手法を用いる最大

の利点となり得るとされている．
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• 非線形性が強く，勾配やヘシアンが数値的に不安定になる．

• 目的関数の一部又は全部がブラックボックス化されている．

• 目的関数などに不連続・微分不可な関数が含まれる．

ここに挙げた以外にも，決定論的最適化に比べ，初期値依存性が低く，多峰性があるよう

な問題においても，局所解からの脱出が容易であることなどを特長に挙げる文献 [27,39]

も存在する．しかしながら，以上の性質は，あくまでも理想的な条件下における確率・統

計的最適化法の一般的な性質として知られているものである．

サンプル型MPCのアイデアが誕生して以来，多数の文献が，上述した確率・統計的最適化

手法の性質を積極的に利用した制御の実現可能性について言及している [20,27,36,39,51]．

一方で，前段落で述べた理想的な条件下とは，最適化に十分な時間を費やすことが可能

であるなどであり，“実時間性”が求められるMPCの問題設定に対しては，非現実的な条

件である．そのため，実際には，先ほど列挙したような決定論的最適化が適用困難／不

可とされる問題において，確率・統計的最適化手法の恩恵をどの程度享受可能であるか

などについては，目的関数の一部または全部がブラックボックス化された問題への適用

とその結果についてまとめた文献 [57,58]が存在するほかは，そのほとんどが明らかにさ

れていない．例えば，目的関数に微分不可能となる点が含まれる例題や，強い非線形性

などでヘシアンが悪条件となり決定論的なニュートン型最適化法がうまく機能しないと

いった例題にサンプル型MPCを適用したという例は，筆者らが文献を調査した限りでは

確認できていない．

そこで，本研究では，これらの性質を持つ問題にMCMPCを適用し，その効果を検証

することで，これまで従来の勾配型MPCでは適用困難／不可とされていた問題に対して

どの程度まで適用可能かについて考察する．本研究課題の意義は下記に示す通りである．

例えば，前者の微分不可能な点が存在する目的関数を持つシステムへの適用可能性が明

らかになれば，二足歩行ロボットが外界と衝突した場合，ドローンが壁面等に衝突した

場合，倒立振子型移動体が段差に衝突した場合など，不連続現象を含む非線形システム

においてブレイクスルーとなることが予想される．また，強い非線形性については，不

連続性の他に，厳しい制約条件が課されていることに起因するものが想定される．これ

についても，近年，さまざまな分野において，システムの非線形性や各種の制約を考慮

した上で性能限界を追求したいという需要が高まりつつあることから，こういった要求

に対するブレイクスルーとなることが予想される．
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1.3. 本論文の構成

本論文は全７章から構成される． 1章では，研究背景，研究目的，研究課題及び論文の

構成について述べた．2章では，モデル予測制御全般の説明，MCMPCのアルゴリズム，

MCMPCにおける同一制御周期内反復と呼ばれる反復規則とその収束解析の結果などに

ついて記述する．収束解析では，最適解が解析的な形で与えられる離散時間線形システ

ムに対する制約なし最適制御問題を考え，同一制御周期内反復の適用により，MCMPC

の推定値の期待値が真の最適解に収束することを明らかにする．さらに，その際の結果

から，ユーザーパラメータの１つである提案分布の分散と収束特性の関係を明らかにし，

当該パラメータが収束特性を特徴づける重要なパラメータであることを明らかにする．

3章及び 4章では，2章で明らかした提案分布の分散と収束特性の関係を利用し，同一

制御周期内反復の過程で，提案分布の分散共分散行列を更新する手法について検討し，収

束特性改善やサンプル生成の高効率化についても評価を行う．3章では，最もサンプル

生成が容易な分散共分散行列が対角行列，かつ，すべての要素が同じ値である場合の更

新則を考えた．また，その仮定のもとで，双曲線型冷却法と呼ばれる手法が，推定値と

真の最適値の誤差，推定値のばらつきの双方を 0に収束させることができる手法である

ことを明らかにする．4章では，効率的にサンプルを生成する方法として，対角項のみ

でなく非対角項についても考慮できる分散共分散行列適応進化戦略（Covariance Matrix

adaptation-Evolutional strategy; CMA-ES）を組み入れた方法について検討を行っている．

5章では，最適化時に，決定論的最適化手法であるニュートン法の幾何学的解釈に基づ

き，ランダムサンプリングと２次曲面回帰により，勾配情報，具体的には，勾配ベクト

ルとヘッセ行列を近似するサンプルベース・ニュートン型最適化法について記述してい

る．ここでは，勾配型MPCでは対処困難な問題におけるMCMPC及びサンプルベース・

ニュートン型最適化法を用いたMPCの有効性についても検証している．

以上の 2章から 5章は主に，性能向上に資する本研究の取り組みとその成果に対応し

ている．

6章は，MCMPCの適用可能性について，勾配型MPCが適用不可な問題の１つと考え

られる，不連続現象を考慮した最適制御問題への適用とその結果についてまとめている．

7章は，本研究の成果と今後の課題についてまとめている．

13



第2章 モンテカルロモデル予測制御の収束
性解析

2.1. はじめに

実時間非線形最適制御手法に基づくMPCにおいて，その最適化の精度は，制御性能

そのものに影響を与える重要な要素である．他方，本研究で着目している MCMPCな

どの確率・統計的最適化手法に基づくサンプル型MPCの最適化の精度が，従来の勾配

型 MPCに比べ劣るという問題があることについては，既に 1.2.1.1や 1.2.1.2で述べた

とおりである．この問題については，これまでに多くの先行研究で改善策が検討されて

いる [27,36,37,51,52,56]．文献 [27]ではは，重点サンプリングを用いた改善手法が提案

されているが，目的分布と提案分布の形状が乖離している場合には十分な効果が期待で

きないといった問題がある．文献 [36,56]では，最適化の精度が与える影響のうち，実

際にシステムに投入する入力が小刻みに振動するガウス雑音のようになる点に着目し，

Savitzky-Golay filterのようなフィルターにより入力を平滑化することで改善を試みる方

法が提案されている．ただし，この方法には，平滑化後の入力が，平滑化前の入力より最

適化という観点で優れていることを保証できないという問題がある．また，[52]や [51]

では，前者であれば直接的に，後者の場合も間接的に，制御評価関数についての微分情報

が必要になるという点で，サンプル型MPCの重要な特長と相反するという問題がある．

以上のような特性をふまえ，本章では，[37]で採用されている “同一制御周期内反復”と

呼ばれる特殊な反復規則に基づく改善策にフォーカスを当てる．

同一制御周期内反復 [28,37]のアイデアは，MCMPCのアルゴリズムにおいて，サンプ

ル生成に使用する提案分布の平均値や分散などのパラメータを反復の都度更新すること

で，目的分布と提案分布の形状の乖離により生じる誤差を減少させ，近似精度を向上さ

せようとするものである．しかしながら，これらの研究 [28,37]では，具体的にどのパラ

メータをどのような要領で設計・更新すれば近似精度が向上するかについてまでは言及

されていない．この同一制御周期内反復について，その収束解析を行い，提案分布のパ

ラメータと収束特性の関係を明らかに出来れば，収束特性ひいてはMCMPCの制御性能
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を向上する最適化アルゴリズムが構築できる可能性がある．

そこで，本章では，目的分布が解析的な形で表現可能な離散時間線形システムに対す

る最適制御問題において，同一制御周期内反復の反復規則１回あたりの推定値と最適解

との誤差の関係を解析的な形で明らかにする．さらに，その結果からMCMPCの収束特

性を決める重要な要素である提案分布のパラメータのうち，どのパラメータが近似精度

の向上に最も寄与するかについても考察する．

本章の構成は，以下に示す通りである．MCMPCの収束性解析に先立ち，2.2節では，

MPCの概要及び一般的なMPCの問題設定（最適制御問題）の定式化について述べる．次

いで，2.3節では，2.2節で定式化した最適制御問題に対するMCMPCの最適化手順，制御

量や操作量に係る制約の処理要領などについて記述する．本章の主要な結果である，離

散時間線形システムに対する最適制御問題における同一制御周期内反復適用時の収束性

解析の結果については，2.4節に示す．また，収束性解析の結果についての数値例を交え

た考察は，2.5節にまとめる．最後に，2.6節にて，本章の内容を総括するとともに，収

束性解析の結果から得られる収束特性改善手法についても考察する．

2.2. モデル予測制御

まず，本節では，MPCの概要及び一般的なMPCの問題設定について述べる．

MPCは，制御対象の数理モデルなどを用いて，予測ホライズンと呼ばれる一定時間未

来までの時刻区間における制御量の将来挙動を予測し，制御目的を定量的に表した制御

評価関数が最小となるように，（１）予測ホライズン分の操作量（入力）を，最適化によ

り決定する．（２）制御時刻が進むたびに，予測ホライズンを後退させて，最適化し直す．

という２つの考え方に基づく制御手法である [59]．（１）で解く最適化問題は，最適制御

問題とよばれ，現時点から一定時間未来までの時間区間（予測ホライズン）を定め，目

標状態からの誤差や入力の大きさ，入力や制御量にかかる制約を考慮してユーザが設計

する．また，（２）に示した方策は receding horizon policyと呼ばれ，制御時刻の進行にあ

わせ，ホライズンを後退させながら有限時間の最適制御問題を解き直し，得られた入力

のうち初期時刻のものを印加し続けることを意味している [9]．

以下では，一般的なMPCの問題設定について記述する．制御対象として，以下に示す

ようなオイラー近似された離散時間非線形システムを考える．

xk+1 = xk + f (xk,uk)∆t. (2.1)
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ここで，kは現在の制御時刻，∆tは制御対象のサンプリング周期，f (xk,uk)は制御対象の

状態遷移を表す非線形関数である．また，xk ∈ Rn及び uk ∈ Rmは，それぞれ状態及び入

力を表すベクトルである．次に最適制御問題として，現在時刻 {k|0}から有限時間 T だ

け未来までの予測ホライズン [{k|0},{k|T}]における制御評価関数 J（以下，評価関数と

いう．）を最小化する，次式のような非線形制約付きの最適化問題を考える．

minimize
uk

J = φ(x{k|T})+
T−1

∑
τ=0

S(x{k|τ},u{k|τ},τ)

subject to x{k|0} = xk

x{k|τ+1} = x{k|τ}+ f (x{k|τ},u{k|τ})∆t

H(x{k|τ},u{k|τ}) = 0

G(x{k|τ},u{k|τ})≥ 0

(2.2)

ここで，終端コスト φ(x{k|T})及びステージコスト S(x{k|τ},u{k|τ},τ)は制御目的に合わせ

ユーザが設計するスカラー値関数である．また，制約条件として，初期値条件，状態方

程式，入力や状態などに関する等式制約H(x{k|τ},u{k|τ})および不等式制約G(x{k|τ},u{k|τ})

が課されている．上記の最適制御問題を何らかの方法で解いて最適制御入力

u∗k = argmin
uk

J, (2.3)

を求め，そのうちの最初の時刻のものである u∗{k|0}を実際の制御入力として制御対象に投

入する．以上の手順を制御時刻が進むごとに予測ホライズンをずらしながら繰り返して

いくのがMPCの一般的な問題設定である．

2.3. モンテカルロモデル予測制御

MCMPCは，以下に示す３つの主要なステップで構成されている．

手順１ 入力列の生成

手順２ 並列シミュレーション

手順３ 推定値の計算

手順１～３は，サンプル型MPCの標準的な構成であり，多くのサンプル型MPC（例え

ば，[21,22,27,36,60]．）で採用されている．Fig. 2.2は，手順１～３を簡略化し図示したも

のである．Fig. 2.2に示す通り，手順１～３のほとんどの部分は，並列演算可能であり，
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Fig. 2.1: Concept of model predictive control
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Fig. 2.2: Flowchart of the algorithm for Monte Carlo model predictive control.

GPUなどの並列演算デバイスを用いることで計算時間を大幅に短縮することができる．

これにより，例えば，ラリーカー（サンプリング周期：60 Hz） [21,27,36]やクアッドコ

プター [22,23]（サンプリング周期：20 Hz）のようなサンプリング周期が短い制御対象に

も実時間で適用することができるとされている．以降では，文献 [28,37,46,61]に沿って，

各ステップの概要とアルゴリズムについて説明する．

2.3.1 入力列の生成

MCMPCにおける入力列の生成には，次のような平均ベクトル ūkと分散共分散行列 Σk

をもつ多変量正規分布からランダムサンプリングを用いるのが一般的である [23,28,37,46,

61,62]．

ûl
k ∼N(ūk,Σk) (2.4)

ここで，lは，全 L個のサンプル中，l番目のサンプルであることを示す添字である．ま

た，平均ベクトル ūkには，直前の制御時刻 k−1における推定値ベクトル ũkを，予測ホ

ライズンを 1ステップ分だけ後退させた

ūk← [ũ{k−1|1},· · ·, ũ{k−1|T−1}, ũ{k−1|T−1}] (2.5)
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を用いる．このとき，T 番目の予測ステップにおける推定値が空になるので，ũ{k−1|T−1}

をコピーし，使用している．制御開始直後など，推定値 ũk についての情報がない時は，

ūk =[0,· · ·,0]とするのが一般的である．分散共分散行列 Σk については，σ2
k を対角成分

にもつ対角行列を用いる方法 [23,28,37,46,61,62]の他に，分散共分散行列適応進化戦略

(Covariance matrix adaptation evolution strategy; CMA-ES) [63,64]を用いて制御時刻ごと

に更新していく方法 [65]などが提案されている．

2.3.2 並列シミュレーション

並列シミュレーションでは，(2.4)に従いサンプリングした入力列を用いて，システム

のモデルである状態方程式 (2.1)などを用いて，システムの将来挙動を予測する．予測シ

ミュレーションは，(2.4)で生成した L個の入力列ごとに独立して実行することができる．

そのため，GPUなどの並列演算デバイスを用いることで，入力列ごとに少しづつ異なる多

数のシナリオを並行して予測することができ，計算時間を大幅に短縮することができる．

次に，予測ステップ 0∼ T までの予測シミュレーションの結果を用いて，各入力列に

対応する評価値をユーザが設計した評価関数 Jを用いて計算し，入力列ごとの重み（経

路コストなどとも呼ばれる [27]．）を計算する．

2.3.3 推定値の計算

MCMPCでは，次に示すような重み付き期待値を計算し，推定値を導出する．

ũ{k|τ} =

∑
l∈L̂

ûl
{k|τ} exp

(
−Jl

η

)
∑
l∈L̂

exp
(
−Jl

η

) . (2.6)

ここで，η > 0であり，L̂は，(1.2)に対応する (2.6)式に示す重み付き平均の計算に使用

するサンプルのサイズを表している．MCMPCは，(2.6)の計算を行う際に用いるサンプ

ルのサイズの違いによって３つのパターンに分類 [46]できる．以下はその３つのパター

ンの分類と特徴を示している．

Normal type MCMPC

定義

(2.6)の計算に使用するサンプルのサイズを L̂ = Lとする方法
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特徴

評価関数が多峰性である場合などに最適化の性能が低下する．

Elite sample MCMPC

定義

全 L個のサンプルを評価値 Jの昇順にソートし，そのうち上位 L̂(≤ L)個まで

を使用して (2.6)の演算を行う方法

特徴

Normal type MCMPCより最適化性能（とくに，収束速度）が良い．TOP 1

sample MCMPCよりスムーズな入力をシステムに印加できる．もっともよく

用いられている方法である [23,27,28,46,62]．

TOP 1 sample

定義

全 Lサンプル中，もっとも良い評価値を持つサンプルを推定値とする方法

特徴

評価関数に複数の峰がある場合，評価関数に微分不可又は不連続となる点が存

在する場合などに有効な方法である．システムに印加する入力がノンスムー

ズな入力になる．

また，式 (2.6)で使用する，評価値 Jを用いた exp(·)型の重みを用いた最適化については，

理想的なサンプル生成が出来るという仮定のもとで，η → 0としたときの収束性が示さ

れている [45]．

推定値 (2.6)の計算まで終わると，推定最適制御入力列

ũk = [ũ{k−1|0},· · ·, ũ{k−1|T−1}, ũ{k−1|T}] (2.7)

のうち，ũ{k−1|0}を実際にシステムに加え，残りの入力列は，(2.5)に示すように，次制御

時刻の入力列生成に使用する正規分布の平均値としてコピー・保存する．

以上が，MCMPCのある制御時刻 kにおける同一制御周期内反復を行わない場合の主

要な３つの手順となる．同一制御周期内反復では，手順１における平均値として (2.7)を

そのまま利用し，手順１～手順３を所定の回数反復する．
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手順１～手順３において，制御対象 (2.1)や評価関数 (2.2)に対する微分や偏微分といっ

た操作は不要である．そのため，状態に依存して生起するタイミングが異なる衝突など

の自然発生型のジャンプ現象 [66]を含むような最適制御問題にも容易に適用することが

できる．

2.3.4 各種制約の処理要領

ここでは，MCMPCにおける一般的な各種の制約の処理要領について記述する．入力

の上下限に関する制約については，(2.4)でランダムサンプリングした入力列に対して，

次に示すような飽和処理を施す．

û{k|τ} =


umax (û{k|τ} ≥ umax)

û{k|τ} (umin ≤ û{k|τ} ≤ umax)

umin (û{k|τ} < umin)

(2.8)

上記のような簡単な処理で，その後の並列シミュレーション，推定値の計算の際に，少

なくとも箱型制約で与えられる入力制約を満足する入力列のみを利用することができる．

また，簡単な類推から，上記の処理によって (2.6)に示す推定値も，箱型制約で与えられ

る入力制約を違反しないことが確認できる．

その他の状態制約など，不等式制約として与えられる制約については，評価関数を計算

する際に，次に示すような許容領域 Sの境界付近で無限大に発散する非負のバリア関数

B(x{k|τ}) =

≥ 0 (x{k|τ} ∈ S)
→ ∞ (x{k|τ} /∈ S)

(2.9)

をステージコスト S(x{k|τ},u{k|τ},τ)に加えた

ŜC(x{k|τ},u{k|τ},τ) = S(x{k|τ},u{k|τ},τ)+
1
r

B(x{k|τ}) (2.10)

を新たなステージコストとして使用する．これにより，全 L個のサンプル中から L̂個の

サンプルを選り抜きする過程でこれらの制約に違反するサンプルが淘汰されやすくなる．

以上のような単純な実装ではあるものの，耐制約性能の比較においては，サンプル型

MPCが勾配型MPCより優れたパフォーマンスを発揮したという報告もある [27,29]．

2.4. MCMPCの線形系における収束性解析

本節では，MCMPCを一般的な離散時間線形システムに適用した際の収束性に関する解

析結果を示す．次いで，その内容を応用して，収束性とMCMPC固有の各種のユーザー

パラメータとの関係について考察する．
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2.4.1 線形システムに対する有限時間最適制御問題

ここでは，最適解が解析的に与えられる最適制御問題である，離散時間線形システム

に対する 2次形式の評価関数を最小化する LQ制御問題 (Linear quadratic control problem)

について考える．制御対象は，n次元 m入力離散時間線形システム

x{k|i+1} = Ax{k|i}+Bu{k|i} (2.11)

とし，次の状態・入力について 2次形式となる評価関数

J(x{k|i},u{k|i},k) =
1
2

xT
{k|Td}Q f x{k|Td}+

1
2

Td−1

∑
τ=0

(
xT
{k|τ}Qx{k|τ}+uT

{k|τ}Ru{k|τ}
)

(2.12)

を最小化する最適制御入力 u∗kを決定する問題を考える．ここで，Q f 及びQはともに n×n

準正定対称行列，Rは m×m正定行列とする．予測ホライズン分の状態・入力ベクトル

をまとめて

X =
[
xT
{k|0}, · · · ,x

T
{k|Td}

]T
(2.13)

U =
[
uT
{k|0}, · · · ,u

T
{k|Td−1}

]T
(2.14)

というベクトルを定義すると，評価関数 (2.12)は

J(X ,U,k) =
1
2

XTQ̄X +
1
2

UTR̄U (2.15)

Q̄ := block-diag [Q, · · · ,Q,Q f ] ∈ Rn(Td+1)×n(Td+1) (2.16)

R̄ := block-diag [R, · · · ,R] ∈ RmTd×mTd (2.17)

と表すことができる．また，状態方程式 (2.11)から

X = Āx{k|0}+ B̄U (2.18)

Ā :=


E
A
...

ATd

 ∈ Rn(Td+1)×n (2.19)

B̄ :=



0 · · · 0

B 0 · · ·
...

AB B
. . .

...
. . .

...
ATd−2B ATd−3B · · · B 0
ATd−1B ATd−2B · · · AB B


∈ Rn(Td+1)×mTd (2.20)
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と表すことができる．ここで，E は n× n単位行列である．さらに，(2.18)の X はU に

よって陽に表されているので消去することができ

J(U) =
1
2

xT
{k|0}Âx{k|0}+ xT

{k|0}B̂U +
1
2

UTQ̂U (2.21)

Â := ĀTQ̄Ā (2.22)

B̂ := ĀTQ̄B̄ (2.23)

Q̂ := B̄TQ̄B̄+ R̄ (2.24)

というU に関する２次の評価関数を最小化する問題に帰着することができる．ここで，

仮定より Qと Q f がともに準正定であるので Q̄も準正定となること，Rが正定であるの

で R̄も正定となることより，(2.24)式の Q̂は正定となる．このとき，(2.21)は凸関数であ

り，(2.3)を満足する u∗を次式のように一意に決定することができる．

u∗ =−Q̂−1B̂Tx{k|0} (2.25)

以上の結果は，離散時間線形システムに対する LQ制御問題 (2.12)における一般論であ

る [9,46]．

2.4.2 主結果:同一制御周期内反復による制御則の収束

本項では，前項で述べた LQ制御問題 (2.12)にMCMPC(Normal type)を適用した際の

収束性解析の結果を示す．

はじめに，以下の仮定をおく．

仮定 1. 多変量正規分布 (2.4)の分散共分散行列を

　Σ = block-diag
[
ς{·|0}, · · · ,ς{·|Td−1}

]
∈ RmTd×mTd (2.26)

のように定める．ここで，

ς{·|·} := diag
[
σ2, · · · ,σ2] ∈ Rm×m (2.27)

である．

MCMPCの手順３（推定値の計算）で使用する，(2.4)に従いサンプリングされた ûβ ご

との重みを表す関数 w(ûβ )は，前項で示した結果 (2.21)及び (2.25)を用いて，

w(ûβ ) = exp

(
−J(ûβ )

η

)
(2.28)
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= exp
(
− 1

2η
(û)TQ̂û− 1

η
xT
{k|0}B̂û− 1

2η
xT
{k|0}Âx{k|0}

)
(2.29)

= exp
(
− 1

2η
(û−u∗)TQ̂(û−u∗)+ const.

)
(2.30)

とすることができる．ここで，ûは，(2.14)の定義に従って，(2.4)でランダムサンプリン

グした入力列を整列したベクトルである．また，(2.29)および (2.30)では，煩雑化を避け

るために，サンプルの番号を示す上添字 β を省略していることに注意されたい．

次に，ûβ の密度関数について考える．(2.4)に従い多変量正規分布からランダムサンプ

リングされた ûβ は，連続型の確率変数とみなすことができ，その密度関数は，

p(ûβ ) =
1√

(2π)mTd |Σ|
exp
(
−1

2
(ûβ − ū)TΣ−1(ûβ − ū)

)
(2.31)

である．このとき，(2.6)左辺の ũも確率変数となるから，その期待値は (2.28)と (2.31)

を用いて

E(ũ) :=
∫

w(û)p(û)dû (2.32)

= (σ2Q̂+ηEu)
−1(σ2Q̂u∗+η ū) (2.33)

とできる（詳細な導出仮定は付録 Aに示す．）．ここで，E(·)は期待値を意味しており，

Euは，mTd ×mTd 単位行列とする．(2.32)から (2.33)の導出には，確率変数の関数の期

待値の定義 [67]を用いた．さらに，(2.32)から (2.33)を導出する過程において，MCMPC

の推定入力列 ũの標本分散を

ΣS =
ησ 2

L
(σ2Q̂+ηEu)

−1 (2.34)

のように解析的に導出することができる (詳細な計算は，付録 Aに示す通りである．)．

次に同一制御時刻内に，ū(d+1)← ũ(d)の要領で (2.4)の多変量正規分布の平均値を更新

しながら，手順１から手順３を反復実行する処理（同一制御周期内反復）について考え

る．ここで (d)は反復処理の回数を表している．このとき，式 (2.33)から

ū(d+1) =
(
σ2Q̂+ηEu

)−1 (σ2Q̂u∗+η ū(d)
)

(2.35)

となり，最適制御入力列 u∗と d回目の推定結果 ũ(d)の間の誤差べクトルを

e(d) := ũ(d)−u∗ (2.36)

と定義すると，誤差ベクトルについて次の漸化式 (2.37)で示す関係が成立する．

e(d+1) =

(
σ2

η
+Eu

)−1

e(d) (2.37)

以上の考察から，以下に示す重要な結果を得ることができる．
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定理 2. LQ制御問題 (2.12)にMCMPCを適用した際の d回目の同一制御周期内反復にお

ける推定結果 ū(d)の “期待値”は，d→ ∞としたとき，LQ制御問題 (2.12)の唯一の最適

解 u∗に収束する．

Proof. 誤差ベクトル ed が d→ ∞で 0に漸近収束するための必要十分条件は，行列

Ω :=
(

σ2

η
+Eu

)−1

(2.38)

の全ての固有値の絶対値が 1未満となることである．

任意の実正定値行列MA，MBについて，ある行列 Zの i番目の固有値を λi(Z)と記述す

ることにすると，

∀i ∈ R : λi(MA +MB)> λi(MA) (2.39)

となる (証明は省略)ことを利用すると，仮定より Q̂は実正定対称行列であるから

λi

(
σ2

η
+Eu

)
> λi(Eu) = 1 (2.40)

となる．ここで，正則行列の逆行列の固有値がもとの行列の固有値の逆数となる定理から

λi(Ω)< λi(E−1
u ) = 1 (2.41)

となる．以上の結果から行列Ωの全ての固有値の絶対値が 1未満となる．このとき，

lim
d→∞

e(d) = 0 (2.42)

となり，誤差ベクトル e(d)の定義から

lim
d→∞

(
ū(d)−u∗

)
= 0 (2.43)

となる．(2.43)は，ū(d)が d→ ∞としたとき，u∗に収束することを示している．

さらに，ここまでの考察から以下に示すMCMPCの収束性に関する２つの重要な系が

得られる．

系 1. 重み付き確率の計算に使用するサンプル数 Bと (2.6)の推定値 ũの標本分散 (2.34)

との間に

lim
L→∞

ΣS = 0 (2.44)

の関係が成立する．また，簡単な類推からサンプル数 Lを大きくすれば，O( 1√
L
)で標本

分散を小さくできることが分かる．
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系 2. 推定値 ũの標本分散 (2.34)と誤差ベクトル e(0)に対する漸化式 (2.37)における係数

行列Ωの固有値について，提案分布の分散 σ の大小関係から以下の関係式が導かれる．

σ が大きいとき：

∀i : lim
σ→∞

λi(Ω) = 0 ⇐⇒ ũ(0) = u∗ (2.45)

lim
σ→∞

ΣS =
λ Q̂−1

L
(2.46)

σ が小さいとき：

∀i : lim
σ→0

λi(Ω) = 1 ⇐⇒ lim
d→∞

ũ(d) = ū(0) (2.47)

lim
σ→0

ΣS = 0 (2.48)

系 2の (2.45)～(2.48)は，収束速度と推定精度の間のトレードオフ関係を示している．

つまり，収束速度を早くするには σ を大きく設定する必要があるが，大きく設定し過ぎ

ると推定値 ũの標本分散は一定値となり推定精度はあまり良くならない．反対に σ を小

さく設定すれば，収束速度は遅くなるが，推定精度は高くなる，ということを意味して

いる．次の節では，この内容について簡単な数値例を示す．

2.5. 数値例

ここでは，2.4.2項系 2で示した内容を確認する数値例を示し，収束速度と推定精度の

トレードオフ関係について考察する．検証については，Problem 1に示す離散時間線形

システムのレギュレート問題で行った．

Problem 1. 離散時間線形システム

本問題における離散時間線形システムの状態方程式は，

xk+1 = Axk +Buk (2.49)

A =


1.0 0.0 0.01 0.0
0.0 1.0 0.0 0.01
0.0 −0.017 0.881 0.0
0.0 0.430 0.448 1.0

 (2.50)

B =


0.0
0.0

0.094
−0.354

 (2.51)
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である．ここで xk ∈R2，uk ∈R1である．評価関数は，(2.12)と同じ状態・入力について

２次形式の形で記述されるものを採用する．また，予測ステップ数 Td = 30，状態・入力

に関する重み行列を

Q =


1.75 0.0 0.0 0.0
0.0 1.75 0.0 0.0
0.0 0.0 0.04 0.0
0.0 0.0 0.0 0.05

 (2.52)

R = 1, (2.53)

システムの初期状態を x0 = [2.5,0.25,0.5,3.0]Tとした．

Fig. 2.3は，Problem 1に示した最適制御問題にMCMPCを適用した際の結果である．

横軸は，同一制御周期内反復の反復回数，縦軸は，各反復における推定誤差 e(d){0|0} = ũ(d){0|0}−

u∗{0|0}である．それぞれのグラフにおける赤色の実線は，全５０回の試行における予測区

間上の初期時刻における予測入力と最適値との誤差 e(d){0|0} = ũ(d){0|0}−u∗{0|0}の平均値，オレ

ンジの領域は，大きさ 3σ に相当する標準偏差，黒色の破線は全５０回の試行中のある試

行の結果をプロットしたものである．Problem 1に対する最適制御入力 u∗は，(2.25)を

用いて解析的に導出することができ，u∗{0|0} = 2.196となる．

Fig. 2.3を見て明らかなように，対角行列である提案分布の分散共分散行列 Σの各要

素の値（実質的には，(2.26)及び (2.27)の仮定より σ の値に相当する．）が大きくなるほ

ど，誤差 e0の平均値が 0近傍に収束するまでに要する同一制御周期内反復の回数が少な

くなっていることが分かる．一方で σ の値が大きいほど，推定結果のばらつきを示すオ

レンジの領域（標準偏差）が大きくなり，黒色破線で確認できるように収束後に 0近傍で

大きく振動している様子が確認できる．逆に，σ を小さく設定した場合 Fig. 2.3(b)の結

果では，Fig. 2.3(d)の結果と比べ，誤差が 0となるまでの反復回数は２倍近くになるが，

推定値のばらつきは非常に小さく抑えることができている．

以上の結果より，2.4.2項系 2で示したとおり，MCMPC固有のユーザパラメータであ

る σ の与え方により，推定値の精度と収束までに要する反復回数の間トレードオフの関

係があることが明らかになった．

2.6. 2章のまとめ

2章では，準備として，冒頭 2.2～2.3節にかけて，一般的なMPCの問題設定である最

適制御問題の定式化を行い，MCMPCのアルゴリズムにより最適制御問題を解く実際の
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(d) Σ = 4.0Eu

Fig. 2.3: Effect of σ on estimation error e(0) = ũ0−u∗0 in the numerical simulation on Problem 1.

手順について簡潔に記述した．

その上で，2.4節では，本章の主要な結果である，離散時間線形システムに対する有限

時間最適制御問題を対象とした際の，同一制御周期内反復の反復規則１回あたりの推定値

と最適解との誤差の関係を解析的な形で明らかにした収束性解析の結果を示した．以下

では，収束性解析の結果に基づくMCMPCの収束特性とその改善手法を検討する上で留

意すべき内容について示す．2.4節の収束性解析のうち，MCMPCの収束特性について理

解する上で，とくに重要な要素となる内容は，系 1及び系 2にまとめた内容である．系 1

は，(2.6)で示した exp(·)で重み付けされた分布の標本平均の形で与えられるMCMPCの

推定値が確率変数となることに起因する誤差（推定値のばらつき；標本分散）を，(2.6)

の計算に使用するサンプルのサイズで抑える方法を採用した際の効果を示したものであ

る．許容できる誤差の大きさ，(2.34)右辺に示す標本分散が予め与えられれば，サンプル

数が見積もれる反面，その効果はサンプル数 Lの増加に対してO(1/
√

L)と非常に緩慢で

あることが分かる．さらに，このとき考慮している誤差は，推定値のばらつきに起因す

るものだけであり，サンプル数を増やしたところで，(2.37)の漸化式に示す推定値と最適

値の誤差の収束速度には全く影響がないことに注意が必要である．
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一方，系 2は，推定値のばらつきに起因する誤差，(2.37)の漸化式で示す誤差の双方

についての関係を述べたものになっている．系 2の主張は，対角行列で与えられる分散

共分散行列をもつ提案分布を考えた時に，対角要素に相当する σ を大きくすれば，(2.37)

の漸化式で示す誤差の収束速度が速くなる一方，推定精度に相当する推定値のばらつき

が大きくなることを意味している．これを数値例として示したのが，2.5節に示す結果で

ある．

最後に，本章の結果を踏まえた収束特性改善手法について考察する．系 1及び系 2の

結果を援用すると，サンプルサイズをいたずらに増やすのは，収束速度にほとんど影響

しないのみでなく，１反復あたりの計算時間の増加にも繋がるので，反復により推定精

度を向上させるというアイデアには適さないと考えられる．他方，提案分布の分散共分

散行列は，収束速度と推定精度の双方に影響のあるパラメータであり，対角行列を用い

る限り，その大小により計算時間が増加することはないので，反復に基づく戦略をとる

のであれば，この分散共分散行列を適切に設計・更新するのが最も効果的な改善手法に

なり得ると考えられる．そこで，以降の章では，系 2で示したトレードオフ関係を活用

したMCMPCの収束特性改善手法を示し，その有効性を確認する．
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第3章 各種冷却法を用いたモンテカルロモ
デル予測制御の収束特性改善

3.1. はじめに

第 2章では，最適解が解析的な形で与えられる離散時間線形システムに対する有限時

間最適制御問題において，特殊な反復規則を用いることで，MCMPCの推定値の期待値

が真の最適解に一致することを示した．さらに，MCMPCのパラメータのうち，提案分

布 (2.4)の分散共分散行列が収束速度や推定精度を決める重要なパラメータであることを

明らかにした（系 2）．系 2は，∞回目の反復において，推定値 ũ(d)を u∗に完全に一致さ

せるためには，分散 σ を適切にコントロールする必要があることを意味している．

上述した内容は，1.2.1.1で示した Pincusの定理と深い関わりがある．提案分布の分散

を σ → 0とすると，提案分布は，その平均値におけるデルタ関数 δ (û− ū)となる．つま

り，間接的にではあるものの，Pincusの定理において，η → 0とするのと同じ効果が期

待できるのである．一方，収束速度との両立を考えると，初期の σ を少し大きめに設定

し，徐々に絞り込んで行くというのが現実的かつ効果的な手法になると予想できる．SA

は，ここで述べた方法と同様のアイデアで，解の更新，すなわち反復の度に温度と呼ば

れるパラメータを更新しながら最適化を行う “探索”ベースの確率・統計的最適化手法で

ある．SAにおける温度と呼ばれるパラメータは，exp(·)で与えられる重みに含まれる η

に対応しているが，ηを “冷却”して η→ 0とするのと，提案分布の分散 σ を絞り込む操

作に同じ効果が期待できるのは既に述べた通りである．そこで，SAにおける温度冷却法

に着想を得た方法で，分散 σ を更新する手法を提案し，その有効性を検証する．

本章の構成は次に示す通りである．3.2節及び 3.3節にて，MCMPCの収束特性を改善

するために新たに導入する冷却法の概要について説明する．特に，3.3節では，双曲線型

冷却法が，2.4節で考えた問題設定においては，∞回反復時の推定値のばらつきと推定値

と最適解との誤差の双方を 0にすることができる手法であることを解析的な形で示す．つ

いで，3.5節では，3.2節及び 3.3節で提案した各冷却法による収束特性改善手法の有効性

ついて，離散時間線形システム，MPCの性能評価によく用いられる非線形システムであ
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る台車型倒立振子の振り上げ安定化制御の２つの例題への適用結果を示し，検証・考察

する．また，ここまでの内容をまとめ，提案分布に分散共分散行列が対角行列となる多

変量正規分布を用いる場合のパラメータ設計・更新の指針を 3.6節に示す．最後に，3.7

節に本章のまとめを記述する．

3.2. 幾何冷却法

幾何冷却法を用いた分散更新則を以下に示す．

σ(d) = γ(d)σ(0). (3.1)

ここで，σ(0)は，同一制御周期内反復を行う際の分散 σ の初期値であり，γは，冷却スケ

ジュールと呼ばれる定数パラメータである．SAの分野では，正規分布を提案分布として

用いた場合に対数型アニーリングと呼ばれる，

σ(d) =
σ(0)

log(d +2)
, (3.2)

のような分散更新則を用いることで，推定解が最適化に到達できることが理論的に保証さ

れている [68,69]．一方で，対数型アニーリング (3.1)では，初期温度から最終温度にもっ

ていくには非常に膨大な反復回数が必要になるため，現実の応用には適さないとされてい

る．そこで，SAでは折衷案として，最適解への収束は犠牲にして，(3.1)で γ ∈ [0.8,1.0)

に設定した更新則が一般的に使用されている [68]．本論文でも，上記の考え方に基づき，

(3.1)で示す更新則を導入する．

冷却系数 γ は，文献 [46]などによると，実時間のうちに実行可能な反復回数Dと提案

分布の分散の初期値 σ(0)及び同一制御周期内反復D回実行時における所望の分散の大き

さ σ(D)をもとに，

γ = exp
(

1
D

log
(σ(D)

σ(0)

))
(3.3)

とするのが良いとされている．

3.3. 双曲線型冷却法

以下に示すのが，双曲線型冷却法と呼ばれる分散更新則である．

σ(d) =
σ(0)√
d +1

(3.4)
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ここで，2.4.1項で定義した最適制御問題に対し (3.4)で示す更新則を導入したMCMPC

を適用した場合に得られる重要な定理を以下に示す．

定理 3. 離散時間線形システムに対する有限時間最適制御問題 (2.4.1節)に対して，同一

制御周期内反復時に (3.4)に示す分散更新則を導入したMCMPCを適用した際の誤差ベク

トル e(d)及び標本分散 ΣSについて考える．このとき，任意の σ(0) ∈ R+に対して，反復

回数 d→ ∞としたとき，誤差ベクトル e(d)及び ΣSはともに 0となる．

Proof. 以下では，任意の行列 X 又はベクトル vに対するユークリッドノルムをそれぞれ

∥X∥，∥v∥と定義する．D回目の反復における誤差ベクトルのユークリッドノルムにつ

いて

∥e(D)∥ ≤
D

∏
d=0

∥∥∥(σ̂2
(d)Q̂+Eu)

−1
∥∥∥∥e(0)∥ (3.5)

σ̂(D) =
σ(0)√
D+1

(3.6)

の関係が成立する．このとき，Q̂が正定対称行列であることから，

1
σ̂(d)λmax(Q̂)+1

≤
∥∥(σ̂2

d Q̂+Eu)
−1∥∥≤ 1

σ̂dλmin(Q̂)+1
(3.7)

という不等式が成立する．ここで，λmax(X̃) ∈R+及び λmin(X̃) ∈R+はそれぞれ任意の正

定対称行列 X̃ の最大固有値又は最小固有値を表している．このとき，(3.4)及び (3.7)よ

り，(3.5)は，

∥eD∥ ≤ ∥e0∥
D

∏
d=0

 1
σ2

0 λmin(Q̂)
d +1

 (3.8)

とすることができる．さらに (3.8)はガンマ関数 Γ(·)を用いて

ΞD =
D

∏
d=0

 1
σ2

0 λmin(Q̂)
d+1 +1

=
Γ(D+2)

(α +1)Γ(α+D+2)
Γ(α+2)

. (3.9)

のように記述できる．ただし，α = σ̂2
0 λmin(Q̂)である．ここで，0と負の整数を除く任意

の実数 β と s ∈ Nに対し，

lim
s→∞

Γ(β + s)
sβ Γ(s)

= 1 (3.10)

となるガンマ関数の性質を利用すると，α の定義及び (3.10)から (3.9)は

lim
D̂→∞

ΞD̂ = CD̂ lim
D̂→∞

Γ(D̂)

Γ(α + D̂)

= CD̂ lim
D̂→∞

Γ(D̂)

Γ(α + D̂)

Γ(α + D̂)

D̂αΓ(D̂)
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= CD̂ lim
D̂→∞

1
D̂α

= 0 (3.11)

となる．ただし，D̂ := D+2であり，

CD̂ :=
Γ(α +2)

α +1
.

としている．(3.5)～(3.11)に示す結果より，双曲線形冷却法 (3.4)を導入したMCMPCの

同一制御周期内反復の結果，反復回数D→ ∞とした時に，誤差ベクトル e(D)の期待値が

0となることを示した．

次に，同様の状況で，標本分散 ΣSが 0となることを示す．このとき，反復回数D→∞

とした時の標本分散は，

lim
D→∞

ΣS = lim
D→∞

σ2
Dη
L

(σ2
DQ̂+ηEu)

−1 = 0. (3.12)

となる．ここで (3.12)では，(3.4)より

lim
D→∞

σD = 0 (3.13)

となることを利用している．(3.12)は，誤差ベクトル e(D)が 0となるタイミング，すな

わち D→ ∞の時に，推定値 ũ(D)のばらつきを表す標本分散 ΣSが 0となることを示して

いる．以上の結果より，双曲線型冷却法を用いたMCMPCでは，任意の σ0 ∈ R+に対し

て，反復回数 d→ ∞としたとき，誤差ベクトル ed と標本分散 ΣSはともに 0となる．

3.4. 非線形系への適用可能性

ここまで，2章や本章 3.2節及び 3.3節で述べた内容は，MCMPCを用いた非線形系の

制御においても有効であると考えられる．なぜなら，非線形系における収束性解析には，

文献 [27,45,51]などさまざまなバリエーションがあるが，いずれにおいても (2.6)に示す

加重平均の形で推定値が得られるという点で，今回我々が考察しているものと共通して

いるからである．また，文献 [51]では特殊な反復規則に従って，経路コストの期待値を

逐次的に更新していくと，最適経路コストに収束するという事実に基づく，非線形系に

対する (2.6)を用いた推定値計算方法の収束性解析の結果が示されている．この結果は，

推定入力値の期待値ベースで考えるか，経路コストの期待値ベースで考えるかの違いは

あるものの本質的には等価であると考えられる．
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そこで，本章では，2.4.2節の収束性解析の結果の非線形系への適用可能性，非線形系

に適用した際の提案分布のパラメータが収束性に与える影響についても数値シミュレー

ションの結果をもとに考察する．

3.5. 数値シミュレーション

　ここでは，(3.1)及び (3.4)で示した冷却法を適用した際の効果について，線形系・非

線形系への適用結果を示し考察する．以下では，検証に用いたモデル及び最適制御の問

題設定について簡単に記述する．

なお，線形系での検証に用いたモデル及び最適制御の問題設定は，2.5節の Problem 1

で示したものと同様である．

Problem 2. 台車型倒立振子の振り上げ安定化制御

次に，非線形系への適用可能性を確認するための数値シミュレーションに用いるモデル

と評価関数について記述する．制御対象は，次式に示す運動方程式で記述される台車型

倒立振子とする [70]．

(mc +mp)z̈+mplθ̈ cosθ =−µcż+mplθ̇ 2 sinθ + fc (3.14)

mplz̈cosθ +(Jp +mpl2)θ̈ =−µpθ̇ +mpgl sinθ (3.15)

ここで，z，ż，z̈はそれぞれ台車位置，速度，加速度であり，θ，θ̇，θ̈ はそれぞれ振子角

度,振子角速度,振子角加速度を表している.その他の (3.14)及び (3.15)中の定数または変

数の定義については，Fig. 3.1及び Table 3.1に示す通りである．

状態ベクトルは，

xT
{·|·} =

[
z ż θ θ̇

]
とし，制御の目的は，初期状態

xT
{0|0} =

[
0 0 π 0

]
から目標状態（倒立状態）を示す，

xT
ob j =

[
0 0 0 0

]
に状態を整定させることとする．
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Fig. 3.1: Schematic diagram of the inverted pendulum on a cart

Table 3.1. Parameters of cart type inverted pendulum (Fig. 3.1)

Name Symbol Value
Length of the pendulum l 0.2 m

Mass of cart mc 0.1 kg
Mass of pendulum mp 0.024 kg

Viscous friction of the cart µc 1.45
Viscous friction of the pendulum µp 0.000001

Gravitational acceleration g 9.81 m/s2

Moment of inertia Jp
mpl2

3
kg/m2

評価関数は，(2.12)と同じ状態・入力についての２次形式のものを使用し，状態・入力

それぞれに関する重み行列を

Q = diag(1.75,0.03,1.75,0.04)

R = 1.0

とした．ただし，評価関数の演算に使用する状態ベクトルは，振子角度 θ の “巻き戻し現

象 [71]’’を防止する観点から，θ ∈ [−π,π)となる多価関数を用いて

xT
{·|·} =

[
z ż sin

(θ
2

)
θ̇
]

とした．また，サンプリング周期は 100 Hz，予測ホライズン（ステップ数）1.0 s(Td = 100)

である．
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3.5.1 検証内容

本章では，以下に示す３つの異なる条件のMCMPC間での最適化及び制御性能の比較

検証を行なった．

Normal 分散更新則適用なし

Geometric 分散更新則として幾何冷却 (3.1)を適用

Hyperbolic 分散更新則として双曲線型冷却法 (3.4)を適用

また，最適化性能については，次式に示す指標を基に比較を行なった．

e{k|0} = u∗{k|0}− ũ{k|0} (3.16)

ここで，ũ{k|0}及び u∗{k|0}はそれぞれ，当該制御時刻 kにおいて実際にシステムに投入す

る入力のMCMPCを用いた推定値及び最適値である．なお，最適値 u∗{k|0}は線形系の場

合は解析的に導出出来るのでそれを用い，非線形系においては，文献 [46]に倣って，あ

る状態から TOP1 sample法を用いたMCMPCに，冷却係数 γ = 0.99に設定した幾何冷却

法を適用し 10000回の同一制御周期内反復を行なった時の推定値としている．

3.5.2 Problem 1での検証結果

本項での検証内容は，線形系への適用ににおける各種冷却法の有効性についてである．

Fig. 3.2及び Fig. 3.3はそれぞれ，提案分布の分散の初期値を σ(0) = 0.5と σ(0) = 1.0に設

定し，Problem 1で述べた問題設定のもと制御時刻 k = 0において同一制御周期内反復の

みを繰り返し 80回行う試行を１試行とし，計５０試行行なったときの予測ステップ τ = 0

における推定値 ũ{0|0}と最適値 u∗{0|0}との間の誤差 e{0|0} = u∗{0|0}− ũの標本平均（青色実

線）と標本標準偏差 3σ（水色の塗りつぶし），ある１回の試行における反復ごとの誤差

の推移（黒色破線）をプロットしたものである．

Fig. 3.2では，冷却なし（Fig. 3.2(a)）,冷却係数を γ = 0.95とした幾何冷却法を適用

（Fig. 3.2(c)）した結果がおよそ 10回の反復で,誤差 0近傍に収束している.一方,解のば

らつきに対応する水色の領域の大きさを見ると Fig. 3.2(c)の方が小さく抑えることがで

きている.双曲線型冷却法（Fig. 3.2(b)）は，分散の初期値を小さくしすぎた影響で収束

が遅くなり，反復 70回程度まで収束しておらず，ばらつきについても何もしていないも

のと同程度となった．また，冷却係数を γ = 0.8に設定した幾何冷却法（Fig. 3.2(d)）で
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は，収束する前に解の更新が行なわれなくなっており，誤差が残ったままとなった．併

せて，解のばらつきについても最も大きくなった．

初期分散を大きく設定した Fig. 3.3 では，冷却係を γ = 0.95 と設定した幾何冷却法

（Fig. 3.3(c)）及び双曲線型冷却法（Fig. 3.3(b)）の双方で，約 10回程度の反復で誤差と解

のばらつきの双方をほぼ 0とすることができている．一方で，冷却係を γ = 0.8と設定し

た幾何冷却法（Fig. 3.3(d))では，僅かにではあるが誤差が生じており，解のばらつきに

ついても上述した２例より大きくなっている．また，冷却法適用なしについては，誤差

の標本平均は 0近傍にあるが，解のばらつきは非常に大きくなっている．

本例題において，サンプル数を L = 3000，制御周期を 100 Hzとすると，実時間のうちに

反復可能な回数は 15 17回程度であり，反復回数を 15回に固定したとすると，Fig. 3.3(c)

及び Fig. 3.3(b)の結果が最も良いと言える．

以上を踏まえると，2章で示した系 2の関係も考慮し，初期分散を大きめに設定し，冷

却係数を γ = 0.95程度に設定した幾何冷却を用いるか，同じく初期分散を大きめに設定

し，双曲線型冷却を適用するのが制御性能向上の観点で良い結果を与えることになると

言える．また，幾何冷却については，初期分散と冷却係数の決め方次第で所望の結果が

得られなくなるので注意が必要である．

3.5.3 Problem 2での検証結果

Fig. 3.4(a)は，Problem 2に，冷却法適用なしのMCMPC，幾何冷却を適用したMCMPC，

双曲線型冷却法を適用したMCMPCについて，冷却法適用なしのMCMPCでシミュレー

ションした Fig. 3.5における制御時刻 t = 0.69s(k = 69)時点の状態量を初期値として，同

一制御周期内反復を行なった際の誤差 e{69|0} = ũ{69|0}− u∗{69|0} について，異なる条件ご

とに５０試行行なった際の標本平均（各色実線）と標本標準偏差（各色の塗りつぶし）を

プロットしたものである．シミュレーションに用いたMCMPCのパラメータは Table 3.2

に示す通りである．非線形系への適用時は，冷却法なしのMCMPCでは，誤差を伴った

まま解の更新が行なわれなくなっているのが分かる．これは，冷却を行なわない場合は，

2章で示したような収束性は期待できないことを示唆していると言える．また，幾何冷却

法を適用したものについても，解のばらつきが大きく，誤差の標本平均も 0に収束して

いない．これは，冷却系数を γ = 0.84に設定したため，冷却が急速に行なわれすぎたた

めであると考えられる．一方，双曲線型冷却法では，反復回数 500回あたりで，誤差の

標本平均が 0に収束し，それ以降の標本標準偏差の大きさもほとんど 0となっている．
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(c) Geometric (Set γ = 0.95)
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(d) Geometric (Set γ = 0.8)

Fig. 3.2: Comparison of estimation errors e{0|0} = u∗{0|0}− ũ{0|0} in Problem 1 with or without cooling method
(Set σ = 0.5)

Fig. 3.4(b)は５０試行の内の誤差が最大となった（最悪ケース）をプロットしたもので

ある．拡大図が示すように，反復 30回目までは，幾何冷却法の方が，誤差が小さくなっ

ている．一方で，幾何冷却法の方は，30回目以降ほとんど解の更新が行なわれておらず，

最終的な誤差は，双曲線型冷却法より大きくなっている．

Table 3.3は，Problem 2において，振子角度が |θ | ≤ 0.1 radまたは |θ −2π| ≤ 0.1 radと

なり，かつ，評価値が J ≤ 60となった状態が 0.5 s以上継続したうちの最初の時刻を整定

時刻と定義し，冷却法の有無及び Elite sample MCMPCにおけるサンプルの採択率（上位

何%を採択したか）ごとの整定時刻の全 50回試行の平均値と最悪値を示している．採

択率を 0.01～0.20としたときは，幾何冷却法がいずれのケースにおいても平均値，最悪

値ともに最短時間となっている．また，いずれの採択率においても，冷却法適用なしが，

もっとも遅くなっている．この結果は，冷却法適用により，最適化の性能が向上したこ

とを示唆していると言える．

以上の結果から，系 2で考察した結果を考慮し，分散を冷却法により更新する本章の

提案手法は，制御性能向上に寄与する方法であることが確認できた．これは，誤差の収

束に合わせ，提案分布の分散を小さくすることで，より真の最適化に近い点に集中的に
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(c) Geometric (Set γ = 0.95)
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Fig. 3.3: Comparison of estimation errors e{0|0} = u∗{0|0}− ũ{0|0} in Problem 1 with or without cooling method
(Set σ = 1.0)

サンプルが行えるようになったためであると考えられる．一方で，幾何冷却法及び双曲

線型冷却法の効果については，十分な反復が行える場合は，双曲線型冷却法がより優れ

た手法であり，実時間性を考慮した 10回程度の反復では，冷却係数を適切に定めた幾何

冷却法と双曲線型冷却法であまり差がないという結果になった．

Table 3.2. Design parameters for MCMPC in Problem 2

Simulation time 10 s
Control cycle 100 Hz

Prediction horizon (Steps) 1.0 s(100steps)
Number of samples 3,000
Number of iteration 10

σ(0) 1.2
η 6000
γ 0.95
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Fig. 3.4: Comparison of convergence rate and estimation accuracy by using the e{0.69|0} (Without variance updating
vs. with geometric cooling vs. with hyperbolic cooling)

Table 3.3. Comparison of settling times according to acceptance rates of elite samples and
different cooling patterns (average and worst case on 50 trials).

Cooling method
Without cooling Geometric cooling Hyperbolic cooling

Average Worst Average Worst Average Worst

Acceptance rate

0.01 3.59 s 4.34 s 2.84 s 3.01 s 2.86 s 3.06 s
0.05 3.75 s 4.98 s 2.94 s 3.06 s 3.24 s 3.43 s
0.10 5.92 s 7.65 s 3.16 s 3.36 s 3.38 s 3.92 s
0.20 6.79 s 7.51 s 3.38 s 3.92 s 3.63 s 4.06 s
0.25 7.72 s 9.52 s 4.19 s 4.41 s 3.83 s 4.33 s
0.50 No data No data 6.06 s 7.04 s 6.50 s 8.17 s

3.6. MCMPCのパラメータ設計指針

本節では，2章及び本章ここまでにおいて示した結果及び文献 [46]の内容をふまえた，

MCMPCのユーザパラメータの設計指針について記述する．MCMPCを実装するのにあ

たって，一般的なMPCの問題設定とは別に，設計すべきパラメータは，大きく分けると，

提案分布から抽出する総サンプル数 L及び選り抜き標本数 L̂，提案分布の分散共分散行

列 Σ，冷却法適用の有無と種類，同一制御周期内反復の総反復回数 Dである．

このうち，サンプル数 Lと反復回数Dについては，Dがなるべく大きくなる範囲で，か

つ，１制御周期のうちに所望の反復回数の演算ができる範囲でサンプル数を決めること

になる．また，同一制御周期内反復１回あたりの計算時間は，状態・入力の次元やホラ

イズンを分割した数 Td の大小にも大きく影響を受けることにも留意する必要がある．そ

の他，サンプル数を増やすと，選り抜き標本を決定する際のソートの処理なども 1反復

あたりの処理時間が増加する要因となる．他方，2.6節で示したように，サンプル数は，
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Fig. 3.5: MPC trajectories for Problem 2

推定値のばらつきを抑える効果はあるものの，推定値と最適解との誤差の収束速度には

影響を与えない．これらを勘案し，MCMPCが適用された事例 [23,28,37,62,72]などを踏

まえると，予測に用いる総サンプル数 Lは，1,000∼ 10,000の範囲で定めるのが一般的

であると言える．

分散共分散行列 Σについては，入力制約が，|u| ≤ umaxで与えられ，対角行列を用いる

場合であれば，文献 [46]のように，

σ0 ≥
umax

3
(3.17)

とするのが良いとされる．(3.17)の意味する所は，提案分布の平均値が，ちょうど入力上
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下限の中央値にあるとき，提案分布の 3σ となる裾野が，実行可能入力の存在する領域を

カバーするように設計するのが良いということである．また，系 2より，大きく設定す

ると，収束速度が速くなるという性質があるので，(3.17)を参考に，少し大きめに設計す

るのが良い．

冷却法の有無については，数値例 3.5で示したように，幾何冷却，双曲線型冷却のいず

れを適用しても，適用なしの場合に比べ性能が向上するので，適用しないという選択肢

は除外される．ついで，幾何冷却，双曲線型冷却のいずれを選択するかについてである

が，十分な同一制御周期内反復（例えば，20回以上）が実行可能であれば，双曲線型冷

却法に軍配が上がると言える．一方，十分な反復回数が実行できないのであれば，(3.3)

を参考に，冷却係数 γ を適切に定めた幾何冷却法を用いるのが良い．

以上を踏まえた，MCMPCののパラメータ設計手順の一例を以下に示す．

1) 使用する GPUのコア数などをもとに 1,000 ∼ 10,000の範囲でサンプル数 Lを決

める．

2) 1制御周期内に実行可能な同一制御周期内反復の回数を計測し，Dとする．

3) (3.17)を参考に，分散の初期値 σ0を定める．

4) Dに応じて，冷却法を選択する（幾何冷却法選択時は，(3.3)に従い，冷却係数 γを

定める．）．

3.7. 3章のまとめ

本章では，2章系 2で示した分散 σ の設計による収束速度と推定精度のトレードオフ関

係を解消する方法として，同一制御周期内反復において，分散 σ を逐次更新する 2種類

の異なる分散更新方法（冷却法）を提案し，3.5節でその有効性を確認した．特に，3.3節

では，双曲線型冷却法をMCMPCの同一制御周期内反復に導入した際に，(2.37)の漸化

式で与えられる誤差と推定値のばらつき（標本分散）の双方を 0に漸近収束させることが

できることを解析的に明らかにした．また，数値例では，一般的なMPCで対象とする非

線形システムへの適用とその効果についての検証を行うため，ベンチマーク問題として

よく利用されている台車型倒立振子の振り上げ安定化制御（Problem 2）への適用結果を

示した．幾何冷却法，双曲線形冷却法いずれを適用した場合でも，制御性能（Problem 2

においては，整定までに要する時間を指標とした．）が向上していることを確認した．ま
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た，十分な反復回数が得られる場合であれば，対象が線形／非線形いずれの場合におい

ても双曲線形冷却法が最適化の面で最も優れていることを確認した．

一方で，“実時間”最適制御手法であるモデル予測制御では，限られたサンプリング時

刻内に同一制御周期内反復を反復できる回数には上限がある．そのような反復回数の上

限の問題まで考慮すると，最適解への収束性は犠牲になるが，3.2節で提案した幾何冷却

法であっても，双曲線型冷却法と遜色ない最適化性能を実現できることを確認した．ま

た，3.6節では，2章の考察及びこれらの結果を踏まえた，MCMPCのパラメータ設計指

針と，設計手順の一例を示した．

本章で提案した収束特性改善手法はいずれも，提案分布のパラメータのみに着目した

手法であり，目的分布（評価値 Jを exp(·)で重み付けした分布）の形状情報を一切考慮

することなく，推定値の精度を向上させることができるという利点がある．一方で，現

実的な反復回数での実行となると，目的分布の形状を情報を活用したサンプリングなど，

効率的なサンプル生成手法についても検討する必要があると考えられる．
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第4章 分散共分散行列適応進化戦略を用い
たサンプリング効率化

4.1. はじめに

3章では，2.4節の結果をもとに，MCMPC固有のパラメータのうち，入力列の生成に使

用する正規分布の分散を更新することで，収束特性の改善を図る手法を提案した．一方，

3章で提案した方法は，いずれも，2.4節の仮定 1を満たす分散共分散行列 (2.26)をもつ

多変量正規分布を用いて入力列生成を行うMCMPCに対してのみ有効な手法である．仮

定 1を満たす分散共分散行列 (2.26)を持つ正規分布からの入力列生成は容易である反面，

提案分布と目的分布の形状に大きな隔たりがある場合には，最適化にほとんど寄与しな

い “無駄”なサンプルが多数生成される恐れがある．例えば，文献 [49,73]などは，上述

の仮定を満たすようなサンプル生成方法をナチュラル・サンプラーと呼び，最適化や関

数近似にそのまま適用する際には，非常に非効率なサンプル生成手法であることに注意

する必要があると指摘している．実際に，これらの文献では，ナチュラル・サンプラー

は，目的関数の大まかな形状を知る手がかりとしてのみ利用し，その形状情報に基づき

設計した補助サンプラーを用いて再度サンプリングを行うことで精度を向上させる方法

が採用されている．

一方，サンプル型MPCの分野では，サンプル抽出自体は，仮定 1を満たす，あるいは

入力ごとに σ の大きさだけを変えた対角行列を分散共分散行列にもつ多変量正規分布を

用いて行い，サンプル毎の重みの設計 [27,35]や重みによるサンプルの取捨選択 [27,46]

によって推定値の精度向上を図っているものが大多数を占めている．しかしながら，い

ずれの手法も，形状情報に基づくサンプルの再抽出は行なっておらず，生成したサンプ

ルの良し悪しによって制御性能が大きく左右されるといった問題がある．また，MCMC

や SAを用いたMPCのように，目的関数の形状情報に基づくサンプリングが行うものも

存在するが，“徐々に”サンプルの精度を上げていくこれらの手法では，機械系などサン

プリング周期が短いシステムへの適用を考えた際に，その緩慢な収束特性から実時間性

に乏しいという問題がある．MCMPCなどのサンプル型MPCにおいて，実時間性を考慮
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した上で，目的関数の形状情報を何らかの形で使用した効率的なサンプル生成が実現で

きれば，制御性能向上に大きく寄与することが容易に想像できる．

上述した要求を満たすサンプリング手法の１つに，分散共分散行列適応進化戦略（Co-

variance matrix adaptation evolutionary strategy; CMA-ES）がある．CMA-ESは，候補とな

るサンプルを生成する正規分布の分散共分散行列をある規則に従い更新することで，悪

スケール，多峰性などの種々の困難さをもつ連続最適化問題に対して効率的な探索がで

きる多点探索型の進化計算アルゴリズムである [64]．自然勾配法 [74]としても解釈する

ことができ，逐次更新して得た分散共分散行列が目的関数の幾何的形状（勾配などの情

報）と深い関わりがあるとされている．例えば，秋本ら [75]は，CMA-ESによる分散共

分散行列の更新が，新たに生成するサンプルが Newton方向に集中するように,サンプリ

ングを行う (多次元)正規分布を適切にスケーリングする処理に対応していることを明ら

かにしている．このような性質を上手く利用すれば，MCMPCなどのサンプル型MPCの

大幅な性能向上が見込まれる．そこで，本章では，MCMPCなどのサンプル型MPCにお

けるモンテカルロ近似により生じる誤差を軽減するために，CMA-ESで用いられる分散

共分散行列更新則を適用したアルゴリズムを提案し，その有効性を確認する．

本章の主な貢献は，2章及び 3章までの結果と考察を踏まえて，MCMPCの収束特性と

最も深い関わりのある提案分布の分散共分散行列の更新要領として，CMA-ESを用いた

アルゴリズムを提案し，提案法による高効率なサンプリングの実現について検証を行っ

たことである．また，本章で提案する方法は，1.2.1.2で挙げた，サンプル型MPCにおけ

るそのアルゴリズム由来の最適化における誤差が原因となる，制御入力がガウス雑音の

ような波形となる問題の抑制効果については，十分な効果が得られなかったという課題

も指摘し，それについての解決策についても検討・考察を行なった．

本章の構成は，以下に示す通りである．はじめに，4.2節にて，本章で提案する手法に

おいて，分散共分散の更新に用いるCMA-ESのアルゴリズムについて記述する．ついで，

4.3節では，CMA-ESによる分散共分散行列の更新とMCMPCのアルゴリズムを統合し

た本章の提案アルゴリズムについて記述する．4.4節の評価実験では，異なる 2種類の制

御対象に対し，提案手法と他のサンプル型MPCの代表的なアルゴリズムを適用した結果

を用いて比較および評価を行う．ここでの主な評価項目は，効率的なサンプリングがで

きているか，制御入力がガウス雑音のような振動的な波形になる問題に対して十分な抑

制効果が得られているかの 2項目である．最後に，4.5節に，本章のまとめと今後検討が

必要な課題などを記述する．
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4.2. (µ/µW,λ )-CMA-ES型分散共分散行列更新則

以下では、CMA-ES型分散共分散行列更新則を導入したMCMPCの同一制御周期内反

復 d回目のサンプル生成に利用する多変量正規分布をN(ū(d),(ζ (d))2C(d))と記述するこ

とにする．ここで，ζ > 0はステップサイズと呼ばれるパラメータであり，C(d)は分散共

分散行列である．

はじめに，初期パラメータとして ū(d)，ζ 2
(d)，C(d)を探索領域の大きさに応じて定め，

進化パスと呼ばれる p(0)
c 及び p(0)

ζ を p(0)
c = p(0)

ζ = 0のように初期化する．以降，所定の

反復回数だけ，次に示す Step 1から Step 4を繰り返し実行する．

Step 1 正規分布N(0,E)から λ 個の独立なサンプル (zl)l=1,...,λ を生成し，

û(d)
l = ū(d)

l +ζ (d)yl (4.1)

yl =
√

C(d)zl (4.2)

に従い，サンプル û(d)
1,...,λ を生成する．ここで，Eは単位行列である．

Step 2 サンプルごとに並列シミュレーション（2.3.2項）を実行し，評価値 J(û(d)
1,...,λ )を

計算し，上位 µ 個を昇順に û(d)
1:µ，z1:µ 及び y1:µ のように並べ替える．

Step 3 (y1:µ)の加重平均

dy =
µ

∑
l=1

Wlyl (4.3)

を計算し，進化パスを

p(d+1)
ζ = (1− cζ )p

(d)
ζ +

√
(cζ (2− cζ )µW)

√
C(d)

−1
dy (4.4)

p(d+1)
c = (1− cc)p

(d)
c +

√
(cc(2− cc)µW)dy (4.5)

に従い更新する．ここで，cζ と ccは進化パスの学習率，
√

C(d)はC(d) =
(√

C(d)
)2

を満たす対称行列，(4.3)中の重みWl 及び進化パスの学習率 µWはそれぞれ

Wl =
exp
(
−Jl
λ

)
∑µ

l=1 exp
(
−Jl
λ

) (4.6)

µW =
1

∑µ
l=1 W2

l
(4.7)

と記述できるものとする．本研究で使用する重み (4.6)は，一般的な CMA-ESで用

いられる重み [63,64,75]とは異なるが，重みに課される条件 [63,75]はすべて満足

している．
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Step 4 パラメータ ū(d)，ζ (d)及び C(d)をそれぞれ次に示すように更新する.

ζ (d+1) = ζ (d) exp

 cζ

dζ

∥p(d+1)
ζ ∥
χ

−1

 (4.8)

C(d+1) = C(d)+ c1

[
OP(p(d+1)

c )−C(d)
]
+ cµ

µ

∑
l=1

[
OP(yl)−C(d)

]
(4.9)

ここで，OP(v) = vvT は，ベクトル vとそれ自身のテンソル積を表わしている．な

お，ū(d)の更新式は (2.6)と同様である．また，

χ = E [N(0,E)] (4.10)

であり，近似値として，

χ ≈ (mT )1/2(1− 1
4(mT )

+
1

21(mT )2 ) (4.11)

を用いるのが一般的である [64]．ただし，mは (2.1)における入力の次元，T は予

測ステップ数である．また，(4.8)及び (4.9)中の変数 c1及び cµ はそれぞれ共分散

行列の rank-one更新，rank-µ 更新の学習率を示している．

Step 1から Step 4に示したアルゴリズムは，CMA-ESの中でも (µ/µW,λ )-CMA-ESと呼

ばれる手法をMCMPCに導入するために独自にアレンジした手法である．ある条件下で

は，上記 4つの Stepを反復することで，３つのパラメータからなる正規分布が，最適解

u∗における Dirac-Delta分布に収束することが文献 [75]で示されている．

4.3. (µ/µW,λ )-CMA-ESを用いたMCMPC

ここでは，4.2節で紹介した分散共分散行列更新則を用いたMCMPCのアルゴリズムに

ついて詳述する．

4.3.1 アルゴリズム

Algorithm 1は，(µ/µW,λ )-CMA-ES型分散共分散行列更新則を用いたMCMPCのアル

ゴリズムの擬似コードである．MPC_GPU関数や分散共分散行列C(d)の固有値分解の処理

など，計算負荷が大きい処理は，GPUなどの並列演算デバイスを用いることで十分高速

化でき，100 Hz程度のサンプリング周期のうちに 5∼ 6回程度の反復処理が可能である．
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Algorithm 1 Monte Carlo Model Predictive Control with (µ/µW,λ )-CMA-ES

Given: λ : Number of random samples. n/m : Dimension of state / input.
k : Current control cycle. x{k|0} : Observed current state.
l : Thread ID. T : Prediction steps. E : Identity matrix.
J : Cost value. ζ : Evolutional variance. D : Number of iterations.
û : Randomly sampled input sequences generated by (4.1)
ū : Copied estimation. ũ : Estimation computed by (2.6).
p(d)

ζ ,p(d)
c : Evolutional path. C(d) : Evolutional covariance matrix.

1: k← 0
2: Initialize ζ (0),C(0),p(0)

ζ ,p(0)
c , ū(0)

3: while task not completed, do
4: for d = 0 to D do
5: // Get λ simulation results calculated in parallel on GPU.
6: (û1:λ ,J1:λ ,y1:λ )← MPC_GPU<λ>

(
x{k|0}, ū(d),ζ (d),C(d)

)
7: // Sort up to µth in ascending order of J1:λ .
8:

(
û1:µ ,J1:µ ,y1:µ

)
← sort (û1:λ ,J1:λ ,y1:λ )

9: ũ←
∑µ

l=1 ûl exp
(
− Jl

η

)
∑µ

l=1 exp
(
− Jl

η

)
10: dy←

∑µ
l=1 yl exp

(
− Jl

η

)
∑µ

l=1 exp
(
− Ji

η

)
11: // Update

[
p(d)

ζ ,p(d)
c ,ζ (d),C(d)

]
using (4.4) to (4.9).

12: end for
13: Send ũ{k|0} to actuators. Copy ū(d+1)← ũ
14: Update observed state x{k+1|0} after receiving feedback.
15: Check for task completion.
16: k← k+1
17: end while

// Function executed in parallel by I GPU threads.
function MPC_GPU<λ>(x{k|0}, ū(d),ζ (d),C(d))

// Execute random sampling.
zl ∼N (0,E)
yl ←

√
C(d)zl

ûl ← ū(d)+ζ (d)yl

// Execute forward-time-simulation
for τ = 0 to T do

xl,{k|τ+1} = xl,{k|τ}+ f (xl,{k|τ},ul,{k|τ})∆t
end for
Jl ← ϕ(xl,{k|T})+∑T−1

τ=0 S(xl,{k|τ}, ûl,{k|τ},τ)
return (ûl,Jl,yl)

end function
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Table 4.1. Recommended parameters for (µW,λ )-CMA-ES

Name Symbol formula
Value

(For mTd = 100)

Value

(For mTd = 110)

Minimum sample size λmin 4+ ⌊3ln(mT )⌋ 18 19

Number of elite samples µ
4+ ⌊3ln(mT )⌋

2
9 10

Learning rate

cζ
4

mT +4
0.038 0.035

cc
4

mT +4
0.038 0.035

c1

√
cζ
(
2− cζ

)
0.27 0.26

Damping parameter dζ c−1
ζ +1 27.32 29.57

E [N(0,E)] χ Eq.(4.11) 9.96 10.46

4.3.2 パラメータの設計指針

(µW,λ )-CMA-ESのユーザパラメータの推奨値を Table 4.1に示す．Table 4.1に示すパ

ラメータについては，文献 [64]に示されているほか，文献 [63]では，それぞれのパラメー

タの意味や推奨値の根拠となる収束解析の結果が示されている．Table 4.1を見てあきら

かなように，推奨パラメータは，探索空間の次元数（=MPCの問題設定における入力の

次元と予測ステップ数の積 mT）を基に全て定めることができる．

また，探索領域に合わせた調整が必要な ū(d)，ζ (d)，C(d)などのパラメータの初期値に

ついては，2.6節の考察を基に設定することができる．

4.4. 評価実験

本章の目的は，サンプル型MPCにおける効率的なサンプル生成方法を提案し，その効

果を明らかにすることにある．そこで，本評価実験においては，(µW,λ )-CMA-ESを適用

しない IT-MPC [27]及びMCMPC [46]，提案法であるサンプル生成に (µW,λ )-CMA-ES

を用いたMCMPCの３つのパターンでの制御性能の比較を行なった．ここで，IT-MPCと

通常のMCMPCとの違いは，(2.6)を計算する際に，目的分布の重みを考慮した重点サン

プリングを行っているか否かである．前者が重点サンプリングを行う方法，後者が重点
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サンプリングを行わない手法である．つまり，本評価実験では，提案法であるサンプル

生成に (µW,λ )-CMA-ESを用いる方法が，重点サンプリングを用いた方法より優れた効

果を発揮できるかについても確かめていることになる．

評価実験では，台車型倒立振子（Problem 3）及び台車型直列二重倒立振（Problem 4）

を制御対象とする最適制御問題に３つのパターンの制御手法を適用し，上述した内容に

ついて評価・検証を行う．

4.4.1 最適制御問題の問題設定

はじめに，各対象に対する最適制御問題の問題設定について記述する．

Problem 3. 台車型倒立振子の振り上げ安定化制御

Problem 3の問題設定は，3章 Problem 2と同様の台車型倒立振子振子の振り上げ安定

化制御である．数理モデルにおける物理パラメータ等の設定も Problem 2と同様として

いる．

Problem 4. 台車型直列二重倒立振子の振り上げ安定化制御

Fig. 4.1に示す台車型の二重倒立振子の運動方程式は，

Iθ θ̈ +M1 cos(θ −ϕ)ϕ̈ +M1ϕ̇ 2 sin(θ −ϕ)+(c1 + c2)θ̇ − c2ϕ̇ −M2gsinθ +M2z̈cosθ = 0
(4.12)

Iϕ ϕ̈ +M1 cos(θ −ϕ)θ̈ −M1θ̇ 2 sin(θ −ϕ)− c2(θ̇ − ϕ̇)−M3gsinϕ +M3z̈cosϕ = 0
(4.13)

で表すことができる [76]．ここで，各係数は以下のように定めている．

Iθ = I1 + Jn1 +m2L2 +n2L2

Iϕ = I2 + Jn2

M1 = m2l2L

M2 = m1l1 +m2L+n2L

M3 = m2l2

状態ベクトルは，

xT
{·|·} =

[
z ż θ θ̇ ϕ ϕ̇

]
である．ここで，z及び żは台車の変位及び速度，θ 及び θ̇ は第１リンクの鉛直上向きに

対する角度及び角速度，ϕ 及び ϕ̇ は，第２リンクの鉛直上向きに対する角度及び角速度

50



Fig. 4.1: Schematic diagram of the serial double inverted pendulum on a cart

を表している．その他の変数及びパラメータは，第１リンクと台車の間のジョイントの

質量を n1，第１リンクと第２リンクの間のジョイントの質量を n2，各リンクの質量をm1

及びm2，各リンクの軸・重心間の距離を l1及び l2，各リンクの重心回りの慣性モーメン

トを Jn1 及び Jn2，各リンクの回転軸回りの慣性モーメントを I1及び I2，各リンクの回転

摩擦係数を c1及び c2，第１リンクの全長を L，重力加速度を gとしている．また，制御

入力は台車への印加加速度として u := z̈とする．

評価関数は (2.12)同様，状態・入力について２次形式のものを採用し，

Q = diag(2.0,0.01,2.0,0.01,2.0,0.01)

R = 0.0001

とした．また，状態及び入力に関する制約として

|z| ≤ 0.45

|u| ≤ 20.0

を与えた．サンプリング周期は 100 Hz，予測ステップ数 Td = 110とした．

4.4.2 結　果

Table 4.2及び Table 4.3は，それぞれ，異なるサンプルサイズにおいて (Problem 3)の台

車型倒立振子及び (Problem 4)の台車型直列二重倒立振子の振り上げ安定化制御の数値シ

ミュレーションを３０回試行したときのタスクの成功率が初めて 100 %となったときのサ
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ンプルのサイズを示している．ここで，本研究におけるタスクの成功とは，それぞれの制

御対象において，振子が倒立状態となった状態が 5 s以上継続することを意味している．ま

た，Fig. 4.2～Fig. 4.7は，IT-MPC，MCMPC，及びAlgorithm 1に示す (µ/µW,λ )-CMA-ES

による分散共分散行列更新則を導入したMCMPC（CMA-MCMPC）のそれぞれの手法で，

タスク成功率が 100 %となった条件のうち，最小のサンプルサイズを用いて行なった数

値シミュレーションのある一試行の結果を示している．

Table 4.2及び Table 4.3双方の結果から明らかなように，CMA-MCMPCがいずれのタ

スクにおいても最小のサンプルサイズでタスク成功率 100 %を実現することができてい

る．特に，Problem 3での検証結果（Fig. 4.2～Fig. 4.4及び Table 4.2）では，この最適制

御問題における最小サンプルサイズ（18サンプル）でのタスク達成率 100 %が実現でき

ている．さらに，Fig. 4.4の振子角度の時間応答の結果に示す通り，18サンプルしか使

用していない CMA-MCMPC（Fig. 4.4(c)）が最も高速で振り上げ安定化に成功している．

これは，評価関数の形状情報を考慮した効率的なサンプリングが行なわれた結果，(1.2)

や (2.6)で示すモンテカルロ近似に利用されるサンプルの質が向上したためであると考え

られる．

Problem 4での検証結果において，CMA-MCMPCの理論上の最小サンプルサイズと実

験値が一致しなかったのは，Problem 3と比べ Problem 4のタスクの難易度が高く，評

価関数の形状が複雑化したことが主な要因と考えられる．また，そのような状況におい

て，実時間性を実現するために収束させるのに必要な十分な回数の反復を行うことがで

きなかったことも影響していると考えることができる．

Fig. 4.3及び Fig. 4.6に示す台車位置の制御結果においては，IT-MPC（Fig. 4.3(a)及び

Fig. 4.6(a)）及びMCMPC（Fig. 4.3(b)及び Fig. 4.6(b)）を用いた場合では，台車位置を目

標値である 0 m近傍に収束させることができているが，CMA-MCMPC（Fig. 4.3(c)及び

Fig. 4.6(c)）の結果では，状態制約近傍に留まり続けている．この原因として，反復回数

が十分でなかった他に，(4.8)や (4.9)で用いた c1や cµ などのパラメータを固定値とした

ことが影響していると考えられる．サンプリング周期ごとに状態量などの初期値が変化

する最適制御問題を解き直すことになるMPCでは，時々刻々と評価関数 Jの形状や性質

も変化していくと推察される．c1や cµ は，評価関数が多峰性関数や稜線構造を有した関

数であるなど悪条件となる場合に，局所解からの脱出や大域的な最適解への収束を手助

けするパラメータであるとされている [64]．また，文献 [77]では，これらのパラメータ

についても，評価関数の性質に合わせ適応的に変化させる必要があることに言及されて
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Fig. 4.2: Comparison of time response of control inputs in Problem 3 when using the following different sample
size; (a) and (b) used 50 samples, (c) used 18 samples.
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Fig. 4.3: Comparison of time response of cart position in Problem 3 when using the following different sample
size; (a) and (b) used 50 samples, (c) used 18 samples.

いる．CMA-MCMPCを用いる場合には，このような考え方を取り入れることも今後検討

していく必要がある．

また，1.2.1.2で挙げた，制御入力がガウス雑音のような振動的な波形になる現象の抑

制効果について見ると，CMA-ESを適用しても（Fig. 4.2(c)及び Fig. 4.5(c)），大きな効果

は得られなかったことが分かる．これについても，ここまでの考察同様，過少な反復回

数，c1や cµ などのパラメータの扱い方が原因であると考えられる．
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Fig. 4.4: Comparison of time response of pendulum angle in Problem 3 when using the following different sample
size; (a) and (b) used 50 samples, (c) used 18 samples.
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Fig. 4.5: Comparison of time response of control input in Problem 4 when using the following different sample
size; (a) used 3,300 samples, (b) used 550 samples, and (c) used 220 samples.
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Fig. 4.6: Comparison of time response of cart position in Problem 4 when using the following different sample
size; (a) used 3,300 samples, (b) used 550 samples, and (c) used 220 samples.
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Fig. 4.7: Comparison of time response of pendulum angles θ and ϕ in Problem 4 when using the following
different sample size; (a) used 3,300 samples, (b) used 550 samples, and (c) used 220 samples.
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Table 4.2. Task success rate by sample size (For Problem 3)

Sample size
18 (= theoretical minimum) 30 (0.3mTd) 50 (0.5mTd)

IT-MPC 0
( 0

30

)
0
( 0

30

)
100

(30
30

)
MCMPC 0

( 0
30

)
0
( 0

30

)
100

(30
30

)
CMA-MPC 100

(30
30

)
100

(30
30

)
100

(30
30

)
Table 4.3. Task success rate by sample size (For Problem 4)

Sample size
220(2mTd) 550(5mTd) 3300(33mTd)

IT-MPC 0
( 0

30

)
0
( 0

30

)
100

(30
30

)
MCMPC 0

( 0
30

)
17
( 5

30

)
100

(30
30

)
CMA-MPC 100

(30
30

)
100

(30
30

)
100

(30
30

)
4.5. 4章のまとめ

本章では， 3章で課題とした実時間性を考慮した上での近似精度改善手法として，目

的関数の形状情報を考慮した分散共分散行列の更新則を取り入れたサンプル生成手法に

よる高効率サンプリングについて検討した．

本研究で提案した自然勾配法と深い関わりのある CMA-ESを，分散共分散行列の更新

に用いる本手法では，従来法と比べ，少数のサンプルであっても同様のタスクを実現で

きるなど，効率的なサンプリングを行う上では，有効な手法であることが確認できた．

一方で，制御性能向上の観点では，特に制御入力がガウス雑音のような振動的な波形に

なる現象の抑制効果が小さいことや状態量が目標値以外のところに収束してしまうケー

スがあるなど，十分な効果を得ることが出来なかった．これについては，4.4.2でも考察

したとおり，実時間性の制約のため，反復回数が過少であったことや，CMA-ESに係る

パラメータの更新要領などが不十分であったためであると考えられる．今後，本章の提

案手法である CMA-ESを用いたMCMPCによる更なる制御性能向上を実現していくた

めには，MPCで扱う最適制御問題の性質に沿った CMA-ESのパラメータ更新則などに

ついて先行研究 [77]を参考に検討するほか，重点サンプリングの考え方を取り入れてい

る IT-MPC [27]に本章で示した方法を適用することなども検討する必要があると考えら

れる．

一方，ここまで，2章，3章及び本章の結果より，確率・統計的最適化手法のみを用いて

の制御性能向上には限界があると考えることができる．これは，MPCに課される “実時間
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性”の制約が主な原因であり，これにより，反復回数やサンプル数などが過少となり，十

分な精度の解が得られないためである．この問題については，関連研究であるHomanga

ら [52]のように，決定論的最適化手法と確率・統計的最適化手法を組み合わせる手法が

一つの解決策となり得る．しかしながら，勾配やヘシアンなどの解析的な微分情報が必

須となる決定論的最適化手法をそのまま取り入れるのは，我々の研究目的である，より

実用的なMPCの制御アルゴリズムの構築とは相反することになる．そこで，この点に留

意して，文献 [78,79]のように，何らかの確率・統計的な手法を用いて，勾配やヘシアン

などの微分情報を近似する手法について検討する必要がある．
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第5章 サンプルベースニュートン型最適化
手法を用いた収束特性の改善

5.1. はじめに

確率・統計的最適化手法を用いて最適制御問題を解くサンプル型MPCには，そのアル

ゴリズム由来のランダム性の影響により，実際にシステムに加える制御入力がガウス雑

音のような振動的な波形となるといった欠点が存在する．実際に，3章や 4章でみたよう

に，特に定常状態においてその影響が顕著になる．

この問題を解決するために，Homangaら [52]は，大域的な探索に，確率・統計的最適

化手法を用い，局所的な最適化には決定論的最適化手法である最急降下法を使用する方

法を提案し，勾配型MPCやサンプル型MPC単体での制御結果より優れた性能を発揮し

たと報告している．このような手法は，多点局所探索法 [53,54]と呼ばれ，目的関数（最

適制御問題においては評価関数に相当する．）が多峰性を有する場合や，悪スケールな場

合などに，有効な手法として知られている．一方で，これらの手法を適用するには，目

的関数に関する先見情報（最適制御問題においては，制御対象の数理モデルや評価関数

についての偏導関数に相当する．）が必須になるので，それらがブラックボックス化され

たような問題には適用できないなど，サンプル型MPCの利点と相反するという問題点が

存在する．また，本論文 3章及び 4章で提案した手法も，十分時間をかけることが許さ

れるのであれば強力な解決策となり得るが，そのような要求は，MPCに求められる実時

間性の要求と相反するという課題があった．

そこで，本章では，決定論的最適化手法の１つであるニュートン法の幾何学的解釈に

着想を得た，２次超曲面回帰に基づくサンプル型のニュートン型最適化法を提案し，こ

れらの問題を解決する．提案法は，２次超曲面回帰を用いて，勾配及びヘシアンを近似

する手法であるので，先見情報としてそれらを保持しておく必要がない．そのため，ブ

ラックボックス化された最適制御問題にも適用可能であるなど，取り扱い可能な最適化

問題のクラスについては，従来のサンプル型MPCのものと同様であるといった利点が

ある．また，Fig. 5.1に示すように，提案法は，ある１点近傍の勾配上を利用する従来の
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(a) General Newton method (b) Proposed method

Fig. 5.1: Illustration of difference between the geometric interpretation of general Newton’s method and proposed
method.

ニュートン法 [80]と比べ，より大域的な情報を用いた手法であるので，従来法と同程度

以上の収束速度を期待することができる．

本章の構成は以下に示す通りである．5.2節では，一般的なニュートン法の幾何学的解

釈から出発し，本章で提案するサンプルベース・ニュートン型最適化法のアイデアの核

心部分と実装方法について記述する．5.3節では，サンプルベース・ニュートン型最適化

法が最適化に失敗する事例について考察し，そのような事態における解決策の１つとし

て並列黄金分割探索法を提案する．5.4節では，従来の勾配型MPCでは処理困難な例題

における適用事例を示し，本提案手法の有効性について検証する．最後に，5.5節におい

て，本章のまとめを述べる．

5.2. Sample-based Newton-Like法

ここでは，提案法である２次超曲面回帰を用いたニュートン型最適化手法のアルゴリ

ズムについて詳述する．

はじめに，一般的なニュートン法の幾何学的解釈（Fig. 5.1 (a)）について考える．目的

関数 F(z)を近似解 z(d)のまわりでテーラー展開し，２次の微小量まで考慮した２次近似

関数は，

F(z(d)k +δz)≈ F(z(d))+

(
∂F(z(d))

∂z

)T

δz+
1
2

δzT ∇2F(z(d)k )δz, (5.1)

と書くことができる．ここで，勾配ベクトルとヘッセ行列を

g :=
∂F(z(d))

∂z
(5.2)

H := ∇2F(z(d)) (5.3)
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と書くことにする．このとき，Hが正定ならば，z(d)近傍において F(·)は凸関数となる

ので，

δz =−H−1g (5.4)

のように探索方向を定め，

z(d+1) = z(d)−H−1g (5.5)

とすれば，z(d+1)は，z(d)近傍における F(z)の停留点となる．(5.1)から (5.5)で示したよ

うに，一般的なニュートン法の探索方向（以降，ニュートンステップという．）は目的関

数 F(z)を２次近似し，目的関数が最小となる停留点を求める方法と言える．一般的な最

適化においては，Fig. 5.1(a)に示すように，(5.1)から (5.5)の手順を反復することで真の

最適解 z∗収束させることができる．ニュートン法は，反復により生成した点列 {z(d)}が

最適解 z∗に２次収束することが知られており，決定論的最適化手法の中でも，収束が速

いアルゴリズムである．一方で，目的関数に関する先見情報として勾配 (5.2)やヘッセ行

列 (5.3)を予め用意する必要があり，その要求が，サンプル型MPCの性質と相反するこ

とになる．

そこで，本研究では，(2.2)の評価関数 Jを２次超曲面の代数方程式Φ(ûi
k,a)で回帰し，

近似的に勾配やヘッセ行列を導出することで，それらを先見情報として保持しておく必

要のない，勾配レスな最適化手法を提案する．以降では，提案法の具体的な手順につい

て記述する．

回帰に用いる代数方程式はサンプル ûl
kごとに，

Φ(ûl
k,a) =

T

∑
i, j=1

ûl
{k|i−1}Ĥi, jûl

{k| j−1}+
T

∑
i=1

ĝiûl
{k|i−1}+Ĉ

=
p

∑
i=1

aiϕ̂i(ǔl
k)

(5.6)

であり，a ∈ Rpは，mT (mT +1)/2番目までの要素が，回帰によるヘシアン Ĥの上（ま

たは，下）三角部分の要素，(mT (mT +1)/2)+1番目から (mT (mT +1)/2)+T 番目の要

素が回帰による勾配ベクトル ĝの全要素，最後の要素が定数項 Ĉに対応する要素をもつ

ベクトルとする．

提案法では，はじめに、最小二乗法を用いて，以下に示す残差平方和

SE =
L̂

∑
l=1

E2
l (5.7)
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が最小となるように，代数方程式 (5.6)の係数ベクトル aを決定する．ここで，

wl = exp
(
−

J(ûl
k)

η̃

)
(5.8)

El = J(ûl
k)−Φ(ûl

k,a) (5.9)

である．ここで，L̂については，回帰に利用するサンプルの数を表している．また，(5.6)，

(5.8)及び (5.9)中の ûl
kは，MCMPCのアルゴリズムうち入力列生成（2.3.1項）と同様の

手続きでランダムサンプリングした入力列であり，2.3.1項の手順で生成したものを再利

用することもできる．

以下では，２次超曲面回帰を用いて，勾配ベクトルとヘシアンを近似する方法につい

て説明する．式 (5.6)に示す通り，Φ(ûl
k,a)は，決定すべき変数である係数 aについての

線形結合の形で記述できるので，

a∗ = (XTWX)−1XTWY, (5.10)

のような簡単な行列演算を用いて，最適解 a∗を求めることができる．ここで，

Y :=
[
J(ǔ0

k), . . . ,J(ǔ
L̂
k )
]T

(5.11)

W := diag(w0, . . . ,wL̂) (5.12)

X :=

ϕ̂1(ǔ1
k) · · · ϕ̂p(ǔ1

k)
...

. . .
...

ϕ̂1(ǔL̂
k ) · · · ϕ̂p(ǔL̂

k )

 (5.13)

である．a∗が求まったあとは，aの定義に従って，勾配ベクトル及びヘシアンのそれぞ

れの要素を抽出し，適切に並べることで，２次超曲面回帰により近似した勾配ベクトル

ĝとヘシアン Ĥを得ることができ，

u∗k = ũ− (2Ĥ)−1ĝ (5.14)

のような形で，生の評価値 J(u)を，ランダムサンプリングした入力列 û1
k , . . . , û

L̂
k とその

入力列ごとの評価値 J(û1
k), . . . ,J(û

L̂
k )を用いて回帰した２次超曲面であるΦ(ûl

k,a)の極値

を求めることができる．以降では，(2.6)及び (5.14)を用いて計算した推定値をそれぞれ，

uMCMPC
k 及び uNewton

k と記述する．

ここまで見てきたように，提案法は，その実装にあたって，評価関数に関する勾配や

ヘシアンを事前に解析的に求めておく必要がない “勾配レス（あるいは，勾配フリーと

いう．）”な手法である．よって，1.2.1.2で挙げた，収束特性改善手法に求められる要件
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のうち，サンプル型MPCをの特長に干渉しないという特長を満たしている．さらに，２

次超曲面回帰の精度が十分高く，Ĥが正定であるならば，その最適化精度は，一般的な

ニュートン法と同程度であることが容易に想像できる．さらに，回帰に際して，一般的

なニュートン法と比較して，より大域的な形状情報を用いた２次近似を行っているので，

一般的なニュートン法と同程度以上の収束速度が期待できる．

一方で，次項で想定するようなケースに於いては，回帰の精度が不十分となり，提案

法である Sample-based Newton-Like法が期待した通り動作しないことがある．

5.3. 並列黄金分割探索法

ここでは，5.2節で説明したサンプルベース・ニュートン型最適化法が最適化に失敗す

るケースについて考察する．また，そのようなケースに対する対処法として “並列黄金分

割探索法”を提案する．

Fig. 5.2は，２次超曲面回帰の結果得たヘシアン Ĥが正定でない，又は特異となる，以

外の理由によりサンプルベース・ニュートン型最適化法が最適化に失敗するケースを図示

したものである．Fig. 5.2(a)は，箱型制約として与えられる入力制約を (2.8)に示す飽和

演算により処理した結果，サンプルベース・ニュートン型最適化法による推定値 uNewton
k

の評価値 J(uNewton
k )が，MCMPCの推定値 uMCMPC

k の評価値より劣る（最大化の場合小さ

く，最小化の場合大きくなる．）ケースを図示している．また，Fig. 5.2(b)は，サンプル

ベースニュートン型最適化法の推定値である回帰２次超曲面の極が，バリア関数 (2.9)が

大きな値をもつ領域又は制約違反領域にあることにより最適化に失敗するケースを図示

したものである．いずれのケースにおいても，回帰に利用するサンプルの中に制約を逸

脱しているものが含まれていないため，制約境界に関する情報が欠如していることが原

因であると考えられる．以上をまとめると，Fig. 5.2に示す通り，提案法であるサンプル

ベース・ニュートン型最適化法において，各種の制約を処理する際に何らかの手立てが

必要になる．以降では，最急降下法や準ニュートン法などの決定論的最適化手法でよく

用いられる直線探索法から着想を得た，上述した問題を解決するための方法について記

述する．

Fig. 5.2に示した２つのケースにおいても，近似ヘシアン Ĥが正定で，かつ，回帰の精

度が良い場合には，(5.14)右辺第２項に適切なステップ幅を導入することで，降下方向上

で評価値が最小となる点を発見できる可能性がある．また，この際 uMCMPC
k と uNewton

k を

結ぶ線分上だけでなく，他のランダムサンプリングされた入力列 û1,...,L̂
k と uNewton

k を結ぶ
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(a) Failure due to saturation handling of box constraints on in-
puts

(b) Failure due to handling inequality constraints

Fig. 5.2: Two cases where the Sample-based Newton-like method fails to optimize (expect when the Hessian is not
positive definite or singular.)

線分上も探索することで隈なく効率的に探索することができる．Alg. 2は，この考え方に

基づく並列黄金分割探索法のアルゴリズムの擬似コードである．Alg. 2に示す通り，関数

PGSS < L̂ >は，探索の結果，探索区間において uMCMPCの評価値より優れた評価値をも

つ評価点があれば，それを uBest とし，なければ当該ブロックの最良値として uMCMPCを

返す関数となっている．この処理は，探索区間上で，評価関数が単峰関数とならない場合

などにも対応できる（一般的な黄金分割探索は，探索区間上で評価関数が単峰関数であ

る仮定が前提となる．）ようにしたものである．これにより，少なくとも，元の uMCMPC

より評価値の意味で劣る入力列が選択されないようにしている．また，Alg. 2では，入力

列ごとに block単位で並列実装する擬似コードを示したが，block内の処理も並列化で

きるので，すべての処理が GPUによって高速化できる．

5.4. 数値シミュレーション

本節の目的は，5.2節～5.3節で示した並列黄金分割探索付きサンプルベース・ニュー

トン型最適化を用いた提案並列MPCの有効性を確認することである．5.3節の考察から，

特に Fig. 5.2に列挙した各ケースにおける提案手法の有効性を検証する必要があると考え

る．そのため，[10]のベンチマーク問題の中から入力制約とその他の不等式制約の両方

を有する問題も含めた３つを選び，数値シミュレーションの題材とした．以下では，３
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Algorithm 2 Parallel golden-section-search (PGSS) function

Given: L̂ : Number of samples used for regression. T : Number of prediction time steps.
DPGSS : Number of PGSS iterations.
block.id = 0, . . . , L̂ ratio = (−1+

√
5)/2

1: function PGSS<L̂>(x{k|0},uNewton
k ,uMCMPC

k , û1,...,L̂
k ,JNewton,JMCMPC)

2: Initialize dPGSS← 0
3: Set uNewton / MCMPC

0,...,L̂
← uNewton / MCMPC

k and JNewton / MCMPC
0,...,L̂

← JNewton / MCMPC

4: Set uBest
0,...,L̂

← uMCMPC
k and JBest

0,...,L̂
← JMCMPC

5: while dPGSS < DPGSS do
6: // Generate evaluating points in parallel using L̂ blocks on GPU.
7: if block.id= 0 then
8: ûLe f t

0 ← ratio∗uNewton
k +(1−ratio)∗uMCMPC

k

9: ûRight
0 ← (1−ratio)∗uNewton

k +ratio∗uMCMPC
k

10: else
11: ûLe f t

block.id← ratio∗uNewton
k +(1−ratio)∗ublock.id

k

12: ûRight
block.id← (1−ratio)∗uNewton

k +ratio∗ublock.id
k

13: end if
14: // Execute parallel simulation
15: for τ = 0 to T do
16: x(Le f t/Right)

block.id,{k|τ+1} = x(Le f t/Right)
block.id,{k|τ}+ f

(
x(Le f t/Right)

block.id,{k|τ},u
(Le f t/Right)
block.id,{k|τ}

)
∆t

17: end for

18: J(Le f t/Right)
block.id ← ϕ

(
x(Le f t/Right)

block.id,{k|T}

)
+

T−1

∑
τ=0

SC

(
x(Le f t/Right)

block.id,{k|τ}, û
(Le f t/Right)
block.id,{k|τ},τ

)
19: if JLe f t ≤ JRight then
20: uMCMPC

block.id,J
MCMPC
block.id← uRight

block.id,J
Right
block.id

21: if JLe f t ≤ JMCMPC then
22: uBest

block.id,J
Best
block.id← uLe f t

block.id,J
Le f t
block.id

23: end if
24: else
25: uNewton

block.id,J
Newton
block.id← uLe f t

block.id,J
Le f t
block.id

26: if JRight ≤ JMCMPC then
27: uBest

block.id,J
Best
block.id← uRight

block.id,J
Right
block.id

28: end if
29: end if
30: dPGSS← dPGSS +1
31: end while

return
(

uBest
1,...,L̂

,JBest
1,...,L̂

)
32: end function
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つのベンチマーク問題で用いた制御対象の数理モデルと各ベンチマーク問題の問題設定

について記述するとともに，それぞれに対する適用結果を示す．

5.4.1 ベンチマーク問題の問題設定

１つ目の問題設定は，近年様々な分野で活躍しているクアッドコプタの位置姿勢制御

の問題である．

Problem 5. クアッドコプタ

Fig. 5.3は数値シミュレーションに使用したクアッドコプタのモデルを図示したものであ

る．文献 [23]を参考に，姿勢表現には四元数を用い，高さ方向の推力 vzおよび各軸周り

の回転方向の角速度 vωx,vωy,vωzを制御入力とする 4入力システム (5.15)～(5.20)として

モデル化した．

Ixxω̇x− (Iyy− Izz)ωyωz

−1
2

Tmaxl
uccw1|uccw1|−uccw2|uccw2|

u2
max

= 0 (5.15)

Iyyω̇y +(Ixx− Izz)ωxωz

+
1
2

Tmaxl
ucw1|ucw1|−ucw2|ucw2|

u2
max

= 0 (5.16)

Izzω̇z− (Ixx− Iyy)ωxωy + τmaxur = 0 (5.17)

mẍ−2Tmax (e0e2 + e1e3)ur = 0 (5.18)

mÿ+2Tmax (e0e1− e2e3)ur = 0 (5.19)

m(g+ z̈)−Tmax
(
−1+2e2

0 +2e2
3
)

ur = 0 (5.20)

ここで，式 (5.15)～(5.20)中の urは，次式 (5.21)に示すとおりである．

ur =
ucw1|ucw1|+ucw2|ucw2|

u2
max

+
uccw1|uccw1|+uccw2|uccw2|

u2
max

(5.21)

また，ロータの回転数には，(5.22)～(5.25)の計算から得たものを使用した．

ucw1 = ug + vz− vωy + vωz (5.22)

ucw2 = ug + vz + vωy + vωz (5.23)

uccw1 = ug + vz + vωx− vωz (5.24)
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Fig. 5.3: Coordinate system for the quadcopter

uccw2 = ug + vz− vωx− vωz (5.25)

その他の式 (5.15)～(5.20)中の定数パラメータは，Table 5.1に示すとおりである．

制御評価関数は，式 (5.26)に示す状態・入力に関する 2次形式のものを用いた．

J =
Td−1

∑
τ=0

xT
{k|τ+1}Qx{k|τ+1}+uT

{k|τ}Ru{k|τ} (5.26)

ここで，状態ベクトル xは，目標位置と現在位置の誤差，並進速度，四元数 [e0,e1,e2,e3]

の虚部 3変数 e1,e2,e3，角速度の 12次元のベクトル (5.27)である．

x = [∆x,∆y,∆z, ẋ, ẏ, ż,e1,e2,e3,ωx,ωy,ωz]T (5.27)

また，状態量および入力に関する重み行列は，

Q = diag(10,10,20,1,1,2,100,100,100,10,10,10)

R = diag(0.1,0.1,0.1,0.1) (5.28)

とした．予測ホライズン長は，0.98 sとし，予測ステップ数は，Td = 14とした．制御周

期は，50 Hzである．

制御問題としては，飛行中に何らかの物体と衝突した等の不測事態を想定した姿勢回

復制御を扱った．

Problem 6. 厳しい制約が課された台車型倒立振子の振り上げ安定化制御

２つ目の問題設定は，3.5節で示した Problem 2と同様のモデルを用いた台車型倒立振子

の振り上げ安定化制御が題材である．そのため数理モデルにおける物理パラメータ等の
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Table 5.1. Parameters of quadcopter

m Mass of quadcopter 1.0 kg

Ixx Moment of inertia around xD axis 0.0085 kg ·m2

Iyy Moment of inertia around yD axis 0.008 kg ·m2

Izz Moment of inertia around zD axis 0.0165 kg ·m2

umax Maximum rotor speed 230.0 rps

τmax Maximum anti-torque 0.25 N ·m

ug
Rotor speed

when gravity and thrust balance
175.0 rps

設定値は Problem 2と同様のものを採用した．ただし，予測ホライズン長を 0.6 sとし，

予測ステップ数を (30 steps)としている．本例題最大の特徴は，台車位置の制約として,

|z| ≤ 0.05, | fc| ≤ 0.8

というより厳しい制約が課せれている点である．これにより，最適化の際にヘシアンを

使用する勾配型MPCでは処理困難な問題設定となっている．

３つ目の問題設定を以下に示す．

Problem 7. 2D-Crane

本例題の問題設定は, [10] を参考にした．Fig. 5.4 に示す２ D-Craneの状態ベクトルは

x = [SC, ṠC,SRL, ṠRL,Φ,Φ̇]であり,動的モデルは以下に示す通りである．

S̈C = aC (5.29a)

S̈RL = aRL (5.29b)

Φ̈ =− 1
SRL

(
gsin(Φ)+aC cos(Φ)+2 ˙SRLΦ̇

)
(5.29c)

ここで,gは重力加速度,SC は台車位置,SRL はロープ長,Φは鉛直下向きを原点としたとき

のロープの角度を表している．評価関数は,(2.12)と同様，状態・入力について２次形式

のものを使用し,状態及び入力に関する重み行列は

Q = diag(1.0,2.0,2.0,1.0,1.0,4.0),R = diag(0.05,0.05),

とした．制約条件として，入力制約 |aC| ≤ 2.0，|aRL| ≤ 2.0，状態制約 |Φ̇| ≤ 0.3及び (5.30)

に示す非線形不等式制約が課されている難易度の高い問題設定となっている．

h(x) = SRL cos(Φ)−0.2(SC +SRL sin(Φ))2−1.25≤ 0 (5.30)
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Fig. 5.4: Schematic representation of 2D-Crane system (Problem 7).

Table 5.2. Design parameters for proposed algorithm

Name Problem 5 Problem 6 Problem 7
Prediction horizon 0.98s 0.6 s 1.2 s

Prediction steps 14 30 15
Dimensions of search space 56 30 30

Control cycle 50 Hz
Num. of random samples 9000

Num. of elite samples
MCMPC 200 150 100

quadratic regression 2000 950 450

Variance
MCMPC 1.56 0.64 0.45

SB-Newton method 0.06 0.36
Number of PGSS iteration 10 4 8

ここで,h(x)は,ロープ先端の安全動作範囲に関する制約である．制御の目的は，初期状態：

x{0|0} = [−2.0,0.0,2.0,0.0,0.0,0.0], (5.31)

から終端状態:

xob j
{k|τ} = [2.0,0.0,2.0,0.0,0.0,0.0], (5.32)

へとクレーンの台車及びロープの先端を移動させることである．

Problem 5～Problem 7に対する提案法の設計パラメータは，Table 5.2に示す通りで

ある．
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5.4.2 Problem 5への適用結果

本数値シミュレーションでは，t = 6.0 sに瞬発的な外力により速度 ẋや角速度 ωyに対

し，急激な変化 (∆ẋ = 1.0および ∆ωy = 9.0or20.0)を加えることで不測事態を再現し，そ

こからの姿勢回復制御を行った．

Fig. 5.5～Fig.5.7は，それぞれ位置・姿勢・制御入力の時間応答をプロットしたものであ

る．外乱としてωy = 9.0を加えたときの位置の変化 (Fig. 5.5(a)，Fig. 5.5(c)及びFig. 5.5(e))

及び姿勢の変化 (Fig. 5.6(a)，Fig. 5.6(c)及び Fig. 5.6(e))では提案法を用いたものが，最

も速く，正確に目標位置・姿勢に回復することができている．次に良い結果を示したの

は，MCMPCだけを用いたものであるが，14 s以降にも y方向の位置制御の結果に偏差

が残り続けている．提案法とMCMPCのみを用いた場合の結果において 6.0 s～14.0 sの

制御の結果に大きな違いが見られないのは，5.3節で示した黄金分割探索を行った結果，

MCMPCに近い解が選択されているためであると考えられる．

外乱としてωy = 20.0を加えたときの位置の変化 (Fig. 5.5(b)，Fig. 5.5(d)及び Fig. 5.5(f))

及び姿勢の変化 (Fig. 5.6(b)，Fig. 5.6(d)及び Fig. 5.6(f))の結果では，提案法の性能の良さ

がより際立って確認できる．特に，この条件下では，実時間性を考慮した範囲で十分反

復を行った勾配型MPCの一種である ParNMPCを用いた制御結果では，位置・姿勢（特

に，z軸方向の位置制御が破綻してしまっている．）を回復できていないことに注意する

必要がある．これは，MCMPCなどのサンプル型MPCの特長の１つとして考えられてい

る，レジリエンス制御 [26]への適用可能性を表していると考えられる．ParNMPCにおい

て，姿勢回復に失敗しているのは，急激な状態量の変化により，解くべき最適制御問題

の初期値が前時刻のものから大きく変化したことで，前時刻の解を初期値としてニュー

トン法などの反復法を繰り返す勾配型MPCのポリシーではこの変化に対応しきれなかっ

たためであると考えられる．

以上の結果から，提案法は，サンプル型MPCの欠点である（特に，状態量が整定する

直前において顕著である）最適化精度が勾配型MPCに劣るという問題を克服し，目標値

追従性能では勾配型MPCと同程度以上の性能を発揮できる手法であることを確認した．

また，勾配型MPCとの制御の結果の比較から，レジリエンス制御という観点において，

サンプル型MPCの利点を持ち合わせている制御手法であることも確認できた．
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Fig. 5.5: Time response of positional parameters in Problem 5
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Fig. 5.6: Time response of attitude parameters in Problem 5
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Fig. 5.7: Time response of control input (rotor speed) in Problem 5
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5.4.3 Problem 6への適用結果

　 Fig. 5.8及びFig.5.9は，Problem 6に勾配型MPCであるGRAMPC，サンプル型MPC

であるMCMPC及び提案手法を適用した際の制御入力，台車位置，振子角度の時間応答を

示している．またそれぞれ図の最下部に位置するプロットは，サンプルベース・ニュート

ン型最適化法が最適化に失敗した要因を色分けしてプロットしたものである．白色の場

合は，サンプルベース・ニュートン型最適化法による最適化が成功した例を示している．

勾配型MPCには，GRAMPCの他に ParNMPC，ACADO，C/GMRESなどもあるが，本

例題において，制約違反は無視してタスクを完了できたのはGRAMPCだけであった．こ

れは，GRAMPC以外のソルバーがニュートン型の最適化法を利用しており，本例題のよ

うな厳しい制約が課された最適化の際には，ヘシアンが正定でない，又は，悪条件となる

ことが原因であると考えられる．実際に，ParNMPCでは，“ヘシアンが悪条件”であると

いう旨の警告が出て，それ以降の最適化に失敗し，制御が破綻した．また，Fig. 5.9(a)に

示す通り，GRAMPCですら，制約を満たす解を見つけることが出来ず，当初設定した台

車位置の制約に違反していることが分かる．これについては，実時間性を無視して 1,000

～10,000回程度反復を行なっても同様の結果となった．

Fig. 5.8 においてMCMPCのみを用いた場合（２段目のプロット）と提案法を用いた

場合の入力波形を比べると明らかなように，サンプル型MPCの欠点である入力波形の振

動的現象が抑制されていることが分かる．また，この効果として，Fig. 5.9(a)に示すよう

に，提案法による台車位置の制御結果は，勾配型MPCであるGRAMPCと同様に，目標

値に追従しているのに対して，MCMPCのみの場合は，偏差が残っているという違いが

生まれた．これは，最適化の精度由来の入力の振動的な現象を抑制できたことで，制御

性能（特に，目標値追従特性）が向上したためである．

以上の結果から分かるように，提案法は，厳しい制約が課されている非線形性の強い

問題であっても容易に処理できるというサンプル型MPCの特長と，勾配型MPCが処理

できる問題においては勾配型MPCと同程度の最適化精度を発揮できるという特長を併せ

持った手法であると言える．

5.4.4 Problem 7への適用結果

Fig. 5.10及びFig. 5.11は，Problem 7に，GRAMPC（Fig 5.11においては青線），MCMPC

（同じく，赤線），提案手法（同じく，緑線）を適用した際の制御入力，台車位置，ロープ
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長，ロープの角速度及び非線形不等式制約式の時間応答をプロットしたものである．

先ほどと同様，入力制約以外の制約であるロープの角速度（Fig. 5.11(c)）及び非線形不

等式制約 h(x)の時間応答において，GRAMPCで制御を行った結果が制約違反を犯して

いる．一方，MCMPC及び提案手法では，そのような制約違反は発生していない．

また，台車位置 (Fig 5.11(a))及びロープ長（Fig. 5.11）の制御結果における目標値まで

の到達順序は，台車位置がMCMPC，提案法，GRAMPC，ロープ長が提案法，GRAMPC，

MCMPCであり，いずれにおいても，速応性の観点で提案法が GRAMPCより優れた結

果であった．また，目標値追従特性で見ると，GRAMPC及び提案法の両者が目標値に追
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従しているのに対して，MCMPCの結果は目標値近傍で振動的であり，偏差が残る結果

となっている．これは，Fig. 5.10のMCMPCの入力波形における，時刻 9.0 s以降の振動

的な現象が影響しているためであると考えることができる．

以上をまとめると，Problem 7においても，提案法が勾配型MPCの良い性質とサンプ

ル型MPCの良い性質の両面を併せ持った手法であることが分かる．

5.4.5 Problem 6及び Problem 7におけるサンプルベース・ニュートン型最適化
法が最適化に失敗した要因分析

Table 5.3は，Problem 6及び Problem 7双方の問題へ提案法を適用した際に

JMCMPC ≤ JNewton

となり，並列黄金分割探索法を適用する前段階でサンプルベース・ニュートン型最適化

法が最適化に失敗した要因をまとめたものである．Table 5.3が示すように，いずれの問

題への適用結果においても，Fig. 5.2で考察した，入力制約違反，状態制約違反，入力及

び状態制約を同時に違反したケースが全体の 90%以上を占めていることが分かる．これ

は，並列黄金分割法の適用について述べた 5.3節での考察が概ね正しかったことを示唆し

ている．

5.5. 5章のまとめ

　本章では，確率・統計的最適化手法により最適制御問題を解くサンプル型MPCに

おける，そのアルゴリズム由来のランダム性の影響から最適化の精度が悪く，実際にシ

74



-2

-1

 0

 1

 2

C
a

rt
 p

o
s

it
io

n
 (

m
)

grampc
Only MCMPC

Proposed method
Set point

0 5 10 15 20

Time (s)

 1.95

 2

 2.05

10 15 20

(a) Cart position

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

R
o

p
e

 l
e

n
g

h
t 

(m
)

grampc
Only MCMPC

Proposed method
Set point

0 5 10 15 20

Time (s)

 1.95

 2

 2.05

10 15 20

(b) Rope length

-0.3

 0

 0.3

A
n

g
u

la
r 

v
e

lo
c

it
y

 (
ra

d
/s

2
) grampc

Only MCMPC
Proposed method

Constraint

0 5 10 15 20

Time (s)

(c) Angular velocity Φ̇

-0.2

-0.1

 0

h
(x

) 
(m

)

grampc
Only MCMPC

Proposed method
Constraint

0 5 10 15 20

Time (s)

-0.001

 0

 0.001

0 5 10

(d) Nonlinear inequality constraint h(x) (5.30)

Fig. 5.11: Time response in Problem 7: (a) cart position, (b) rope length, (c) angular velocity, (d) inequality
constraints.

Table 5.3. Frequency of failure of SB-Newton

Factor Problem 6 problem 7

Hessian Ĥ ≤ 0 5.4 %(12/221) 2.7 %(13/482)

Input const. (Fig. 5.2(a)) 5.4 %(12/221) 5.4 %(39/482)

State const. (Fig. 5.2 (b)) 36.7 %(81/221) 55.0 %(265/482)

Input & state const. 52.5 %(116/221) 36.9 %(178/482)

ステムに加える制御入力がガウス雑音のような不規則な振動的波形となるといった欠点

を克服する方法について検討した．

本章で提案したサンプルベース・ニュートン型最適化法は，ランダムサンプリングと

２次超曲面回帰に基づき，ニュートン法などで用いられる勾配やヘシアンに相当するベ

クトルや行列を近似的に導出する手法であり，事前情報としての勾配情報が不要である

という “勾配レス”なアルゴリズムである．この特長は，サンプル型MPCの特長である，

勾配情報不要であるという点で一致しており，サンプル型MPCの一種と考えることが

できる．一方，最適化におけるアイデアの中心は，２次収束が期待できる勾配法である

ニュートン法の幾何学的解釈に基づくものであり，２次超曲面回帰の精度が十分高けれ
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ば，ニュートン法と同程度以上の収束速度と解の精度が期待できる手法である．

数値シミュレーションでは，勾配型MPCが処理困難な例題である，サンプル型MPC

の特長であるレジリエンス性が求められるクアッドコプタの姿勢回復制御（Problem 5），

厳しい制約が課された非線形性の強い最適問題の処理が求められる台車型倒立振子の振

り上げ安定化制御（Problem 6），状態・入力に関する箱型制約以外の非線形不等式制約

が課されている２D-Craneの制御（Problem 7）の問題において，提案法の有効性につい

て検証した．いずれの問題においても，提案法が，勾配型MPCが処理困難である問題で

も処理できるというサンプル型MPCの利点を有しており，さらに，サンプル型MPCの

欠点であった入力がガウス雑音のように小刻みに振動する現象を抑制できていることを

確認した．これらの結果は，提案法が勾配型MPCとサンプル型MPCの両者の長所を併

せ持った手法であることを示唆している．

以上の結果より，本提案法は，当初研究課題として挙げた，制御性能を向上して，勾配

型MPCが処理可能な問題では，勾配型MPCと同程度の性能を発揮し，勾配型MPCが処

理困難な問題へも適用できる，より実用的なMPCの制御アルゴリズムであると言える．
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第6章 不連続現象を含む非線形システムへ
の適用

6.1. はじめに

本章は，1章において，研究課題２として示した適用可能性のうち，衝突のような不連

続現象を含む制御対象への適用可能性に関する検証結果をまとめたものである．確率・

統計的最適化手法を用いたサンプル型MPCには，従来型の決定論的最適化手法を用いた

勾配型MPCと比較して，より広範なクラス最適化問題に適用できる可能性があることに

ついては，1.2.2で述べた通りである．Table 1.1で比較した内容に基づき考えると，シス

テムのモデルや評価関数において多峰性や不連続性，微分不可性，厳しい制約が課される

など強い非線形性により勾配やヘッセ行列が発散するまたは悪条件となるような勾配型

MPCが対処困難な問題への適用可能性について議論する必要があると言える．5章では

簡単な数値例で，厳しい制約が課されるなどの強い非線形性を有する最適化問題におい

て，ヘッセ行列が悪条件となるなど，勾配型MPCが処理困難とする問題におけるサンプ

ル型MPCの有効性について議論した．一方，多峰性，不連続性や微分不可性を伴う問題

への適用については，確率・統計的最適化手法と決定論的最適化の適用可能範囲を分け

る分水嶺とも言える重要な性質であるにも関わらず，著者らが調査した範囲でそういっ

た例題への適用や比較検証は行なわれていない．

そこで，本章では，不連続な現象を伴う制御系への適用とその有効性について検証を

行う．本章で題材としたのは，台車型倒立振子の振り上げ安定化制御において，台車が

走路上に存在する壁などの障害物に衝突した際に発生する撃力由来のエネルギーを活用

して振り上げ高速化を実現する制御問題である．当該問題設定は，衝突の前後でシステ

ムの予測モデルに状態ジャンプが生じるので，一般的な勾配型MPCでは，処理困難な

問題とされている．例えば，文献 [81]では，不連続現象を考慮した最適制御問題の定式

化および勾配法によるその解法が示されているが，本章の問題設定のように，不連続現

象を積極的に活用する制御則を導出するとなると，事前に候補となる不連続現象の発生

タイミングを計画しておく必要がある．上記に関する詳細は，不連続現象（状態ジャン
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プ）を含む最適制御問題の勾配型MPCによる数値解法とその問題点として，6.2節で述

べる．いずれにしても，本章で扱う課題は，従来の勾配型MPCでは困難な問題設定であ

り，MCMPCの不連続性を伴う非線形系への適用可能性を議論するのに十分有用な課題

設定である．

本章の構成は以下に示す通りである．はじめに，6.2節にて，従来型の勾配型MPCを

用いたMPCのにおける最適制御問題の一般的な解法と，本章の例題のように不連続現象

を含む制御対象への適用時における問題点について関連研究の動向を含め記述する．6.3

節において，台車型倒立振子の不連続性を振り上げ安定化制御の問題において，台車が壁

と衝突した際に発生する撃力を考慮した予測モデルの構築について述べる．次いで，6.4

節で，具体的な検証内容及び評価要領について記述する．検証については，6.5節の数値

シミュレーションだけでなく 6.6節で示す実機実験も行った．最後に，6.7節で本章の内

容についてまとめる．

6.2. MPCにおける最適制御問題の解法と本章例題との関係

ここでは，状態ジャンプを伴う制御対象に対するMPCの最適制御問題の定式化及びそ

の解法について記述する．ここで，状態ジャンプとは，本章で扱う衝突現象のように,そ

の現象の前後において x{k|i−} ̸= x{k|i+}のようにホライズン中のあるステップ iにおいて，

状態が不連続に変化する現象のことである.一般的なMPC [9,11]では，実際に最適制御

問題を解く際には，それを適当なステップ数にホライズンを分割し離散近似したものを

考えるため，ここでも，(2.2)同様，離散時間システムの場合における解法について記述

する．以下は，予測ホライズン長 T をNステップに分割した場合の最適制御問題である．

x{k|0} = xk (6.1)

x{k|i+1} = x{k|i}+ f (x{k|i},u{k|i})∆τ := f̄ (x{k|i},u{k|i}) (6.2)

J = ϕ(x{k|N})+
N−1

∑
i=0

S(x{k|i},u{k|i}) (6.3)

ここで，x{k|·} ∈Rnは状態ベクトル，u{k|·} ∈Rmは入力ベクトルであり　、(6.1)は最適制

御問題を解く際の状態に関する初期条件，(6.2)は，状態方程式であり，本最適化問題に課

される等式拘束条件である．このとき，最適制御問題は，(6.3)が最小となるように有限

個の変数である u{k|0}, . . . ,u{k|N−1}を決定する等式拘束条件付きの最適化問題となる．等

式拘束条件 (6.2)を，

f̄ (x{k|i},u{k|i})− x{k|i+1} = 0
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のように変形し，ラグランジュの未定乗数として λ{k|i+1} ∈ Rnを導入すると，次に示す

ラグランジュ関数が得られる．

J̄ = ϕ(x{k|N})+
N−1

∑
i=0

{
S(x{k|i},u{k|i})+λ T

{k|i+1} f̄ (x{k|i},u{k|i})−λ T
{k|i+1}x{k|i+1}

}
(6.4)

ここで，次に示すようなハミルトン関数 [9,11]と呼ばれるスカラー値関数

H(x{k|i},u{k|i},λ{k|i+1}) = S(x{k|i},u{k|i})+λ T
{k|i+1} f̄ (x{k|i},u{k|i}) (6.5)

を導入する．

このとき，ラグランジュ関数 (6.4)に対する停留条件，元の拘束条件 (6.2)などを併せ

てまとめると，次に示す最適制御が満たすべき必要条件を得ることができる [9].

定理 4 ([9,定理 3.1]). (離散時間のオイラー・ラグランジュ方程式)離散時間システム (6.2)

の初期状態が (6.1)で与えられているとする．制御入力時系列 u{k|0}, . . . ,u{k|N−1}が評価関

数 (6.3)を最小にする最適制御入力であるとき，随伴変数時系列 λ{k|0}, . . . ,λ{k|N}が存在し

て，すべての i = 0, . . . ,N−1において以下が成り立つ．

x{k|i+1} = f̄ (x{k|i},u{k|i}) (6.6)

λ{k|N} =
(

∂ϕ
∂x

)T

(x{k|N}) (6.7)

λ{k|i} =
(

∂H
∂x

)T

(x{k|i},u{k|i},λ{k|i+1}) (6.8)

∂H
∂u

(x{k|i},u{k|i},λ{k|i+1}) = 0 (6.9)

定理の内容，特に，式 (6.9)より，ある条件のもとで，u{k|i}は，x{k|i}，λ{k|i+1}の関数

として決まるという性質がある．また，x{k|i}と λ{k|i}についても，一方が決まればもう

一方が自動的に決定するという性質がある．ただし，状態 x{k|i}は (6.1)のように初期条

件が与えられるのに対し，随伴変数 λ{k|i}は (6.7)のように終端条件が課されている点に

注意が必要である．上記のような初期時刻および終端時刻の両方で境界条件が与えられ

ている方程式は２点境界値問題と呼ばれ，(6.6)や (6.8)が非線形な場合には，直接解くの

が困難とされている．そこで，多くの勾配型MPCでは，式 (6.6)～(6.9)で示すオイラー・

ラグランジュ方程式を満たすように解の修正を繰り返す，何らかの反復解法を用いてこ

れを解いている [9,11,82]．

一方，式 (6.6)～(6.9)の構造から，一旦いずれかの未知関数が決定すると，その未知関

数から他の未知関数が決まってしまうという性質が，本章で扱う例題のように，状態量
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などに不連続現象が含まれる場合には弊害となることがある．例えば，最初に決定する

未知関数を x{k|i}とすると，本章の例題では，6.3節で示すような衝突方程式などを用い

れば，不連続現象（衝突や状態ジャンプ）を含む状態の時系列 x{k|0}, . . . ,x{k|N}を順時間

方向に一応は予測することができる．ただし，不連続現象が発生した時刻を icとすると

時刻 icにおいては，(6.5)や (6.6)が成立していないことに注意する必要がある．この時，

時刻 N から ic +1までの λ{k|ic+1}, . . . ,λ{k|N}は x{k|i}の関数として，上の段落述べた性質

から (6.7)及び (6.8)を用いて導出できるが，時刻 icにおいては，(6.5)，(6.6)及び (6.8)が

成立しないのでこれ以降の時刻の λ{k|i}を逆時間方向に正確に辿ることは出来ない．従来

の勾配型MPCでは，このような問題は扱えないので，問題設定そのものを修正する方法

が考えられている．

文献 [81,83]では，上述した問題に対し，不連続現象が発生した時刻の前後における未

知関数 x{k|i}，λ{k|i}，u{k|i}に等式制約（内点拘束条件などという．）を課すことで，評価関

数を分割し，分割後のそれぞれの時間区間において式 (6.6)～(6.9)が満たされるように解

の更新を行う方法が提案されている．また，Borrelliら [84]は，状態量 x{k|i}を適当に分

割した上で，分割後の各状態量を初期値として，上述した方法を用いてオフラインで最適

解を計算しておき，実際の制御を行う際には，観測した状態量と最も近い状態量に対す

るオフラインで計算した最適解を初期値としてニュートン法などを用いる explicit MPC

と呼ばれる方法を用いる手法を提案している．しかし，いずれの方法も，実際に何らか

の問題に適用するとなると，制御目的に最も適合する不連続現象が生起するタイミング

を何らかの方法で予めオフラインで計画しておく必要がある．また，上記で述べたよう

な不連続現象が生起するタイミングを含めた最適化問題は，組合せ最適化問題を伴うNP

困難な問題となることが知られている [85,86].

本章で扱う例題も本質的には，上述したような性質を有する最適制御問題であり，オ

ンラインで不連続現象の発生タイミングまでを含んだ組合せ最適化問題を解く必要があ

る非常に難易度の高い課題設定となっている．前の段落で述べた通り，本質的には，NP

困難な問題であるとされるので，本研究では，不連続現象に関する事前知識の有無によ

る制御結果の違いからMCMPCの不連続性を伴う非線形系への適用可能性および有効性

について議論する．
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6.3. 衝突を含んだ台車型倒立振子の予測モデル

以下では，台車型倒立振子の不連続性を振り上げ安定化制御の問題において，台車が

壁と衝突した際に発生する撃力を考慮した予測モデルの構築と本章で扱う問題設定につ

いて記述する．

Problem 8. 衝突現象を有効活用した台車型倒立振子の振り上げ安定化制御

衝突現象を考慮しない一般的な台車型倒立振子の力学モデルは，3.5節 Problem 2で示し

た通りである．ここでは，台車が走路上にある壁と衝突した際のエネルギーの変化に着

目した衝突を含む台車型倒立振子の力学モデルについて記述する．衝突は，その前後で，

物体の変形，熱の発生，内部エネルギーの変化などにより何らかのエネルギーの損失を

伴う非段弾性衝突と，前後で力学的エネルギーが保存される完全弾性衝突に分類される．

衝突によるエネルギーの変化は，物体の速度に関する項の急激な変化として記述できる．

本例題で扱う台車型倒立振子の場合，以下に示す関係式を用いて衝突現象をモデル化す

ることができる．

q =

[
z
θ

]
(6.10)

Mq̇+ = Mq̇−+ tΦλc (6.11)

M =

[
mp +mc mplp cosθ

mplp cosθ Jp +mpl2
p

]
(6.12)

ここで，zは台車位置，θ は振子角度とし，一般化座標 qの１回の時間微分を q̇（一般化

速度），qの２回微分を q̈と定義している．また，q̇−，q̇+の下添字−及び+はそれぞれ，

衝突の前及び後の物理量であることを意味している．式 (6.11)は衝突方程式であり，λc

は衝突時のエネルギー損失と関係のある撃力に相当する項である．

本例題のように，台車型倒立振子の振り上げ安定化において，台車のみが壁と衝突す

る状況では，台車の速度に関する自由度のみが拘束を受けることになる．そのことを考

慮すると，運動量保存則より

−eż+ = ż−+ tΦλc (6.13)

Φ =
[
1 0

]
(6.14)

となる．ここで，eは台車と壁の間の反発係数である．さらに撃力に相当する λcは，(6.10)

～(6.13)の関係を用いて，

λc =−(1+ e)
(
ΦMtΦ

)−1 Φq̇− (6.15)
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と導出することができる．さらに，(6.11)，(6.14)及び (6.15)の関係を用いて，衝突の瞬

間振子に働く角力積による振子角速度の瞬間的な変化量は，衝突前後の台車速度及び振

子角速度などを用いて，

θ̇+ = θ̇−+(1+ e)
mplp cosθ
Jp +mpl2

p
ż− (6.16)

のように導出することができる．

予測シミュレーションにおける衝突現象のモデル化では，以下に示す要領で台車速度

や振子角速度をの急激な変化を再現する．

台車位置 　衝突した側の壁との接触面の座標

振子角速度 　 (6.11)を用いて更新

台車速度 　 ż+ =−eż−のように更新

6.4. 検証要領

ここでは，サンプル型MPCであるMCMPCが不連続現象を効果的に扱うことができ

るかを検証するために，台車型倒立振子の振り上げ安定化制御において以下に示す４つ

の異なるシナリオを準備して，数値シミュレーション及び実機実験を行った．

Scenario 1 (Fig. 6.1(a))

予測モデル 衝突に関する予測モデルなし

シナリオ 台車の走路上に壁が存在しない

Scenario 2 (Fig. 6.1(b))

予測モデル 衝突に関する予測モデルあり

シナリオ 台車の走路上に壁が存在する

Scenario 3 (Fig. 6.1(c))

予測モデル 衝突に関する予測モデルなし

シナリオ 台車の走路上に壁が存在する

Scenario 4 (Fig. 6.1(d))

予測モデル 壁の位置を既知とし，位置制約として処理する
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?
?

?
?

Unexpected collision

(c) Scenario 3

Initial cart position

Positional
constraint

Positional 
constraint

Collision as penalty

(d) Scenario 4

Fig. 6.1: Schematic diagram of the four scenarios used to verify the feasibility of control that actively utilizes a
collision phenomenon for the pendulum swing.

シナリオ 台車の走路上に壁が存在する

以降，具体的な検証要領について示す．Scenario 2での制御の結果が，各制御時刻にお

ける評価値 Jが他の Scenarioのものと比較した時に，常に最短時刻で 0近傍に収束し，な

おかつ，振子角度が倒立安定状態を示す 0 radまたは±2kπ radに最短時刻で到達していれ

ば，それは，衝突を有効に利用し，振り上げ高速化が実現できていることになる．Scenario

3は，対照実験であり，Scenario 3での制御の結果が，Scenario 2のものと常に同じで最

短となる場合には，Scenario 2における衝突が，予測に基づく意図的なものではなく，偶

然生起した衝突により振り上げの高速化ができているのに他ならないことを示している．

一方で，Scenario 3での振り上げの結果，Scenario 2の結果との比較において，劣るよう

なケースが大多数である場合，Scenario 2は，意図的な衝突により高速化を実現出来てい

ると言える．最後の Scenario 4は，壁面近傍で急減速させる必要があるシナリオで，振

り上げ高速化が撃力に由来するものか否かを検証するための対照実験となっている．
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Table 6.1. Design parameters of MCMPC (for 8)

Name Value

Prediction interval 1.0 s
Num. of prediction steps 100 steps

Control cycle 100 Hz
Num. of samples 5120

Num. of elite sample
50 (Elite sample MCMPC)

1 (TOP1 sample)
Num. of iterations 4

6.5. 数値シミュレーション

Table 6.1は，本章における数値シミュレーション及び実機実験に用いた Elite sample及

び TOP1 sampleのMCMPCのパラメータを表している.また，Fig. 6.2～Fig. 6.6は，数値

シミュレーションにおける台車位置，台車速度，振子角度，振子角速度及び各制御時刻

における予測入力時系列 ũk（MCMPCの推定値）を用いて計算した評価値 J(ũk)の値を

図示したものである．左右の壁は，それぞれ左側−0.14 m，右側 0.18 mの位置に設置し

ている（Fig. 6.2の黒色の破線）．また，反発係数は，実機実験 (6.6)で用いた実験機材で

計測した値 e = 0.35としている．

Fig. 6.2に示す Elite sample及び TOP1 sampleの双方の結果において，Scenario 1（黒色

実線），Scenario 4（緑色実線）以外の全ての Scenarioにおいて，台車が黒色の破線で示す

壁の位置に到達し，衝突が生起していることが分かる．また，Elite sampleを用いた結果

である Fig. 6.3 (a)及び Fig. 6.5 (a)では，Scenario 2（青色実線）では，0.3 s及び 0.88 sの

計２回，Scenario 3（赤色実線）では，0.3 s時に１度だけ壁との衝突が発生し，台車速度

や振子角速度が急激に変化するジャンプ現象が確認できる．TOP1 sampleを用いた結果

である Fig. 6.3 (b)及び Fig. 6.5 (b)では，Scenario 2では，1.4 s時のみ，Scenario 3では，

0.4 s及び 1.5 sに衝突が発生している．ただし，Scenario 3における衝突による状態量の

ジャンプの幅は，Scenario 2のものと比較すると小さいことが分かる．

さらに，振り上げに直前に振子角度がピークに到達する瞬間に着目すると，意図的な

衝突が可能な Scenario 2では，衝突により発生した撃力を利用したことで最も速いタイ

ミングで振子角速度がピークを迎えている．併せて，Fig. 6.4や Fig. 6.6の結果より，振

り上げに要している時間や評価値 Jが収束するまでに要している時間については，衝突

現象を予測モデルに含んでいる Scenario 2が最短となっている．このことは，Table 6.2
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Fig. 6.2: Time response of cart position z (in numerical simulation of Problem 8)
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Fig. 6.3: Time response of cart velocity ż (in numerical simulation of Problem 8 )

に示す，Scenario及び Eliteまたは TOP1の制御器の種類ごとに，振子角度が倒立状態を

表す 0±0.1 radまたは 2π±0.1 radになり，かつ推定入力時系列を用いて計算した評価関

数値 Jが 50以下である状態が 0.5 s以上継続した時間のうちの最初の時刻とする整定時

刻の結果を見ても明らかである．

これらの結果より，数値シミュレーションにおいて，衝突を有効活用した制御が実現

できていることを確認することが出来た．

6.6. 実機実験

Fig. 6.7～Fig. 6.11は，6.5節同様に，それぞれ，Elite sampleまたは TOP1 sampleの

MCMPCを用いた実機実験における台車位置，台車速度，振子角度，振子角速度及び各

制御時刻における推定入力時系列 ũkを用いて演算した評価値 Jの時間応答をプロットし

たものである．Fig. 6.7中，黒色破線は壁の位置を示しており，それぞれ左側の壁が台車

の初期位置を原点とし−0.14 mの位置，右側の壁が 0.18 mの位置にある．反発係数につ
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Fig. 6.4: Time response of angle of the pendulum θ (in numerical simulation of Problem 8)
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Fig. 6.5: Time response of angular velocity θ̇ (in numerical simulation of Problem 8)
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Fig. 6.6: Cost value J(ũk) (in numerical simulation of Problem 8)
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いては，(6.16)に示す通り，反発係数 eが大きくなるほど衝突時に振子が受け取る撃力相

当のエネルギーが大きくなるので，台車と壁の接触面にバネを挟むことで高反発を実現

している．反発係数を求めるために行った事前実験の結果より e = 0.3∼ 0.4程度であっ

たので，Scenario 2においてはその中央値である e = 0.35を用いて衝突に関する予測を行

なっている．

Elite sample及び TOP1 sampleいずれを用いた結果においても，Scenario 2の結果（青

線でプロット）が最も速く制御目的である倒立安定状態に遷移している様子が確認でき

た．壁の位置については，ここに示した例以外の数値でも多くの例で Scenario 2が最速

で振り上げ安定化を実現できるといった結果を得た．また，実機実験における再現性と

いう観点では，今回与えた問題設定の条件下で Scenarioごとに 20回の試行を行ったとこ

ろ，ほとんどすべての試行において同様の結果を得た．

実機実験では，高反発を再現するのにバネを利用しているため，グラフ（例えば，Fig. 6.8

や Fig. 6.10）からは，衝突により大きなジャンプ現象が発生している様子は推察しづら

いが，衝突を予測モデルに含んでいる Scenario 2では，振子角速度がピークに差し掛か

る直前で壁と接触しており，ピークに到達する時刻が他の Scenarioの結果と異なってい

ることが分かる．

Table 6.2の結果では，整定時刻について，Scenario 3が最短となるケースも存在してい

る．これは，予期せぬ衝突により，偶然，振り上げ安定化が上手くいったケースである

と考えられる．また，Scenario 2において最長となるケースでさえも，Scenario 3を除く

他の２つの Scenarioと比べると高速での振り上げが実現できていることが確認できる．

以上の結果から，サンプル型MPCの一種であるMCMPCでは，評価関数や制御対象

のダイナミクスに衝突などの不連続現象が内在している予測モデルを用いた最適制御問

題であっても容易に扱うことができ，そのような現象を積極的に制御に取り入れたこれ

までにない制御が実現可能であることを確認できた．

6.7. 6章のまとめ

本章では，サンプル型MPCの一種であるMCMPCの適用可能性について，その特長

の１つである，最適化問題を解く際に勾配情報が不要であるという点に着目し，その特

長を利用し不連続現象を積極的に利用した制御が実現できるかについて，台車型倒立振

子の振り上げ安定化制御の問題において，台車が壁と衝突するエネルギーを活用可能な

状況を作為し制御問題を考え，検証を行った．
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Fig. 6.7: Time response of cart position z (in the laboratory experiment of Problem 8 )
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Fig. 6.8: Time response of cart velocity ż (in the laboratory experiment of Problem 8 )
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Fig. 6.9: Time response of angle of the pendulum θ (in the laboratory experiment of Problem 8)
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Fig. 6.10: Time response of angular velocity θ̇ (in the laboratory experiment of Problem 8)
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Fig. 6.11: Cost value J(ũk) (in the laboratory experiment of Problem 8)
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Table 6.2. Comparison of settling time (Results of 20 trails)

Controller pattern
Elite sample TOP1 sample

Simulation

Scenario 1 2.35 s 2.14 s
Scenario 2 2.25 s 1.75 s
Scenario 3 2.97 s 2.41 s
Scenario 4 2.91 s 2.82 s

Scenario 1 2.85∼ 3.01 s 2.77∼ 2.86 s
Laboratory Scenario 2 2.20∼ 2.30 s 1.99∼ 2.50 s
experiment Scenario 3 2.24∼ 2.87 s 2.25∼ 4.02 s

Scenario 4 2.70∼ 2.85 s 3.33∼ 4.30 s

6.5節及び 6.6節で示したいずれの結果においても，衝突に関する予測モデルを保持し

ている Scenario 2が最速で評価値 Jを収束させ，最短時間で振り上げ安定化を実現でき

ることを確認した．これは，予測モデルとして衝突に関する知識を保持することで，衝

突を積極的に利用する挙動を予測し，その挙動を最適解として選択することができてい

るためであると考えられる．また，MCMPCにおいて，このような効果が確認できたの

は，6.2節で述べたような不連続性を有する問題ではあるものの，入力の変動に対する評

価関数の変動のみに着目すると，剣山や稜線のような構造は有していない比較的扱い易

い構造であったのではないかと考えられる．これについては，今後何らかの方法で検証

する必要がある．

本章で示した結果は，いくつかの先行研究 [51,87]で指摘されているサンプル型MPC

の利点の１つである，不連続な現象を含む系において，評価関数が局所的に微分不可とな

るような最適制御問題に対しても適用可能であるという内容を，実機実験の結果をベー

スに確認したものである．このような実例研究は，本章掲載の例題が初めてである．

さらに，本章で紹介した結果は，クアッドコプタの制御問題において，壁面との衝突

が避けられないような状況で，衝突が姿勢変化に与える影響を小さくする制御を実現し

た加藤らの研究 [23]や，二足歩行ロボットにおける ZMP制約下での重心軌道生成におい

て，壁面接触を伴う不連続なシステムの制御などの問題 [72]に応用されているなど，サ

ンプル型MPCの適用範囲拡大に大きく貢献している．
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第7章 総　括

非線形システムに対する一般的かつ統一的な制御系設計手法を与えるのは困難である

とされている．そこで，ある評価関数最小の意味で合理的な制御系を決定する枠組みで

ある最適制御，中でも実時間最適制御に基づくMPCが注目されている [9]．MPCにあっ

ても，特に確率・統計的最適化手法をベースとするサンプル型MPCは，その最適化手法

の汎用性の高さから，従来型のMPCでは扱い困難とされていた様々な問題へ適用できる

と考えられている．一方で，サンプル型MPCは，そのアイデア自体は古くから存在する

ものの，勾配型MPCと比較したときの計算量の多さがネックとなり，実システム（特に，

サンプリング周期の短い機械系など）への適用は近年（著者らが調査した限りでは２０

１６年 [21,37]が最も古い機械系への適用例である．）やっとその見通しがたって来たと

いうのが現状である．そのため，確率・統計的最適化手法が持つ最適化における汎用性

の高さがどこまでMPCの問題設定に有効なのか？ 実時間実行という制約の中で十分な

最適化精度が期待できるのか？ 期待できないとすれば，それにより制御を行う上で問題

は生じないのか？ など多くの課題について十分な検討及び検証がなされていなかった．

本研究では，そのような状況を鑑み，サンプル型MPCの一種であるMCMPCを中心

に，その収束特性，最適化の精度が制御に与える悪影響，逆に，確率・統計的最適化手

法ベースのMPCならではの特長を生かした制御問題への適用とその効果などについて検

討及び検証を行った．検証に用いたMPCの問題設定及び本研究の研究課題との関連など

を，Table 7.1及び Table 7.2にまとめた．両表に示す通り，MPCのベンチマーク問題が

纏められている文献 [10]と比較しても遜色のない多種多様な制御対象・問題設定におい

て検証を行っている．具体的な成果については，後の 7.1節で纏めることにするが，全体

を俯瞰すると，現在，黎明期期から発展期への転換期にあるサンプル型MPCの課題であ

る収束特性の問題を改善し，その性能向上に寄与するとともに，これまでのMPCの枠組

みでは処理困難な問題に対する適用可能性を明らかにし，その適用可能範囲を拡大する

きっかけを与えるなど，サンプル型MPCの発展はもとより，MPC研究の発展に十分貢

献したものと考える．
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7.1. 本研究の成果

ここでは，当初定めた研究課題である，“性能向上”と “適用可能性の検討”の大きく２

項目に分け，本研究の成果を纏める．

7.1.1 研究課題１：「性能向上」に対する本研究の成果

解析的な最適解が得られる離散時間線形システムの最適制御問題におけるMCMPCの

同一制御周期内反復適用時の収束解析を行い，ユーザが設計可能なパラメータである，仮

説的な入力をサンプルする分布である提案分布の分散共分散がMCMPCの収束特性と深

く関わりのパラメータであることを明らかにした．その上で，当該パラメータを同一制

御周期内反復の過程で更新する方法を検討し，その手法が線形系のみならず，非線形系

の制御においても制御性能向上に寄与する方法であることを明らかにした．また，それ

らの関係をもとに，冷却法適用を前提とした際のMCMPCのパラメータ設計指針を示し

Table 7.1. Overview of the MPC benchmark problem addressed in this study and its relevance
to the Research Questions.

Problem
Dimensions Constraints Verification

Chapter
x u Td x u other items

Problem 1
4 1 30 No No No

Research Question 1

Chap. 2
Linear system

Problem 2

4 1 100 Yes Yes No
Chap. 3

(Chap. 4)
(Problem 3)
Cart & Pole
(Single)
Problem 4

6 1 110 Yes Yes No Chap. 4Cart & Pole
(Double)
Problem 5

12 4 14 No Yes No
Research Question 2

Chap. 5

Quadcopter (Resilient control)
Problem 6

4 1 30 Yes Yes No
Research Question 2

(Tight constraint)
Cart & Pole
(Single)
Problem 7

6 2 15 Yes Yes Yes
Research Question 2

2D-Crane (Tight constraint)
Problem 8

4 1 100 Yes Yes No
Research Question 2

(Discontinuity)
Chap. 6Cart & Pole

(Single)
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Table 7.2. Overview of MCMPC applications in related studies and its relevance to the Re-
search Question 2 of this study.

Problem
Dimensions Constraints

Relevance Reference
x u Td x u other

Quadcopter 12 4 75 Yes Yes No

Discontinuity

[23]

Spacecraft
4 1 120 No Yes No Discontinuity [62]

(Single rotor control)

Mobile robot
3 2 40 Yes Yes No

Discontinuity
[88]

(Obstacle avoidance) Multimodality

Biped robot 6 2 50 Yes Yes Yes Discontinuity [72]

た．これらの成果により，新たな制御対象にMCMPCを適用する際にユーザーが設計す

べきMCMPC固有のパラメータについて，その設計指針の大枠を示すことができたと言

え，制御性能改善に資する有益な情報を提供できたと考えられる．

また，実際の制御においては，特に制御量が整定する直前において，最適化の精度（近

似誤差）の問題が顕著になり，目標値追従性能などを毀損する恐れがあること明らかに

した．これについて，現状取りうる最良の手段の１つとして，サンプル型MPCの勾配不

要の特長と，勾配型MPCの最適化の精度を併せ持つ，サンプルベース・ニュートン型最

適化法を提案した．当該手法は，問題の規模が大きい場合には，計算時間の観点で問題

はあるものの，勾配型MPCが扱う問題と同程度の規模であれば，十分実時間で動かすこ

とができ，その精度も，勾配型MPCと同程度であることを確認した．さらには，勾配型

MPCが適用困難な問題にも適用でき，従来のサンプル型MPCより優れた性能を発揮で

きるなど，性能向上の目標として掲げた内容を十分に満たした手法であることも明らか

にした．本手法は，精度を保ちつつ計算量軽減が出来れば，より高度な制御に適用可能

な実用的な制御アルゴリズムになりうると考えられる．

以上をまとめると，当初研究課題に挙げた，性能向上の課題について，十分その目標

を達成できたと考える．
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7.1.2 研究課題２：「適用可能性」に対する本研究の成果

適用可能性については，従来の勾配型MPCが処理可能かどうか１つの指標として，様々

な問題において評価を行なった．それらの中でも，本研究における最も大きな貢献は，6

章で示した衝突などの不連続現象を積極的に活用した制御の実現可能性について実機実

験レベルで検証したことである．これにより，Table 7.2に示すように，これまで従来の

勾配型MPCが適用が困難とされていた問題への適用が試みられるようになるなど，適用

可能範囲の拡大に貢献した．Table 7.2に示す文献では，例えば，[62]では，評価関数そ

のものが微分不可関数で与えられる場合，[88]では，制約条件が微分不可関数で与えら

れる場合， [72]では，着地衝撃という不連続現象に加え，条件分岐を伴う状態制約が課

されている場合などのように，本論文 6章で扱った内容とは，少し毛色の異なる不連続

性を有するMPCの問題設定に対するMCMPCの有効性が報告されている．

また，これまで意識されてこなかった勾配型MPCの限界についても，その全貌までと

は行かないものの個別の事象単位で垣間みることが出来た．例えば，突風などの不測の

事態により状態量が大きく乱された直後からもとの軌道へと回復するためのレジリエン

ス制御 [26]，厳しい制約が課された非線形性の強い問題への適用などである．これらに

ついては，勾配型MPCでは，ヘッセ行列が悪条件となる，ステップサイズの計算が間に

合わないなど種々の要因で対処困難であると考えられるが，サンプル型MPCでは，適当

な実行可能解を即座に求めることができるため対応可能であることを明らかにした．本

研究においては，制約条件近傍でのモデル化誤差の影響などは考慮していないが，これ

までのMPCでは取り扱い困難な問題での有効性を確認したことで，適用可能範囲の拡大

に貢献したと考えられる．

7.2. 今後の課題

ここでは，本研究の残された課題と今後の展望について議論する．

非線形系の最適制御問題における収束性解析

本研究での収束性解析は，解析解が得られる離散時間線形システムが対象であった．非

線形については，3章で簡単な数値例での検証を行なったのみで，解析的な結果を与える

には至らなかった．一方，文献 [45]を参考にすれば，ある極限を考えた際の収束性を議論

する下地は既に存在していることが分かっている．文献 [45]は，焼きなまし法やMCMC

94



などの収束性解析にも応用されており，その考え方を上手くMCMPCや IT-MPCの枠組

みに取り入れられれば，非線形系における収束性解析も行えるのではないかと考えてい

る．いずれにしても，実時間最適化に基づくMPCにおいて，その収束性を確かめるとい

うのは，最も重要なタスクであるので，非線形系における収束性解析は，本研究で挙げ

る今後の課題の中でも最も優先度・重要度ともに高いタスクであると考える．

サンプル型MPCの安定性解析

安定性解析は，MPC研究の重要な研究課題の１つである．決定論的最適化をベースと

する勾配型MPCおいては，例えば文献 [89,90]において，特殊な終端制約条件を課すこ

とで評価関数自体にリアプノフ関数の性質を持たせることで，その制約が守られる範囲

では，安定性が保証される枠組みなど多数の安定性解析に関する結果が纏められている．

現実的な計算時間で，そのような制約を満たす解が得られるかなど課題はあるものの，終

端制約条件を満たす解さえ得られれば，安定性を保証出来るというのは魅力的である．

一方，サンプル型MPCにおいては，上述した方法をそのまま当てはめるのはかなり困

難なアイデアであると言える．これは，実用上，その推定値が確率変数となるためであ

る．上述した安定性解析の方策の多くは，終端制約条件と等式制約を課すものであり，有

限個のサンプルからその終端制約条件を満たす解を引き当てるのは現実的に不可能と言

える．

一方，サンプル型MPCの性質を考慮すると文献 [91,92]などの考え方の方が適合して

いると考えられる．両者はいずれも “実行可能解”をもって，線形系の制御則で安定性が

保証出来る集合まで状態量を遷移させることが可能か否かで安定性を議論する枠組みで

ある．実行可能解の集合の内，所望の集合まで到達可能な実行可能解が存在する領域を

サンプルで近似する方法を採っているため，現状，特定の時刻内に到達可能な実行可可

能解の領域を事前に計算し，各時刻で常にそれを満たす解を採用する方策が取られてい

るが，実時間で領域（あるいは領域を定義する関数みたいなもの）を評価できるように

なれば，安定性を確かめながらサンプル型MPCを利用できるようになると考えられる．

これらの手法を参考にして，サンプル型MPCの安定性解析について今後さらに議論を

進めていく必要があると考えている．
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サンプルベース・ニュートン型最適化の計算量削減

5章で提案した手法は，ヘッセ行列の構造などは特に意識せずに，すべての要素につ

いて２次超曲面回帰を用いて導出している．そのため，２次超曲面回帰で必要な行列演

算の計算量だけでみても入力の次数×予測ステップ数の 3乗のオーダーとなる．実際に

100 Hz程度で最適化を行うとなると，計算可能な問題の規模は，入力の次数と予測ステッ

プ数の積が 30 ∼ 35程度が上限となる．そのため，より大規模な問題への適用を考える

上では，ヘッセ行列の構造などを利用した計算量の削減が必要になる．

例えば，入力デカップリングを適切に施せば，各入力間の相関関係が解消され，ヘッ

セ行列のうちほとんどの要素が 0になると考えられる．このような性質を利用して，真

に必要となる要素についてのみ２次超曲面回帰により導出するというのが１つのアイデ

アとして考えられる．また，評価関数に特別な工夫を凝らして，ヘッセ行列が対角行列

いなるようにして２次超曲面回帰を行う方法も考えられる．いずれにしても，問題の構

造を上手く利用し，２次超曲面回帰で求める要素を削減するのが重要なアイデアになる

と考えられる．以上のような方向性を参考に，今後さらに改善していく必要がある．

適用可能性に関する更なる検証

本研究では，適用可能性について，従来の勾配型MPCが処理困難／不可であるとされ

る問題というのを 1つの指標として，Table 7.1に示すようなMPCのベンチマーク問題

を中心にその検証を行った．当然のことながら，Table 7.1や Table 7.2に示す制御対象や

問題設定が，実世界に実在する全ての非線形システムを網羅している訳ではない．また，

本研究では，MCMPCや他のサンプル型MPCの適用限界を適用可能性の指標とした評価

も行っていない．

上記をふまえると，Table 7.1や Table 7.2に挙げた制御対象以外の実在する非線形シス

テムに対する，本研究で掲げた意味での適用可能性についても今後議論していく必要が

あると言える．さらに，それらのうち，勾配型MPCが処理可能でサンプル型MPCが処

理困難な問題，勾配型MPC，サンプル型MPC双方が処理困難な問題のように，サンプ

ル型MPCの “適用限界”についても議論していく必要があると言える．
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付録A 重み付き確率 (2.32)の期待値の導出

ここでは，(2.32)から (2.33)を導出する具体的な計算過程について記述する．以下は，

(2.32)の指数部を，前反復時に得た推定値 ūと提案分布から生成したサンプル ûを用い

て ûについての２次形式に変形する計算過程を示している．

E(ũ)

=
∫

w(û)p(û)dû

=
1√

(2π)mTd |Σ|

∫
exp
(
− 1

2η
(û−u∗)TQ̂(û−u∗)− (û− ū)TΣ−1(û− ū)

)
dû

=C1

∫
exp
(
− 1

2η
(û−u∗)TQ̂(û−u∗)− 1

2σ2 (û− ū)TEu(û− ū)
)

dû

=C2
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exp
(
−ûT

(
1

2η
Q̂+

1
2σ2 Eu

)
û+

1
η
(u∗)TQ̂û+

1
σ2 ūTû

)
dû

=C3

∫
exp
(

1
2ησ 2 ûT(σ2Q̂+ηEu)û+

η
ησ2 (u

∗)TQ̂û+
σ2

ησ 2 ūTû
)

dû (A.1)

=C4

∫
exp
(
− 1

2ησ 2 (û− ũ)T (σ2Q̂+ηEu
)
(û− ũ)

)
dû (A.2)

C1からC4は，ûに依存しない項，すなわち，積分の演算を行う際には定数とみなせる項

をまとめたものである．このとき，(A.1)の指数部をGとし，Gの停留条件として û = ũ

における偏微分を考えると，

∂G
∂ û

∣∣∣∣
û=ũ

=
(
σ2Q̂+ηEu

)
ũ−

(
σ2Q̂u∗+η ū

)
= 0 (A.3)

となり，(A.3)を ũについて解くと，(2.33)となる．

また，(A.2)は，ũを平均，(σ2Q̂+ηEu)
−1を分散共分散行列に持つ多変量正規分布の

密度関数と同じ構造となっていることが分かる．このとき，推定値である ũのばらつき

を表す分散共分散行列 ΣSは，

ΣS = ησ 2 (σ2Q̂+ηEu
)−1

(A.4)

で与えられることが分かる．
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