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研究成果の概要（和文）：本研究では、偏微分方程式とウェーブレットおよびラドン変換に関連する研究を行っ
た。偏微分方程式については、変数係数に持つ波動タイプの方程式に対する初期値問題の解の表現公式と適切性
に関する研究も行い、ウェーブレット理論も取り入れた新たな成果も得ることができた。ウェーブレットについ
ては、独自の2次元のパーセヴァルフレームや双対フレームを考案した。特に、周波数空間においてより滑らか
なフレームを構成することで、展開式の角度方向がより鮮明になり得ることを数値シミュレーションで確認し
た。また、ラドン変換と関係した新たな変換をいくつか考案し、その性質や応用に関する結果を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied partial differential equations, wavelet and 
Radon transform. We considered exact formulas and well-posedness of the Cauchy problem for wave 
equations with variable coefficients. As for the wavelet analysis, we designed some two-dimensional 
Parseval frames and dual frames. By numerical simulations we  found that smooth frames in the 
frequency space give better reconstruction. Moreover, we also proposed some transforms concerned 
with  the Radon transform and showed their properties and applications. 

研究分野：関数解析

キーワード： 関数方程式論　ウェーブレット　数値解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
変数係数を持つ波動タイプの偏微分方程式に対する初期値問題の解の表現公式が得られれば、物理現象の法則と
なる解の性質等が引き出せ、数値実験もそのままの形で実行ができるため、理論的にも応用的にも非常に意義が
あり、波動現象の解明へと繋がることが期待できる。また、本研究で得られた2次元のパーセヴァルフレームや
双対フレームは2次元の画像解析への応用が可能で、数値解析的な処理速度や画像の精度の向上が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 偏微分方程式（双曲型方程式）に関する学術的背景： 
変数係数を持つ波動方程式：一般に波動方程式は“波の伝播”を記述する偏微分方程式である。
定数係数を持つ場合は解の表現公式もよく知られているが、変数係数を持つ場合は解を具体的
に求めることは非常に困難とされている。そのため、解に対して剰余項を含む漸近的な表現をし
て、近似解を構成することになる。初期値問題の解の適切性に関しては、変数係数の滑らかさや
振動および退化の状況が、解の滑らかさに影響することが知られている。双曲型方程式の研究の
場合、解の滑らかさを計る指標として、実解析的な関数の空間と無限回微分可能な関数の空間を
補間する Gevrey クラスの関数空間を用いることが多い。 
 
研究の動機： 
時間発展する偏微分方程式に対する初期値問題を考察する際、係数にある時間変数と空間変数
は解の性質に与える影響がまったく異なり、興味深い。また、２階の双曲型方程式で係数が退化
する（特性根が重複する）場合としない場合で、解の滑らかさである Gevrey クラスのオーダー
が大きく変化する。それぞれの場合に限定して詳しく研究することで、より精密な結果を得たい。 
 
(2)ウェーブレットに関する学術的背景： 
ウェーブレットは、関数を平行移動と拡大伸縮を操作して得られる正規直交基底のことである。
従来のフーリエ級数展開は、三角関数による変調にもとづいた基底であるが、三角関数は無限に
広がる波であるため、関数展開をしたときの位置情報を得ることはできない。そこでこの弱点を
克服するために近年開発されたのが（局所的な狭い幅の波である）ウェーブレットの起源である。
ウェーブレット解析は、１９８０年代初めに地球物理学の石油探査および地震波の研究の中で
初めて登場し、その後多くの学問的な分野に劇的な変化を与えた。ウェーブレットはその理論の
発展と共に、量子力学、計算生物学、信号処理まで盛んに応用されているため、非常に魅力的な
研究分野である。1 次元のウェーブレットに関しては数多くのウェーブレットが知られており、
私自身もこれまで特徴的なウェーブレットを考案してきた（例えば、時間周波数窓の指標が限界
に近いウェーブレットや Gevrey クラスのウェーブレット等）。 
 
研究の動機： 
2 次元の時間周波数解析では、１次元のウェーブレットの直積タイプを用いた展開式だけでなく、
Curvelet や Shearlet といったフレームを用いた展開式も利用されている。それらは角度方向を
より詳細に検出するメリットをもっているため、画像解析に応用され興味深い。また、2次元の
ウェーブレットの理論も発展させ、偏微分方程式論と融合させた研究も行いたい。 
 
 
２．研究の目的 
本研究では、同時に次の３つのテーマを研究することを目的とした。 

 
(1)偏微分方程式（双曲型方程式）     (2)ウェーブレット        (3)ラドン変換 
 
なお、申請時当初の目的は(1)と(2)だけであったが、両者とも関連深い(3)のテーマも追加した。 
 
(1)偏微分方程式について：変数係数を持つ波動タイプの偏微分方程式に対する初期値問題の解
の表現公式が得られれば、物理現象の法則となる解の性質等が引き出せ、数値実験もそのままの
形で実行ができるため、理論的にも応用的にも非常に意義があり、波動現象の解明へと繋がるこ
とが期待できる。また、初期値問題の適切性を調べることで、大域的な解が存在するために必要
な初期値の滑らかさを見いだすことも目的である。 
 
(2)ウェーブレットについて：正規直交基底は理想的であるが、その構成には強い条件が必要と
なる。一方、フレームは冗長性があるものの比較的構成しやすいメリットがある。特に平行移動
と拡大伸縮を操作するウェーブレットタイプのフレームを考えることを目的とし、より冗長性
の少ないフレームを開発すれば、数値解析的な処理速度や精度の向上が期待できる。 
 
(3)ラドン変換について：偏微分方程式の解の表現公式とラドン変換との関連を詳しく調べる。
また、ラドン変換とウェーブレット変換を組み合わせた応用的に意義のあるリッジレット変換
の研究も目的とする。 
 
 



３．研究の方法 
３つの研究テーマに関して以下のような方法で研究を行った。 

 

(1)偏微分方程式について：海外の外国人の共同研究者とは、主にメールや国内へ招聘すること

で研究を進めた。また研究分担者とも定期的に研究打ち合わせを行った。 

 

(2)ウェーブレットについて：研究集会や談話会を開催し、その際に連携研究者と研究打ち合わ

せも行って効率良く研究を進めることができた。  

 
(3)ラドン変換について：情報工学の専門家らと勉強会となるセミナー等もいくつか企画して、
研究打ち合わせも行った。 
 
 
４. 研究成果 

３つの研究テーマに関して以下のような研究成果を得ることができた。 

 

(1)偏微分方程式について：変数係数に持つ波動タイプの方程式に対する初期値問題の解の表現

公式の研究を行った。これまでの自身の研究から時間変数または空間変数を持つ場合の結果を

得ているのでそれらの一般化を試み、部分的な結果をいくつも積み重ねながら研究を続けた。

今後は部分的な研究成果を順次発表したいと考えている。適切性に関しては、滑らかではなく

振動するような変数係数を持つ２階の双曲型方程式に対する初期値問題を研究を行った。従来

のGevreyクラスにおける適切性の結果を発展させて、条件にウェーブレット理論も取り入れた

結果を得ることができた。 

 

(2) ウェーブレットについて： 1次元のウェーブレットでは、Stromberg ウェーブレットに関 

して特に４次のオーダーのときに注目し、対称性等の詳しい結果を得ることができた。2次元の

時間周波数解析の場合、既存のCurveletやShearletより単純な形をしたパーセヴァルフレーム

や双対フレームを考案した。特に、周波数空間において滑らかなフレームを構成することで、

展開式が角度方向により鮮明になることを数値シミュレーションで確認した。 

 

(3)ラドン変換について：ラドン変換はスライス定理を通じてフーリエ変換にもとづいている。

そこで、フラクショナルフーリエ変換にもとづくフラクショナルラドン変換というものを新た

に導出し、波動方程式を用いて特徴づけることができた。また、リッジレット変換を発展させ

て、ウェーブレット変換の窓だけでなく、ラドン変換に関しても窓を導入して、２重窓を持つ

ような新たな変換を考案し、その逆変換公式も導出することができた。 
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