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研究成果の概要（和文）：回帰分析や判別分析における変数選択のための厳密解法として、混合整数最適化が近
年注目を集めている。一方で混合整数最適化による変数選択では、選択された説明変数に多重共線性が残ってし
まう場合が多く、データに内在する事前知識も活用されていないという欠点がある。そこで本研究では「混合整
数最適化」に「多重共線性の除去」と「構造的正則化（事前情報を活用したモデル構築）」を組み合わせ、高精
度のパラメータ推定が可能な各種の制約付き変数選択手法を提案した。人工データと実データを用いた数値実験
を実施し、提案手法の有効性を検証した。

研究成果の概要（英文）：Mixed-integer optimization has been attracting attention in recent years as 
an exact solution for variable selection in regression and discriminant analyses. On the other hand,
 variable selection based on mixed-integer optimization has the disadvantage that multicollinearity 
often remains in the set of selected explanatory variables, and the prior knowledge inherent in the 
data is not utilized. Thus, in this study we combined "mixed-integer optimization" with "removal of 
multicollinearity" and "structured regularization (model construction using prior information)" to 
propose constrained variable selection methods that enable high-accuracy parameter estimation. 
Numerical experiments using synthetic and actual data were conducted to verify the effectiveness of 
the proposed methods.

研究分野：数理最適化
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
回帰分析や判別分析における変数選択の先行研究では、発見的解法が用いられる場合が多く、パラメータ推定の
精度に着目した変数選択の厳密解法は先駆的かつ実用上重要な研究だと言える。多重共線性を除去する制約条件
は扱いが難しく、有効な求解アルゴリズムを考案することは最適化理論の観点からも意義がある。本研究の目的
である高精度パラメータ推定は、データ分析の信頼性向上に直結し、多くの企業や行政機関の意思決定に寄与す
ることが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
回帰分析や判別分析において、候補となる変数の中から有用な説明変数の集合を選び出すこ
とは変数選択（他に特徴選択・部分集合選択・素性選択など）と呼ばれ、統計学の分野では最も
基本的かつ重要な問題として知られている。変数選択のための厳密解法として、混合整数最適化
が近年注目を集めている。混合整数最適化による変数選択は 1970 年代から提案されていたが、
当時は小規模の問題しか扱うことができなかった。しかし現在では、計算機や求解アルゴリズム
の性能が飛躍的に向上し、実用規模の問題に対して混合整数最適化を適用するための環境が整
いつつある。一方で混合整数最適化による変数選択には、以下のような欠点があると考えられ
る： 
 選択された説明変数の中には共線形の強い変数集合が残ってしまう場合が多い。このよう
な問題は多重共線性と呼ばれ、パラメータの推定精度を大きく低下させる。 

 説明変数間の構造情報のような、データに内在する事前知識が活用されていない。このよう
な事前情報を活用したモデル構築は構造的正則化と呼ばれ、機械学習の分野で有効性が主
張されている。 
以上を考慮して本研究では、「混合整数最適化」に「多重共線性の除去」と「構造的正則化」
を組み合わせ、高精度のパラメータ推定が可能な制約付き変数選択手法を確立することを目的
とする。 
 
 
２．研究の目的 
(1) 多重共線性を除去する制約付き変数選択 
共線形の強い変数集合を取り除き、パラメータの推定精度を高めるために、多重共線性を除去
する制約条件を混合整数最適化モデルに導入する。 
(2) 構造的正則化に基づく制約付き変数選択 
データに内在する事前知識を活用して有用な説明変数を選択し、パラメータの推定精度を高
めるために、構造的正則化の制約条件を混合整数最適化モデルに導入する。  
(3) 数値実験による有効性の検証 
数値実験を実施し、提案手法の有効性を検証する。 

 
 
３．研究の方法 
(1) 多重共線性を除去する制約付き変数選択 
多重共線性を検出するための指標として「相関係数行列の条件数」と「分散拡大要因（VIF）」
を利用し、これらの指標の値を基準値以下とする制約条件の下で、最良の説明変数集合を選択す
る混合整数最適化モデルを開発し、有効な求解アルゴリズムを提案する。 
(2) 構造的正則化に基づく制約付き変数選択 
構造的正則化の例として、関連する変数をまとめて選択・削除するグループ正則化や、変数間
の優先関係に従って変数を選択する階層的正則化、隣接する変数のパラメータ推定値を類似さ
せる連結正則化などがある。このような説明変数間の構造情報に基づく制約条件の下で、最良の
説明変数集合を選択する混合整数最適化モデルを開発し、有効な求解アルゴリズムを提案する。 
(3) 数値実験による有効性の検証 
 パラメータの真値が既知の人工データを作成し、提案手法を適用してパラメータ推定精度を
検証する。また、申請者の研究グループが所有するスキャンパネル（購買履歴）データに提案手
法を適用し、既存手法との分析結果の差異や妥当性を考察する。 
 
 
４．研究成果 
(1) 条件数制約付き変数選択の研究 
本研究では、線形回帰モデルから多重共線性を排除するための方法を提案した。この方法では、
選択した変数の相関行列の条件数の上限制約の下で、説明変数の最適な部分集合を選択する。最
初に条件数の制約を近似するために、混合整数凸 2 次最適化問題に妥当不等式を繰り返し追加
する切除平面法を開発した。また、条件数の制約の下で最良の変数集合を選択するために、混合
整数半正定値最適化問題による定式化を考案した。数値実験を実施し、切除平面法は変数選択の
ための既存の局所探索法よりも、多くの場合に良質の変数集合を選択することを検証した。さら
に、候補変数の数が少ない場合には、混合整数半正定値最適化問題を用いて変数選択問題の厳密
求解が可能であることを検証した。 
 
(2) VIF 制約付き変数選択の研究 
本研究では、線形回帰モデルから多重共線性を排除するために、多重共線性の検出に使用され
る最も一般的な指標である分散拡大要因（VIF）を使用して、説明変数の有用な部分集合を選択
する方法を提案した。混合整数最適化による解法の既存研究では、VIF に基づいて多重共線性を
排除するための計算上扱いやすい定式化は提案されてない。本研究では、選択された説明変数の
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VIF の上限制約の下で、説明変数の最良の部分集合を選択するための混合整数凸 2次最適化問題
による 2種類の定式化を提案した。これらの定式化は、VIF の 2 種類の等価な定義に基づく。数
値実験を実施し、既存の局所探索法や（混合整数最適化に基づく）切除平面法と比較することに
より、提案手法の有効性を検証した。 
 
(3) 構造制約付き変数選択の研究 
本研究では、スキャンパネルデータに基づいて消費者の店舗選択行動を分析するための店舗
選択モデルを対象とする。この店舗選択モデルにより、消費者や製品の属性が消費者の店舗選択
だけでなく購入数量に与える影響も評価できる。さらに混合整数最適化を利用して、店舗選択モ
デルを構築するための説明変数の最適な部分集合を選択する。本研究では、製品類型の階層構造
を使用して変数選択の信頼性と計算効率を向上させる階層変数選択のための、2種類の混合整数
最適化モデルを考案した。また実際のスキャンパネルデータを用いた数値実験を通じて、混合整
数最適化モデルの有効性を評価した。この実験では、消費者がコンビニエンスストア、ドラッグ
ストア、食料品スーパーの中から店舗を選択することを想定している。数値実験を実施し、提案
手法が変数選択の一般的な方法であるステップワイズ法と L1 正則化法と比較して、いくつかの
利点があることを検証した。さらに分析結果から、コンビニエンスストアはギフトカードとごみ
処理券を求めて選択され、ドラッグストアはドラッグストアに固有の製品を求めて選択され、食
料品スーパーは家族をもつ女性により健康食品を求めて選択されることが分かった。 
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