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概 要
本論文では、非凸 2次最適化問題とその緩和問題である完全正値最適

化問題の分析を行い、それを非凸錐上での線形最適化問題の凸化という観
点に拡張する。
非凸 2次最適化問題は連続最適化理論の中の非凸最適化問題の一つで

あり、NP困難であることが証明されている。その後 2次最適化問題、特
に 2次制約 2次最適化問題の緩和問題が半正定値計画問題として定式化で
きることが示された。半正定値計画問題は内点法により多項式時間で効率
的に解けるが、あくまで緩和問題なので元の問題の厳密な最適値は必ずし
も求まらない。1990年以降になって対称行列空間の凸錐集合である完全
正値錐を最適化理論に適用する研究が行われるようになった。それは完全
正値錐上での線形最適化問題である。いくつかの非凸最適化問題が、完全
正値最適化問題の表現を用いることで最適値が一致する凸最適化緩和問題
が得られることが示された。これら先行研究の非凸最適化問題は 2次制約
2次最適化問題に定式化できる。
本論文では、まず先行研究が対象とする非凸最適化問題を一般化した

2次制約 2次最適化問題と、その緩和問題である完全正値最適化問題につ
いて分析する。2次制約 2次最適化問題の制約領域の凸包と、その緩和問
題である完全正値最適化問題の制約領域の関係について考察し、元の問題
と緩和問題の最適値が一致する条件を提示する。この分析から、先行研究
の結果は対称行列空間での完全正値錐という特定の錐の性格によるもので
はなく、一般ベクトル空間での任意の非凸錐上の線形最適化問題の最適値
と、その非凸錐を凸化した緩和問題である凸錐線形最適化問題の最適値の
関係に帰着できることを示した。それは、ある条件下で、元の非凸錐線形
最適化問題と、その問題を凸化した緩和問題の最適値が一致する必要十分
条件を示したと言い換えることができる。そしてその結果を多項式最適化
問題にも適用できることを示した。
本論文のもう一つの成果は、前記の結果を 2次制約 2次最適化問題の

一つの具体例である 0-1混合線形制約 2次最適化問題に適用し、この問題
の非常に簡潔な形の緩和問題を提供したことである。制約式が 2本の完全
正値最適化問題に定式化できることを示し、その双対問題も含め元の問題
と最適値が一致することを示した。さらにこの主双対問題にラグランジュ
緩和問題を導入し、この問題のラグランジュ定数を大きくしていくことに
よって緩和問題の最適値が元の問題の最適値に限りなく近づくことを理論
的に保証した。これによって、完全正値錐の代わりに非負半正定値錐を用
いて緩和することも考えられ、これら非常に簡潔な緩和問題の構造を利用
した効率的な緩和問題の解法が期待できる。
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1 はじめに
1.1 本論文の背景
本論文では、非凸 2次最適化問題とその緩和問題である完全正値最適化問題の分析
を行い、その結果が特別な錐の特性によるものではなく、任意の非凸錐上での線形最
適化問題の凸化という観点に拡張する。
線形計画問題の目的関数を非凸 2次関数に置き換えた非凸 2次計画問題は、連続
最適化理論の中の非凸最適化問題の一つである。この問題を解く最初のアルゴリズム
として 1966年に Ritter [50]が切除平面法を提案した。このアルゴリズムに対しては
Zwart [62]が最適解には収束しない例題を示した。1974年に Sahni [51]が目的関数が
凹関数の場合にこの問題がNP困難であることを証明し、その後Pardalos and Vavasis

[43]が一般の非凸 2次計画問題についてもNP困難であることを証明している。
凸 2次計画問題の場合は、1950年代にいくつか解法が提案されている。例えば、1956
年にはポートフォリオの最適化のために提案されたMarkowitz [40]の C.L.A.アルゴ
リズムがある。2次計画問題の局所解を求める Beale [10]の方法では、凸最適化問題
に対しては大域解を求めることができる。凸最適化問題ではKarush-Kuhn-Tucker条
件が最適性の必要十分条件であることを利用したWolf [58]の方法は、シンプレックス
法を改訂したものである。また、凸 2次最適化問題のKarush-Kuhn-Tucker条件は線
形相補性問題に帰着できる。Lemke and Howson [38]はゲーム理論におけるナッシュ
均衡点を求める問題を線形相補性問題として定式化し、その問題の解法を与えた。そ
の後、Cottle and Dantzig [17]によって、凸 2次計画問題の最適性から帰着される線
形相補性問題は、Lemke and Howson [38]の解法が有効に働くことが示された。凸 2

次計画問題に関するその他の研究に関しては文献 [25]において網羅的に述べられて
いる。
それに対して非凸 2次計画問題においては、Karush-Kuhn-Tucker条件は最適解の必
要条件ではあるが十分条件ではない。非凸 2次計画問題におけるKarush-Kuhn-Tucker

条件を満たす点は大域的最適解だけとは限らず、それらの点の中で目的関数を最も小
さくする点を見つける必要がある。Karush-Kuhn-Tucker条件である線形相補性を満
たす点の中から目的関数の最適な点を見つける問題に対しては、茨木の分岐限定法 [26]

や、Giannessi and Tomasinの切除平面法 [23]がある。線形制約だけではなく 2次制
約も含めた非凸 2次最適化問題の研究については文献 [56]において網羅的に述べられ
ている。
1980年頃から数理最適化理論の分野で対称行列を変数とした半正定値計画問題（文
献 [59]参照）の研究が盛んに行われている。その応用の一つとして、非凸 2次最適化
問題の緩和問題が半正定値計画問題として定式化できることが Shor [52, 53]によって
示された。
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半正定値計画問題を解くアルゴリズムはいくつかあるがその一つに内点法がある。
内点法は、非線型計画問題の解法として Fiacco and Mcormic [22]によって研究され、
Dikin [18]が 1967年にアフィンスケーリング法と呼ばれる内点法を提案した。その
後 1984年にKarmarkar [27]が線型計画問題に対して、変数の数と問題を記述するの
に必要な総ビット数の多項式オーダーで解く内点法のアルゴリズムを発表した。その
他内点法として、Barnes [9]、Vanderbei and Meketon and Freedman [57]によるア
フィンスケーリング法や、Reneger [49]による解析的中心追跡法等が開発された。特
に小島, 水野, 吉瀬 [33, 35]と Tanabe [55]によって独立に提案された主双対内点法
は、Bixby [12]の数値実験によって大規模問題の場合はシンプレックス法よりも効率
の高い解法であることが示された。これらの線形計画問題に対する内点法の成果を拡
張して、Nesterov and Nemirovskii [41]が線形計画問題や半正定値計画問題を含むよ
り広いクラスである対称錐上の線形最適化問題に対する内点法を発表した。それによ
り半正定値計画問題にも内点法のアルゴリズムの適用が拡張された。現在広く使われ
ている半正定値計画問題に対する多項式時間のアルゴリズムである主双対内点法は小
島, 新藤, 原 [36]とAlizadeh, Haebery and Overton [1]とNesterov and Todd [42]の
3つのグループによりほぼ同時期に独立して発表されている。半正定値計画問題に関
するその他の研究に関しては文献 [59, 2]において網羅的に述べられている。この内
点法によって 2次制約 2次最適化問題の緩和問題は効率的に解けるが、あくまでも下
限値が求まるだけで厳密な最適値が求まるとは限らない。
1990年以降になって、対称行列の凸錐部分集合である完全正値・共正値錐を最適化

理論に適用する研究が行われるようになった。それは半正定値計画問題の半正定値条
件を完全正値条件に置き換えることによって得られる完全正値最適化問題である。い
くつかの非凸最適化問題に対して、完全正値最適化問題の表現を用いることで最適値
が一致する凸最適化緩和問題が得られることが示されている。例えば、Bomze and de

Klerk [13, 14]は、単体の制約上で、目的関数が 2次形式の関数である問題（標準 2次
計画問題）を、目的関数が非凸の場合でも最適値が一致する完全正値最適化緩和問題
に帰着できることを示した。de Klerk and Pasechnik [32]は最大独立集合問題につい
て、Povh and Rendl [46]はグラフ分割問題について、そして同じく Povh and Rendl

[47]は 2次割当問題について、最適値が一致する完全正値最適化型の緩和問題が得ら
れることを示した。Burrer [16]は、0-1変数条件のある線形制約下での非凸 2次関数
の最適化問題について、最適値が無限に発散する場合も含めて最適値が一致する完全
正値最適化型の緩和問題が得られることを示した。その他、Preisig [48]によってシン
プレックス上での 2次分数関数最適化問題や、組合せ問題としては最大クリーク問題
や、Dukanovic and Rendl [19]によってグラフ彩色問題等が完全正値最適化問題に定
式化できることが示されている。これらの先行研究は全て 2次制約 2次最適化問題に
定式化できるので、一般的な 2次制約 2次最適化問題に対しても、完全正値最適化型
の緩和問題を考えた場合に、その最適値が元の問題の最適値と常に一致することを保
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証できるだろうかという問いが生じる。この問いが本研究の原点となっている。

1.2 本論文の要旨
本研究は、2次制約 2次最適化問題と、その緩和問題である完全正値最適化問題の
最適値が一致する条件を、より一般的な最適化問題に拡張することにより、非凸錐上
での最適化問題に対する凸化という、非凸最適化問題を考える上で有用となる新しい
概念を導出する。
本研究での主な成果は以下の 2点である。
本論文の一つ目の成果は、2次制約 2次最適化問題とその緩和問題である完全正値
最適化問題の、制約領域と最適値について考察し、その結果を一般のベクトル空間V
での任意の非凸錐上での線形最適化問題に拡張したことである。即ち非凸錐上での線
形最適化問題と、その非凸錐を凸化した凸錐線形最適化問題の、制約領域と最適値の
関係について分析した。この非凸錐線形最適化問題は、2次制約 2次最適化問題を対
称行列空間で扱ったものや、多項式最適化問題を非凸錐上の線型最適化問題に変換し
たものを一般化したものなので、この結果をそれ等に適用できることになる。具体的
には、次の錐K ⊂ V上での錐線形最適化問題を考える。ここで 〈·, ·〉を内積とする。

ζ(K) := inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
. (1.1)

ここでRn
+を実数ベクトル空間の非負象限とすると、K = Rn

+のとき問題 (1.1)は線形
計画問題であり、また Sn+をn×n実数対称行列空間の半正定値行列とすると、K = Sn+のとき問題 (1.1)は半正定値計画問題である。この最適化問題の制約領域 F (K)とそ
れに関連する集合 F0(K)を定義する。

F (K) :=

{
X ∈ V

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
,

F0(K) :=

{
X ∈ V

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 0,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
.

F0(K)は制約領域 F (K)の非同時制約式 〈H0,X〉 = 1を 〈H0,X〉 = 0に置き換えた
ものである。そしてこの集合を使って次の最適化問題を定義する。

ζ0(K) := inf {〈Q,X〉 | X ∈ F0(K)} .

また 3章で詳述するように、集合 F (K)と F0(K)に階層的共正値条件と呼ばれる条件
を導入する。
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問題 (1.1)の目的関数は線型なので制約領域 F (K)を conv F (K)で置き換えても問
題 (1.1)の最適値の値は同じである。定義から非凸錐K上の線形最適化問題の最適値
は ζ(K)で、その錐Kを凸化した緩和問題の最適値は ζ(conv K)である。今錐Kの双
対錐をK∗で表し、その内点を int K∗と表す。
本論文での主張は以下のように要約される。問題 (1.1)の制約領域が階層的共正値

条件を満たしているとすると、制約領域と最適値について次のことが成り立つことを
示した。

1. H0 ∈ int K∗の時は、
(a) F (conv K) = conv F (K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)が成り立つ。
2. H0 ∈ K∗の時は、

(a) F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件は、
全てのX ∈ F0(K)に対して 〈Q,X〉 ≥ 0である。

3. H0 /∈ K∗の時は、
(a) F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件は、
全てのX ∈ F0(conv K)に対して 〈Q,X〉 ≥ 0である。

先行研究では、いくつかの非凸最適化問題を最適値が一致する完全正値緩和問題に
定式化できることを示した。本論文のこの結果 1～3は、先行研究の結果が対称行列
空間での完全正値錐という特定の錐の性格によるものではなく、一般ベクトル空間で
の任意の非凸錐K上での線型最適化問題の最適値 ζ(K)と、それを凸化した凸緩和問
題の最適値 ζ(conv K)との関係に帰着できることを示している。例えば、もしある非
凸最適化問題が非凸錐上の線形最適化問題に定式化できたとする。元の問題とこの非
凸錐上の最適化問題を凸化した凸緩和問題にこの結果 1～3が適用できることになる。
後述するように、この結果は 2次最適化問題だけではなく、多項式最適化問題にも適
用できるなど、応用可能性の大きな結果である。さらに、最適値が一致する凸最適化
問題に変換できれば、凸最適化問題では局所解が大域解になっているので、局所解を
求めることに集中すれば良いことになる。
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上記 1～3の結果はまず下記の一般的な 2次制約 2次最適化問題に適用できる。
min. uTQ0u+ 2cT0 u+ γ0

sub. to uTQku+ 2cTku+ γk = 0,

(k = 1, 2, . . . ,m), u ∈ Rn−1
+ .

(1.2)

上記問題 (1.2)は、1.1節で説明した先行研究の標準 2次計画問題 [13, 14]を含んでい
る。また 0-1条件は 2次制約式で表せるので、先行研究の最大独立集合問題 [32]、グ
ラフ分割問題 [46]、2次割当問題 [47]等の組合せ問題も含んでいることになる。
問題 (1.2)は変数 u0を 1つ増やし、x = (u0,u)として、u20 = 1を制約式に追加す
ることで、同値な次の問題に変換できる。

min. xTQx

sub. to xTH0x = 1

xTHkx = 0 (k = 1, 2, .,m),

x ∈ Rn
+.

(1.3)

この問題 (1.3)を行列の内積表現で表すと、結局対称行列空間での錐最適化問題とし
て下記のように問題 (1.1)の形式で表される。

ζ(K) := inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣∣∣
X ∈ K ⊂ Sn, 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
.

ここで、錐Kは非凸錐でK = {X ∈ Sn | X = xxT , x ∈ Rn
+}である。このKに対

する conv K = Cは完全正値錐と呼ばれ、ζ(conv K) = ζ(C)は完全正値錐緩和問題で
ある。このときK∗ = C∗は共正値錐である。前述の一般ベクトル空間での結果 1～3

全てが一般の 2次制約 2次最適化問題 (1.3)とその完全正値緩和問題に適用できるこ
とになる。
制約領域が階層的共正値条件を満たしていれば、まずH0 ∈ int K∗ = int C∗の場
合は制約領域 F (conv K = C)も有界になり、常に最適値が一致することがわかる。
H0 /∈ int K∗ = int C∗の場合、前述の結果 2と 3から、最適値が一致するための必
要十分条件は、集合 F0(K)または F0(conv K)の全てのX に対して、〈Q,X〉 ≥ 0が
成立つことなので、目的関数のQに依存する。そこで 3章で目的関数に依存しないよ
り強い十分条件を与える。そして本論文では、より具体的な問題である下記 0-1混合
線形制約 2次最適化問題がこの十分条件を満たすことを証明した。

min. uTQ0u+ 2cTu

sub. to u ∈ Rn−1
+ , Au+ b = 0,

ui ∈ {0, 1} (i = 1, 2, . . . , r), r ≤ n.

(1.4)

即ち、0-1混合線形制約 2次最適化問題 (1.4)は、目的関数に依らず最適値が常に一致
する完全正値最適化問題に定式化できるという Burrer [16]の結果を、より一般的な
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枠組みを用いた定式化で証明した。（Burerの定式化については 4章参照。）特に問題
(1.1)の制約式の数を 2本に集約できることは、この問題の求解における計算効率の向
上に寄与する結果である。
また、一般ベクトル空間での結果 1～3は、多項式最適化問題とそのモーメント錐
緩和問題へ適用できることも示した。多項式最適化問題については、Lasserre [37]や
Parrilo [44]によって提案された、半正定値計画問題による緩和問題の階層を上げるこ
とによって元の問題の最適値に収束する解法がある。また、Pena, Vera, Zuluaga [45]

は完全正値錐の考え方をテンソルに拡張して最適値が一致する緩和問題に定式化でき
ることを示した。多項式最適化問題と半正定値計画問題に関するその他の研究に関し
ては文献 [2]において網羅的に述べられている。本論文では多項式最適化問題を非凸
錐線形最適化問題に変換できることを示し、その問題を凸化した問題に対して、一般
ベクトル空間での結果 1～3の結果を適用できることを示した。
まず一般の多項式最適化問題を、変数を 1つ増やすことで多項式最適化問題に出て
くる単項式の最高次数に合わせた下記の同次多項式最適化問題に変換する。

min. ψ(x)

sub. to h0(x) = 1, hi(x) = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)

x ∈ Rn
+.

(1.5)

この問題 (1.5)に登場する同次単項式の種類を q種類とすると、結局この問題は q次
元実数空間での、ある非凸錐上での線形最適化問題に変換できることを示す。この非
凸錐を凸化した錐はモーメント錐と呼ばれ、このモーメント錐上での凸緩和問題とし
ての線形最適化問題を考えると、前述した一般のベクトル空間に対する結果 1～3の
結果を全て適用できることになる。
本論文のもう一つの主な成果は、前述した 0-1混合線形制約 2次最適化問題 (1.4)に
ついてである。この問題を下記のように非凸錐上の制約式が 2本の線形最適化問題の
主問題 ηp(K)に変換できることを示した。この主問題の双対問題 ηd(K)は下記のよう
に与えられる。

ηp(K) := inf {〈Q,xxT 〉 | 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H1,xxT 〉 = 0, xxT ∈ K}, (1.6)

ηd(K) := sup
{
y0 | Q+H1y1 −H0y0 ∈ K∗} . (1.7)

ここで、K = {X ∈ Sn | X = xxT , x ∈ Rn
+}である。そしてこの錐K を凸化した完

全正値錐C = conv Kによる緩和問題を考える。即ち主問題 (1.6)の錐KをCに、双
対問題 (1.7)の錐K∗を C∗に置き換えた完全正値緩和問題をそれぞれ、ηp(C), ηd(C)
とする。
さらに、これらの主双対問題 ηp(C), ηd(C)のラグランジュ緩和問題として次の主双
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対問題を考える。
ηp(λ,C) := inf

{
〈Q+ λH1,X〉 | 〈H0,X〉 = 1, X ∈ C

}
, (1.8)

ηd(λ,C) := sup
{
y0 | Q+ λH1 −H0y0 ∈,C∗} . (1.9)

これらのラグランジュ緩和問題の主問題 (1.8)は制約式が 〈H0,X〉 = 1だけの問題で
ある。また双対問題 (1.9)はH0の係数変数 y0が 1つだけという非常に単純な最適化
問題になっている。さらにこのH0は左上の隅だけが 1であとは全て 0の単純な行列
である。
本論文では、完全正値緩和問題 ηp(C), ηd(C)については元の問題 (1.4)の最適値と
一致すること、またラグランジュ緩和問題 ηp(λ,C), ηd(λ,C)については、そのラグラ
ンジュ定数を大きくしていくことによってラグランジュ緩和問題の最適値が元の問題
の最適値に限りなく近づくことを理論的に保証した。
そこで、問題 ηp(C), ηd(C), ηp(λ,C), ηd(λ,C)の単純さを利用した少しでも効率の良

い解法の開発が期待できる。さらにこれらの 4つの問題について、完全正値錐 Cを
非負半正定値錐 Sn+ ∩ Nに置き換えることで新たに緩和問題を定式化することも考え
られる。ラグランジュ緩和問題の主双対問題 (1.8)、(1.9)が非常に単純ことと、半正
定値行列、非負行列の扱い易さから、非負半正定値によるラグランジュ緩和問題に対
して新しい解法の開発が期待できる。実際にArima, Kim, Kojima and Toh [6, 8]の
問題 (1.9)を解く数値実験から始まり、Kim, Kojima and Toh [29, 30]による内点法
とは異なるラグランジュ関数の 1次微分の情報によるアルゴリズムの継続的な改善に
よって、大規模な 0-1線型制約 2次最適化問題の非常にタイトな最適解の下限値が求
められている。組合せ最適化問題など、実存する問題の実行可能解を求める際に、分
枝限定法は確実な解法として広く用いられている。分枝限定法において、子問題のタ
イトな下限を効率よく求めることは，分枝限定法の有効性を左右する大きな要素であ
り、こうした手法の実装に貢献するものと期待できる。
以上の 2つの点が本論文がもたらす主な成果である。

1.3 本論文の構成
2章では、本論文で使われる表記法・記号・名称、及び議論する最適化問題につい

て定義する。また本論文の証明等で使われる性質について説明し補題として証明も与
える。
3章では、本論文の一つ目の成果である、一般ベクトル空間での非凸錐上での線型最

適化問題の凸化への拡張の基礎となった、2次制約 2次最適化問題と完全正値最適化問
11



題との関係について議論する。初めに、ある形式の 2次制約 2次最適化問題 (1.3)を提
示して、その緩和問題である完全正値最適化問題との制約領域と最適値の関係につい
て考察する。単純なケースとして、全ての同次式制約式 〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, . . . ,m)

のHkが共正値の場合は同次式制約を 1本に集約できることを示す。そのときH0が
強共正値条件を満たす場合には完全正値錐緩和問題の最適値が元の問題の最適値に一
致することを証明する。次に問題の制約領域に階層構造を導入してそれに対して階層
的共正値条件を定義する。この条件は全ての同次式制約式が共正値である条件よりも
弱い条件である。そして階層的共正値条件を満たす時も、同じくH0が強共正値条件
を満たす場合は完全正値錐緩和問題の最適値が元の問題の最適値に一致することを証
明する。5章では、この性質が、1.2節で説明した結果 1として拡張される。
次に、一般の 2次制約 2次最適化問題 (1.2)が、最初に提示した特殊な形式の問題

(1.3)に帰着できることを示す。帰着された問題のH0は強共正値行列ではなく、よ
り弱い条件しか満たさない共正値行列である。そこでH0が共正値条件の場合につい
て、2次制約 2次最適化問題 (1.3)と完全正値錐緩和問題の制約領域の関係を分析す
る。5章ではこの結果を 1.2節で説明した結果 2に拡張される。H0が共正値の場合、
1.2節の結果 2が示す元の問題と緩和問題の制約領域の関係より、この緩和問題の最
適値は元の問題の最適値に一致するとは限らない。そこでこの章では元の問題 (1.3)

と完全正値緩和問題の最適値が必ず一致するための十分条件を示す。この十分条件導
出のため、問題 (1.3)の制約領域の無限方向の集合である漸近的無限方向集合を定義
する。この集合が緩和問題の無限方向にあたる集合に等しければ、最適値が一致する
ことを証明する。
Arima, Kim and Kojimaの論文 [3]での議論では、任意の閉錐で定義された完全正
値錐を拡張した錐で議論しているが、本論文では 5章で任意の錐について議論するの
で、この章では非負象限に対して定義される完全正値錐に限定して議論する。
4章では、本論文の 2つ目の成果である、0-1混合線形制約 2次最適化問題 (1.4)を
簡潔化された緩和問題に変換するための議論を行う。
まず 3章の結果の具体的な応用として、元の問題 (1.4)を 2つの階層からなる階層
構造で表した 3本の制約式の問題に変換し、その緩和問題としての完全正値最適化問
題を定式化する。そしてこの問題が、階層的共正値条件と漸近的無限方向の条件を満
たしていることを示し、この緩和問題の最適値が元の問題の最適値と一致することを
証明する。
次に、0-1混合線形制約 2次最適化問題 (1.4)を相補性条件を使った 1つの階層か
らなる階層構造で表した 2本の制約式の問題に変換し、その主双対問題とさらにそれ
らから導出されるラグランジュ緩和問題について議論する。1.2節で記述したように、
このラグランジュ緩和問題の主問題は制約式 1本、双対問題は変数 1つの非常に単純
な形をしている。そして、これらの緩和問題のラグランジュ定数を大きくしていくこ
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とによって緩和問題の最適値が元の問題の最適値に限りなく近づくことを証明する。
3章での、2次制約 2次最適化問題とその完全正値錐最適化緩和問題の最適値に関す
る考察は以下に基づいている。まず元の問題を非凸錐上の目的関数も制約式も線形な
等価な最適化問題に変換する。この変換された問題の制約領域は非凸集合であるが、
目的関数が線形なので制約領域全体の凸包をとっても最適値は変わらない。そこでこ
の非凸錐を凸化してできた完全正値錐最適化緩和問題の制約領域と、元の問題の制約
領域全体の凸包をとった集合の関係を考察している。もしこの 2つの集合が等しけれ
ば目的関数が同じなので最適値が一致することになる。
5章では、以上の議論を内積が導入された一般のベクトル空間での任意の非凸錐上
の議論に拡張する。即ち、非凸錐上での線形最適化問題に対してこの錐を凸化したと
き、元の問題とこの凸化後の緩和問題の制約領域と最適値の関係について分析する。
Arima, Kim and Kojimaの論文 [6]では、H0とHk (k = 1, . . . ,m)の全てが双対錐
に含まれることを仮定しているが、ここではHkについて、より弱い条件である階層
的共正値条件下で議論する。そしてこの章では、加えて 1.2節で説明した結果 3とし
て、Kojima, Kim and Toh [31]による任意のH0でも議論できるという事実も含め
て分析する。
まず錐線形最適化問題とその制約領域に関連する集合を定義する。制約領域の階層

構造のレベル !が 0の場合は、任意のH0について、凸化後の緩和問題の制約領域は、
凸化前の制約領域の凸包と F0(conv K)の和になることを証明する。最終的に，1.2節
で一つ目の成果として紹介した、最適値が一致する必要条件を与える結果 1～3の証
明を与える．
6章では、5章での一般のベクトル空間での任意の非凸錐上の線形最適化問題の凸

化の議論のもう一つの具体例として、多項式最適化問題に適用することを議論する。
まず一般の多項式最適化問題は変数を 1つ増やすことで同値な n変数同次多項式最適
化問題に変換できることを示す。その同次多項式最適化問題に登場する同時単項式の
種類を q個とした時、q種類の単項式を並べた q次元ベクトルの集合は q次元空間で
一般には非凸錐になる。多項式は単項式の線型結合で表すことができるので、結局同
時多項式最適化問題は、この非凸錐上での線形最適化問題に変換できる。この非凸錐
を凸化したものはモーメント錐と呼ばれ、このモーメント錐上の凸線形最適化緩和問
題と元の多項式最適化問題に対して，5章での議論をそのまま適用することができる
ことを示す。
7章では、今までの理論を検証するいくつかの簡単な数値実験について説明する。

ここでは非常に小さいサイズの、しかし元の問題と緩和問題の最適値の間にギャップ
が生じるケースを扱っている。数値例として、階層的共正値条件を満たさない場合、
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階層的共正値条件は満たすが半正定値緩和の場合、非負半正定値緩和の場合等の数値
実験結果とその理論的解釈を説明する。
最後に、8章で、本論文のまとめと今後の課題について述べる。
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2 本論文で使われる定義とその性質のまとめ
本章の内容は、文献 [11, 34, 39, 60, 61]等に示されているよく知られた結果である
が、論文内での自己完結性を重視してここにまとめたものである。

2.1 本論文で使われる表記法・記号とその性質のまとめ
2.1.1 基本的な表記法・記号
Rを実数の集合とした時、Vを以下の条件を満たす内積 〈A,B〉 : V× V → Rが導
入された有限次元ベクトル空間とする。内積はA, B, C ∈ V, λ ∈ Rとした時に、
(i) 〈A,B〉 = 〈B,A〉

(ii) 〈λA+B,C〉 = λ〈A,C〉+ 〈B,C〉

(iii) 〈A,A〉 ≥ 0

の 3つの条件を満たすものとする。
本論文ではこのベクトル空間Vの具体例として、n次元実数列ベクトル空間Rn、及
び n× n実数対称行列のベクトル空間 Sn（n(n+ 1)/2次元のベクトル空間)について
議論する。本論文中通常はベクトル空間上の点を太文字で表し、特にその点が Rnの
時は小文字、Snまたは一般の n次元ベクトル空間 Vnの時は大文字で表す。（注：一
般のベクトル空間 Vnの点を小文字で表すのが一般的であるが、本論文では対称行列
上での議論が主なので大文字にした。）スカラーの変数、定数には細字を使用する。ま
た n次元実数列ベクトル空間の点を x = (x1, x2, . . . , xn)と表し、i番目の要素を添字
を下につけて表す。Rn

+ ⊂ Rnで全ての要素 xiが非負なベクトルの集合を表す。特に
R1 = Rと略す。太文字 0で要素が全て 0のベクトル、またOで要素が全て 0の行列
を表す。e ∈ Rnで要素が全て 1の Rn空間ベクトル、E ∈ Snで要素が全て 1の行列
を表す。サイズが文脈で推測できる場合は明示的に表さない場合もある。
全ての要素が整数である n次元ベクトル空間を Znで表す。上記と同様に全ての要

素が非負の整数のベクトルの集合を Zn
+で表し、Z1 = Zとする。

m行 n列の実数m× n行列Aの集合をRm×nと表す。特にその要素が全て非負の
場合は Rm×n

+ と表す。m× n行列Aの要素は、

A =





A11 . . . A1n
...

. . .
...

Am1 . . . Amn





と表される。x ∈ R、m × n行列Aのそれぞれの転置を右肩に T を付けて xT、AT

で表す。
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n個のベクトル a1,a2, . . . ,an ∈ Rkに対して (i, j)要素が aT
i aj である Sn上の行列





aT
1 a1 aT

1 a2 . . . aT
1 an

aT
2 a1 aT

2 a2 . . . aT
2 an

...
...

. . .
...

aT
na1 aT

na2 . . . aT
nan





を a1,a2, . . . ,anのグラム行列と呼び、Gram(aa,a2, . . . ,an)と表す。
Sn+ ⊂ Snで半正定値行列の集合

Sn+ :=
{
A ∈ Sn | xTAx ≥ 0 for all x ∈ Rn

}

を表す。またA ∈ Snで全てのAij が非負Aij ≥ 0の行列の集合を Nn ⊆ Snで表す。
本論文ではベクトル空間をRn及び Snに特定した時、それぞれの内積について以下

の定義を用いる。a, b ∈ Rnの時の内積と、A,B ∈ Snの時の内積はそれぞれ、
〈x,y〉 :=

n∑

i=1

xiyi

〈A,B〉 :=
n∑

i=1

n∑

j=1

AijBij

とする。この定義から 〈A,xxT 〉 = xTAxが成り立つ。また、A ∈ Snの時、Aのト
レースを tr (A) :=

∑n
i=1Aii と定義すると、〈A,B〉 = tr(AB)が成り立つ。 実際、

対称行列 Aと B の積の i番目の対角成分は∑n
j=1AijBji なので、結局 tr(AB) =

∑n
i=1AijBji = 〈A,B〉である。また、C ∈ Rn×r として、c1, c2, . . . , cr を行列C の

列ベクトルとした時、tr (CTAC) =
∑r

i=1 c
T
i Aciである。次に前述の内積を使って x ∈ Rn及びX ∈ Snのノルムをそれぞれ ‖x‖ :=

√
〈x,x〉

及び ‖X‖ :=
√
〈X,X〉とする。

A ∈ Dの δ−近傍Bδ(A)を下記のように定義する。
Bδ(A) := {X ∈ D | ‖A−X‖ < δ} .

これを使って、ある集合D ∈ Vが開集合であるとは、
全てのA ∈ Dについて、Bδ(A) ⊆ Dとなるδ > 0が存在する

ことを意味するので、集合Dの閉包 cl Dを、
cl D :=

{
A ∈ V | 全てのδ > 0に対してBδ(A) ∩D -= ∅

}

と定義する。Dを閉集合とすればD = cl Dである。
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2.1.2 凸集合と凸包
集合D ⊆ Vが下記条件を満たすとき、Dは凸集合であると定義する。

X1,X2 ∈ D, λ ∈ R+, 0 ≤ λ ≤ 1 ⇒ (1− λ)X1 + λX2 ∈ D.

また、Y ,X1,X2, . . . ,Xm ∈ Vで∑m
i=1 λi = 1, λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ,m)の時、も

し Y =
∑m

i=1 λiX
iと表せる場合は、Y はX1,X2, . . . ,Xmの凸結合であると呼ぶ。

補題 2.1. 今 i ∈ I ⊆ Z+として、i（有限または無限）個のDi ⊆ Vが全て凸集合とす
ると、∩i∈IDi は凸集合である。
証明. 今X1,X2 ∈ ∩i∈IDi, 0 ≤ λ ≤ 1とする。全ての i ∈ Iについて、X1,X2 ∈ Diで、 Diは凸集合なので (1− λ)X1 + λX2 ∈ Diである。よって (1− λ)X1 + λX2 ∈
∩i∈IDiとなる。
補題 2.2. 集合D ∈ Vが凸集合である必要十分条件は、全ての整数m ≥ 1に対して、
Dの任意のm個の凸結合がDに含まれることである。即ち全てのmに対して、

X1, . . . ,Xm ∈ D,
m∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0 m ≥ 1, m ∈ Z+ ⇒
m∑

i=1

λiXi ∈ D (2.1)

である。
証明. まず、条件 (2.1)でm = 2の時は、凸集合の定義から集合Dは凸集合である。
逆に、集合Dが凸集合であるとする。m = 1ならば明らかに条件 (2.1)は成り立つ。

m = 2の場合も、凸集合の定義から条件 (2.1)が成り立つ。そこで数学的帰納法を適
用するために条件 (2.1)がmで成り立つとしてm+ 1でも成立することを示す。今

X1,X2, . . . ,Xm+1 ∈ D,
m+1∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ,m+ 1)

とする。λm+1 = 0なら、∑m+1
i=1 λiXi =

∑m
i=1 λiXi なのでmでは数学的帰納法か

ら条件 (2.1)が成り立つ。また λm+1 = 1の場合は、λi = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)なので
∑m+1

i=1 λiXi = Xm+1 ∈ Dとなり条件 (2.1)を満たす。
そこで、0 < λm+1 < 1 とする。∑m

i=1 λi -= 0 なので µi = λi/
∑m

j=1 λj (i =

1, 2, . . . ,m)とすると、
m∑

i=1

µi =
m∑

i=1

(λi/
m∑

j=1

λj) = (
m∑

i=1

λi)/(
m∑

j=1

λj) = 1

17



であり、µi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ,m)、またX1,X2, . . . ,Xm ∈ Dなので、数学的帰納法の
仮定から、X̂ =

∑m
i=1 µiXiと置くと X̂ ∈ Dである。よって、(∑m

i=1 λi)+λm+1 = 1

で
m+1∑

i=1

λiXi = (
m∑

i=1

λi)(
m∑

i=1

µiXi) + λm+1X
m+1 = (

m∑

i=1

λi)X̂ + λm+1X
m+1

であるが、m = 2で条件 (2.1)が成り立つので∑m+1
i=1 λiXi ∈ Dが示された。

D ⊆ Vとした時、Dの凸包 conv Dとは、Dを含む Vの凸集合の全ての共通集合
であると定義する。補題 2.1より、任意のD ⊆ Vの凸包 conv Dは凸集合である。
補題 2.3. 集合D ⊆ Vの凸包 conv DはDの点の全ての凸結合からなる集合である。
証明. 今集合EをDの点の凸結合の全てからなる集合とすると、

E =

{
X

∣∣∣∣∣X =
m∑

i=1

λiX
i, Xi ∈ D,

m∑

i=1

λi = 1, λi ∈ R+, m ≥ 1, m ∈ Z+

}

と表せる。今X1,X2 ∈ Eとすると、m ≥ 1, m ∈ Z+について、
X1 =

m∑

i=1

λiA
i,

m∑

i=1

λi = 1, λi ∈ R+, Ai ∈ D

X2 =
m∑

i=1

µiB
i,

m∑

i=1

µi = 1, µi ∈ R+, Bi ∈ D

である。よって、0 ≤ ν ≤ 1とした時、
νX1 + (1− ν)X2 =

m∑

i=1

νλiA
i +

m∑

i=1

(1− ν)µiB
i

であるが、νλi ∈ R+, (1− ν)µi ∈ R+で
m∑

i=1

νλi +
m∑

i=1

(1− ν)µi = ν
m∑

i=1

λi + (1− ν)
m∑

i=1

µi = ν + (1− ν) = 1

であるので、νX1+(1−ν)X2 ∈ Eである。明らかにD ⊆ Eなので集合EはDを含む
凸集合となり、conv D ⊆ Eである。一方補題 2.2から、集合Dを含む凸集合 conv D

はDの点の凸結合全てを含むので E ⊆ conv Dである。以上より E = conv Dであ
ることがわかる。
次に Caratheororyの定理の主張と証明の一例を示す．
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定理 2.1. X ∈ Vnが集合D ⊆ Vnの凸結合の時、XはDの高々 n+1個の点の凸結
合である。
証明.

X =
m∑

i=1

λiX
i, Xi ∈ D,

m∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0, m ≥ 1, m ∈ Z+

とする。まずm ≥ n+ 1なら、X はDのm− 1個の凸結合として表わされることを
示す。もしどれかの λiが λi = 0であるならば、X はDのm − 1個以下の点の凸集
合である。そこで、全ての λiが λi > 0とする。X ∈ Vnでm > n+ 1なので、

µ1(X
1 −Xm) + µ2(X

2 −Xm) + · · ·+ µm−1(X
m−1 −Xm) = 0

となる、すべて 0でない、µ1, µ2, . . . , µm−1 ∈ Rが存在する。そして、
µm = −

m−1∑

i=1

µi とすると、 m∑

i=1

µi = 0,
m∑

i=1

µiX
i = 0

である。今 γi = λi − αµiとする。ここで α > 0を、全ての i = 1, 2, . . . ,mについて
γi ≥ 0となって、少なくとも一つの γkが γk = 0となるように選ぶ。特に αを、

1

α
= max

i
{γi
λi

} =
γk
λk

とすれば、
γi ≥ 0 i = 1, 2, . . . ,m, γk = 0
m∑

i=1
i %=j

γi =
m∑

i=1

γi =
m∑

i=1

λi − α
m∑

i=1

µi =
m∑

i=1

λi = 1

X =
m∑

i=1

λiX
i =

m∑

i=1

γiX
i + α

m∑

i=1

µiX
i =

m∑

i=1

γiX
i

となり、XはDのm−1個の点の凸結合である。この作業はm = n−1になるまで行
うことができるので、X はDの高々 n+ 1個の点の凸結合で表すことができる。
集合D,E ∈ Vとした時、2つの集合の和D + Eを

D + E := {Z ∈ V | Z = X + Y , X ∈ D, Y ∈ E }

と定義する。
補題 2.4. 凸集合D,E ∈ Vの和集合D + Eは凸集合である。
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証明. Z1,Z2 ∈ D + E とした時、Z1 = X1 + Y 1, Z2 = X2 + Y 2, X1,X2 ∈
D, Y 1,Y 2 ∈ Eと表せる。ここで、0 ≤ λ ≤ 1とすると、

(1− λ)Z1 + λZ2 = (1− λ)X1 + (1− λ)Y 1 + λX2 + λY 2

= (1− λ)X1 + λX2 + (1− λ)Y 1 + λY 2

であるが、集合Dは凸集合なので (1− λ)X1 + λX2 ∈ Dで、また集合Eは凸集合な
ので (1 − λ)Y 1 + λY 2 ∈ Eである。よって (1 − λ)Z1 + λZ2 ∈ D + Eとなるので、
D + Eは凸集合である。
補題 2.5. 集合A,B ⊆ Vとした時、

conv (A ∩B) ⊆ conv A ∩ conv B

が成り立つ。
証明. 補題 2.3から、X ∈ conv (A ∩B)とすると、

X =
m∑

i=1

λiX
i, Xi ∈ A ∩B,

m∑

i=1

λi = 1, λi ∈ R+, m ≥ 1, m ∈ Z+

と表すことが出来る。Xi ∈ AかつXi ∈ Bなので
X ∈ conv A かつ X ∈ conv B

となりX ∈ conv A ∩ conv Bである。よって、
conv (A ∩B) ⊆ conv A ∩ conv B

が成り立つ。
本論文では、この補題 2.5において、集合 A,B がどんな条件の時に逆の包含関係

conv (A∩B) ⊇ conv A∩conv Bが成り立つか、即ち conv (A∩B) = conv A∩conv B

が成り立つ条件について議論する。
また本論文では次の単純な事実が議論の中で大きな役割を果たす。
a1 = 0, a2 = 0, . . . , am = 0 ⇐⇒ a1 + a2 + · · ·+ am = 0, a1, a2, . . . , am ≥ 0.

2.1.3 錐
ある集合K ⊆ V が錐である定義は

X ∈ K ⇒ λX ∈ K, λ ∈ R+

が成り立つことであることから、Rn
+、Sn+、Nnは明らかに錐である。
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補題 2.6. 今K ⊆ Vが錐で、Qi ∈ V (i = 1, 2, . . . ,m)とすると、集合
D = {X ∈ K

∣∣ 〈Qi,X〉 = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)}

も錐である。
証明. X ∈ Dとして、ρ ∈ R+とする。

〈Qi, ρX〉 = ρ〈Qi,X〉 = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)

で、X ∈ Kなので、ρX ∈ Dとなり、Dは錐である。
集合D ∈ Vとした時、集合Dが生成する錐 cone Dを、

cone D := {µX : X ∈ D, µ ≥ 0}

と定義する。
集合D ∈ Vとした時、その集合Dの双対錐D∗を

D∗ := {X | 〈X,Y 〉 ≥ 0 for all Y ∈ D}

と定義する。ある錐K ∈ VがK∗ = Kを満たす時、錐Kは自己双対錐であると呼ぶ。
この双対錐の性質として次の補題が成り立つ。

補題 2.7. D,D1, D2 ∈ Vをそれぞれ錐とすると、
(a) D∗は Vの閉凸錐である。
(b) D1 ⊆ D2ならばD∗

1 ⊇ D∗
2 である。

(c) D∗ = (cl D)∗ = (conv D)∗ = (cone D)∗

(d) D ⊆ (D∗)∗

(e) Dが凸錐なら cl D = (D∗)∗

(f) D∗
1 ∩D∗

2 ⊆ (D1 +D2)∗

(g) 0 ∈ D1 ∩D2なら、D∗
1 ∩D∗

2 = (D1 +D2)∗
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証明.

(a) 双対錐の定義から、Dは
D∗ = {X | 〈X,Y 〉 ≥ 0 for all Y ∈ D} =

⋂

Y ∈D

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}

であるので、閉半空間即ち閉凸錐の共通集合である。よって、閉凸錐である。
(b) 双対錐の定義から明らか。
(c) cl D, conv D, cone Dの定義から、(a)と同様に、

D∗ =
⋂

Y ∈D

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0} =
⋂

Y ∈cl D

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}

=
⋂

Y ∈conv D

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0} =
⋂

Y ∈cone D

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}

である。
(d) X ∈ Dとすると、集合Dの双対錐の定義から全てのY ∈ D∗について 〈X,Y 〉 ≥ 0

でなくてはならない。このことはXがD∗の双対錐 (D∗)∗の点であることになる。よっ
てD ⊆ (D∗)∗である。
(e) (d)からD ⊆ (D∗)∗なので cl D ⊆ cl (D∗)∗である。(a)より (D∗)∗は閉凸錐なの
で、cl D ⊆ (D∗)∗である。逆に、今X ∈ (D∗)∗でX /∈ cl Dと仮定すると、cl Dは閉
凸集合なので分離定理より、〈A,X〉 < 0でかつ全てのY ∈ cl Dについて 〈A,Y 〉 ≥ 0

となる 0 -= A ∈ Vが存在する。〈A,Y 〉 ≥ 0であることから、A ∈ (cl D)∗ = D∗

である。ところが 〈A,X〉 < 0なのでX /∈ (D∗)∗ となり、仮定に矛盾する。よって
cl D ⊇ (D∗)∗が示された。以上より cl D = (D∗)∗が成り立つ。
(f) D1 ∩D2 ⊆ D1 +D2なので (a)と同様に、

D∗
1 ∩D∗

2 =





⋂

Y ∈D1

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}




 ∩





⋂

Y ∈D2

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}






=
⋂

Y ∈D1∩D2

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0}

⊆
⋂

Y ∈D1+D2

{X | 〈X,Y 〉 ≥ 0} = (D1 +D2)
∗

が成り立つ。
(g) 0 ∈ D1 ∩ D2 ならば,、D1 = D1 + 0 ⊆ D1 + D2 で、同様に D2 ⊆ D1 + D2である。よって (b)より D∗

1 ⊇ (D1 + D2)∗ かつ D∗
2 ⊇ (D1 + D2)∗ である。そこで

A ∈ (D1 +D2)∗ならばA ∈ D∗
1 かつA ∈ D∗

2 となり、D∗
1 ∩D∗

2 ⊇ (D1 +D2)∗なので、(f)よりD∗
1 ∩D∗

2 = (D1 +D2)∗が成り立つ。
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今K ⊆ Rnを閉錐 (必ずしも凸である必要はない）とした時、次の二つの錐を定義
する。
CK := conv

{
A ∈ Sn

∣∣ A = xxT , x ∈ K
}

=

{
A ∈ Sn

∣∣∣∣∣ A =
r∑

i=1

xjx
T
j , xj ∈ K (j = 1, 2, . . . , r) for some r ≥ 1

}
,

C∗
K :=

{
A ∈ Sn

∣∣ xTAx ≥ 0, for all x ∈ K
}
.

この 2つの錐 CKと C∗
Kについて、いくつか補題を説明する。

補題 2.8. 行列A ∈ SnがA ∈ CKである必要十分条件は、
u1,u2, . . . ,un ∈ Kが存在して、A = Gram(u1,u2, . . . ,un)

である。
証明. 今行列B ∈ Rn×k の列を u1,u2, . . . ,un ∈ Kとして、行列A ∈ Snは対称行列
なのでA = BBT と表せて、

A = BBT = [u1,u2, . . . ,uk]





uT
1

uT
2
...

uT
k




=

k∑

i=1

uiu
T
i

であるので、CKの定義からA ∈ CKである。一方、グラム行列の定義より、

A = BBT = BTB =





uT
1

uT
2
...

uT
k




[u1,u2, . . . ,uk] = Gram(u1,u2, . . . ,un)

であるので、補題が成り立つことがわかる。
補題 2.9. CKは閉凸錐である。
証明. CKの定義から凸錐であるのは明らかである。そこで CKが閉集合であることを証明する。そのために点列 {Ai ∈ CK | i = 1, 2, . . . }がAに収束すると仮定する。
それぞれのAi ∈ CKは ui

1,u
i
2, . . . ,u

i
n ∈ Kのグラム行列Gram(ui

1,u
i
2, . . . ,u

i
n)である。Ai

jj を j番目のAiの対角成分とすると、各 jについて、
lim
i→∞

‖vi
j‖2 = lim

i→∞
Ai

jj = Ajj
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であるので、点列 {‖vi
j‖ | i = 1, 2, . . . }は有界である。よって有界な点列 {vi

j | i =
1, 2, . . . }は、Kは閉集合なので vj ∈ Kに収束する部分点列を持つ。よってこの部分
点列 {s}を取ることによって、limv(s)

1 = v1, limv(s)
2 = v2, . . . , limv(s)

n = vnとなる v1,v2, . . . ,vn ∈ Kを得る。以上よりA = Gram(ui
1,u

i
2, . . . ,u

i
n)はA ∈ CKとなり、CKは閉集合であることが示された。

補題 2.10. CKと C∗
Kは相互に双対錐である。即ち、

(CK)∗ = C∗
K かつ (C∗

K)∗ = CK

である。
証明. 今 A ∈ (CK)∗ とすると、全てのX ∈ CK について 〈X,A〉 ≥ 0 である。即
ち、全ての xi ∈ Kとある 1 ≤ r ∈ Z+について 〈

∑r
i=1 xixT

i ,A〉 ≥ 0となる。このこ
とから、全ての xi ∈ Kについて 〈xixT

i ,A〉 = xT
i Axi ≥ 0なので、A ∈ C∗

Kとなり
(CK)∗ ⊆ C∗

Kである。逆に、今A ∈ C∗
Kとして、またある rについて任意の x1,x2, . . . ,xr ∈ Kを取る。

A ∈ C∗
Kなので xT

i Axi ≥ 0である。よって 〈
∑r

i=1 xixT
i ,A〉 =

∑r
i=1〈xixT

i ,A〉 ≥ 0

となりA ∈ (CK)∗であるので (CK)∗ ⊇ C∗
Kである。以上より (CK)∗ = C∗

Kが成り立つ。
次に、補題 2.9よりCKは閉凸錐なので、補題 2.7の (e)からCK = ((CK)∗)∗であ

る。よって上記の結果から CK = (C∗
K)∗が成り立つ。

補題 2.9と補題 2.10の証明を見ると分かるように、この 2つの補題が成り立つため
に錐Kが閉集合であることが必要になる。
K = Rn

+の時、CKは完全正値錐と呼ばれCで表し、C∗
Kは共正値錐と呼ばれC∗で

表すことにする。そのことから、CKを拡張完全正値錐（行列）、C∗
Kを拡張共正値錐（行列）と呼ぶことにする。また、K = Rnの時はよく知られているように C∗

K = Sn+で半正定値錐である。
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本論文で使用する Sn空間での錐の定義を列挙する。
C = conv

{
A ∈ Sn

∣∣ A = xxT , x ∈ Rn
+

}
,

Sn++ =
{
A ∈ Sn

∣∣ xTAx > 0, for all 0 -= x ∈ Rn
}
,

Sn+ =
{
A ∈ Sn

∣∣ xTAx ≥ 0, for all x ∈ Rn
}
,

= conv
{
A ∈ Sn

∣∣ A = xxT , x ∈ Rn
}
,

C∗
++ =

{
A ∈ Sn

∣∣ xTAx > 0, for all 0 -= x ∈ Rn
+

}
,

C∗ =
{
A ∈ Sn

∣∣ xTAx ≥ 0, for all x ∈ Rn
+

}
,

Nn = {A ∈ Sn | Aij ≥ 0 i, j = 1, 2, . . . , n} .

これらの定義から、明らかに下記の包含関係が成り立つ。
C ⊆ Sn+ ∩ Nn ⊆ Sn+ ⊆ Sn+ + Nn ⊆ C∗.

補題 2.11. n ≤ 4の場合 C = Sn+ ∩ Nn、Sn+ + Nn = C∗が成り立ち、n ≥ 5の場合
は常に C ⊂ Sn+ ∩ Nn、Sn+ + Nn ⊂ C∗でそれぞれ真部分集合である。
1× 1対称行列の場合は特別で、明らかにR+ = C = Sn+ ∩Nn ⊂ Sn+ = Sn+ +Nn =

C∗ = Rである。
補題 2.12. Sn空間での錐について以下の双対錐の関係が成り立つ。
(a) (Sn+)∗ = Sn+

(b) (Nn)∗ = Nn

(c) (Sn+ ∩ Nn)∗ = Sn+ + Nn かつ (Sn+ + Nn)∗ = Sn+ ∩ Nn

(d) (C)∗ = C∗ かつ (C∗)∗ = C

証明.

(a) 補題 2.10と、その後で述べたように、(Sn+)∗ は K = Rn のケースに当たるので
(Sn+)∗ = Sn+が成り立つ。
(b) A ∈ (Nn)∗とすると、全てのB ∈ Nnについて 〈A,B〉 ≥ 0である。そのためには
Aの要素Aij に負の値があってはいけないので、A ∈ Nnでなくてはならない。よっ
て (Nn)∗ = Nnである。
(c) 0 ∈ Cn

+∩Nnなので補題 2.7の (g)より (Sn+)∗∩(Nn)∗ = (Sn++Nn)∗であるが、この
補題 2.12の (a)と (b)より Sn+とNnは共に自己双対錐なので、Sn+ ∩Nn = (Sn++Nn)∗

である。
また、Sn+と Nnは共に自己双対錐なので、

(Sn+ ∩ Nn)∗ = (((Sn+)∗)∗ ∩ ((Nn)∗)∗)∗
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であるが、Sn+と Nnは共に閉凸錐であることと、補題 2.7の (g)と (e)より、
(Sn+ ∩ Nn)∗ = (((Sn+)∗)∗ ∩ ((Nn)∗)∗)∗

= (((Sn+)∗ + (Nn)∗)∗)∗ = cl ((Sn+)∗ + (Nn)∗)

= cl (Sn+ + Nn) = Sn+ + Nn

が成り立つ。
(d) 補題 2.10と、その後で述べたようにCとC∗はK = Rn

+のケースに当たるので成り立つのは明らかである。

2.2 本論文で議論する最適化問題の定義とその性質のまとめ
2.2.1 本論文で議論する最適化問題
非凸２次計画問題
線形計画問題の目的関数だけを２次関数にしたものを２次計画問題と呼ぶことにす
る。即ち、O -= Q ∈ Sn, A ∈ Rm×n, c ∈ Rn, b ∈ Rmとした時、

min. xTQx+ 2cTx

sub. to Ax ≥ b, x ∈ Rn
+

と表せる。ここでQ ∈ Sn+のときは目的関数は凸関数となり、問題は凸最適化問題になる。Q /∈ Sn+の場合この問題を非凸２次計画問題と呼ぶ。
2次制約 2次最適化問題
本論文では、ベクトル空間Vの一つであるRn上での一般の 2次制約 2次最適化問題
を扱う。その問題を集合D ∈ Rn上での２次関数の等式制約を満たし２次関数の目的関
数の最適値を求める問題とする。即ち、γi ∈ R, x, ci ∈ Rn, Qi ∈ Sn (i = 0, 1, . . . ,m)

とした時、
inf

{
xTQ0x+ 2cT0 u+ γ0

∣∣∣∣∣
xTQix+ 2cTi x+ γi = 0

(i = 1, 2, . . . ,m), x ∈ D

}

と表さられる。ここで、Qi = O, (i = 0, 1, . . . ,m)の場合はいわゆる線形計画問題に
なる。また制約条件に２次関数の不等式条件、例えば

xTQix+ 2cTi x+ γi ≤ 0
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があったとしてもスラック変数 siを追加することで
xTQix+ 2cTi x+ γi + si = 0, si ≥ 0

または
xTQix+ 2cTi x+ γi + s2i = 0, si ≥ 0

と変換することで全ての制約条件が等式な同値な問題に変換できる。
この問題の制約領域が空集合の時は最適解、最適値も存在しないので本論文では制
約領域は空集合ではないと仮定する。一般にはこの問題は、たとえ制約領域は空集合
ではなく、また最適値が有界でも、最適解が存在するとは限らない。例えば、次の問題

ξ = inf
{
x1
∣∣∣ x1x2 − 1 = 0, (x1, x2) = x ∈ R2

+

}

の最適値は明らかに ξ = 0であるが最適解は存在しない。
0-1混合２次最適化問題
次に、0-1混合２次最適化問題について説明する。この問題は、目的関数が任意の
２次関数で、線形制約に一部の変数に 0-1条件が加わった問題である。
すなわち、x ∈ Rn, Q ∈ Sn,A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rnで、r ≤ nとした時、

min. xTQx+ 2cTx

sub. to Ax+ b = 0, xi ∈ {0, 1} (i = 1, 2, . . . , r), x ∈ Rn
+

と書き表される。0-1条件は連続変数 xi ∈ Rに対して xi(1 − xi) = 0と書けるので、
この問題は前述の２次制約２次最適化問題の一つの応用と考えられる。
錐線形最適化問題
本論文では、ある錐 K ∈ Vn の制約上でかつ線形制約条件を満たす制約領域で

の線形目的関数の最適化問題を錐線形最適化問題と呼ぶ。即ち、Q0,Q1, . . . ,Qm ∈
Vn, b1, b2, . . . , bm ∈ Rとした時、

inf
{
〈Q0,X〉

∣∣ 〈Qi,X〉 = bi (i = 1, 2 . . . ,m), X ∈ K
}

(2.2)

と表される。
ここで、Vn = Rn で K = Rn

+ の場合は線形計画問題である。また、Vn = Sn で
K = Sn+の場合はよく知られた半正定値計画問題である。これらの 2つの問題につい
ては内点法により多項式時間で近似解を求められることが知られている。K = Sn+∩Nn

の場合は、非負半正定値計画問題になり、半正定値行列の対角成分は非負であるという
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性格を用いて半正定値計画問題に変換できる。具体的には、まず非対角成分Xij i -= j

について n(n− 1)/2個の制約式Xij ≥ 0を追加することを考える。これは Snの空間
の問題を非対角成分の数 n(n− 1)/2分だけ増やし、各非対角成分にサイズを広げた対
角成分を対応させて、それらが等しいという制約条件を追加することによって等価な
半正定値計画問題に変換できる。この非負半正定値計画問題も多項式のオーダーで近
似解を求められることになるが、問題のサイズは Sn(n+1)/2上の問題になる。
今問題 (2.2)の線形制約について、もし全て biが bi = 0だとすると、制約領域は部分
空間と錐の共通部分となるので補題 2.6より錐となる。そのため明らかにこの問題の
最適値はQ0 ∈ K∗の時は 0、そうでない場合は−∞になる。そこで少なくとも１つの
biは bi -= 0と仮定して、一般性を失わないで i = 1とできる。まずこの 〈Q1,X〉 = b1の両辺を b1で割ることで新たにH0 = 1/b1Q

1として等価な 〈H0,X〉 = 1に変換す
る。次に、bj -= 0である全ての 2 ≤ j ≤ mについて、Hj−1 = Qj − bjH

0とすると、
〈Qj ,X〉 = bjは 〈Hj−1,X〉 = 0と等価である。また、bj = 0である全ての 2 ≤ j ≤ m

についてはHj−1 = Qj とすると、問題 (2.2)と等価な問題、
inf
{
〈Q0,X〉

∣∣ 〈H0,X〉 = 1, 〈H i,X〉 = 0 (i = 1, 2, . . . ,m− 1), X ∈ K
}

に変換できる。
錐線形最適化問題 (2.2)の双対問題は次のように表される。

sup

{
m∑

i=1

biyi

∣∣∣∣∣ Q
0 −

m∑

i=1

Qiyi = Z, Z ∈ K∗

}
. (2.3)

多項式最適化問題
本論文では、目的関数も制約式も一般の多項式である最適化問題を考える。今 f(x) :

Rn → Rを多項式とすると、多項式は x ∈ Rnの単項式の線型結合で表される。ここ
で単項式とは x = (x1, x2, . . . , xn)のとき、xr11 xr22 . . . xrnn のことで 1 ≤ ri ∈ Z (i =

1, 2, . . . , n)である。そこで、f(x)及び gi(x)(i = 1, 2, . . . ,m)をRn上での多項式とし
て、D ⊆ Rnとした時、多項式最適化問題を

inf

{
f(x)

∣∣∣∣∣
gi(x) = 0 (i = 1, 2, . . . ,m),

x ∈ D

}

とする。ここでも同様に、不等式の制約条件が含まれる場合も、スラック変数を追加
することでこの問題に帰着することができる。
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2.2.2 最適化問題の基本的な性質
本論文で使われる最適化問題に関する基本的な性質についての補題をいくつか説明
する。
補題 2.13. 次のような線形制約式で表される制約領域を考える。ここでÂ ∈ Rm×(n−1), b ∈
Rmである。

{u ∈ Rn−1 | Âu = b, u ≥ 0}. (2.4)

この集合が有界な場合は、eT = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rnとして、ρ >を十分大きな数とし
た時、次のような形で表すことができる。

{
x ∈ Rn | eTx = ρ, Ax = 0, x ≥ 0

}
.

証明. 集合 (2.4)は有界なので、êT = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn−1とした時、集合 (2.4)と等
しい集合、

{u ∈ Rn−1 | êTu ≤ ρ, Âu = b, u ≥ 0} (2.5)

となる十分大きな ρ > 0が存在する。そこでこの不等式制約のためにスラック変数を
1つ追加する。新たに eT = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn、またA = [Â,0] ∈ Rn×mとすると、
集合 (2.5)は、

{x ∈ Rn | eTx = ρ, Ax = b, x ≥ 0}

と表せる。今Aの i行目をAi.として、新たにA ∈ Rn×mのAi.をAの i行目とする。
Ai. = bie− ρAi.とすると、Ai.x = biρ− ρbi = 0となる。よって結局集合 (2.5)は、

{x ∈ Rn | eTx = ρ, Ax = 0, x ≥ 0}

と表すことができる。
補題 2.14. K ⊆ Vnを閉錐（凸集合である必要はない）とする。H0 ∈ Vnを、全ての
0 -= X ∈ Kについて、〈H0,X〉 > 0とすると、制約領域

{X
∣∣ 〈H0,X〉 = 1, X ∈ K}

は有界である。
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証明. 任意のX ∈ Kについて、〈H0,X〉 = ρ > 0とすると、1/ρX ∈ Kはこの制約
領域の制約条件を満たしている。即ち全てのX ∈ Kについて対応する有界な制約領
域の点があるのでこの制約領域は有界である。
補題 2.15. H0 ∈ C∗とすると制約領域

F = {X
∣∣ 〈H0,X〉 = 1, X ∈ C}

は 〈H0,X〉 = 1上に相対内点を持つ。
証明. 錐 Cは内点を持つ ([20] 参照)ので、今A ∈ Cを Cの内点とすると、

Bδ(A) ⊂ Cとなる δ > 0が存在する。
またH0 ∈ C∗で、全てのX ∈ Bδ(A)は内点なので、

〈H0,X〉 > 0

が成立つ。特にX = Aの時 〈H0,A〉 = ρ > 0としてB = 1/ρAとすると 〈H0,B〉 =
1を満たす。また同様にそれぞれのX ∈ Bδ(A)について 〈H0,X〉 = ρ̂ > 0のとき、
それぞれ Y = 1/ρ̂X とする。全てのX ∈ Bδ(A)に対応する Y は 〈H0,Y 〉 = 1を満
たすので 〈H0,X〉 = 1上の相対内点集合となる。
補題 2.16. 今D ⊆ Vnとして、連続関数 f(x)をD → Rとしたとき、

inf {f(x) | x ∈ D} = inf {f(x) | x ∈ cl D}

が成立つ。
証明. x ∈ cl Dとする。cl Dは閉集合であることから、xに収束する点列{xi ∈ D : (i = 1, 2, . . . }
が存在する。xi ∈ Dであるので f(xn) ≥ inf {f(x) | x ∈ D}である。一方、f(x)が
連続関数であることから、

lim
n→∞

xn = x ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x)

である。よって、全ての x ∈ cl Dについて
f(x) = lim

n→∞
f(xn) ≥ lim

n→∞

(
inf {f(x) | x ∈ D}) = inf {f(x) | x ∈ D}

となるので、
inf {f(x) | x ∈ cl D} ≥ inf {f(x) | x ∈ D}

であることがわかる。またD ⊆ cl Dなので、明らかに
inf {f(x) | x ∈ D} ≥ inf {f(x) | x ∈ cl D}
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である。以上より、
inf {f(x) | x ∈ D} = inf {f(x) | x ∈ cl D}

が示された。
補題 2.17. 集合D ⊆ Vnが空集合でないとして、Q, X ∈ Vnとした時、

inf {〈Q,X〉 | X ∈ D} = inf {〈Q,X〉 | X ∈ conv D} (2.6)

が成立つ。
証明. 今 α,β ∈ R ∪ {−∞}として、

inf {〈Q,X〉 | X ∈ D} = α, inf {〈Q,X〉 | X ∈ conv D} = β

とすると、
lim
i→∞

〈Q,Xi〉 = β となる点列Xi ∈ conv D (i = 1, 2, . . . )

が存在する。Xi ∈ conv D (i = 1, 2, . . . )なので、各Xiについて、
Xi =

m∑

j=1

λj(Y
i)j , (Y i)j ∈ D,

m∑

j=1

λj = 1, λj ∈ R+, m ≥ 1, m ∈ Z+

となる {(Y i)1, (Y i)2, . . . , (Y i)m
}

(i = 1, 2, . . . )が存在する。そこで、
β ≥ 〈Q,Xi〉 = 〈Q,

m∑

j=1

λj(Y
i)j〉 =

m∑

j=1

λj〈Q, (Y i)j〉

であるが、(Y i)j ∈ Dで αは制約領域D上での最適値なので、〈Q, (Y i)j〉 ≥ αであ
る。よって、

β ≥ 〈Q,Xi〉 =
m∑

j=1

λj〈Q, (Y i)j〉 ≥
m∑

j=1

λj α = α.

ところがD ⊆ conv Dなので明らかに α ≥ βとなり、結局 α = βである。
この補題の意味は、目的関数が線形であるならば制約領域の凸包をとっても最適値
は変わらないということである。
補題 2.18. D,E ⊆ Vとして、Q ∈ Vnとした時

inf{〈Q,Z〉 | Z = X + Y , X ∈ D, Y ∈ E }

= inf{〈Q,X〉 | X ∈ D}+ inf{〈Q,Y 〉 : Y ∈ E }

が成り立つ。
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証明. もし inf{〈Q,X〉 | X ∈ D}か inf{〈Q,Y 〉 : Y ∈ E のどちらかが −∞だとす
ると明らかにD,E ⊆ D + E なので inf{〈Q,Z〉 | Z = X + Y , X ∈ D, Y ∈ E }は
−∞である。
そこで、inf{〈Q,X〉 | X ∈ D} = α、また inf{〈Q,Y 〉 | Y ∈ E} = βで共に有界と

する。inf{〈Q,Z〉 | Z = X + Y , X ∈ D, Y ∈ E} = γとすると、Zi = Xi + Y iと
なる点列 {Xi ∈ D | i = 1, 2, . . . }、{Y i ∈ E | i = 1, 2, . . . }が存在して

γ = lim
i→∞

〈Q,Zi〉 = lim
i→∞

〈Q,Xi + Y i〉 = lim
i→∞

〈Q,Xi〉+ lim
i→∞

〈Q,Y i〉

であるが、〈Q,Xi〉 ≥ α, 〈Q,Y i〉 ≥ βなので、γ ≥ α+ βである。
逆に、inf{〈Q,X〉 | X ∈ D} = α、inf{〈Q,Y 〉 : Y ∈ E} = βなので、それぞれ点

列 {Xj ∈ D | j = 1, 2, . . . }、{Y j ∈ E | j = 1, 2, . . . }が存在して、
lim
j→∞

〈Q,Xj〉 = α, lim
j→∞

〈Q,Y j〉 = β

である。Zj = Xj + Y j とすると、
γ ≤ 〈Q,Zj〉 = 〈Q,Xj + Y j〉 = 〈Q,Xj〉+ 〈Q,Y j〉

であるので, γ ≤ α+ βとなり、以上より γ = α+ βが成り立つ。
補題 2.19. 錐線形最適化問題の主問題 (2.2)とその双対問題 (2.3)の間で弱双対定理
が成り立つ。即ち、Xを主問題の実行可能解、yi (i = 1, . . . ,m)を双対問題の実行可
能解とすると、

〈Q0,X〉 ≥
m∑

i=1

biyi

が成り立つ。
証明. 今主問題 (2.2)の実行可能解Xを、双対問題 (2.3)の制約式の両辺にかけると、

〈Q0,X〉 −
m∑

i=1

〈Qi,X〉yi = 〈Q0,X〉 −
m∑

i=1

biyi

= 〈Z,X〉

である。Z ∈ K∗, X ∈ Kなので 〈Z,X〉 ≥ 0となり、
〈Q0,X〉 ≥

m∑

i=1

biyi

が成り立つ。
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3 2次制約2次最適化問題と完全正値最適化問題
この章では、変数に非負条件が付いた制約も目的関数も 2次関数の最適化問題と、
その緩和問題である完全正値錐上での制約も目的関数も線形な最適化問題の関係につ
いて議論する。
初めにこの章で扱う 2次制約 2次最適化問題の形式である、目的関数も制約式も 2次
形式だけの問題 (3.1)と、その緩和問題としての完全正値最適化問題 (3.4)を提示する。
それ等のH0が強共正値条件を満たし、かつ全ての k = 1, . . . ,mについてHk ∈ C∗

の場合にこの緩和問題の最適値は元の問題に一致することを証明する。次にHk ∈ C∗

という条件よりも弱い条件である階層的共正値条件という概念を導入し、この弱い条
件を満たす場合でも、もしH0が強共正値条件を満たしていればこの緩和問題の最適
値は元の問題に一致することを証明する。
次に、この章で扱う 2次制約 2次最適化問題 (3.1)は 2次形式だけの 2次関数による
特殊な形式の問題であるが、2次項、1次項、定数項を持った一般の 2次関数による 2

次制約 2次最適化問題を同値な問題 (3.1)の形式に変換できることを示す。この場合
はH0が強共正値条件を満たさない。そこで制約領域Gの非同次制約も同次制約に置
き換えた集合G0を導入する。もし制約領域が階層的共正値条件を満たし、H0 ∈ C∗

の場合は、緩和問題の制約領域は元の問題の制約領域の凸包と新たに導入した集合G0の凸包の和であること示す。このことからこの場合は元の問題と緩和問題の最適値が
一致するとは限らない。
そこで集合（特に非有界な集合）に対して、漸近的無限方向という集合を定義する。

そして元の問題の漸近的無限方向の集合と集合G0が等しいとき、漸近的無限方向の条件を満たすという。この条件を使い、H0 ∈ C∗である時、もし制約領域が階層的共
正値条件を満たし、かつ漸近的無限方向の条件を満たすならば、緩和問題の制約領域
は元の問題の閉凸包と一致することを証明する。元の問題と緩和問題の目的関数は同
じ線形関数なので、結局両方の最適値は一致することがわかる。最後に非負象限制約
を閉錐に置き換えてできる拡張完全正値錐についてと、いくつかの議論について図に
よって説明する。

3.1 2次制約 2次最適化問題と完全正値錐最適化問題
x ∈ Rn及びQ,H0,Hk ∈ Snとしたとき、次の２次制約 2次最適化問題を考える。

min. xTQx

sub. to xTH0x = 1

xTHkx = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

x ∈ Rn
+.

(3.1)
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この最適化問題 (3.1)は行列の内積の定義 (2.1)を使うと、
min. 〈Q,xxT 〉
sub. to 〈H0,xxT 〉 = 1,

〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

x ∈ Rn
+

(3.2)

と表すことができる。この章ではこの問題 (3.2)の形式を 2次制約 2次最適化問題の
モデルとして扱う。この形式の重要な特徴は (i)目的関数も制約式も全て 2次の同次
式（2次形式）であること、(ii)制約式の 1本は 2次形式が 1に等しく、残りの制約式
は全て 2次形式が０に等しい等式になっていることである。この 2つの特徴が以降の
議論で重要な役割を果たしている。
さらに、この問題は、X = xxT と置くことによって

min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

X = xxT ,x ∈ Rn
+

(3.3)

に変換することができる。ここで
K =

{
X ∈ Sn

∣∣X = xxT ,x ∈ Rn
+

}

とするとKは錐になる。また、完全正値錐の定義から conv Kは完全正値錐Cである。
そこで、問題 (3.2)の緩和問題としての完全正値最適化問題を下記の様に定義する。

min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

X ∈ C.

(3.4)

問題 (3.2)と問題 (3.4)の制約領域をそれぞれ、
G =

{
xxT ∈ Sn

∣∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, .,m), x ∈ Rn
+

}
,

F =
{
X ∈ Sn

∣∣∣ 〈H0,X〉 = 1, 〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, .,m), X ∈ C
}

と表すことにする。これ以降、Gは空集合ではないことを仮定する。即ち少なくとも
H0 -= Oである。またこの場合、G ⊂ F なので明らかに Fも空集合ではない。
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ここで問題 (3.2)の目的関数はxxT に関して線形なので、補題 (2.16)と (2.17)より
問題 (3.2)は下記問題と同値である。

min. 〈Q,X〉
sub. to X ∈ cl conv G.

より厳密に書くと inf
{
〈Q,xxT 〉 | xxT ∈ G

}
= inf

{
〈Q,xxT 〉 | xxT ∈ cl conv G

}で
ある。一般にはF ⊇ cl conv Gであるが、もしF = cl conv Gとなれば問題 (3.2)と問題
(3.4)の最適値が一致する事になる。そこでF = cl conv GとなるH0,Hk (1, 2, . . . ,m)

等の条件について議論する。
初めに、完全正値錐による緩和問題の制約領域が有界な場合について議論し、次に
有界ではない場合も含むより一般的な場合について議論する。

3.2 単純なケース
H0,Hk (k = 1, . . . ,m)が次の 2つの条件を満たす単純な場合について考える。
(A) xTH0x > 0 for all x -= 0 ∈ Rn

+：強共正値条件（H0 ∈ C∗
++）

(B) Hk ∈ C∗ (k = 1, . . . ,m)：共正値条件
条件 (A)を満たす時、問題 (3.2)の制約式には 〈H0,X〉 = 1が含まれるので問題

(3.4)の制約領域 F は補題 2.14から有界であることがわかる。よってG ⊆ F である
ことから問題 (3.2)の制約領域Gも有界である。
補題 3.1 (参照：Lemma 2.1 of [6]). 条件 (B)を仮定する。H =

∑m
k=1H

kとすると、
問題 (3.2)の制約領域Gについて

G = Ĝ =
{
xxT ∈ Sn

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H,xxT 〉 = 0, xxT ∈ K
}

(3.5)

が成り立つ。
証明. まず xxT ∈ Gとすると、〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, .,m)なので
〈H,xxT 〉 =

∑m
k=1〈H

k,xxT 〉 = 0は自明である。よって xxT ∈ Ĝとなり、⊂側の包
含関係が示された。
逆の包含関係を示すために、xxT ∈ Ĝとすると、

0 = 〈H,xxT 〉 =
m∑

k=1

〈Hk,xxT 〉 =
m∑

k=1

〈Hk,xxT 〉

であるが、条件 (B) と xxT ∈ Kより 〈Hk,xxT 〉 ≥ 0 (k = 1, 2, .,m)である。このこ
とから 〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)が成り立ち、xxT ∈ Gとなるので式 (3.5)が
成立する。
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そこで条件 (B) を満たす問題 (3.2) は下記のように単純化することができる。
min. 〈Q,xxT 〉
sub. to 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H1,xxT 〉 = 0,

x ∈ Rn
+.

(3.6)

この後 (A)と (B)の条件下での問題 (3.6) と、その緩和問題の完全正値最適化問題の
最適値が一致することを証明するが、その前にこの単純なケースの条件を満たす具体
例の一つについて説明する。

3.2.1 単純なケースの具体例
問題 (3.2)の形をした問題で、条件 (A)と (B)を満たす具体的な 2次最適化問題と
して、制約領域が有界な多面体で目的関数が非凸 2次関数の問題である非凸 2次計画
問題がある。この問題は補題 2.13より

min. xT Q̄x+ 2c̄Tx

sub. to eTx = ρ, Āx = b, x ∈ Rn
+

(3.7)

と表される。ここで ρ > 0, x, c̄ ∈ Rn, Q̄ ∈ Sn, b ∈ Rmで Āはm行 n列の行列、
また e = (1, . . . , 1)T ∈ Rnとする。そこでQ = Q̄+ 1

ρce
T + 1

ρec
T とすると問題 (3.7)

は次の様に書き換えられる。
min. xTQx

sub. to eTx = ρ, Ax = 0, x ∈ Rn
+.

x ∈ Rn
+なので 2つの制約式をそれぞれ xTeeTx = ρ2, xTATAx = 0としても制約

領域は変わらない。今 E = eeT , X = xxT としてこの問題を行列の内積を使って表
すと、

min. 〈Q,X〉
sub. to 〈E,X〉 = ρ2, 〈ATA,X〉 = 0,

X = xxT , x ∈ Rn
+

となるが、行列 1
ρ2Eは明らかに強共正値なので条件 (A)を満たしている。またATA ∈

Sn+ ⊆ C∗なので条件 (B) を満たしている。よって問題 (3.7)は問題 (3.1)の形をした
2次最適化問題で、 条件 (A) と (B) を満たす問題に帰着できることがわかる。
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3.2.2 単純ケースの最適値一致
ここで、問題 (3.6)の緩和問題としての完全正値最適化問題を

min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1, 〈H,X〉 = 0,

X ∈ C = conv
{
X = xxT

∣∣ x ∈ Rn
+

}
(3.8)

とする。
定理 3.1 (参照：Lemma 2.1 of [3]). 問題 (3.6)が条件 (A)と (B)を満たせば、その最
適値と問題 (3.8)の最適値は一致する。
証明. 問題 (3.6)と問題 (3.8)の制約領域をそれぞれ、

Ĝ =
{
xxT ∈ Sn

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H,xxT 〉 = 0, x ∈ Rn
+

}

F̂ =
{
X ∈ Sn

∣∣ 〈H0,X〉 = 1, 〈H,X〉 = 0, X ∈ C
}

とする。問題 (3.6)と問題 (3.8)の目的関数は同じでかつ線形なので 、conv Ĝ = F̂ が
証明できればそれぞれの最適値は一致する。
まず conv Ĝ ⊆ F̂ を示すために xxT ∈ conv Ĝとする。いまX = xxT とすると、

Xは制約式 〈H0,X〉 = 1, 〈H,X〉 = 0を満たし、かつ完全正値錐の定義からX ∈ C
となりX ∈ F̂ なので Ĝ ⊆ F̂ である。ところが F̂ は凸集合なので、2.1.2節の凸包の
定義から、結局 conv Ĝ ⊆ F̂ が成り立つ。
逆に、conv Ĝ ⊇ F̂ を示すために、0 -= X ∈ F̂ とすると、X ∈ Cなので次のよう
な xixT

i -= 0 (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。
X =

r∑

i=1

xix
T
i , 〈H0,

r∑

i=1

xix
T
i 〉 = 1, 〈H,

r∑

i=1

xix
T
i 〉 = 0.

ここで、λi = 〈H0,xixT
i 〉 とすると、条件 (A) から λi > 0である。さらにこれを

使って、
yi =

xi√
λi

(i = 1, . . . , r), Y i = yiy
T
i (i = 1, 2, . . . , r)

とすると、
X =

r∑

i=1

λi
xi√
λi

xT
i√
λi

=
r∑

i=1

λiyiy
T
i =

r∑

i=1

λiY i,

r∑

i=1

λi =
r∑

i=1

〈H0,xix
T
i 〉 =

r∑

i=1

〈H0,X〉 = 1,

λi > 0 (i = 1, 2, . . . , r)
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であり、また
〈H0,Y i〉 = 〈H0,

xi√
λi

xT
i√
λi

〉 = 〈H0,xixT
i 〉

λi
=
λi
λi

= 1 (i = 1, 2, . . . , r),

0 = 〈H,X〉 = 〈H,
r∑

i=1

λiY i〉 =
r∑

i=1

λi〈H,Y i〉

である。条件 (B) より 〈H,Y i〉 ≥ 0なので 〈H,Y i〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , r)となる。
以上より、X は Y i ∈ Ĝ (i = 1, 2, . . . , r)の凸結合になっていることがわかるので
X ∈ conv Ĝである。よって conv Ĝ = F̂ が示されたので問題 (3.6)の最適値と問題
(3.8)の最適値は一致することがわかる。

(B) の条件について、階層的共正値という概念を導入することで緩めることができ
るので、次にそれについて説明する。

3.2.3 階層的共正値条件
階層的共正値条件を説明するために、いくつかの集合を定義する。
定義 3.1. 元の問題 (3.1)の内積表現である問題 (3.2)の制約領域Gと、その緩和問題
の完全正値最適化問題 (3.4)の制約領域 F に関して次の集合を定義する。ここでまた
錐KをK =

{
X ∈ Sn : X = xxT ,x ∈ Rn

+

}とする。
G0 :=

{
xxT ∈ K

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1
}
,

G# :=
{
xxT ∈ G#−1

∣∣∣ 〈H#,xxT 〉 = 0
}

(! = 1, 2, . . . ,m),

F 0 :=
{
X ∈ C

∣∣ 〈H0,X〉 = 1
}
,

F # :=
{
X ∈ F #−1

∣∣∣ 〈H#,X〉 = 0
}

(! = 1, 2, . . . ,m).

この定義から、G = Gm, F = Fmである。
上記の定義を使って階層的共正値条件について次の様に定義する。

定義 3.2. 次の条件 (C)を満たす時、問題 (3.2)の制約領域Gは階層的共正値集合で
あると呼ぶ。
(C) 全ての ! = 1, 2, . . . ,m に対して

xxT ∈ G#−1 ならば 〈H#,xxT 〉 ≥ 0.
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この条件は、双対錐の定義からH# ∈ (G#−1)∗と明らかに同値である。
もしH# ∈ Sn++（フルランク）の場合は明らかに条件 (C)を満たすが、この場合

は、0 /∈ G0 なので G# = ∅ (! = 1, 2, . . . ,m)である。よって Gm = G -= ∅なので
H# (! = 1, 2, . . . ,m)は低いランクの行列でなくてはならない。
また、G# ⊆ GなのでGlは空集合ではないが、この時 {X ∈ Sn : 〈H#,X〉 = 0}は
全ての xxT ∈ G#でのG#−1の支持超平面になっている。
この問題 (3.2)でのG#の階層構造では各階層で一つの制約式が追加されている。し

かしある階層に複数個の制約式があっても一つにまとめることができる。今ある階層
のレベルが !において、H#i ∈ Sn(i = 1, 2, . . . , il)とした時、

G# =
{
xxT ∈ G#−1

∣∣∣ 〈H#i ,xxT 〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , i#)
}

となっているとする。この場合条件 (C)より、〈H#i ,xxT 〉 ≥ 0 for all xxT ∈ G#−1 (i =

1, 2, . . . , i#)となる。このことから、xxT ∈ G#−1かつ 〈H#i ,xxT 〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , i#)と、xxT ∈ G#−1 かつ∑i!
i=1〈H#i ,xxT 〉 = 0は同値であるので、結局新たにH# =

∑i!
i=1H

i! とすれば各階層が１本の制約式で問題 (3.2)の制約領域を表すことが出来る
ことがわかる。このやり方で問題 (3.2)や問題 (3.4)の制約条件の式の数を減らすこと
が出来る。実際、次の節で説明する、0-1混合線形制約 2次最適化問題では結局制約
式は２本にまとめられることが示される。
この、条件 (B)よりも緩い新たな条件 (C)のもとでも以下の系が成り立つ。

系 3.1 (参照：Lemma 2.1 of [3]). 問題 (3.2)が条件 (A)と (C)を満たせば、その最適
値と問題 (3.4)の最適値は一致する。
証明. 定理 3.1と同様に、問題 (3.2)と問題 (3.4)の目的関数は同じで、かつ線形なので
conv G = F を証明する。今 ! ∈ {0, 1, . . . ,m}とする。 G# ⊂ F #で F #は凸なので、
conv G# ⊂ F #である。そこで ! = 0, 1, . . . ,mについて数学的帰納法で conv G# ⊃ F #

を証明する。! = 0については、定理 3.1の証明で 〈H,xxT 〉 = 0の制約式が無い場合と
考えればよいので、証明済である。そこで ! ≥ 1について、conv G#−1 ⊃ F #−1であるこ
とを仮定して conv G# ⊃ F #を証明する。今X ∈ F #とする。F # ⊂ F #−1 ⊂ conv F #−1

なのでX ∈ conv F #−1である。よって
X =

r∑

i=1

λixix
T
i ,

r∑

i=1

λi = 1

となる xixT
i ∈ G#−1, λi > 0 (i = 1, 2, . . . , r) が存在する。また条件 (B) より

〈H#,xixT
i 〉 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , r) である。一方、X =

∑r
i=1 λixixT

i ∈ G# である
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ので 0 = 〈H#,X〉 =
∑r

i=1 λi〈H
#,xixT

i 〉が成り立つが、〈H#,xixT
i 〉 ≥ 0で λi > 0

なので、全ての i = 1, 2, . . . , r について 〈H#,xixT
i 〉 = 0 が成り立つ。このことと

xixT
i ∈ G#−1 であることから xixT

i ∈ G# (i = 1, 2, . . . , r)であることがわかるので、
結局X は xixT

i ∈ G# (i = 1, 2, . . . , r)の凸結合であるので、X ∈ conv G#が示され
た。よって conv G = F が証明されたことになる。以上より、問題 (3.6)と問題 (3.8)

の制約領域が一致し目的関数が同じなので最適解も一致する。
この系の証明から conv G# = F # (! = 1, 2, . . . ,m)であることがわかる。F # は補
題 2.9より錐Cが閉集合なので明らかに閉集合である。よって系 3.1は conv G# (! =

1, 2, . . . ,m)が閉集合であることも示している。
また条件 (A)が成り立っている時、系 3.1の条件である (C)は下記の条件 (C)’に置
き換えることができる。
(C)’ 全ての ! = 1, 2, . . . ,mに対して、X ∈ F #−1 ならば 〈H#,X〉 ≥ 0.

実際、G#−1 ⊂ F #−1 なので、条件 (C)’が成り立てば条件 (C)成り立つ。また逆に、
もし条件 (C)が成り立てば系 3.1から conv G#−1 = F #−1なので条件 (C)’成り立つ。
よって条件 (C)と条件 (C)’は同値であることがわかる。今までと同様にこの条件 (C)’

は、双対錐の定義からH# ∈ (F #−1)∗と同値である。

3.2.4 階層的共正値条件の例
本論文では、具体的な問題で階層的共正値条件の形で表される例を 2つ紹介する。

2つとも 0-1条件に関連する問題であるが 1つ目は 4章で紹介する 0-1 混合線形制約
2次最適化問題である。4章ではこの元の問題を 2つの同値な問題に変換している。
4.2.1節が階層が 1つの階層的共正値条件で表現した問題で、4.1.1節が階層が 2つの
階層的共正値条件で表現した問題である。
もう 1つの例は、いくつかの決定変数から 1つだけを選ぶ下記のような制約領域の
例である。 {

u ∈ {0, 1}n−1 |
∑n−1

i=1 ui = 1
}
.

この条件を連続関数で表す方法はいくつかあるが次のような同値な表現を考える。
{
u ∈ Rn−1

+ |
∑n−1

i=1 ui = 1,
∑n−1

i=1 u2i = 1
}
.

ここで全て 2次形式で表すために、次の節で紹介するように、新たに変数 u0を追加して次のように同値な表現に変換する。ここで x = (u0,u)とすると、
{
x ∈ Rn

+ | x20 = 1, (x0 −
∑n−1

i=1 xi)2 = 0, x20 −
∑n−1

i=1 x2i = 0
}
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と表すことができるので、a = (1,−1,−1, . . . ,−1) ∈ Rnで I ∈ Sn−1として、
H0 =

[
1 0T

0 O

]
∈ Sn, H1 = aaT ∈ Sn, H2 =

[
1 0T

0 −I

]
∈ Sn

と定義すると、次のような同値な制約領域として表すことができる。
{
x ∈ Rn

+ | xTH0x = 1, xTH1x = 0, xTH2x = 0
}
.

ここで明らかに、H1 ∈ C∗であるがH2 /∈ C∗である。しかし、
xTH2x ≥ 0 for all x ∈

{
x ∈ Rn

+ | xTH0x = 1, xTH1x = 0
}

を満たすので、階層的共正値条件を満たしていることがわかる。

3.3 一般のケース
次に条件 (A)よりも条件を弱くした、より一般の場合について分析する。問題 (3.2)

は特殊な形式の 2次最適化問題であるが、次に示すように、一般的な 2次制約 2次最
適化問題を問題 (3.2)の形式に変換することができる。このときH0は条件 (A) の強
共正値条件ではなく、より弱い条件の共正値条件なので条件 (A)を緩める必要がある。
このことが次の分析の動機になっている。

3.3.1 一般 2次制約 2次最適化問題
今 u, ck ∈ Rn−1, Qk ∈ Sn−1, γk ∈ R (k = 0, 1, . . . ,m)として、下記の一般的な 2

次制約 2次最適化問題を考える。
min. uTQ0u+ 2cT0 u+ γ0

sub. to uTQku+ 2cTku+ γk = 0

(k = 1, 2, . . . ,m), u ∈ Rn−1
+ .

(3.9)

元の 2次最適化問題が変数の非負条件以外に不等式制約を含んでいたとしてもスラッ
ク変数を追加することで等式制約に変換できるので、問題 (3.9)は殆どの 2次最適化
問題を含むと考えられる。ここで一つ変数 u0を追加して、問題 (3.9)を

min. uTQ0u+ 2u0cT0 u+ γ0u20
sub. to uTQku+ 2u0cTku+ γku20 = 0

(k = 1, 2, . . . ,m), u20 = 1, (u0,u) ∈ Rn
+
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と書き換えても同値な問題である。ここで、
Q =

[
γ0 cT0
c0 Q0

]
∈ Sn, H0 =

[
1 0T

0 O

]
∈ Sn,　

Hk =

[
γk cTk
ck Qk

]
∈ Sn (k = 1, 2, . . . ,m), x = (u0,u) (3.10)

と定義すると、問題 (3.9)は
min. 〈Q,xxT 〉
sub. to 〈H0,xxT 〉 = 1,

〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

x ∈ Rn
+

のように問題 (3.2)の形式に変換できる。ただし H0は、明らかに共正値行列ではあ
るが強共正値行列ではないので、条件 (A) を緩める必要がある。

3.3.2 制約領域
与えられた２次最適化問題の制約領域を階層構造に構築し、問題 (3.9)で示したよ
うに変換した場合、たとえ元の問題が有界であっても条件 (A)を満たすとは限らない。
そこで次に一般のケース、即ち単純なケースの条件 (A)を弱めた下記の条件 (A)’の
場合について、元の問題 (3.1)と等価な問題 (3.2)の最適値が緩和問題 (3.4)の最適値
と一致する条件について議論する。前述したように、H0 -= Oを仮定する。
(A)’ H0 ∈ C∗：共正値条件
(A)よりも弱い (A)’条件を扱うために、制約領域に対して次の集合を導入し、この
集合についても階層的構造を導入する。まず、

G0 =
{
xxT ∈ K

∣∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 0, 〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)
}
,(3.11)

F0 =
{
X ∈ C

∣∣∣ 〈H0,X〉 = 0, 〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)
}

(3.12)

とする。ここでK =
{
X ∈ Sn : X = xxT ,x ∈ Rn

+

}である。
定義 3.3. 上記集合G0と F0に関して次の集合を定義する。

G0
0 :=

{
xxT ∈ K

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 0
}
,

G#
0 :=

{
xxT ∈ G#−1

0

∣∣∣ 〈H#,xxT 〉 = 0
}

(! = 1, 2, . . . ,m),

F 0
0 :=

{
X ∈ C

∣∣ 〈H0,X〉 = 0
}
,

F #
0 :=

{
X ∈ F #−1

0

∣∣∣ 〈H#,X〉 = 0
}

(! = 1, 2, . . . ,m).
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この定義から、G0 = Gm
0 , F0 = Fm

0 である。また、
conv G#

0 =






p∑

j=1

xjx
T
j

∣∣∣ xjx
T
j ∈ Gl

0 (j = 1, 2, . . . , p) for some p ≥ 0






と表せる。
この制約領域に関する階層構造の定義を使って新たな階層的共正値条件について次
の様に追加する。
定義 3.4. 条件 (C)と次の条件 (D)を満たす時、問題 (3.2)の制約領域Gは階層的共
正値集合である呼ぶ。
(D) 全ての ! = 1, 2, . . . ,m に対して

xxT ∈ G#−1
0 ならば 〈H#,xxT 〉 ≥ 0.

この条件は、双対錐の定義からH# ∈ (G#−1
0 )∗と明らかに同値である。これらの階

層構造について以下の補題が成り立つ。
補題 3.2 (参照：Lemma 3.3 of [3]). 以下の 3つの条件は同値である。
(i) 条件 (C)と条件 (D)が成り立つ。
(ii) X ∈ conv G#−1 + conv G#−1

0 ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。
(iii) X ∈ cone conv G#−1 + conv G#−1

0 ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。
証明. conv G#−1 + conv G#−1

0 ⊆ cone conv G#−1 + conv G#−1
0 なので、明らかに (iii)

が成り立てば (ii)が成り立つ。
また、今 Y ∈ G#−1 ⊆ conv G#−1で、Z ∈ G#−1

0 ⊆ conv G#−1
0 とすると、

Y ,Z ∈ conv G#−1 + conv G#−1
0 である。よって、(ii) が成り立っているとすると

〈H#,Y 〉 ≥ 0かつ 〈H#,Z〉 ≥ 0となり、(i)が成り立つ。
そこで最後に (i)が成り立つときに (iii)が成り立つことを示す。今 0 < µ ∈ R+,

µY ∈ conv G#−1とすると、µY ∈ cone conv G#−1である。またZ ∈ conv G#−1
0 とし

てX = µY +Z とすると、
X ∈ cone conv G#−1 + conv G#−1

0

である。まず Y について、Y ∈ conv G#−1なので、
Y =

r∑

i=1

λiyiy
T
i ,

r∑

i=1

λi = 1, λi ∈ R+ (i = 1, 2, . . . , r)
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となるような yiy
T
i ∈ G#−1が存在する。条件 (i)が成り立っているので、

全ての i = 1, 2, . . . , rについて 〈H#,yiy
T
i 〉 ≥ 0が成り立っている。よって、

〈H#, µY 〉 = µ
r∑

i=1

〈H#,λiyiy
T
i 〉 ≥ 0

が成り立つ。次にZについて、Z ∈錐 conv G#−1
0 なので、Z =

∑p
i=1 zizT

i となるような zizT
i ∈ G#−1

0 (i = 1, 2, . . . , p)が存在する。条件 (i)が成り立っているので同様に
i = 1, 2, . . . , rについて 〈H#, zizT

i 〉 ≥ 0が成り立つ。よって
〈H#,Z〉 =

p∑

i=1

〈H#, ziz
T
i 〉 ≥ 0

が成り立つ。以上より、〈H#,X〉 = 〈H#, µY 〉+ 〈H#,Z〉 ≥ 0なので条件 (iii)が成り
立つことが示された。よって 3つの条件が同値であることが証明された。

この補題3.2の (iii)の条件から、条件 (C)と (D)のもとでは、H#は錐cone conv G#−1+

conv G#−1
0 の双対錐の中から選ばれなくてはいけないことが分かる。即ち、

H# ∈ (cone conv G#−1 + conv G#−1
0 )∗

でなくてはいけない。特に、条件 (A)’即ちH0 ∈ C∗の時はH1について次の系が成
立つ。
系 3.2 (参照：Lemma 3.3 of [3]). 条件 (A)’即ちH0 ∈ C∗が成り立っているとする
と、H1 ∈ K∗ = C∗が成り立つ。
証明. 初めに cone conv G0 + conv G0

0 = Cであることを示す。明らかに
cone conv G0+conv G0

0 ⊆ Cであるので、逆の包含関係 cone conv G0+conv G0
0 ⊇ C

が成り立つことを証明する。そこで今X ∈ Cとすると、このXについて条件 (A)’より
H0 ∈ C∗なので、〈H0,X〉 = ρ ≥ 0とする。もしρ = 0である時はX ∈ G0

0 ⊂ conv G0
0なのでこの包含関係が成り立つ。

そこで次に ρ > 0とする。まずX ∈ CなのでX =
∑r

i=1 xixT
i となる xi ∈ K (i =

1, 2, . . . , r) が存在する。今 λi = (〈H0,xixT
i 〉)/ρ とすると、条件 (A) から λi ≥ 0

(i = 1, 2, . . . , r)なので、
I+ = {i : λi > 0}, I0 = {i : λi = 0}, yi = xi/

√
ρλi ∈ K (i ∈ I+).
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とすると、
X =

∑

i∈I+

λiρyiy
T
i +

∑

j∈I0

xix
T
i , λi > 0 (i ∈ I+),

∑

i∈I+

λi =
∑

i∈I+

〈H0,xix
T
i 〉/ρ =

r∑

i=1

〈H0,xix
T
i 〉/ρ = 〈H0,X〉/ρ = 1,

〈H0,yiy
T
i 〉 = 〈H0, (xi/

√
ρλi)(x

i/
√
ρλi)

T 〉 = 〈H0,xix
T
i 〉/ρλi = 1 (i ∈ I+),

〈H0,xix
T
i 〉 = 0 (j ∈ I0)

が成り立つ。よって、yiy
T
i ∈ conv G0なので ρyiy

T
i ∈ cone conv G0であることがわ

かり、結局∑i∈I+ λiρyiy
T
i ∈ cone conv G0 である。また 〈H0,xixT

i 〉 = 0 (j ∈ I0)なので∑j∈I0 xixT
i ∈ conv G0

0である。以上より、cone conv G0 +conv G0
0 = Cが証

明された。
このことと補題 3.2の (iii)の結果から, X ∈ cone conv G0 + conv G0

0 = Cならば、
〈H1,X〉 ≥ 0なので、H1 ∈ K∗ = C∗が示された。

次に、今 ! ≥ 2とする。明らかに、
cone conv G#−1 + conv G#−1

0 ⊇ cone conv G# + conv G#
0 (3.13)

が成り立つが、もしこの包含関係の右辺が真部分集合でないとする。即ち、
cone conv G#−1 + conv G#−1

0 = cone conv G# + conv G#
0

とすると、全てのX ∈ cone conv G#−1 + conv G#−1
0 について、

〈H#,X〉 ≥ 0 かつ 〈H#−1,X〉 ≥ 0

が成り立つことになる。このことから
G#+1 = {xxT ∈ G# | 〈H#+1,xxT 〉 = 0}

= {xxT ∈ G#−1 | 〈H#,xxT 〉 = 0, 〈H#+1,xxT 〉 = 0}

= {xxT ∈ G#−1 | 〈(H# +H#+1),xxT 〉 = 0},

同様に、
G#+1

0 = {xxT ∈ G#−1
0 | 〈(H# +H#+1),xxT 〉 = 0}

を得る。そこで新たに次のように階層構造を再構築することが出来る。
G# = {xxT ∈ G#−1 | 〈(H# +H#+1),xxT 〉 = 0},

G#+2 = {xxT ∈ G# | 〈H#+2,xxT 〉 = 0},

G#
0 = {xxT ∈ G#−1

0 | 〈(H# +H#+1),xxT 〉 = 0}.

G#+2
0 = {xxT ∈ G#

0 | 〈H#+2,xxT 〉 = 0}.
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よって階層のレベルが ! + 1をスキップすることで、結局条件 (C)と (D)の元で式
(3.13)の包含関係が真部分集合になっていると仮定できる。即ち、! = 2, 3, . . . ,mに
ついて、

cone conv G#−1 + conv G#−1
0 ⊃ cone conv G# + conv G#

0

であるが、補題 2.7の (b)より、
(cone conv G#−1 + conv G#−1

0 )∗ ⊂ (cone conv G# + conv G#
0)

∗

なので、H1 ∈ C∗から始まり、! = 2以降、各H#はH#−1よりもより大きな範囲か
ら選べることになる。

3.3.3 制約領域の関系
ここから一般の場合での制約領域の関係について議論する。制約条件が非同次式１
本の場合について次の補題が成立する。
補題 3.3 (参照：Lemma 3.3, 3.4 of [3]). もし問題 (3.2)が条件 (A)’を満たしている
とすると、

F 0 = conv G0 + conv G0
0

が成り立つ。
証明. 初めに、F 0 ⊆ conv G0 + conv G0

0の包含関係を示すために、X ∈ F 0とする
と、次のようなXi = xixT

i ∈ K (i = 1, . . . , r)と r ∈ Zが存在する。
X =

r∑

#=1

X#, 1 = 〈H0,X〉 =
r∑

#=1

〈H0,X#〉

ここで、条件 (A)より
I+ =

{
i : 〈H0,Xi〉 > 0

}
, I0 =

{
j : 〈H0,Xj〉 = 0

}
,

Y =
∑

i∈I+

Xi, λi = 〈H0,Xi〉, Y i = (1/λi)X
i ∈ K (i ∈ I+),

Z =
∑

j∈I0

Xj , µj = 1/ |I0| , Zj = (1/µj)X
j ∈ K (j ∈ I0),
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と定義する。ここで |I0|は I0の要素の数とする。また証明の一般性を失わずにXr = 0

と仮定できるので、I0は空ではないことを仮定できる。以上の定義より、X = Y +Z

であり、
λi > 0 (i ∈ I+), 1 =

∑

i∈I+

λi, Y =
∑

i∈I+

λiY
i,

µj > 0 (j ∈ I0), 1 =
∑

j∈I0

µj , Z =
∑

j∈I0

µjZ
j ,

なので、Y と Z はそれぞれ Y i ∈ K (i ∈ I+)と Zj ∈ K (j ∈ I0)の凸結合になっていることがわかる。 Y i, Zi ∈ Kなので Y i = yiy
T
i , Zj = zjzT

j とおく。ここで
yi,∈ Rn

+ (i ∈ I+)、また zj ∈ Rn
+ (j ∈ I0)である。次に、

1 = 〈H0, (1/λi)X
i〉 = 〈H0,Y i〉 = 〈H0,yiy

T
i 〉 (i ∈ I+),

0 = 〈H0, (1/µj)X
j〉 = 〈H0,Zj〉 = 〈H0, zjzT

j 〉 (j ∈ I0)

であることがわかるので、結局 Y i ∈ G0 (i ∈ I+)と Zj ∈ G0
0 (j ∈ I0)が示された。よって、X = Y + Z =

∑
i∈I+ λiY

i +
∑

j∈I0 µjZ
j ∈ conv G0 + conv G0

0 となり、
F 0 ⊆ conv G0 + conv G0

0がわかる。
次に、逆の包含関係を示すために、yyT ∈ conv G0、及び zzT ∈ conv G0

0として
X = yyT + zzT とする。yyT ∈ conv G0なので、

yyT =
p∑

i=1

λi yiy
T
i ,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, yiy
T
i ∈ K, 〈H0,yiy

T
i 〉 = 1

と表すことができ、同様に zzT は zzT ∈ conv G0
0なので、

zzT =
q∑

j=1

µizjz
T
j ,

q∑

j=1

µj = 1, µj > 0, zjz
T
j ∈ K, 〈H0, zjz

T
j 〉 = 0

と表される。完全正値錐Cの定義から conv K = Cは錐で、∑p
i=1 λi yiy

T
i ∈ conv K =

C、また∑q
j=1 µizjzT

j ∈ conv K = Cなので、結局X = yyT +zzT =
∑p

i=1 λi yiy
T
i +∑q

j=1 µizjzT
j ∈ convK = Cが言える。また、

〈H0,X〉 =
p∑

i=1

λi〈H0,Y i〉+
q∑

j=1

µj〈H0,Zj〉 =
p∑

i=1

λi + 0 = 1

となるので、以上よりX ∈ F 0であることが示せた。よってF 0 = conv G0+conv G0
0が成り立つ。
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次に問題 (3.2)の制約領域が階層的共正値条件 (C)及び (D)を満たす場合について
議論する。
補題 3.4 (参照：Lemma 3.3, 3.4 of [3]). 問題 (3.2)が条件 (A)’、(C)及び (D)を満た
しているとすると、

F # = conv G# + conv G#
0 (! = 1, 2, . . . ,m)

が成り立つ。
証明. ! = 0, 1, . . . ,mに関する数学的帰納法を適用して証明する。まず補題 3.3に
よって ! = 0の場合は証明されている。そこで次に、F #−1 = conv G#−1 + conv G#−1

0が成り立っていると仮定して、F # = conv G# + conv G#
0 を証明する。まず、F # ⊆

conv G#+conv G#
0を示すために、X ∈ F #とする。帰納法の仮定から、F # ⊆ F #−1 =

conv G#−1 + conv G#−1
0 なので、X ∈ conv G#−1 + conv G#−1

0 である。そこで、X =

Y +Z とした時、次のような Y ∈ conv G#−1 ⊂ Snと p ∈ Z存在する。
Y =

p∑

i=1

λiyiy
T
i ,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, yiy
T
i ∈ K,

〈H0,yiy
T
i 〉 = 1, 〈Hk,yiy

T
i 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !− 1).

また同様に、次のようなZ ∈ conv G#−1
0 ⊂ Snと q ∈ Z存在する。

Z =
q∑

j=1

λjzjz
T
j ,

q∑

ij=1

λj = 1, λj > 0, zjz
T
j ∈ K,

〈H0, zjz
T
j 〉 = 1, 〈Hk, zjz

T
j 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !− 1).

条件 (C)と (D)が満たされていることから、
〈H#,yiy

T
i 〉 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , p),

〈H#, zjz
T
j 〉 ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , q)

が成り立っているが、一方、X ∈ F #なので
0 = 〈H#,X〉 =

p∑

i=1

λi〈H#,yiy
T
i 〉+

q∑

j=1

µj〈H#, zjz
T
j 〉

が成り立っている。λi > 0 (i = 1, 2, . . . , p)なので結局、
〈H#,yiy

T
i 〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , p),

〈H#, zjz
T
j 〉 = 0 (j = 1, 2, . . . , q)

48



が成立つ。このことから∑p
i=1 yiy

T
i = Y ∈ conv G#と∑q

j=1 zjzT
j = Z ∈ conv G#

0であるのでY +Z = X ∈ conv G#+conv G#
0となる。以上からF # ⊆ conv G#+conv G#

0が示された。
次に、逆の包含関係 F # ⊇ conv G# +conv G#

0を示すために、今Y ∈ conv G#, Z ∈
conv G#

0とした時X = Y +Zとする。この時、Y とZはそれぞれ、ある p, q ∈ Zが
存在して、

Y =
p∑

i=1

λiyiy
T
i ,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, yiy
T
i ∈ K,

〈H0,yiy
T
i 〉 = 1, 〈Hk,yiy

T
i 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !),

Z =
q∑

j=1

λjzjz
T
j ,

q∑

j=1

λj = 1, λj > 0, zjz
T
j ∈ K,

〈H0, zjz
T
j 〉 = 0, 〈Hk, zjz

T
j 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !)

と表すことが出来る。Kは錐なので λiY
i, µjZ

j ∈ K (i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q)

である。よってX = yiy
T
i +zjzT

j =
∑p

i=1 λiyiy
T
i +

∑q
j=1 µjzjzT

j ∈ conv Kである。
また、

〈H0,X〉 =
p∑

i=1

λi〈H0,yiy
T
i 〉+

q∑

j=1

µj〈H0, zjz
T
j 〉 =

p∑

i=1

λi + 0 = 1,

〈Hk,X〉 =
p∑

i=1

λi〈Hk,yiy
T
i 〉+

q∑

j=1

µj〈Hk, zjz
T
j 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !)

が成り立つのでX ∈ F #である。よって数学的帰納法を ! = 0, 1, . . . ,mに適用するこ
とで、F # = conv G# + conv G#

0 (! = 1, 2, . . . ,m)が成り立つ。

補題 3.4と補題 3.2から次の補題が成り立つ。
補題 3.5 (参照：Lemma 3.3, 3.4 of [3]). 条件 (C)かつ (D)と、条件 (C)’は同値で
ある。
証明. まず補題 3.2 の (ii) より条件 (C) かつ (D) を満たせば、X ∈ conv G#−1 +

conv G#−1
0 について、〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。また補題 3.4より条件 (C)かつ (D)

を満たせば、F # = conv G# + conv G#
0 (! = 1, 2, . . . ,m)なので、結局X ∈ F #−1につ

いて、〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。よって条件 (C)かつ (D)を満たせば (C)’を満たし
ている。
逆に、条件 (C)’が成り立っているとする。補題 3.4証明の後半部分から、conv G#+

conv G#
0 ⊆ F # (! = 1, 2, . . . ,m)であるので、補題 3.2の (ii)が成り立っていることが
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わかる。補題 3.2から (ii)と (i)は同値なので、結局条件 (C)’ならば条件 (C)と条件
(D)が成り立っている。よって、条件 (C)かつ (D)と、条件 (C)’は同値である。
この補題から、条件 (C)と条件 (D)の 2つの条件は、条件 (C)’の一つにまとめるこ
とができることがわかる。
また次の補題が成り立つ。
補題 3.6 (参照：Lemma 3.3 of [3]). 問題 (3.2)の制約領域について、

cl conv G ⊆ conv G+ conv G0

が成り立つ。
証明. 今X ∈ cl conv Gとすると cl conv Gは閉集合なのでXに収束する点列 {Xs ∈
conv G | s = 1, 2, . . . }が存在する。このことから

Xs =
r∑

i=1

λsiX
s
i ,

r∑

i=1

λsi = 1, λsi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , r),Xs
i ∈ G (i = 1, 2, . . . , r),

Xs
i = xs

i (x
s
i )

T , xs
i ∈ K, 〈H0, Xs

i 〉 = 1, 〈Hk, Xs
i 〉 = 0

(k = 1, 2, . . . ,m) (i = 1, 2, . . . , r)

(3.14)

となる Xs
i ∈ G、xs

i ∈ K、λsi ∈ R (i = 1, 2, . . . , r) が存在する。ここで、(i =

1, 2, . . . , r, s = 1, 2, . . . )について、√λsixs
i (
√
λsix

s
i )

T もXs −
√
λsix

s
i (
√
λsix

s
i )

T も
共に半正定値であり s → ∞でXs → X なので、点列

{(√
λs1x

s
1,
√
λs2x

s
2, . . . ,

√
λsrx

s
r

)
| s = 1, 2, . . .

}

は有界である。また {(λs1,λs2, . . . ,λsr) | s = 1, 2, . . . }も有界になる。よって一般性を
失わずに、s → ∞の時、ある (d1,d2, . . . ,dr)と (λ1,λ2, . . . ,λr)が

(√
λs1x

s
1,
√
λs2x

s
2, . . . ,

√
λsrx

s
r

)
→ (d1,d2, . . . ,dr)

(λs1,λ
s
2, . . . ,λ

s
r) → (λ1,λ2, . . . ,λr)

を満たすと仮定できる。そこで
Ibd =

{
i

∣∣∣∣ sup
s

‖xs
i‖ < ∞

}
また I∞ =

{
j

∣∣∣∣ sup
s

‖xs
j‖ = ∞

}

とすると、
xi ∈ K (i ∈ Ibd)について、 xs

i → xi かつ ‖xs
j‖ → ∞, λsj → 0 (j ∈ I∞)
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となる点列 {(xs
1,x

s
2, . . . ,x

s
r)}を取ることができる。ここで、

Xs =
∑

i∈Ibd

λsix
s
i (x

s
i )

T +
∑

j∈I∞

(
√
λsjx

s
j)(
√
λsjx

s
j)

T ,

1 =
∑

i∈Ibd

λsi +
∑

j∈I∞

λsj , λ
s
i ≥ 0 (i ∈ Ibd), xs

i ∈ K (i ∈ Ibd),
√
λsjx

s
j ∈ K (j ∈ I∞),

1 = 〈H0,X
s
i 〉 = 〈H0,x

s
i (x

s
i )

T 〉 (i ∈ Ibd),

λsi = λsi 〈H0,x
s
i (x

s
i )

T 〉 = 〈H0,
√
λsix

s
i

(√
λsix

s
i

)T
〉 (i ∈ I∞),

0 = 〈Hk,X
s
i 〉 = 〈Hk,x

s
i (x

s
i )

T 〉 (k = 1, 2, . . . , !) (i ∈ Ibd),

0 = λsi 〈Hk,X
s
i 〉 = 〈Hk,

√
λsix

s
i

(√
λsix

s
i

)T
〉 (k = 1, 2, . . . , !) (i ∈ I∞)

なので、結局この点列の収束先に対して、
X =

∑

i∈Ibd

λixi(xi)
T +

∑

j∈I∞

djd
T
j ,

1 =
∑

i∈Ibd

λi, λi ≥ 0 (i ∈ Ibd), xi ∈ K (i ∈ Ibd), dj ∈ K (j ∈ I∞),

1 = 〈H0,xix
T
i 〉 (i ∈ Ibd), 0 = 〈H0,djd

T
j 〉 (j ∈ I∞),

0 = 〈Hk,xixT
i 〉 (i ∈ Ibd), 0 = 〈Hk,djd

T
j 〉 (j ∈ I∞), (k = 1, 2, . . . , !)

となり、X ∈ conv G + conv G0 なので、cl conv G ⊆ conv G + conv G0 が示された。

3.3.4 漸近的無限方向
次にこの一般的なケースで最終的に問題 (3.2)と問題 (3.4)の最適値が一致する条件
を示すために、追加の条件について説明する。このケースでは制約領域が有界ではな
い場合があり得る。今、集合Gに対して、もし点列

{
(µs,us(us)T ) ∈ R+ ×G | s = 1, 2, . . .

}

が存在して、s → ∞の時に ‖us‖ → ∞かつ (
√
µs,

√
µsus) → (0,d) (または同値であ

るが (µs, µsus(us)T ) → (0,ddT )) が成り立つ時、この ddT をGの漸近的無限方向と
呼ぶ。
最終的に２次制約２次最適化問題 (3.2)と、その緩和問題の完全正値最適化問題 (3.4)

の最適値が一致する条件として、次の条件 (E)を追加する。
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(E) 全ての ddT -= 0 ∈ G0がGの漸近的無限方向である。
もし ddT ∈ CがGの漸近的無限方向ならば ddT ∈ G0であるが、一般的には逆は真であるとは限らない。

3.3.5 漸近的無限方向の具体例
次の 5x5行列は共正値行列であるが、半正定値行列と非負行列の和では表せない行
列として知られている ( [15] 及び [24] 参照）。

M =





1 −1 1 1 −1

−1 1 −1 1 1

1 −1 1 −1 1

1 1 −1 1 −1

−1 1 1 −1 1





実際、この行列の２次形式は次の様に表すことが出来るが、
xTMx = 〈M ,xxT 〉 = (x1 − x2 + x3 − x4 + x5)

2 + 4x2x5 + 4x1(x4 − x5)

= (x1 − x2 + x3 + x4 − x5)
2 + 4x2x4 + 4x3(x5 − x4)

と表すことができて、x4 ≥ x5ならば最初の式は非負であり、逆に x4 ≤ x5ならば最後の式が非負になり、結局 x ≥ 0の時、常に非負であることがわかる。
この行列を使って、ddT ∈ G0がG0の漸近的無限方向の場合とそうではない 2次制

約領域が作れる例について説明する。このM を使って x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5
+の次の式を満たす集合Gを考える。

x1 = 1, 〈M ,xxT 〉 = 0, 2x4 + x5 ≤ 3. (3.15)

また、これと同値な表現として、不等式に対してスラック変数 x6 ≥ 0を追加して等
号化すると

x1 = 1, (3.16)

(x1 − x2 + x3 − x4 + x5)
2 + 4x2x5 + 4x1(x4 − x5) = 0, (3.17)

3x1 − 2x4 − x5 − x6 = 0 (3.18)

とも表すことが出来る。ここで、
e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ R6

+, a = (3, 0, 0,−2,−1,−1) ∈ R6,

H0 = e1e
T
1 ∈ S6+, H1 =

[
M 0

0T 0

]
∈ C∗, H2 = aaT ∈ S6+
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と置くと、これらの制約式は、
x = (x1, x2, . . . , x6) ∈ R6

+, 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H1,xxT 〉 = 0, 〈H2,xxT 〉 = 0

と書ける。そこで、これらのH0,H1,H2を使って制約領域Gを
G =

{
xxT ∈ K : 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H1,xxT 〉 = 0, 〈H2,xxT 〉 = 0, x ∈ R6

+

}

とすると、H0,H1,H2 ∈ C∗ なので条件 (A)’と (C)を満たしている。そこでこの
Gが条件 (E)を満たしてるかを確認するために、0 -= ddT ∈ G0 とすると、x = d

は、まず 〈H0,xxT 〉 = 1なので x1 = 0である。そのため式 (3.18)より x4 = x5 =

x6 = 0となる。最後に式 (3.17)より x2 = x3 なので、結局 dは一方向のみの d =

δ(0, 1, 1, 0, 0, 0) ∈ R6
+ for some δ > 0であることがわかる。 ここで全ての ν ≥ 0に

対して x(ν) = (1, 1 +
√
νδ,

√
νδ, 0, 0, 3) ∈ R6

+とすると、x(ν) ∈ R6
+は式 (3.16)と式

(3.18)は明らかに満たしている。式 (3.17)の左辺は (1 − (1 +
√
νδ) +

√
νδ)2 なので

式 (3.17)も満たされていることから、結局 x(ν)x(ν)T ∈ Gであることがわかる。そ
こで ν → ∞とすると、(1/

√
ν,x(ν)/

√
ν) → (0,d)なので、ddT はGの漸近的無限方

向であることがわかる。即ち、このケースの制約領域Gではその漸近的無限方向が対
応するG0に含まれる、特にこのケースではGの漸近的無限方向集合がG0に一致するケースになっている。
今、(3.15)の代わりに同じM を使い x ∈ R5

+で次の制約条件の場合のGを考える。
x1 = 1, 〈M ,xxT 〉 = 0, x5 ≤ 3.

即ち (3.15)の最後の不等式 2x4 + x5 ≤ 3を不等式 x5 ≤ 3に変更しただけである。そ
こで不等式 (3.18)を同様に

3x1 − x5 − x6 = 0 (3.19)

に置き換えて、また元のa = (3, 0, 0,−2,−1,−1) ∈ R6をa = (3, 0, 0, 0,−1,−1) ∈ R6

に入れ替える。前述と同様に、d = (0, 0, 1, 1, 0, 0) ∈ R6
+とすると明らかに式 (3.16)、

式 (3.17)及び式 (3.19)を満たしているので ddT ∈ G0である。さらに前述と同様に漸近的無限方向の議論が出来るのでこの制約下でも ddT ∈ G0はGの漸近的無限方向で
あることがわかる。
次に別の d = (0, 0, 1, 1, 0, 0) ∈ R6

+ について考える。この dも明らかに式 (3.16)、
式 (3.17) 及び式 (3.19) を満たしているので ddT ∈ G0 である。ところが実はこの
dは Gの漸近的無限方向ではないことがわかる。そのことを示すために背理法を用
いる。即ち、s → ∞の時、‖us‖ → ∞かつ (

√
µs,

√
µsus) → (0,d)、となる数列{

(µs,us(us)T ) ∈ R+ ×G | s = 1, 2, . . .
}が存在すると仮定する。ところがus(us)T ∈

Gであることから、us1 = 1かつ us4 = us5である。これは d4 = d5を意味するが、この
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ことは d4 = 1, d5 = 0に反する。よって ddT はGの漸近的無限方向ではないという
ことである。この制約領域Gの場合はGの漸近的無限方向ではない要素をG0が含んでいるケースになっている。

3.3.6 最適値一致条件
この条件 (E)を使って次の補題が成り立つ。
補題 3.7 (参照：Lemma 3.4 of [3]). もし問題 (3.2)が条件 (A)’、(C)、(D)及び (E)

を満たしているとすると、
cl conv G ⊇ conv G+ conv G0

が成り立つ。
証明. 今 Y ∈ conv G, D ∈ conv G0として、X = Y +Dとする。この時、Y とZ

はそれぞれ、ある p, q ∈ Zが存在して、
Y =

p∑

i=1

λiyiy
T
i ,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, yiy
T
i ∈ K,

〈H0,yiy
T
i 〉 = 1, 〈Hk,yiy

T
i 〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

D =
q∑

j=1

djd
T
j , djd

T
j ∈ K,

〈Hk,djd
T
j 〉 = 0 (k = 0, 1, . . . ,m)

となる yiy
T
i (i = 1, . . . , p)また djd

T
j (j = 1, . . . , q)が存在する。また、条件 (E)が

成り立っているので、µ → ∞の時に ‖us‖ → ∞かつ (
√
µs,

√
µsus) → (0,d) となる

数列、
{
(µs,us(us)T ) ∈ R+ ×G | s = 1, 2, . . .

}

が存在する。ここで全ての s = 1, 2, . . . ,に対して、
γs = 1 +

q∑

j=1

µs
j , λ

s
i = λi/γ

s (i = 1, 2, . . . , r), νsj = µs
j/γ

s (j = 1, 2, . . . , q),

Xs =
r∑

i=1

λsiyiy
T
i +

q∑

j=1

νsju
s
j(u

s
j)

T
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とすると、∑p
i=1 λi = 1, γs > 0なので、
r∑

i=1

λsi +
q∑

j=1

νsj = (
r∑

i=1

λi +
q∑

j=1

µs
j)/γ

s = (1 +
q∑

j=1

µs
j)/γ

s = 1,

yiy
T
i ∈ G̃p (i = 1, 2, . . . , r), us

j(u
s
j)

T ∈ G (j = 1, 2, . . . , q)

が成り立ちλsi ≥ 0, νsj ≥ 0なので、結果Xs ∈ Gであることがわかる。さらに、s → ∞
の時に、

γs → 1, λsi → λi (i = 1, 2, . . . .r), νsj → 0 (j = 1, 2, . . . , q),

νsju
s
j(u

s
j)

T → djd
T
j , conv G̃p 6 Xs → X

となるので、X ∈ Gがわかり、conv G ⊇ conv G+ conv G0が示せた。
以上をまとめると次の定理が成り立つ。
定理 3.2 (参照：Theolem 3.5 of [3]). もし問題 (3.2)が条件 (A)’、(C)、(D)及び (E)

を満たしているとすると、２次制約２次最適化問題 (3.2)の制約領域Gと、その緩和
問題の完全正値最適化問題 (3.4)の制約領域 Fについて

F = cl conv G

が成り立ち、２次制約２次最適化問題 (3.2)の最適値 inf
{
〈Q,xxT 〉 : xxT ∈ G

}と、そ
の緩和問題の完全正値最適化問題 (3.4)の最適値 inf {〈Q,X〉 : X ∈ F}は一致する。
証明. 条件 (A)’と (C)を満たす時、補題 3.4と補題 3.6より、

F = conv G+ conv G0

⊇ cl conv G

が成り立ち、さらに条件 (D)と (E)を満たす時、補題 3.7より、
conv G+ conv G0 ⊆ cl conv G

が成り立つので、結局
F = conv G+ conv G0 = cl conv G

が成り立つことがわかる。
またこのことから、2つの問題の制約領域について F = cl conv Gであり、目的
関数は同じ線形関数なので 2つの問題は同じ最適値を持つ。
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次に、なぜ条件 (E)が必要かについて簡単な２次最適化問題の例で説明する。今２
次最適化問題 (3.2)の具体例 (a)として、

n = 2, m = 1, H0 =

[
1 0

0 0

]
∈ S2+, H1 =

[
0 1

1 0

]
∈ C∗

を考える。そして定義 3.2に従ってG、及び定義 3.4に従ってG0を定義すると、
G =

{
xxT : x = (x1, x2) ∈ R2

+, x21 = 1, x1x2 = 0
}
=

{[
1 0

0 0

]}
,

G0 =
{
xxT : x = (x1, x2) ∈ R2

+, x21 = 0, x1x2 = 0
}
=

{[
0 0

0 x22

]
: x2 ≥ 0

}

である。よって cl conv G = {(1, 0)} -= {(1, x2) : x2 ≥ 0} = conv G + conv G1
0であり、Gは有界閉凸集合であるにもかかわらず、conv G+conv G0 -= cl conv Gである

ことを示している。これは、G0はゼロではない x = (0, 1)での xxT を含むがGは有
界なので、この単純な例は条件 (E)を満たしていないからである。
これに対して、次の例 (b)を考える。

n = 2, m = 0, H0 =

[
0 1

1 0

]
∈ C∗.

この時、
G =

{
xxT : x = (x1, x2) ∈ R2

+, x1x2 = 1
}
,

G∞ =
{
xxT : x = (x1, x2) ∈ R2

+, x1x2 = 0
}

であるので、この例では G∞ = G0となり条件 (E)を満たしており、F = conv G +

conv G0 = cl conv Gなので最適値は一致する。
3.4 非負条件の拡張
ここまでは緩和問題の凸錐として C = conv {X ∈ Sn | X = xxT , x ∈ Rn

+}を前提に議論してきた。この条件の Rn
+を任意の閉集合である錐Kに変更した、2.1章で

説明した錐
CK = conv {X ∈ Sn | X = xjx

T
j , xj ∈ K}

を使っても、今までの各証明の議論に影響を与えないことがわかる。即ち２次制約２
次最適化問題 (3.2)を

min. 〈Q,xxT 〉
sub. to 〈H0,xxT 〉 = 1,

〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2, .,m),

x ∈ K

(3.20)
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として、その緩和問題の完全正値最適化問題を、
min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, .,m),

X ∈ CK

(3.21)

と拡張して置き換えても今までの議論の結果を適用できるということである。さらに
x ∈ Kという条件を錐ではなく、任意の閉集合（凸とは限らない）D ⊆ Rnに置き換
えた条件下での一般的な 2次制約 2次最適化問題の場合についても議論できることを
5章で記述する。

3.5 図による説明
今までのいくつかの議論で図で例示できるものについて説明する。今錐をそれぞれ

K = {X ∈ Sn | X = xxT , x ∈ Rn
+},

C = conv K

とする。まず S2（３次元）では錐Kは図 1のような曲面になる。

図 1: 錐K

今H0が強共正値の場合を考える。このとき完全正値緩和問題の制約領域
F = {X ∈ Sn | 〈H0,X〉 = 1, X ∈ C}は下図 2のブルーの部分で、その上の点（星
印）は 〈H0,X〉 = 1の上の点であり、また錐K上の適当な 2点の凸結合として表わ
される。
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図 2: 制約領域 F

それに対して、元の問題の凸包 conv G = conv {X ∈ Sn | 〈H0,X〉 = 1, X ∈ K}
は、図 3のように、錐Kと 〈H0,X〉 = 1の平面の共通部分である赤い弧上の 2点の
凸結合で表される。

図 3: Gの凸包
これが図 2の凸結合の 2点の長さを調整することで図 3のように表せるので、

X ∈ F ⇒ X ∈ conv Gとなり、F = conv Gであることを示せる。
これに対して、H0が共正値であるが強共正値ではない場合は、完全正値緩和問題
の制約領域 F は下図 4のグリーンの部分になり非有界になっている。グレーの部分
がこの場合の集合 conv G0である。F の点（星印）は、錐Kと 〈H0,X〉 = 1の平面

58



の共通部分である弧上の点と、conv G0上の点の和になっていることがわかる。即ち
F = conv G+ conv G0が成り立っている。

図 4: 制約領域 F

次に、3.3.6の節の最後で説明した、漸近的無限方向の条件 (E)の具体例 (a)と (b)

を図示する。図 5が具体例 (a)の場合で、星印が元の 1点からなる制約領域なので
G∞ = {0}だが、G0はグリーンの線分なのでG∞ -= G0、よって F -= conv Gである。

図 5: 条件 (E)不成立例 (a)

図 6が具体例 (b)の場合で、赤の曲線が元の問題の制約領域Gで、G∞は極限で結
局 2本のグリーンの線分である。一方 G0もグリーンの線分なので、結局 G∞ = G0となり、F = conv G+ conv G0 = cl conv Gである。
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図 6: 条件 (E)成立例 (b)

3.6 この章のまとめ
今までの議論をまとめるために、議論で出た条件について今一度記述する。

(A) H0 ∈ C∗
++：強共正値条件

(A)’ H0 ∈ C∗：共正値条件
(B) Hk ∈ C∗ (k = 1, . . . ,m)：共正値条件
(C) 全ての l=1,2,. . . ,m に対して

〈H l,xxT 〉 ≥ 0 for all xxT ∈ Gl−1

(D) 全ての l=1,2,. . . ,m に対して
〈H l,xxT 〉 ≥ 0 for all xxT ∈ Gl−1

0

(C)’ 全ての l = 1, . . . ,mに対して
〈H l,X〉 ≥ 0 for all X ∈ F l−1

(E) 全ての ddT -= 0 ∈ G0がGの漸近的無限方向である。
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条件 (A)が成立つ時はG0 = {0}であり、また条件 (A)を満たせば条件 (A)’が成り立
つ。また条件 (B)を満たせば (C)が成り立つ。これらのことと、補題 3.5で示された
条件 (C)、(D)と条件 (C)’は同値であることから、最終的に以下の定理が成立する。
(定理 3.1)(参照：Lemma 2.1 of [3]).

条件 (A)が成り立つときは、条件 (C)または (C)’が成り立てば、２次制約２次最適化
問題 (3.2)と、その緩和問題の完全正値最適化問題 (3.4)の最適値は一致する。
(定理 3.2)(参照：Theolem 3.5 of [3]).

条件 (A)’が成り立つときは、条件 (C)と (D)、または (C)’が成り立って、かつ条件
(E)が成り立てば２次制約２次最適化問題 (3.2)と、その緩和問題の完全正値最適化問
題 (3.4)の最適値は一致する。
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4 0-1混合線形制約２次最適化問題
この章では、一部の変数が 0-1条件である線形制約上で目的関数が２次関数の最適
化問題と、その緩和問題としての完全正値最適化問題について考察する。この問題の
先行研究として 2009年に発表された Burrer [16] の論文がある。この Burrerの論文
では、元の問題として下記の問題を扱っている。

min. xTQx+ 2cTx

sub. to aT
i x = bi i = 1, . . . ,m

x ≥ 0, xj ∈ {0, 1} j ∈ B.

ここで、ai, c,x ∈ Rn, Q ∈ Snで、B ⊆ {1, . . . , n}, bi ∈ Rである。これに対して、
その完全正値最適化緩和問題として基本的に次のモデルを議論している。

min. 〈Q,X〉+ 2cTx

sub. to aT
i x = bi i = 1, . . . ,m

aT
i Xai = b2i i = 1, . . . ,m

xj = Xjj j ∈ B(
1 xT

x X

)
∈ C.

ここでX ∈ Sn, C ∈ Sn+1である。そしてこれらの 2つの最適化問題の最適値は必ず
一致すること、緩和問題の最適解は元の問題の最適解の凸包に含まれていることを証
明している。Burrerはこの他にもいくつか似た形の同値な緩和問題の定式化を提案し
ている。
それに対して、この章で提案する緩和問題としての完全正値最適化問題は、３本も
しくは２本の制約式しかない単純な定式化になっており、対称行列空間の中だけで議
論している。今Aをm× (n− 1) 行列、b ∈ Rm, c ∈ Rn−1で r ≤ n− 1とした時、次
の問題がこの章で扱う元の問題で、基本的に Burrerの問題と同値である。

min. uTQ0u+ 2cTu

sub. to u ∈ Rn−1
+ , Au+ b = 0, ui ∈ {0, 1} (i = 1, 2, . . . , r).

(4.1)

この問題の 0-1変数条件は連続変数の条件として、
min. uTQ0u+ 2cTu

sub. to u ∈ Rn−1
+ , Au+ b = 0, ui(1− ui) = 0 (i = 1, 2, . . . , r)

(4.2)

の様に書き換えられる。もしQ0 = Oならばこの問題 (4.2)は標準的な 0-1混合線形
計画問題になる。
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この章ではまず元の問題から、階層が 2つ、すなわち ! = 2の階層的共正値条件を
満たす 2次制約 2次最適化問題を導出し、その緩和問題としての完全正値最適化問題
を定式化する。そしてこの問題 (4.2)が 3章で示した階層的共正値条件と漸近的無限
方向の 2つの条件を満たすことを証明して、元の問題と緩和問題の最適解が一致する
ことを示す。
次に元の問題を ui(1−ui) = 0の制約式の替わりに相補性条件を使って階層が 1つ、
すなわち ! = 1の階層的共正値条件での完全正値最適化問題を定式化する。これに
よって制約式が２本の最適化問題になる。そしてこの緩和問題の双対問題を考え、さ
らにこの主双対問題のラグランジュ緩和問題を導出する。最後にラグランジュ定数を
大きくしていくことによって、これらのラグランジュ緩和問題の最適値は元の問題の
最適値に収束することを証明する。

4.1 最適値一致の証明
ここでは 0-1混合線形制約２次最適化問題を変換した２次制約２次最適化問題 (4.2)

の最適値と、その緩和問題としての完全正値最適化問題の最適値が一致することを証
明する。

4.1.1 階層が 2つの２次最適化問題
２次最適化問題 (4.2)を階層的共正値条件の階層のレベルが ! = 2の 2次制約式を

持つ問題に変換する。まず uiの 0-1条件式である ui(1− ui) = 0を、階層のレベルが
! = 2の階層的共正値条件を満たす 2次形式の 2次制約に変換する方法について説明
する。

{ui | ui ∈ {0, 1}} = {ui | ui(1− ui) = 0} .

この制約式は 2次形式ではないので新たに変数 u0を導入して同値な集合
{
ui | u20 = 1, ui(u0 − ui) = 0, u ≥ 0

}

に書き換えられる。しかし u1(u0 − u1) ≥ 0 for all u20 = 1, u ≥ 0ではないのでこの
制約条件だけでは階層的共正値条件を満たさない。そこで ui ≤ 1の条件を追加する
ためにスラック変数 ui+rを導入して同値な集合

{
ui | u20 = 1, ui + ui+r = u0, ui(u0 − ui) = 0, u ≥ 0

}

に書き換える。そして制約式を 2次形式に変換すると
{
ui | u20 = 1, (ui + ui+r − u0)

2 = 0, ui(u0 − ui) = 0, u ≥ 0
}
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となる。ここで
ui(u0 − ui) ≥ 0 for all u ∈

{
ui | u20 = 1, (ui + ui+r − u0)

2 = 0, u ≥ 0
}
,

ui(u0 − ui) ≥ 0 for all u ∈
{
ui | u20 = 0, (ui + ui+r − u0)

2 = 0, u ≥ 0
}

が成立つので、3章で示した、階層のレベルが ! = 2の階層的共正値条件 (C)と (D)

を満たす。これを行列表現すると、u = (u0, ui, ui+r) ∈ R3として、

H0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 0



 , H1 =




1 −1 −1

−1 1 1

−1 1 1



 , H2 =




0 0.5 0

0.5 −1 0

0 0 0





とすると、uiの 0-1条件は
{
u
∣∣ uTH0u = 1, uTH1u = 0, uTH2u = 0, u ≥ 0

}

と表され、H0,H1 ∈ C∗でH2 /∈ C∗であるが階層が 2つの階層的共正値条件 (C)と
(D)を満たす事になる。
この議論を元の問題全体に適用する。一般性を失わずに、ui+r は不等式 ui ≤ 1の

スラック変数として制約式 ui + ui+r − 1 = 0が等号制約式Au+ b = 0に含まれてい
ると仮定できる。具体的には、今 I を r× r単位行列、e ∈ Rrを要素が全て 1のベク
トルとして、

A =

[
A11 A12 A13

I I O

]
b =

[
b1

−e

]
, (4.3)

と書くことが出来る。ここで新たに変数 u0を追加して問題 (4.2)を次のように書き換
える。

min. uTQ0u+ 2u0cTu

sub. to (u0,u) ∈ Rn
+, u0 = 1, Au+ bu0 = 0,

ui(u0 − ui) = 0 (i = 1, 2, . . . , r).

(4.4)

前述したように制約式 ui + ui+r − 1 = 0が等号制約式Au+ b = 0に含まれているの
で、0 ≤ ui ≤ u0であり、ui(u0−ui) ≥ 0 (1, 2, . . . , r)が成り立っている。よってこの r

本の等式制約ui(u0−ui) = 0 (i = 1, 2, . . . , r)を、１本の等式制約∑r
i=1 ui(u0−ui) = 0

にまとめることができて、
r∑

i=1

ui(u0 − ui) ≥ 0 if (u0,u) ∈ Rn
+, Au+ bu0 = 0 (4.5)
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が成立つので、この問題 (4.4)の制約領域は階層的共正値条件を満たしていることが
わかる。そこで問題 (4.2)を次の様に書き換える。

min. uTQ0u+ 2u0cTu

sub. to (u0,u) ∈ Rn
+, u20 = 1,

(Au+ bu0)T (Au+ bu0) = 0,
r∑

i=1

ui(u0 − ui) = 0.

これで目的関数も制約式も 2次形式になる。さらに 3章での 2次制約 2次最適化問題
(3.2)の形で表すために、x = (u0,u) ∈ Rnとして、また行列Q ∈ SnとHk ∈ Sn (k =

0, 1, 2)を下記の等式を満たすように作る。
〈Q,xxT 〉 = uTQ0u+ 2u0c

Tu, 〈H0,xxT 〉 = u20,

〈H1,xxT 〉 = (Au+ bu0)
T (Au+ bu0), 〈H2,xxT 〉 =

r∑

i=1

ui(u0 − ui).

これらを使って、次の様に最終的に階層が 2つの問題 (3.2)の形式に変換できる。
min. 〈Q,xxT 〉
sub. to 〈H0,xxT 〉 = 1,

〈Hk,xxT 〉 = 0 (k = 1, 2),

x ∈ Rn
+.

(4.6)

このとき定義 3.1に従ってG0, G1, G2を定義すると以下の様になる。
G0 =

{
xxT ∈ K

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1
}
,

G1 =
{
xxT ∈ G0

∣∣ 〈H1,xxT 〉 = (Au+ bu0)
T (Au+ bu0) = 0

}
,

G2 =

{
xxT ∈ G1

∣∣∣∣∣ 〈H
2,xxT 〉 =

r∑

i=1

ui(u0 − ui) = 0

}
.

ここで、この問題 (4.6) の緩和問題としての完全正値最適化問題を 3 章の議論に
従って、

min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2),

X ∈ C

(4.7)

とする。
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4.1.2 最適値一致
補題 4.1 (参照： Example 5.1 of [3]). 問題 (4.4)は条件 (A)’と、条件 (C)及び (D)

を満たしている。
証明. まず、H0 ∈ Sn+ ⊂ C∗なので条件 (A)’を満たしている。
またH1 ∈ Sn+ ⊂ C∗ なので G1 は (C)を、G1

0 は (D)を満たしている。また、(4.5)

の関係から、4.1.1節の初めに説明したように、G2は (C)を、G2
0は (D)を満たしてい

る。
次に、最終的に元の 0-1混合線形制約２次最適化問題 (4.2)の最適値と、その緩和
問題の完全正値最適化問題 (4.7)の最適値が一致するための、3章で示した条件 (E)に
ついて考察する。
補題 4.2 (参照：Example 5.1 of [3]). 問題 (4.4)は条件 (E)を満たしている。
証明. 今 0 -= ddT ∈ G2

0とする。ここでG2
0は 3章の定義 3.1の ! = 2の場合に従って、

G2
0 =

{
ddT ∈ K

∣∣∣ 〈H0,ddT 〉 = 0, 〈H l,ddT 〉 = 0 (l = 1, 2)
}

である。よって、さらに d = (v0,v) ∈ Rn
+とすると、

v0 = 0, (0,v) ∈ Rn
+, 〈H1,ddT 〉 = 0, 〈H2,ddT 〉 =

r∑

i=1

−vivi = 0

が成り立っている。まず明らかにH0d = 0で、またH1 ∈ Sn+なので 〈H1,ddT 〉 = 0

ということは 〈H1,d〉 = 0である。また、∑r
i=1−vivi = 0から vi = 0 (i = 1, 2, . . . , r)

なので 〈H2,d〉 = 0である。
また一方、明らかに全ての u,v ∈ Rn−1

+ に対して、s → ∞の時に νs → ∞となる
非負の数列 {νs | s = 1, 2, . . . }が存在して、

u+ νsv ∈ Rn−1
+ (s = 1, 2, . . . ) (4.8)

が成り立つ。今 u ∈ Rn−1
+ を問題 (4.2) の実行可能解とする。ここで u0 = 1 とし

て x = (u0,u)とすると明らかに xは問題 (4.4)の実行可能解となる。そこで、まず
u+ νsv ∈ Rn−1

+ なので x+ νsd ∈ Rn
+である。次に、

〈H0, (x+ νsd)(x+ νsd)T 〉 = (x+ νsd)TH0(x+ νsd)

= xTH0x+ 2(νs)2xTH0d+ dTH0d

= 1 + 0 + 0 = 1
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が成り立ち、同様に、
〈H1, (x+ νsd)(x+ νsd)T 〉 = (x+ νsd)TH1(x+ νsd)

= xTH1x+ 2(νs)2xTH1d+ dTH1d

= 0 + 0 + 0 = 0,

〈H2, (x+ νsd)(x+ νsd)T 〉 = (x+ νsd)TH2(x+ νsd)

= xTH2x+ 2(νs)2xTH2d+ dTH2d

= 0 + 0 + 0 = 0

となり (x + νsd)(x + νsd)T ∈ G2 であることがわかる。さらに s → ∞ の時に、
(1/νs, (x+ νsd)/νs) → (0,d)になるので、ddT はG2の漸近的無限方向であり、条件
(E)を満たしている。
以上より次の定理が成り立つ。
定理 4.1 (参照：Example 5.1 of [3]). 0-1混合線形制約２次最適化問題 (4.2)の最適
値と完全正値錐最適化緩和問題 (4.7)の最適値は一致する。
証明. 補題 4.1より 0-1混合線形制約２次最適化問題 (4.2)は条件 (A)’を満たし、ま
た階層的共正値条件の (C)、(D)を満たしている。そして補題 4.2から漸近的無限方
向の条件 (E)も満たしている。以上より定理 3.2から、0-1混合線形制約２次最適化
問題 (4.2)の最適値と完全正値錐最適化緩和問題 (4.7)の最適値が一致する。

4.2 主双対問題とラグランジュ緩和問題
前節で、0-1混合線形制約２次最適化問題 (4.2)の最適値と、その緩和問題である完
全正値最適化問題 (4.7)の最適値が一致することを証明した。次にこの問題をより簡
潔な形で問題の下限値を求めることを考える。そのために元の問題を階層が 1つの 2

次制約 2次最適化問題に定式化し、その双対問題とラグランジュ緩和問題について議
論する。

4.2.1 階層が 1つの 2次最適化問題
まず 0-1制約 ui(1 − ui) = 0を、相補性条件である uiui+r = 0 (i = 1, 2, . . . , r) に
よって置き換えることを考える。ここでも ui+r は不等式 ui ≤ 1のスラック変数とし
て制約式 ui + ui+r − 1 = 0が等号制約式Au+ b = 0に含まれていると仮定する。そ
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のとき 0-1混合線形制約２次最適化問題 (4.2)は、
min. uTQ0u+ 2cTu

sub. to u ∈ Rn−1
+ , (Au+ b)T (Au+ b) = 0,

uiui+r = 0 (i = 1, 2, . . . , r)

(4.9)

と書き換えることが出来る。ここで２次制約式 (Au + b)T (Au + b)も uiui+r (i =

1, 2, . . . , r)も全ての u ∈ Rn−1
+ で非負である。よってこの２本の制約式を

g(u) = (Au+ b)T (Au+ b) +
r∑

i=1

uiui+r (4.10)

の様に１本にまとめることが出来て、結局２次最適化問題 (4.2)は、
min. uTQ0u+ 2cTu

sub. to u ∈ Rn−1
+ , g(u) = 0

(4.11)

と書ける。
次に、問題 (4.11)を第 3節で議論した形式の２次制約２次最適化問題 (3.2)に変換
することを考える。そのために新たに変数 u0を追加して、次のように定義する。

x =

[
u0

u

]
∈ Rn

+, Q =

[
0 cT

c Q0

]
∈ Sn,

Ci : (i, i+ r)の要素が 1/2で残りは 0の (n− 1)× (n− 1)行列
(i = 1, 2, . . . , r),

H0 =

[
1 0T

0 O

]
∈ Sn, H1 =

[
bTb bTA

ATb ATA

]
+

r∑

i=1

[
0 0T

0 Ci +CT
i

]
.

以上から、全ての x =

[
u0

u

]
∈ Rnに対して、

〈Q ,xxT 〉 = uTQ0u+ 2u0c
Tu,

〈H0,xxT 〉 = u20,

〈H1,xxT 〉 = (Au+ bu0)
T (Au+ bu0) +

r∑

i=1

uiui+r

となる。ここでまた錐 Kを K =
{
X ∈ Sn : X = xxT ,x ∈ Rn

+

}として、3章の定義
3.2の l = 1の場合に従って、

G0 =
{
xxT ∈ K

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1
}
,

G1 =
{
xxT ∈ G0

∣∣ 〈H1,xxT 〉 = 0
}
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と表す。明らかにH0 ∈ Sn+ ⊂ C∗でまたH1 ∈ (Sn+ + Nn) ⊂ C∗である。同様に 3章
の定義を使って、緩和問題である完全正値最適化問題の制約領域について、

F 0 =
{
X ∈ C

∣∣ 〈H0,X〉 = 1
}
,

F 1 =
{
X ∈ F 0

∣∣ 〈H1,X〉 = 0
}

と表す。
4.2.2 主双対問題とラグランジュ緩和
そこで上記のQ,H0,H1 ∈ Snを使って問題 (4.9)とその双対問題を次の様に定義

する。
ηp(K) := inf {〈Q,xxT 〉

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1, 〈H1,xxT 〉 = 0, xxT ∈ K},(4.12)

ηd(K) := sup
{
y0
∣∣ Q+H1y1 −H0y0 ∈ K∗} . (4.13)

さらに、これら主双対問題に対するラグランジュ緩和問題として次の問題を考える。
ηp(λ,K) := inf

{
〈Q+ λH1,xxT 〉

∣∣ 〈H0,xxT 〉 = 1, xxT ∈ K
}
, (4.14)

ηd(λ,K) := sup
{
y0
∣∣ Q+ λH1 −H0y0 ∈ K∗} . (4.15)

問題 (4.12)と問題 (4.14)のそれぞれの緩和問題である完全正値最適化問題は、
ηp(C) := inf {〈Q,X〉

∣∣ 〈H0,X〉 = 1, 〈H1,X〉 = 0, X ∈ C}, (4.16)

ηp(λ,C) := inf
{
〈Q+ λH1,X〉

∣∣ 〈H0,X〉 = 1, X ∈ C
}

(4.17)

と定義できる。またそれぞれの双対問題として、Cの双対錐である共正値錐C∗を使っ
た次の問題を定義する。

ηd(C) := sup
{
y0
∣∣ Q+H1y1 −H0y0 ∈ C∗} , (4.18)

ηd(λ,C) := sup
{
y0
∣∣ Q+ λH1 −H0y0 ∈ C∗} . (4.19)

注意 4.1. ここで、元の問題 (4.2)と同値な問題 (4.12)と、その緩和問題の完全正値最適
化問題 (4.16)について、明らかにH0,H1 ∈ C∗である。また、補題4.2の証明と同様に、
0-1条件がついた変数は有界で、その他の変数の制約条件は線形なので、漸近的無限方向
の条件も満たしていることがわかる。実際、まず相補条件をH2の制約式として残しても
問題 (4.16)と同値な問題である。そこで相補性条件 〈H2,X〉 =

∑r
i=1 vivi+rの部分について vi+r = 1−viの制約を代入すれば、補題 4.2の証明の 〈H2,X〉 =

∑r
i=1 vi(1−vi)となるので同様に証明できる。よって、元の問題 (4.2)と同値な問題 (4.12)と、その

緩和問題の完全正値最適化問題 (4.16)の最適値は一致する。
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4.2.3 ラグランジュ緩和問題の収束性
元の問題 (4.9)の主双対問題とラグランジュ緩和問題のそれぞれの緩和問題である
最適化問題 (4.16)、(4.18)、(4.17)、(4.19)、即ち ηp(C)、ηd(C)、ηp(λ,C)、ηd(λ,C)に
ついて次の一連の補題が成り立つ。
補題 4.3 (参照：Lemma 2.2 of [6]). 問題 (4.16)、(4.18)、(4.17)、(4.19)について次
のことが成り立つ。
(i) 全ての λ ∈ Rに対して、ηd(λ,C) ≤ ηp(λ,C)が成り立つ。
(ii) λ1 < λ2ならば、ηp(λ1,C) ≤ ηp(λ2,C) ≤ ηp(C) が成り立つ。
(iii) λ1 < λ2ならば、ηd(λ1,C) ≤ ηd(λ2,C) ≤ ηd(C)が成り立ち、

かつ limλ→∞ ηd(λ,C) = ηd(C)が成り立つ。
証明. (i)は補題 2.19の弱双対定理そのものなので、(ii)と (iii)について証明する。
(ii) 最初の不等式は、全てのX ∈ Cについて 〈H1,X〉 ≥ 0なので、λ1 < λ2について目的関数値は 〈Q+ λ1H

1,X〉 ≤ 〈Q+ λ2H
1,X〉である。2番目の不等式を証明

するために、X ∈ Cを完全正値最適化問題 (4.16)での目的関数値 〈Q,X〉を持つ実行
可能解とする。このX は明らかにラグランジュ緩和問題 (4.17)の実行可能解であり
任意の λ ∈ Rに対して 〈Q+ λH1,X〉 = 〈Q,X〉+ 〈λH1,X〉 = 〈Q,X〉+ 0なので同
じ目的関数値を持つ。よって ηp(λ2,C) ≤ ηp(C)が成り立つ。
(iii) λ1 < λ2 と仮定する。もし y0 がラグランジュ緩和問題の双対問題 (4.19)の

λ = λ1での実行可能解とすると、H1 ∈ C∗なので、λ = λ2の時の問題 (4.19)の実行可
能解でもある。このことから問題 (4.19)の実行可能領域は λ = λ1の時よりも λ = λ2の時のほうが大きいことになり ηd(λ1,C) ≤ ηd(λ2,C)が成り立つことがわかる。次に
2番目の不等式を証明するために、今 y0を λ = λ2の時の問題 (4.19)の実行可能解と
する。そこで y1 = λ2とした時の (y0, y1)は元の問題の双対問題 (4.18)の実行可能解
でもある。よって問題 (4.18)の実行可能領域の方が問題 (4.19)の実行可能領域よりも
大きいことになり、ηd(λ2,C) ≤ ηd(C)が成り立つ。逆に、もし (y0, y1)が元の問題の双対問題 (4.18)の実行可能解であるとすると、y0は λ = y1の時のラグランジュ緩和問題の双対問題 (4.19)の実行可能解となるので、limλ→∞ ηd(λ,C) = ηd(C)が成り立
つ。
以上より、問題 (4.19)の最適値 ηd(C)について、次の補題が成り立つ。
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補題 4.4 (参照：Lemma 2.3 of [6]). 全ての λ ∈ Rについて問題 (4.14)と問題 (4.17)

及び (4.19)の最適値は一致して、ηp(λ,K) = ηp(λ,C) = ηd(λ,C) ≤ η∗ が成り立つ。
さらに λ→ ∞の時、最適値 ηp(λ,K) = ηp(λ,C) = ηd(λ,C)は ηd(C)に収束する。
証明. まず、問題 (4.17)は凸最適化問題で、補題 2.15よりその制約領域は相対内点を
持つので強双対定理 (例えば [41] 参照)が成り立ち ηp(λ,C) = ηd(λ,C)である。
次に、問題 (4.14)のH0 ∈ Sn+ ⊂ C∗なので 3章の条件 (A)’を満たしている。また
条件 (C)は制約式が 〈H0,X〉 = 1だけなので必要無い。
そこで条件 (E)について考察する。問題 (4.14)の制約領域は階層のレベル !が０な
ので、今 0 -= ddT ∈ G0

0とする。ここで、
G0

0 =
{
ddT ∈ K

∣∣ 〈H0,ddT 〉 = 0
}

である。よって、さらに d = (v0,v) ∈ Rn
+とすると、

v0 = 0, (0,v) ∈ Rn
+, 〈H0,ddT 〉 = 0

が成り立っている。まず明らかにH0d = 0である。
また一方、明らかに全ての u,v ∈ Rn−1

+ に対して、s → ∞の時に νs → ∞となる
非負の数列 {νs | s = 1, 2, . . . }が存在して、

u+ νsv ∈ Rn−1
+ (s = 1, 2, . . . ) (4.20)

が成り立つ。今 u ∈ Rn−1
+ を問題 (4.2)の実行可能解とする。ここで u0 = 1として

x = (u0,u)とすると明らかに xは問題 (4.14)の実行可能解となる。そこで、まず
u+ νsv ∈ Rn−1

+ なので x+ νsd ∈ Rn
+である。次に、

〈H0, (x+ νsd)(x+ νsd)T 〉 = (x+ νsd)TH0(x+ νsd)

= xTH0x+ 2(νs)2xH0d+ dTH0d

= 1 + 0 + 0 = 1

が成り立つので (x+ νsd)(x+ νsd)T ∈ G2であることがわかる。さらに s → ∞の時
に、(1/νs, (x+ νsd)/νs) → (0,d)になるので、ddT は問題 (4.14)の制約領域G0の漸
近的無限方向であり、条件 (E)を満たしていることがわかる。よって 3章の定理 3.2

より、最適値 ηp(λ,K) = ηp(λ,C)が成り立つ。
最後に、補題 4.3の (iii)より、limλ→∞ ηd(λ,C) = ηd(C)なので、結局 λ → ∞の

時、最適値 ηp(λ,K) = ηp(λ,C) = ηd(λ,C)は ηd(C)に収束する。
以上から、ηd(λ,C)が λ → ∞の時に ηd(C)に収束することがわかったが、この値
が元の 0-1混合線形制約 2次最適化問題を変換した問題 (4.2)の最適値と一致するとは
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限らない。定理 4.1より、問題 (4.2)の最適値とその完全正値錐最適化緩和問題 (4.7)

の最適値 ηp(C)は一致することがわかっているので、もし完全正値錐最適化緩和問題
(4.7)とその双対問題の間に強双対定理が成り立てば、ηd(C)が元の 0-1混合線形制約
2次最適化問題に収束することになる。元の問題に強双対定理が成り立つために追加
に次の条件が必要になる。

(F) ある ζ̂ ∈ Rについて集合 {X ∈ F 1
∣∣∣ 〈Q,X〉 ≤ ζ̂

}が空ではなく、かつ有
界である。

この条件 (F)を使って次の補題が成り立つ。
補題 4.5 (参照：Lemma 2.5 of [6]). 問題 (4.16)の制約領域である F 1が条件 (F)を
満たすとすると、

lim
λ→∞

ηp(λ,C) = ηp(C)

が成り立つ。
証明. 初めに、条件 (F)を満たしている時、十分大きな λに対して集合
L(λ) = {X ∈ C

∣∣∣ 〈H0,X〉 = 1, 〈Q+ λH1,X〉 ≤ ζ̂ }も空ではなくかつ有界である
ことを示す。まず、0 < λ1 < λ2の時、補題 4.3の (ii)と条件 (E)より、

∅ -=
{
X ∈ F 1 : 〈Q,X〉 ≤ ζ̂

}
⊂ L(λ2) ⊂ L(λ1)

であるので L(λ)は空集合ではないことがわかる。
次に、全ての十分大きな λ > 0について L(λ)が有界であることを背理法で示す。即
ち、k → ∞の時、Xk ∈ L(λk), 0 < λk → ∞で 0 < ‖Xk‖ → ∞となるような点列{
(λk,Xk) ∈ R+ ×K

}が存在するとする。この時、
Xk

‖Xk‖
∈ C, 〈H1,

Xk

‖Xk‖
〉 ≥ 0, 〈Q,

Xk

‖Xk‖
〉 ≤ ζ̂

‖Xk‖
,

〈H0,
Xk

‖Xk‖
〉 = 1

‖Xk‖
, 〈Q,

Xk

λk‖Xk‖
〉+ 〈H1,

Xk

‖Xk‖
〉 ≤ ζ̂

λk‖Xk‖

となる。ここで、一般性を失わずにXk/‖Xk‖が k → ∞の時にゼロではないddT ∈ K
に収束すると仮定できる。そこで k → ∞の時、最後の不等式は 0 + 〈H1,ddT 〉 ≤ 0

となり結局 〈H1,ddT 〉 = 0となるので、
O -= ddT ∈ K, 〈H0,ddT 〉 = 0, 〈H1,ddT 〉 = 0, 〈Q,ddT 〉 ≤ 0

であることがわかる。今X ∈
{
X ∈ F 1 : 〈Q,X〉 ≤ ζ̂

}とすると{X + µddT : µ ≥ 0
}

は条件 (E)での集合の無限方向の集合になるので条件 (E)に反する。よってある十分
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大きな λ̃ > 0についてL(λ̃)は有界で、また全ての λ ≥ λ̃に対して、∅ -= L(λ) ⊂ L(λ̃)

であることがわかる。
次に、{λk ≥ λ̃}を無限大に発散する数列とする。空ではない閉集合 L(λk)は有界
な集合 L(λ̃)に含まれるので、完全正値錐上でのラグランジュ緩和問題 (4.17)はそれ
ぞれの λ = λkについて、集合 L(λ̃)の中に ηp(λk,C) = 〈Q+ λkH1,Xk〉となる最適
解Xkを持つ。一般性を失わずにこのXkがある X̃に収束すると仮定できる。一方、
補題 4.3の (ii)から ηp(λk,C) ≤ ηp(C)なので、

〈H0,Xk〉 = 1, 〈Q
λk

+H1,Xk〉 ≤ ηp

λk
,

〈H1,Xk〉 ≥ 0, 〈Q,Xk〉 ≤ ηp(C)

が成り立つ。ここで、k → ∞とすることで、
X̃ ∈ C, 〈H0, X̃〉 = 1, 〈H1, X̃〉 = 0, 〈Q, X̃〉 ≤ ηp(C)

が成り立つので、X̃ は完全正値錐最適化緩和問題 (4.16)の最適解であることがわか
る。また

〈Q,Xk〉 ≤ ηp(λk,K) = 〈Q+ λkH1,Xk〉 ≤ ηp(C)

であるので結局、k → ∞の時、ηp(λk,C)が ηp(C)に収束することが示された。
このことより、ラグランジュ緩和問題の双対問題が、そのラグランジュ乗数を大き
くすることにより元の問題の最適値に単調に近づくことを示した事になる。

4.3 この章のまとめ
この章では、いくつかの変数に 0-1条件がついた線形制約上での２次関数の最適化
問題とその完全正値錐最適化緩和問題について次の 2つの結果について示した。
一つは定理 4.1によって、全ての問題 (4.2)の形をした 0-1混合線形制約 2次最適化
問題を、それと同じ最適値を持つ完全正値錐最適化緩和問題に変換できることを示し
たことである。
もう一つは、その完全正値錐最適化緩和問題のラグランジュ緩和問題について議論
した。もし条件 (F)を満たせば、ラグランジュ定数を大きくしていくことによって緩
和問題の最適値が元の問題の最適値に限りなく近づくことを理論的に保証したことで
ある。
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この簡潔な定式化は、先行研究の例で挙げた、標準２次計画問題や、0-1混合線形
制約 2次最適化問題に適用できるので、この 0-1問題に含まれる組合せ最適化問題で
ある先行研究の最大独立集合問題、グラフ分割問題、 2次割当問題等の具体的な個別
問題にも適用することができる。また直接この定式化を適用できる場合でなくても、
例えば高野、宮代 [58]による最近の線形回帰モデルの最良変数選択に関する研究は、
0-1条件付きの線形制約で 2次関数最適問題に定式化できるので、この簡潔な定式化
が適用できる可能性がある。
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5 非凸錐上の線形最適化問題とその凸化
前章までは、実数ベクトル空間での２次制約２次最適化問題と完全正値錐上での線
形最適化問題の関係に限定して議論し、その応用として 0-1混合線形制約２次最適化
問題について議論した。すなわち、まず実数ベクトル空間での２次制約２次最適化問
題を、対称行列空間での等価な非凸錐上での線形最適化問題に変換する。この問題と、
この錐を凸化（凸包をとる）した凸錐上での線形最適化緩和問題との関係を考察した。
この章ではこの議論をより一般的な内積が導入されたベクトル空間に拡張する。錐
については任意の非凸錐として、その錐上での線形最適化問題とその凸化について
議論する。ここまではH0 ∈ K∗ を仮定してきたが、この条件を外せることが Kim,

Kojima, Toh [31]によって示された。空間や錐の拡張に加えて、このことを追加して
考察する。すなわち任意のH0について今までと同様な議論ができるということを説
明する。
5.1 錐線形最適化問題
この節で使われる幾つかの記号について定義する。
まず、Q, Hk ∈ V (k = 0, 1, 2, . . . ,m)として、またKを任意の錐（必ずしも凸で
ある必要はない）とした時、次の集合を定義する。

F (K) :=

{
X ∈ V

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
, (5.1)

F0(K) :=

{
X ∈ V

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 0,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
. (5.2)

この集合 F (K)を使って、この節では次の形の錐線形最適化問題を扱う。2.2節で
説明したように、F (K)が錐ではない限り一般的な錐線形最適化問題 (2.2)は簡単にこ
の形に変換できる。

ζ(K) := inf {〈Q,X〉 | X ∈ F (K)}

= inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
. (5.3)

次にこの問題の制約領域について次の集合を定義する。
F 0(K) :=

{
X ∈ K

∣∣ 〈H0,X〉 = 1
}
,

F l(K) :=
{
X ∈ F l−1(K)

∣∣∣ 〈H l,X〉 = 0
}

(l = 1, 2, . . . ,m),

F 0
0 (K) :=

{
X ∈ K

∣∣ 〈H0,X〉 = 0
}
,

F l
0(K) :=

{
X ∈ F l−1

0 (K)
∣∣∣ 〈H l,X〉 = 0

}
(l = 1, 2, . . . ,m).
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この定義から F (K) = Fm(K)、また F0(K) = Fm
0 (K)である。

5.2 2次制約 2次最適化問題での例
3章で一般の 2次制約 2次最適化問題 (3.9)を問題 (3.2)のモデルに変換できること
を示したので、問題 (3.9)は錐線形最適化問題 (5.3)に含まれる。この問題の制約条件
の u ∈ Rn−1

+ をより条件を緩めた任意の集合D ∈ Rn−1
+ に置き換えた下記の問題も含

まれることを説明する。
min. uTQ0u+ 2cT0 u+ γ0

sub. to uTQku+ 2cTku+ γk = 0,

(k = 1, 2, . . . ,m), u ∈ D.

(5.4)

ここで、3章と同様に新たに変数 u0を追加してK = cl {(u0, u0u) : u0 ≥ 0, u ∈ D}
とすると、

min. uTQ0u+ 2u0cT0 u+ γ0u20
sub. to uTQku+ 2u0cTku+ γku20 = 0,

(k = 1, 2, . . . ,m), u20 = 1, (u0,u) ∈ K

と変換することができる。ここで Kは閉包をとっているので閉錐であるが凸とは限
らず、また凸包をとった時に完全正値錐になるとも限らない。ここでまた式 (3.10)を
使って変換して、X = xxT とすれば、錐線形最適化問題 (5.3)に変換することが出来
る。D = Rn−1

+ の時の錐 Kが、3章で扱った錐 K =
{
X ∈ Sn

∣∣X = xxT ,x ∈ Rn
+

}

である。以上から 3章での一般の 2次制約 2次最適化問題 (3.9)の制約条件を緩めた
問題 (5.4)は錐線形最適化問題 (5.3)に変換できることがわかる。

5.3 非凸錐での錐線形最適化問題とその凸化
この節では錐K ⊂ Vが非凸錐の錐線形最適化問題に絞って議論する。ここでは、制

約領域が空ではないことを仮定して、問題 (5.3)の最適値 ζ(K)と、その錐Kを conv

Kと置き換えた問題の最適値 ζ(conv K)が一致するための必要十分条件を示す。 こ
の錐Kを conv Kと置き換えた問題のことを元の問題の凸化と呼ぶことにする。
5.3.1 制約領域の階層のレベル !が 0のケース
前章までは制約条件の非同次式について、H0 ∈ K∗を仮定して議論してきた。こ

の章では、まずこの条件がなくても 3章の補題 3.3を拡張した次の補題が成り立つこ
とを示す。
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補題 5.1 (参照：Lemma 3.3 (i) of [31]). F (K)が空でないとすると、任意のH0 ∈ V
について、

F 0(conv K) = conv F 0(K) + F 0
0 (conv K)

が成り立つ。
証明. 初めにF 0(conv K) ⊆ conv F 0(K)+F 0

0 (conv K)の包含関係を証明するために、
X ∈ F 0(conv K)とすると、次のようなXi ∈ K (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。

X =
r∑

i=1

Xi, 1 = 〈H0,X〉 =
r∑

i=1

〈H0,Xi〉.

ここで、
I+ =

{
i
∣∣ 〈H0,Xi〉 > 0

}
, A =

∑

i∈I+

Xi,

I0 =
{
j
∣∣ 〈H0,Xj〉 = 0

}
, B =

∑

j∈I0

Xj ,

I− =
{
k
∣∣∣ 〈H0,Xk〉 < 0

}
, Z =

∑

k∈I−

Xk,

Y = A+B

とするとX = Y +Z となる。また 〈H0,X〉 = 1なので I+は空ではない。次に
〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉 = 〈H0,A〉+ 〈H0,B〉 − 〈H0,Z〉 > 0

であるので、α ∈ RとC ∈ Vを、
α =

〈H0,Y 〉
〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉

,

C = (1− α)Y + αZ

とすると、
0 < α < 1,

X = Y +Z = Y +
1

α
C − 1− α

α
Y =

2α− 1

α
Y +

1

α
C

=
2α− 1

α
A+

2α− 1

α
B +

1

α
C,

〈H0,B〉 = 〈H0,
∑

j∈I0

Xj〉 =
∑

j∈I0

〈H0,Xj〉 = 0,

〈H0,C〉 = −〈H0,Z〉〈H0,Y 〉
〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉

+
〈H0,Y 〉〈H0,Z〉

〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉
= 0
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である。ここで
2α− 1 =

2〈H0,Y 〉 − 〈H0,Y 〉+ 〈H0,Z〉
〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉

=
〈H0,Y 〉+ 〈H0,Z〉
〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉

=
〈H0,X〉

〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉
=

1

〈H0,Y 〉 − 〈H0,Z〉
> 0

であるので、もし
W =

2α− 1

α
B +

1

α
C

とすると 〈H0,W 〉 = 2α−1
α 〈H0,B〉+ 1

α〈H
0,C〉 = 0となる。このことは、

B, C ∈ conv KなのでW ∈ F 0
0 (conv K)であることを意味する。

次に、µi ∈ R, U i, U ∈ Vを
µi =

2α− 1

α
〈H0,Xi〉 > 0, for i ∈ I+,

U i =
1

µi
· 2α− 1

α
Xi, for i ∈ I+,

U =
∑

i∈I+

µiU
i =

2α− 1

α

∑

i∈I+

Xi =
2α− 1

α
A

とすると、
〈H0,U i〉 = α

2α− 1
· 2α− 1

α
· 〈H

0,Xi〉
〈H0,Xi〉

= 1,

1 = 〈H0,X〉 = 2α− 1

α
〈H0,A〉+ 2α− 1

α
〈H0,B〉+ 1

α
〈H0,C〉 = 2α− 1

α
〈H0,A〉.

ここで
∑

i∈I+

µi =
2α− 1

α

∑

i∈I+

〈H0,Xi〉 = 2α− 1

α
〈H0,

∑

i∈I+

Xi〉 = 2α− 1

α
〈H0,A〉 = 1,

U =
∑

i∈I+

µ · 1

µi
· 2α− 1

α
Xi =

2α− 1

α

∑

i∈I+

Xi =
2α− 1

α
A

となることがわかる。まとめると、全ての i ∈ I+に対して、
∑

i∈I+

µi = 1, µi > 0, 〈H0,U i〉 = 1, U i ∈ K

となり、結局∑i∈I+ µiU
i = U ∈ conv F 0(K)であることがわかる。よって

U ∈ conv F 0(K)かつW ∈ F 0
0 (conv K)で、X = U +W なので、

F 0(conv K) ⊆ conv F 0(K) + F 0
0 (conv K)であることが示された。
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もし I0が空の場合は Y = A、またもし I−が空の場合はC = 0、と置いて議論し
ても、上記の証明は有効である。
次に逆の包含関係 F 0(conv K) ⊇ conv F 0(K) + F 0

0 (conv K)を示すために、ある
Y ∈ conv F 0(K)とあるZ ∈ F 0

0 (conv K)について、X = Y + Z とする。そうする
と Y ∈ conv F 0(K)は

Y =
p∑

i=1

λiY
i,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, Y i ∈ K, 〈H0,Y i〉 = 1

と表すことができて、またZ ∈ F 0
0 (conv K)は

Z ∈ conv K, 〈H0,Z〉 = 0

と表すことができる。まず conv Kは凸錐なので、Y ∈ conv Kと Z ∈ conv Kであ
ることから、Y +Z = X ∈ conv Kとなる。また

〈H0,X〉 =
p∑

i=1

λi〈H0,Y i〉+ 〈H0,Z〉 =
p∑

i=1

λi + 0 = 1

となり、 X ∈ F 0(conv K)が示された。
以上より F 0(conv K) = conv F 0(K) + F 0

0 (conv K)が成立する。

5.3.2 階層的共正値条件の一般化
次に、3章の定義 3.2で導入した階層的共正値条件を、錐線形制約最適化問題に拡
張した以下の条件を導入する。
条件
(I) X ∈ F #−1(K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

(II) X ∈ F #−1
0 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

この条件は双対錐の定義から、
条件
(I) H# ∈ (F #−1(K))∗ (! = 1, 2, . . . ,m)

(II) H# ∈ (F #−1
0 (conv K))∗ (! = 1, 2, . . . ,m)
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と同値である。
3.2.3節で説明した議論と同様に、もしX ∈ F #−1(K)であるXについて、〈Hk,X〉 ≥

0を満たす複数個のHk (k = 1, 2, . . . , p)がある場合はH# =
∑p

k=1H
kとすることが

できる。
また、3章での補題 3.2の命題を、この章の議論に対して同様に拡張できて、次の
補題が成り立つ。
補題 5.2 (参照：Lemma 3.3 of [3]). 以下の 3つの条件は同値である。
(i) 条件 (I)と条件 (II)が成り立つ。
(ii) X ∈ conv F #−1(K) + F #−1

0 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。
(iii) X ∈ cone conv F #−1(K) + F #−1

0 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0が成り立つ。
証明. 補題 3.2での証明と同様に、(iii) ⇒ (ii)と (ii) ⇒ (i)は明らかである。
そこで (i) ⇒ (iii)についてもほぼ同様であるが、凸包をとる位置が違うので以下で
証明する。今、0 < µ ∈ R+, Y ∈ conv F #−1(K)とすると µY ∈ cone conv F #−1(K)

である。またZ ∈ F #−1
0 (conv K)としてX = Y +Z とすると、
X ∈ cone conv F #−1(K) + F #−1

0 (conv K)

である。まず Y について、Y ∈ conv F #−1(K)なので、
Y =

r∑

i=1

λiY
i,

r∑

i=1

λi = 1, λi ∈ R+ (i = 1, 2, . . . , r)

となる Y i ∈ F #−1(K) (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。条件 (I)が成り立っているので、
全ての i = 1, 2, . . . , rについて 〈H#,Y i〉 ≥ 0が成り立つ。よって、

〈H#, µY 〉 = µ
r∑

i=1

〈H#,λiY
i〉 ≥ 0

が成り立つ。次に Z ∈ F #−1
0 (conv K)については、条件 (II)が成り立っているので、

〈H#,Z〉 ≥ 0が成り立つ。以上より、条件 (I)と条件 (II)が成り立てば、
〈H#,X〉 = 〈H#,Y +Z〉 = 〈H#,Y 〉+ 〈H#,Z〉 ≥ 0

が成り立つので (iii)が成り立ち、結局 (i)と (ii)と (iii)の条件は同値であることが分
かる。
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また、3章の系 3.2での条件H0 ∈ C∗は、この章での議論ではH0 ∈ K∗の場合に
あたる。補題 5.1ではH0 ∈ Vは任意でよいことが示された。補題 5.2の (iii)から、
! = 1, 2, . . . ,mについて、条件 (I)と (II)を満たせば、

H# ∈ (cone conv F #−1(K) + F #−1
0 (conv K))∗

である。このことから次のことがわかる。もしH0 ∈ K∗ではない場合、即ち
あるX ∈ Kについて 〈H0,X〉 < 0 (5.5)

とすると、cone conv F 0(K) + F 0
0 (conv K) ⊂ Kであることを示す。即ち、(5.5)で

あるような X は cone conv F 0(K) + F 0
0 (conv K) には含まれないことを示す。今

Y ∈ cone conv F 0(K) とすると、〈H0, Ŷ 〉 = 1とした時、Y = ρŶ , ρ > 0と表
せる。また Ẑ ∈ F 0

0 (conv K)とすると、〈H0, Ẑ〉 = 0である。そこで任意の X̂ ∈
cone conv F 0(K) + F 0

0 (conv K)について、
〈H0, X̂〉 = 〈H0, ρŶ + Ẑ〉 = ρ〈H0, Ŷ 〉+ 〈H0, Ẑ〉 = ρ+ 0 > 0

となるので、(5.5)であるようなX は
X /∈ cone conv F 0(K) + F 0

0 (conv K)

であることが分かる。よって、
cone conv F 0(K) + F 0

0 (conv K) ⊂ K

が示された。補題 2.7の (b)より、(cone conv F 0(K) + F 0
0 (conv K))∗ ⊃ K∗なので、

(5.5)の場合は、! ≥ 1なH#は、H0 ∈ K∗の場合より広い範囲から選ぶことができる
ことを意味している。

5.4 凸化と制約領域
次に非凸錐線形制約最適化問題 (5.3)の凸化を説明するために次の錐線形制約最適

化問題を導入する。
ζ0(K) = inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣ X ∈ F0(K)
}
. (5.6)

この問題の制約領域は
F0(K) =

{
X ∈ V

∣∣∣∣∣
X ∈ K, 〈H0,X〉 = 0,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}

であり、錐Kと超平面が作る部分空間の共通集合なので補題 2.6より錐である。この
定義を使って次の補題が成り立つ。
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補題 5.3 (参照：Lemma 3.3, 3.4 of [3], Lemma 3.3 (i) of [31]). 非凸錐線形制約最適
化問題 (5.3)の制約領域 F (K)が空ではなく、条件 (I)と条件 (II)を満たしていると
すると、
(i) F #(conv K) = conv F #(K) + F #

0(conv K) ! = 0, 1, . . . ,m.

(ii) ζ(conv K) = ζ(K) + ζ0(conv K).

が成り立つ。
証明. (i) ! = 0, 1, . . . ,mについて数学的帰納法によって証明する。まず、! = 0の場
合である F 0(conv K) = conv F 0(K) + F 0

0 (conv K)については補題 5.1で証明されて
いる。
そこで次に F #−1(conv K) = conv F #−1(K) + F #−1

0 (conv K)が成り立っていると仮
定して、F #(conv K) = conv F #(K) + F #

0(conv K)を証明する。
F #(conv K) ⊆ conv F #(K)+F #

0(conv K)の包含関係を証明するために、X ∈ F #(conv K)

と仮定する。F #(conv K) ⊆ F #−1(conv K) = conv F #−1(K) + F #−1
0 (conv K)なので

X ∈ conv F #−1(K) + F #−1
0 (conv K) である。よってある Y ∈ conv F #−1(K) と、

ある Z ∈ F #−1
0 (conv K) が存在して、X = Y + Z と書くことができる。そして

Y ∈ conv F #−1(K)とZ ∈ F #−1
0 (conv K)を次のように表すことができる。

Y =
p∑

i=1

λiY
i,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, Y i ∈ K, 〈H0,Y i〉 = 1, 〈Hk,Y i〉 = 0

(i = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , !− 1),

Z ∈ conv K, 〈H0,Z〉 = 0, 〈Hk,Z〉 = 0

(k = 1, 2, . . . , !− 1).

さらに、条件 (I)と (II)を満たしていることから、
〈H#,Y i〉 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , p), 〈H#,Z〉 ≥ 0

が成り立っているが、一方X ∈ F #(conv K)であることから
0 = 〈H#,X〉 =

p∑

i=1

λi〈H#,Y i〉+ 〈H#,Z〉

が成り立つ。λi > 0 (i = 1, 2, . . . , p)なので結局、
〈H#,Y i〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , p), 〈H#,Z〉 = 0.

が成り立つのでX ∈ conv F #(K)+F #
0(conv K)である。よってF #(conv K) ⊆ conv F #(K)+

F #
0(conv K)であることが示された。
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次に逆の包含関係 F #(conv K) ⊇ conv F #(K) + F #
0(conv K) を証明するために、

数学的帰納法より F #−1(conv K) ⊇ conv F #−1(K) + F #−1
0 (conv K)を仮定する。今

X = Y + Z として Y ∈ conv F #(K)と Z ∈ F #
0(conv K)であるとするとそれぞれ

Y ,Z は
Y =

p∑

i=1

λiY
i,

p∑

i=1

λi = 1, λi > 0, Y i ∈ K, 〈H0,Y i〉 = 1, 〈Hk,Y i〉 = 0

(i = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , l),

Z ∈ conv K, 〈H0,Z〉 = 0, 〈Hk,Zj〉 = 0

( k = 1, 2, . . . , l)

と表せる。Kは錐なので、λiY ∈ K (i = 1, 2, . . . , p)である。
よってX = Y +Z =

∑p
i=1 λiY

i +Z ∈ conv Kが言える。さらに、
〈H0,X〉 =

p∑

i=1

λi〈H0,Y i〉+ 〈H0,Z〉 =
p∑

i=1

λi + 0 = 1,

〈Hk,X〉 =
p∑

i=1

λi〈Hk,Y i〉+ 〈Hk,Z〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , l)

が成り立つので、X ∈ F #(conv K)がわかり、
結局 F #(conv K) ⊇ conv F #(K) + F #

0(conv K)が示された。
(ii)問題 ζ(conv K)の目的関数は線形なので、補題 2.18とこの補題の (i)の結果より、

ζ(conv K) = inf {〈Q,X〉 | X ∈ F (conv K)}

= inf {〈Q,Y +Z〉 | Y ∈ conv F (K), Z ∈ F0(conv K)}

= inf {〈Q,Y 〉+ 〈Q,Z〉 | Y ∈ conv F (K), Z ∈ F0(conv K)}

= inf {〈Q,Y 〉 | Y ∈ conv F (K)}+ inf {〈Q,Z〉 | Z ∈ F0(conv K)}

= ζ(K) + ζ0(conv K)

が示された。
3章とこの章での拡張された議論との一番大きな違いはH0の条件である。3章で
はH0 ∈ C∗を仮定しているが、この章の補題 5.1の結果が示すように、H0の制約を
外すことが出来て任意のH0 ∈ Vで議論ができることが大きな違いである。
このH0の制約を外すことが出来ることによって、もう一つ 3章の結果と、この章
での拡張された結果補題 5.3の違いは次の点である。3章の補題 3.4での主張は ! = m

とすると
F = conv G+ conv G0
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であるが、K = {X : X = xxT , x ∈ Rn}として 5.1節で定義した表記法を用いて表
すと

F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

となる。一方、この章の補題 5.3の (i)の主張は、! = mの時、
F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

であり、両主張の右辺の第２項が違っている。この違いの理由について説明するため
に次の補題を示す。
補題 5.4. K ⊆ Vが閉錐で条件 (II)を満たしているとして、H0 ∈ K∗とすると、

F #
0(conv K) = conv F #

0(K)

が成り立つ。
証明. 補題 2.5から、F #

0(conv K) ⊇ conv F #
0(K)が成り立つ。そこで逆の包含関係を数

学的帰納法で証明する。まず ! = 0の時、今X ∈ F 0
0 (conv K)とすると、F 0

0 (conv K)

は錐なので、
X =

r∑

i=1

Xi, 〈H0,X〉 = 〈H0,
r∑

i=1

Xi〉 =
r∑

i=1

〈H0,Xi〉 = 0

となるXi ∈ K (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。ところがH0 ∈ K∗なので 〈H0,Xi〉 ≥ 0

である。よって、各Xi ∈ K (i = 1, 2, . . . , r)について 〈H0,Xi〉 = 0であることがわ
かるので、全てのXiがXi ∈ F 0

0 (K)となる。以上より、X ∈ conv F0(K)が成り立
ち逆の包含関係が示された。以上より

F 0
0 (conv K) = conv F 0

0 (K)

が成り立つ。
次に、F #−1

0 (conv K) = conv F #−1
0 (K)が成り立っていると仮定して

F #
0(conv K) = conv F #

0(K)が成り立つことを示す。今X ∈ F #
0(conv K)とすると、

F #
0(conv K) ⊂ F #−1

0 (conv K) = conv F #−1
0 (K)

であるので、X ∈ conv F #−1
0 (K)でもある。そこで、conv F #−1

0 (K)も錐なので、
X =

r∑

i=1

Xi, 〈Hk,Xi〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , r) (k = 0, 1, . . . , !− 1)
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となるXi ∈ conv F #−1
0 (K) (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。このX ∈ F #

0(conv K)と
Xi (i = 1, 2, . . . , r)について条件 (II)より

〈H#,X〉 =
r∑

i=1

〈H#,Xi〉 = 0, 〈H#,Xi〉 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , r)

であるので、〈H#,Xi〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , r)が成り立つ。以上より、X ∈ conv F #
0(K)

が成り立ち、結局 F #
0(conv K) = conv F #

0(K)が示された。

補題 5.3から、任意のH0 ∈ Vについて
F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

が成り立つが、もしH0 ∈ K∗の場合は、補題 5.4の結果から、より小さい集合
F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

で成立つという意味である。
また、この補題 5.4から、もしもしH0 ∈ K∗ならば、

条件 (II) X ∈ F #−1
0 (conv K)ならば 〈H#,X〉 ≥ 0

は下記の
条件 (II)’ X ∈ conv F #−1

0 (K)ならば 〈H#,X〉 ≥ 0

に置き換えることが出来る。
次に、H0に関わる制約を外した下記の集合を定義する。

F 0
1 (conv K) := {X ∈ conv K} ,

F #
1(conv K) :=

{
X ∈ F #−1

1 (conv K)
∣∣∣ 〈H#,X〉 = 0

}
(l = 1, 2, . . . ,m).

この定義を使って次の条件を
条件 (V) X ∈ F #−1

1 (conv K)ならば 〈H#,X〉 ≥ 0

とする。この条件について次の補題が成り立つ。
補題 5.5 (参照：Lemma 3.3, 3.4 of [3]). ! = 1, 2, . . . ,mについて、
　 (i) もし条件 (V)が成り立つとすると、条件 (I)と (II)が成り立つ。
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　 (ii) もし条件 (I)と (II)かつH0 ∈ K∗が成り立つと、条件 (V)が成り立つ。
証明. (i)　条件 (V)が成り立つならば、F #−1(K) ⊆ F #−1

1 (conv K)なので、明らかに
条件 (I)が成り立つ。 また F #−1

0 (conv K) ⊆ F #−1
1 (conv K)なので、明らかに条件 (II)

が成り立つ。
(ii)　条件 (I)と (II)かつH0 ∈ K∗が成り立っていると仮定する。今X ∈ F #−1

1 (conv K)

とすると、
X =

r∑

j=1

Xj , 〈H i,Xj〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !− 1)

となる、Xj ∈ K (j = 1, 2, . . . , r)が存在する。H0 ∈ K∗なので全てのXj について、
ρj = 〈H0,Xj〉とすると ρj ≥ 0である。今
J+ = {j : 〈H0,Xj〉 > 0 j = 1, 2, . . . , r}, J0 = {j : 〈H0,Xj〉 = 0 j = 1, 2, . . . , r}

とする。j ∈ J+である jについて、Y j = 1/ρjX
j とすると

〈H0,Y j〉 = 1, 〈Hk,Y j〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !− 1)

であるので、 Y j ∈ F #−1(K)であることがわかる。よって、条件 (I)が成り立ってい
るので 〈H#,Y j〉 = 〈H#, 1/ρjX

j〉 ≥ 0となり、j ∈ J+について、〈H#,Xj〉 ≥ 0であ
る。
また、j ∈ J0である jについては、

〈H0,Xj〉 = 0, 〈Hk,Xj〉 = 0 (k = 1, 2, . . . , !− 1)

となり、Xj ∈ F #−1
0 (K) ⊆ F #−1

0 (conv K)である。よって条件 (II)が成り立っている
ので、j ∈ J0についても、〈H l,Xj〉 ≥ 0であることがわかる。以上より、

〈H#,X〉 = 〈H#,
r∑

j=1

Xj〉 =
∑

j∈J+

〈H#,Xj〉+
∑

j∈J0

〈H#,Xj〉 ≥ 0

となり、条件 (V)が成り立つ。

5.4.1 最適値一致条件
まず、補題 5.3から、H0に対する条件が強い場合の次の定理が成り立つ。
定理 5.1 (参照：Lemma 3.2 of [3]). 全ての 0 -= X ∈ K∗について 〈H0,X〉 > 0とす
ると、

(i) F #(conv K) = conv F #(K)
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(ii) ζ(conv K) = ζ(K)

が成立して、非凸錐線形最適化問題 ζ(K)は凸化しても最適値は変わらない。
証明. 条件から 〈H0,X〉 = 0の解は 0だけなので、F #

0(conv K) = {0}である。よっ
て補題 5.3より、

F #(conv K) = conv F #(K)

が成り立つ。このことより目的関数が同じなので明らかに
ζ(conv K) = ζ(K)

が成立して、非凸錐線形最適化問題 ζ(K)は凸化しても最適値は変わらない。
次に最終的に非凸錐線形制約最適化問題が凸化しても最適値が変わらない、即ち

ζ(conv K) = ζ(K)となる条件として、条件 (I)と (II)に追加して次の条件を仮定する。
条件
(III) 全てのX ∈ F0(conv K)に対して 〈Q,X〉 ≥ 0

まずこの条件について以下の補題が成り立つ。
補題 5.6 (参照：Lemma 3.1 of [6]).

ζ0(conv K) =

{
0 条件 (III)が満たされる時
−∞ その他の場合

が成り立つ。
証明. 問題 (5.6) ζ0(conv K)の制約領域は錐と線形空間の共通集合なので補題 2.6から
錐である。また目的関数は線形なので ζ0(conv K) = 0かもしくは ζ0(conv K) = −∞
のどちらかで、ζ0(conv K) = 0である必要十分条件は、全ての制約領域について目的
関数の値が非負であることである。すなわち条件 (III)が成り立つ時である。
以上をまとめると、非凸錐の錐線形最適化問題の凸化について以下の定理が成り立
つ。
定理 5.2 (参照：Theorem 3.2 of [6]). F (K)が空ではなく、条件 (I)と (II)が成り立っ
ているとすると、
　　　条件 (III)は、ζ(conv K) = ζ(K)であるための必要十分条件である。
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証明. F (K)が空ではないので、ζ(K) < ∞である。もし ζ(K) = −∞ならば、conv K ⊃
Kなので ζ(conv K) = ζ(K) = −∞である。次に、もし条件 (III)が成り立っていると
すると、補題5.6より ζ(conv K) = 0であるが、補題5.3の (ii)により ζ(conv K) = ζ(K)

が成り立つ。逆に、もし ζ(conv K) = ζ(K)ならば同じく補題5.3の (ii)により ζ(K) = 0

である。このことと補題 5.6より条件 (III)が成り立つことが示された。

この定理 5.2での主張「ζ(conv K) = ζ(K)の必要十分条件は、条件 (III)」である
のに対して、3章での結論である定理 3.1での主張は、「条件 (A)’、(C)、(D)の元で、
条件 (E)が十分条件」である。この条件 (E)をこの章での拡張された空間での議論で
表現すると、
Fo(K) ⊆ F (K)∞ =

{
D ∈ V

∣∣∣∣∣
点列 (µr,Xr) ∈ R+ × F (K) (r = 1, 2, . . . )が存在して
r → ∞の時 (µr, µrXr) → (0,D)が成り立つ

}

である。この条件を (E)’とした時、条件 (E)’は ζ(K) = ζ(conv K)になるための十分
条件になっている。条件 (III)は条件 (E)’よりも弱い条件であることを次の補題が示
している。
補題 5.7 (参照：Lemma 3.3 of [6]). ζ(K)を有界とする。
　 任意のQ ∈ Vについて、(E)’ならば (III)を満たす。
証明. 背理法で証明するために条件 (III)が成り立たないとする。即ち、〈Q,D〉 < 0

となるような 0 -= D ∈ F0(K)が存在するとすると、仮定 (E)’から、r → ∞の時に
(µr, µrXr)が (0,D)に収束するような点列 {(µr,Xr) ∈ R+ × F (K) : r = 1, 2, . . . }
が存在する。よって、十分大きな全ての r に対して、〈Q, µrXr〉 < −δ となるよう
な δ > 0, δ ∈ R が存在することになる。 よって、十分大きな全ての r に対して
〈Q,Xr〉 < −δ/µr なので、r → ∞の時、〈Q,Xr〉 → −∞になる。ところが点列
{Xr : r = 1, 2, . . . }は問題 ζ(K)の制約領域に含まれるため、ζ(K) → −∞となり、
ζ(K)が有界である仮定に矛盾する。以上より、(E)’ならば (III)を満たす。
実際、条件 (E)’は十分条件でしかないことを以下の例で説明する。即ち、以下の例
では条件 (E)’は満たさないが元の問題とその凸化した問題の最適値は一致する。今
V = R2上での非凸錐を、

K = { x | x1x2 = 0, x ∈ R2
+}

とする。即ち、この錐はK = { d | d = (x1, 0), x1 ≥ 0 }∪ { d | d = (0, x2), x2 ≥ 0 }
のように２本の線分からなる。そこで、この錐K上での錐最適化問題を、

ζ(K) = inf { x1 | x2 = 1, x ∈ K}
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とすると、明らかにこの問題の最適解 x∗は x∗ = (0, 1)で最適値は 0である。この問
題は条件 (I)と (II)を満たしているのは明らかである。またこの凸化した問題は

ζ(conv K) = inf { x1 | x2 = 1, x ∈ conv K}

であり、この問題の最適解x∗もx∗ = (0, 1)で最適値も明らかに 0である。ところが、
F (K)∞ = {∅}

F0(K) = { x | x = (x1, 0), x1 ≥ 0 }

であるので、F0(K) -= F (K)∞となり、(E)’を満たしていない。これは条件 (E)’は満
たしていないが、目的関数にあたるQ = (1, 0)が条件 (III)を満たしているからであ
る。この例から条件 (E)’は十分条件でしかないことがわかる。

5.5 図による説明
5.5.1 F (K)と F (conv K)の関係
今までのいくつかの議論で図で例示できるものについて説明する。今非凸錐をKと

して次の錐をそれぞれ
FK = {X ∈ K | 〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, . . . ,m)},

FC = {X ∈ conv K | 〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, . . . ,m)}

とすると、制約領域の定義から
F (K) = {X ∈ FK | 〈H0,X〉 = 1},

F (conv K) = {X ∈ FC | 〈H0,X〉 = 1}

である。2次元での非凸錐 FK を図 7の左図のような 2本の線分からなる錐とする。
この非凸錐 FK の双対錐は右図のグレー部分の凸錐となる。補題 2.7(a)より任意の
集合の双対錐は常に閉凸錐なので、双対錐の双対錐は元の集合とは限らない。
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図 7: 双対錐
定理 5.1の条件、全ての 0 -= X ∈ K∗に対して 〈H0,X〉 > 0、ということは FKの
双対錐の内点（図 8の右図）からH0をとることになる。そのことから非凸錐 FKと
平面 〈H0,X〉 = 1は必ず 2点で交わり、その 2点が制約領域 F (K)（図 8の左図星印）
ということになる。

図 8: H0双対錐内点
この場合は、制約領域は有界で元の問題の制約領域の凸包と凸化後の制約領域は一
致する。そのイメージを次の図 9で示す。左図が F (conv K)のイメージで、グリーン
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の制約領域の点（星印）は平面 〈H0,X〉 = 1上にあり、Kの凸包の中にあるのでKの点
の凸結合で表される。右図が conv F (K)のイメージで、非凸錐Kと平面 〈H0,X〉 = 1

の共通集合である 2点でこのグリーン上の点は凸結合で表される。

図 9: 制約領域一致
この 2つの集合が一致する証明の考え方は、左の集合の点（星印）を張っている錐

FK 上の点の長さを調整すれば右の集合の表現になるということである。
次に、定理 5.1の条件を満たさない場合について考える。この場合は図 10のイメー
ジになる。左図のグリーンの実線が凸錐 conv Kと平面 〈H0,X〉 = 1の共通集合で
F (conv K)のイメージである。右図は非凸錐 Kと平面 〈H0,X〉 = 1の共通集合で 1

点（星印）であり、その凸包もその点自身である。よってこの場合は元の問題の制約
領域の凸包と凸化後の制約領域は一致しない例になっている。
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図 10: 任意H0

次に、補題 5.4で説明した、任意のH0 ∈ Vについて
F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

成り立つが、もしH0 ∈ K∗の場合は、
F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

になりより小さい集合で成り立つということを図 11で説明する。

図 11: H0条件と F0集合
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図 11の 4つの図とも、グリーンの点線が 〈H0,X〉 = 1の平面を表している。
まず上の 2つの図が定理 5.1の条件を満たさないがH0 ∈ K∗を満たす場合のイメー
ジである。左図のブルーの線が conv F0(K)を表しており、右図のブルーの線はF0(K)

であるが、両方の集合は一致しているので、
F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

を満たすことがわかる。しかし、下の 2つの図はH0 /∈ K∗の場合で、左図のブルーの
線がF0(conv K)であるが、右図のF0(K)ではF0(K) = {0}の 1点だけの集合になり、

F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

が成り立っていない。よって
F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

とする必要があることがわかる。

5.5.2 階層的共正値条件
次に階層的共生値条件について、階層が 1つの場合と階層が２つになる場合の例を

V = R3での図で説明する。まず錐Kを
K = {X ∈ R3 | X1 = 0 or X2 = 0 or X3 = 0, X ∈ R3

+}

とする。これは非負象限を囲む 3つの平面からなる錐である。そしてこの双対錐は
K∗ = R3

+である。次に 2つの制約領域を定義する。2つの制約領域ともに同時制約の
数は 2本である。

F̂ = {X ∈ K | X3 = 1, X1 = 0, X2 = 0},

F̃ = {X ∈ K | X3 = 1, X2 = 0, X1 −X2 = 0}

まず F̂については、H1 = (1, 0, 0), H2 = (0, 1, 0)であり両方ともに双対錐K∗ = R3
+に含まれている。よって両式を足して 1本にまとめることができるので、

F̂ = {X ∈ K | X3 = 1, X1 +X2 = 0}

と表すことができる。それを図示したのが図12の左図である。ブルーの点線が X3 = 1

の平面を表し、グレーの塗りつぶし部分がX1 +X2 = 0の平面を表す。同次制約式が
2本の時と 1本の時のどちらにしても制約領域は図の星印の 1点だけである。
次に F̃ についてみると、H1 = (0, 1, 0)は双対錐に含まれているが、H2 = (1,−1, 0)

は含まれていないので 1本にまとめることはできない。これを図示したのが図 12の
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右図である。グレーの塗りつぶし部分がX1 −X2 = 0の平面を表す。ここで、F̃ の階
層が 1つの集合は

F̃ 1 = {X ∈ K | X3 = 1, X2 = 0}

であるので、この図でいうと、オレンジの点線部分になる。よって全ての F̃ 1の点に
ついてX1 −X2 ≥ 0なので階層的共生値条件を満たしていることがわかる。
どちらのケースも制約領域は図の星印の 1点だけであり、階層のレベル !が 0の

集合、
F̃ 0 = {X ∈ K | X3 = 1}

は図 12の左図の 2本のブルーの点線部分である。

図 12: 階層的共生値条件

5.6 この章のまとめ
条件 (I)と (II)について次の補題が成り立つ。
補題 5.8 (参照：Lemma 3.4 of [3]). 下記条件 (IV)は、条件 (I)かつ (II)と同値である。
　条件 (IV) X ∈ F #−1(conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, . . . ,m)

証明. 今条件 (I)と (II)が成り立っているとする。補題 5.3の (i)から
F #−1(conv K) = conv F #−1(K) + F #−1

0 (conv K) (5.7)

⊆ F #−1(K) + F #−1
0 (conv K) (5.8)
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である。そこでX ∈ F #−1(conv K)を、X = Y + Z として Y ∈ F #−1(K), Z ∈
F #−1
0 (conv K)とすると、条件 (I)と (II)が成り立っているので、

〈H#,Y 〉 ≥ 0, 〈H#,Z〉 ≥ 0

である。よって、
〈H#,X〉 = 〈H#,Y +Z〉 = 〈H#,Y 〉+ 〈H#,Z〉 ≥ 0

が成立つ。このことと包含関係 (5.8)より、X ∈ F #−1(conv K)なので条件 (IV)が成
り立つ。
逆に条件 (IV)が成り立っているとすると、補題 5.3の (i)から（式 (5.7)から）

X ∈ conv F #−1(K) + F #−1
0 (conv K)ならば、〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, . . . ,m)

が成り立つ。このことは補題 5.2の (ii)が成り立っていることになる。よって、補題
5.2の結果から同値な条件 (ii)、即ち条件 (I)と (II)が成り立つことになり、条件 (IV)

と、(I)かつ (II)は同値であることが示された。
また、条件 (III)について次の補題が成り立つ。
補題 5.9 (参照：Theorem 3.2 (i) of [6]). もしH0 ∈ K∗の時は、条件 (III)は
　条件 (III)’　全てのX ∈ F0(K)に対して　 〈Q,X〉 ≥ 0

と書き換えることができる。
証明. F0(K) ⊆ F0(conv K)なので、(III)が成り立てば (III)’が成り立つ。そこで逆
に (III)’が成り立てば (III)が成り立つことを数学的帰納法で証明する。初めに ! = 0

の場合について、今X ∈ F 0
0 (conv K)とすると、F 0

0 (conv K)は錐なので、
X =

r∑

i=1

Xi, 0 = 〈H0,X〉 =
r∑

i=1

〈H0,Xi〉

となるXi ∈ K (i = 1, 2, . . . , r)が存在する。H0 ∈ K∗なので 〈H0,Xi〉 ≥ 0である。
よって 〈H0,Xi〉 = 0となり、各Xiは

〈H0,Xi〉 = 0, Xi ∈ K (i = 1, 2, . . . , r)

であるので、Xi ∈ F 0
0 (K)である。〈Q,X〉 =

∑r
i=1〈Q,Xi〉であるが、(III)’の仮定よ

り 〈Q,Xi〉 ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , r)なので、〈Q,X〉 ≥ 0である。
次に、
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　条件 (III)’　全てのX ∈ F #−1
0 (K)に対して　 〈Q,X〉 ≥ 0

が成り立っている時に、
　条件 (III)’　全てのX ∈ F #

0(K)に対して　 〈Q,X〉 ≥ 0

が成り立つことを示す。今X ∈ F #
0(K)とすると、F #

0(K) ⊂ F #−1
0 (K)なので、X ∈

F #−1
0 (K)となり、帰納法の仮定から 〈Q,X〉 ≥ 0である。よって、(III)’が成り立てば

(III)が成り立つことになるので、条件 (III)と条件 (III)’は同値である。

以上をまとめるために、再度各条件を記述する。
条件 (I) X ∈ F #−1(K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (l = 1, 2, . . . ,m)

条件 (II) X ∈ F #−1
0 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (l = 1, 2, . . . ,m)

条件 (III) X ∈ F0(conv K)ならば、 〈Q,X〉 ≥ 0

条件 (III)’ X ∈ F0(K)ならば、 〈Q,X〉 ≥ 0

条件 (IV) X ∈ F #−1(conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (l = 1, 2, . . . ,m)

条件 (E)’

Fo(K) ⊆ F (K)∞ =

{
D ∈ V :

点列 (µr,Xr) ∈ R+ × F (K) (r = 1, 2, . . . )が存在して
r → ∞の時 (µr, µrXr) → (0,D)が成り立つ

}

条件 (V) X ∈ F #−1
1 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (l = 1, 2, . . . ,m)

これらの条件を使って、この章の結果をまとめる。今 F (K)が空ではないとして、
条件 (I)かつ (II)が成り立つか、または条件 (IV)が成り立っているとする。

1. 任意のH0 ∈ Vについて、
(a) F #(conv K) = conv F #(K) + F #

0(conv K)

(b) 条件 (III)は、ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件である。
(c) 条件 (E)’が成り立てば、ζ(conv K) = ζ(K)が成り立つ。

2. H0 ∈ K∗の時は、
(a) F #(conv K) = conv F #(K) + conv F #

0(K)
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(b) 条件 (III)’は、ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件である。
(c) 条件 (E)’が成り立てば、ζ(conv K) = ζ(K)が成り立つ。

3. 全ての 0 -= X ∈ K∗について 〈H0,X〉 > 0の時は、
(a) F #(conv K) = conv F #(K)

(b) 常に、ζ(conv K) = ζ(K)が成り立つ。
これらの結果は、3章で議論したRn

+上での２次制約２次最適化問題と Sn上の完全
正値錐最適化問題の関係だけではなく、任意の集合D ∈ Rn上での２次制約２次最適
化問題も特殊ケースとして含んでいる。またこれらの結果は次の章で多項式最適化問
題にも適用できることを説明する。
注意 5.1. 凸化した問題の最適解の集合は、最適値が一致する場合は目的関数が線形
なので、元の問題の最適解の集合の凸包になる。よって凸化した問題で求まった最適
解が元の問題の最適解に一致するとは限らない。
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6 多項式最適化問題とモーメント錐最適化問題
この章では 5章の結果の一つの適用例として、多項式最適化問題について議論する。
まず n次元実ベクトル空間での多項式最適化問題が、ある q次元実ベクトル空間での
非凸錐上の線形最適化問題に変換できることを示す。そしてその錐を凸化した錐であ
るモーメント錐上での線形最適化緩和問題の最適値と元の問題の最適値について 5章
の結果を適用する。

6.1 表記法と記号
まずこの章で新たに使われる表記法や記号について説明する。
特に記述がない限り n次元ユークリッド空間（実ベクトル空間）での議論を仮定する。
n次元ユークリッド空間の a, b ∈ Rnの内積を通常の 〈a, b〉 = aTb =

∑n
i=1 aibiとする。β ∈ Zn

+について |β|1 =
∑n

i=1 βiとする。R[x]は n変数x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnの
実数多変数の多項式関数の集合を表す。多項式 f ∈ R[x]は f(x) =

∑
β∈H fβxβと表

現される。ここで、H ⊂ Zn
+は空でない有限集合で、β = (β1,β2, . . . ,βn) ∈ Zn

+で、各単項式はxβ = Πn
i=1x

βi
i = xβ1

1 xβ2
2 · · ·xβn

n と表され、fβ (β ∈ H)はその f(x)の単項式
xβの係数である。またもし 0 ∈ Hならば、x ∈ Rnについて、f0x0は多項式 f ∈ R[x]
の定数項 f0 を表す。多項式 f のサポートを supp(f) := {β ∈ H : fβ -= 0} ⊂ Zn

+と定義する。即ち supp(f) は多項式 f に含まれる単項式の種類を表す集合になる。
また多項式 f の最大次数を deg(f) := max{|β|1 : β ∈ supp(f)} で定義する。今
H = {β1,β2, . . . ,βp}を空でない有限な Zn

+の部分集合としたとき、多項式の集合を
R[x,H] := {f ∈ R[x] : supp(f) ⊂ H}と定義する。各 β ∈ Hに対応する座標軸を
持った |H|次元ユークリッド空間を RH と表す。この時 (zβ : H)で RH の |H|次元
列ベクトルを表し、ベクトルの i番目の各要素は βi ∈ Hに対応する。今 x ∈ Rnの
時、(xβ : H)は i番目の要素が xβi である単項式を並べた |H|次元列ベクトルとす
る。以上から多項式 f ∈ R[x,H]は、多項式関数 f(x)の各単項式の係数ベクトルを
(fβ : H) ∈ RHとした時、f(x) = 〈(fβ : H), (xβ : H)〉と表すことができる。
前述の表記法、記号について簡単な多項式の例で説明する。今 f̂(u) ∈ R[u]を u =

(u1, u2, u3) ∈ R3上での下記の多項式とする。
f̂(u) = 2u21u2u3 + 3u1u

2
2 − u22u3 + 5u23 − 2u1 + 3. (6.1)
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ここで n = 3で deg(f̂) = 4である。また、|H| = 6で、
|H| = supp(f̂) = {(2, 1, 1), (1, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 0, 2), (1, 0, 0), (0, 0, 0)} ,

(f̂β : H) = (2, 3, −1, 5, −2, 3),

(xβ : H) = (u21u2u3, u1u
2
2, u22u3, u23, u1, 1),

f̂(u) = (f̂β : H)T (xβ : H) = 〈(f̂β : H), (xβ : H)〉

となる。
6.2 多項式最適化問題
多項式最適化問題をモーメント錐による緩和問題に変換することについて理論的な
考察をするために、以下の特殊な形の多項式最適化問題のモデルを考える。今 K̂を閉
錐（凸とは限らない）として、

ζ := inf

{
f(x)

∣∣∣∣∣
h0(x) = 1, x ∈ K̂,

hk(x) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
. (6.2)

次にこの最適化問題の制約領域Gとそれに関連する集合G0を
G =

{
f(x)

∣∣∣∣∣
h0(x) = 1, x ∈ K̂,

hk(x) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
,

G0 =

{
f(x)

∣∣∣∣∣
h0(x) = 0, x ∈ K̂,

hk(x) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}

とする。重要なことは、この問題 (6.2)について f, hk ∈ R[x] (k = 1, 2, .,m)に対し
て以下を仮定することである。
f, hk ∈ R[x] (k = 0, 1, . . . ,m) は全て次数 τ ≥ 1を持った同次多項式である。(6.3)

ここで、f ∈ R[x]が同次多項式であるとは次の条件を満たす場合とする。
全ての x ∈ Rn とλ ∈ Rに対して f(λx) = λτf(x) (6.4)

下記の一般的な非同次な多項式最適化問題はこの特殊な同次多項式最適化問題 (6.2)

に変換することができる。今、D ∈ Rn−1とする。
ζ̂ := inf

{
f̂(u)

∣∣∣ ĥk(u) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m), u ∈ D
}
. (6.5)

ここで f̂(u), ĥk(u) (k = 1, 2, . . . ,m) ∈ R[x]は一般的な非同次な多項式である。も
しこれらの多項式が全て２次多項式の場合は 3章で扱った一般２次制約２次最適化問
題になる。そしてこの 2つのモデル (6.2)と (6.5)は 3.3節での２次制約２次最適化問
題の拡張になっている。
次にまず一般の多項式最適化問題 (6.5)が同次多項式多項式最適化問題 (6.2)に変換
できることを説明する。
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6.3 一般多項式最適化問題の同次多項最適化問題への変換
今Hζ̂ ⊂ Zn−1

+ をHζ̂ = supp(f̂) ∪ (∪m
k=1supp(ĥk))として、

∣∣∣Hζ̂

∣∣∣ = q ∈ Z+とする。
また τ0 = max.

{
deg(f̂), deg(ĥ1), deg(ĥ2), . . . , deg(ĥm)

}とする。こうすると、q

はこの多項式最適化問題 (6.5)に登場する単項式の種類の数を表し、各β ∈ Hζ̂はそれぞれの単項式 uβ = uβ1
1 uβ2

2 · · ·uβn−1
n を意味することになる。そして τ0はこの問題に登場する単項式の中で一番大きい次数になる。また表記法と記号で説明したように、

この問題の多項式 f̂(u), ĥk(u) ∈ R[u,Hζ̂ (k = 1, 2, . . . ,m)は
f̂(u) = 〈(f̂β : Hζ̂), (u

β : Hζ̂)〉, (6.6)

ĥk(u) = 〈(ĥk)β : Hζ̂), (u
β : Hζ̂)〉 (k = 1, 2, . . . ,m) (6.7)

と表すことができる。ここで (f̂β : Hζ̂), ((ĥk)β : Hζ̂)(k = 1, 2, . . . ,m) ∈ Rq は
各多項式の係数が作る q 次元の定数ベクトルである。また (uβ : Hζ̂) は、Hζ̂ =
{
β1,β2, . . . ,βq

}とした時、(uβ : Hζ̂) = (uβ1
,uβ2

, . . . ,uβq
)の q 次元の変数ベク

トルになる。
ここで次元を、最初の変数として x0を一つ増やした x ∈ Rnを考える。具体的には

u ∈ Rn−1でx = (x0,u) ∈ Rnもしくはx = (x0, x1, . . . , xn)と表される。今 τ ≥ τ0として、各βi (i = 1, 2, . . . , q)について ∣∣βi
∣∣
1
= τiとする。この時、対応する各単項式uβi

を新たに xτ−τi
0 uβi と置き替える。多項式 f̂(u), ĥk(u) ∈ R[u,Hζ̂ ] (k = 1, 2, . . . ,m)

の対応する各単項式を置き換えて新たに f(x), hk(x) ∈ R[x,Hζ̂ ] (k = 1, 2, . . . ,m)を
作り変えて、xτ0 = 1, x0 ∈ R+の制約を加えるとそれぞれの多項式は全て同次多項式に変換できる。
このことを説明するために変換の一例として (6.1)の非同次多項式多項式 f̂(u)を同

次多項式多項式 f(x)に変換する。この時 x = (x0,u) ∈ R4で今 τ = 4とすると、変
換された同次多項式多項式 f(x)は

f(x) = f(x0,u) = 2u21u2u3 + 3x0u1u
2
2 − x0u

2
2u3 + 5x20u

2
3 − 2x30u1 + 3x40

という式になり、f̂(u) = f(1,u)となっていることがわかる。そして (f̂(u), u ∈ D)

と (f(x), xτ0 = 1, x = (x0,u), x0 ∈ R+, u ∈ D)は同値になる。
この操作を f̂(u), ĥk(u) (k = 1, 2, . . . ,m) ∈ R[x]の全ての多項式関数に適用して

それぞれ f(x), hk(x) (k = 1, 2, . . . ,m) ∈ R[x]とする。それに追加の制約式として
h0(x) = xτ0 = 1とする。また K̂ = cl {(x0, x0u) : x0 ∈ R+, u ∈ D}とすると、K̂は
閉錐であり、結局非同次多項式最適化問題 (6.5)

ζ̂ = inf
{
f̂(u)

∣∣∣ ĥk(u) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m), u ∈ D
}
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は同値な同次多項式最適化問題 (6.2)

ζ := inf

{
f(x)

∣∣∣∣∣
h0(x) = 1, x ∈ K̂,

hk(x) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}

に変換できることがわかる。よって以降同次多項式最適化問題 (6.2)とそれに対応す
るモーメント錐最適化緩和問題について考察する。

6.4 同次多項式最適化問題とモーメント錐最適化緩和問題
ここからはx ∈ Rnの添字について通常のx = (x1, x2, . . . , xn)とする。Hmin ⊂ Zn

+をHmin = supp(f) ∪ (∪m
k=1supp(hk))とする。またHmax =

{
β ∈ Zn

+ : |β|1 = τ
}と

して、Hmin ⊂ H ⊂ Hmax となる H ⊂ Zn
+ を選ぶ。|H| = q ∈ Z+ とする。全ての f, hk ∈ R[x] (k = 0, 1, . . . ,m)は同次多項式なので τ = deg(f) = deg(h0) =

deg(h1) =, . . . ,= deg(hm) とする。以前説明したように q はこの多項式最適化問
題 (6.2)に登場する同次単項式の種類の数を表し、各 βi ∈ Hf でそれぞれの単項式
xβi

= x
βi
1

1 x
βi
2

2 · · ·xβ
i
n

n を意味する。ここで、各多項式関数f, hk ∈ R[x] (k = 0, 1, . . . ,m)

を 6.1節で説明した表記法で表すと、
f(x) = 〈(fβ : H), (xβ : H)〉,

hk(x) = 〈((hk)β : H), (xβ : H)〉 (k = 0, 1, . . . ,m)

であるので、結局多項式最適化問題 (6.2)は、

ζCOP = inf .






〈(fβ : H), (xβ : H)〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈((h0)β : H), (xβ : H)〉 = 1,

〈((hk)β : H), (xβ : H)〉 = 0

(k = 1, 2, . . . ,m)

(xβ : H) ∈ K ⊂ Rq






(6.8)

と書き換えることができる。ここで (fβ : H), ((hk)β : H) ∈ Rq (k = 0, 1, . . . ,m)で、
K =

{
(xβ : H) ∈ Rq

∣∣∣ x ∈ K̂
}

=
{
(xβ1

,xβ2
, . . . ,xβq

) ∈ Rq
∣∣∣ x ∈ K̂, βi ∈ H (i = 1, 2, . . . , q)

}

である。今全ての βi ∈ Hについて ∣∣βi
∣∣
1
= τ であるので、全ての βi ∈ Hに対して単

項式 xβi は同じ次数 τ である。よってX = (xβ : H) ∈ Kの時、λ ≥ 0に対して明ら
かに λX ∈ Kとなり、Kは錐であることがわかる。実際、λXi = λx

βi
1

1 x
βi
2

1 . . . x
βi
n

1 =
τ
√
λx

βi
1

1
τ
√
λx

βi
2

1 . . . τ
√
λx

βi
n

1 = ( τ
√
λx)β

i となるなので、λX ∈ Kである。
また、錐 Kは K̂が閉錐なので、閉錐である。実際、今任意のX ∈ Kについて、

X = (xβ1
,xβ2

, . . . ,xβq
)とする。K̂が閉錐なので、各 xβi

(i = 1, 2, . . . , q), x ∈ K̂に
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ついて、j → ∞の時、xβiに収束する点列{xβi

j : x ∈ K̂, j = 1, 2, . . . }が存在する。よっ
て、Xj = (xβ1

j ,xβ2

j , . . . ,xβq

j )とすると、j → ∞の時、点列 {Xj ∈ K : j = 1, 2, . . . }
はX に収束する。よって、錐Kは閉錐である。
ただし一般的には凸ではない。例えば n = 2, q = 3の場合で、

K =
{
(x21, x22, x1x2) ∈ R3

∣∣ x = (x1, x2) ∈ R2
+

}とする。a = (1, 0, 0) ∈ K, b =

(0, 1, 0) ∈ Kであるが aと bの凸結合である 0.5a+ 0.5b = (0.5, 0.5, 0)は明らかにK
には含まれないのでこのKは非凸である。
今、ここで

X = (xβ : H),

Q = (fβ : H),

H0 = ((h0)β : H),

Hk = ((hk)β : H) (k = 1, 2, . . . ,m)

とすると最適化問題 (6.8)は下記の非凸錐上の線形制約最適化問題に変換できる。
ζ(K) = inf .





〈Q,X〉

∣∣∣∣∣∣∣

〈H0,X〉 = 1,

〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

X ∈ K ⊆ Rq





. (6.9)

ここでK =
{
(xβ : H) ∈ Rq

∣∣∣ x ∈ K̂
}なので、今

M(H) = conv K = conv
{
(xβ : H) ∈ Rq

∣∣∣ x ∈ K̂
}

としてこの錐をモーメント錐と呼ぶ。

6.5 最適値一致について
以上より、最適化問題 (6.9)は、5章での最適化問題 (5.3)と全く同じ問題に変換で

きたことになる。よって 5章で議論した錐線形制約最適化問題 (5.3)に対する結果が
全て当てはまる。そこで 5章で定義した集合をこのケースに適用する。
そのためにまず元の多項式最適化問題の制約領域について下記の集合を定義する。

G0 =
{
x ∈ K̂ | h0(x) = 1,

}
,

G# =
{
x ∈ G#−1 | h#(x) = 0,

}
(! = 1, 2, . . . ,m),

G0
0 =

{
x ∈ K̂ | h0(x) = 0,

}
,

G#
0 =

{
x ∈ G#−1

0 | h#(x) = 0,
}

(! = 1, 2, . . . ,m).
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この定義から、G = Gm、またG0 = Gm
0 である。今 x ∈ Rn とした時X = (xβ : H) ∈ Kとする。そしてある同次多項式 g(x) ∈

R[x,H]について、その各単項式の係数ベクトルを (fβ : H)とする。そこでG = (fβ :

H)とすると、g(x) = 〈G,X〉である。
このことから、X = (xβ : H)なので、

X ∈ F l(K) ならば 〈H i,X〉 = hi(x) (i = 0, 1, . . . , l)

が成立つ。また、x ∈ Glならば、X = (xβ : H) ∈ KはX ∈ F l(K)であり、また明
らかに conv F l−1

0 (K) ⊆ F l−1
0 (conv K) = F l−1

0 (M)である。
そこで 5.3.2節の階層的共正値条件

条件
(I) X ∈ F #−1(K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

(II) X ∈ F #−1
0 (conv K)ならば、 〈H#,X〉 ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

は、条件としては少し強くなるが
条件
(1) x ∈ G#−1ならば、 h#(x) ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

(2) x ∈ conv G#−1
0 ならば、 h#(x) ≥ 0 (! = 1, 2, . . . ,m)

と置き換えることができる。言い換えると、条件 (1)と (2)は条件 (I)と (II)を満たし
ている。
以上より、同次多項式最適化問題 (6.2)と最適値が一致する非凸錐線形最適化問題

(6.9)の凸化について、5章で議論した錐線形制約最適化問題 (5.3)に対する結果が全
て当てはまるので、このケースに適用する。
今 F (K)が空ではないとして、条件 (1)かつ (2)が成り立つか、または条件 (IV)が
成り立っているとする。

1. 任意のH0 ∈ Vについて、
(a) F #(M) = conv F #(K) + F #

0(M)

(b) 条件 (III)は、ζ(M) = ζ(K)である必要十分条件である。
2. H0 ∈ K∗の時は、
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(a) F #(M) = conv F #(K) + conv F #
0(K)

(b) 条件 (III)’は、ζ(M) = ζ(K)である必要十分条件である。
3. 全ての 0 -= X ∈ Kについて 〈H0,X〉 > 0の時は、

(a) F #(M) = conv F #(K)

(b) 常に、ζ(M) = ζ(K)が成り立つ。

今 x ∈ Gならば h0(x) ≥ 0とすると、問題のサイズが大きくはなるが、理論的には
元の問題 (6.2)は次のように変換でき、2τ 次同次多項式最適化問題に書き替えること
ができる。

ζ2 := inf

{
f(x)h0(x)

∣∣∣∣∣
(h0(x))2 = 1, x ∈ K̂,

(hk(x))2 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
. (6.10)

この問題の最適値は明らかに問題 (6.2)と同値である。実際、問題 (6.2)の最適解をx∗

とすると、x∗は問題 (6.11)の許容解で、また最適解であることがわかる。そこで新たに、
f(x)h0(x)を f(x)に置き換え、(hk(x))2 (k = 0, 1, . . . ,m)を hk(x) (k = 0, 1, . . . ,m)

に置き換えると、hk(x) (k = 0, 1, . . . ,m)は常にhk(x) ≥ 0なので、h(x) =∑m
k=1 hk(x)とすると、

ζ2 := inf

{
f(x)

∣∣∣∣∣
h0(x) = 1, x ∈ K̂,

h(x) = 0

}
. (6.11)

と書き換えることができる。ここで常にh(x) ≥ 0なので、多項式最適化問題 (6.2)と同
値な問題 (6.11)は条件 (1)と (2)を自動的に満たしていることになる。よって理論的に
は問題 (6.5)の型をした全ての多項式最適化問題について、条件 (III)が ζ(M) = ζ(K)

となる必要十分条件である事になる。
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7 数値例
ここでは今までの議論を説明するための簡単な数値実験の結果について紹介する。
まず次の非常に簡単な 2変数での 0-1条件下での 2次関数最小化問題について考える。
この問題はKim, Kojima [28]による例題を使用する。

min. xTQx

sub. to x ∈ {0, 1}2 ⊂ R2.
(7.1)

ここで
Q̂ =

[
−8 4

4 −8

]

である。この問題の制約領域は 0-1変数 2つなので 4点からなり、最適値は−8であ
ることがわかる。最適解は 3つあり、(0, 1), (1, 0), (1, 1)である。
いくつかの錐最適化問題への定式化を行いソルバーを使って最適値、最適解を求

めた。それぞれの結果に対する今までの議論との関係を説明する。（ソルバーとして
Matlabの SeDuMiを使用した。）

7.1 階層的共正値条件を満たさない定式化
この例では 0-1条件を次の連続関数で定式化した場合を考える。

min. xTQx

sub. to x1(1− x1) = 0, x2(1− x2) = 0, x ∈ R2
+.

全ての式を 2次形式にするために新たに変数 x0を導入する。
min. xTQx

sub. to x1(x0 − x1) = 0, x2(x0 − x2) = 0,

x20 = 1, x ∈ R2
+.

ここで新たなQとH0,H1H2を

Q =




0 0 0

0 −8 4

0 4 −8



 , H0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 0



 ,

H1 =




0 −0.5 0

−0.5 1 0

0 0 0



 , H2 =




0 0 −0.5

0 0 0

−0.5 0 1
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として、結局下記の完全正値最適化問題に定式化する。
min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1, 〈H1,X〉 = 0, 〈H2,X〉 = 0,

X ∈ C ⊂ S3.

明らかにH1,H2が作る制約条件は階層的共正値条件を満たしていない。この問題を、完全正値条件の替わりに半正定値条件にしてソルバーで解くと最適値は−9となり真
の最適値−8とはギャップがあることがわかる。そしてその時の最適解X∗は

X∗ =




1 0.75 0.75

0.75 0.75 0.375

0.75 0.375 0.75





であることがわかる。この解は半正定値でかつ S3の非負半正定値でもある。補題 2.11

より S3の空間では非負半正定値錐は完全正値行列錐に等しいので、この解は完全正
値行列でもあることがわかる。よって最適値にギャップがある理由は、階層的共正値
条件を満たしていないことである。

7.2 完全正値錐と半正定値錐
そこで、7.1節の例に階層的共正値条件を満たすように各 0-1変数にスラック変数

を追加した下記問題を考える。
min. xTQx

sub. to (x1 + x3 − x0)2 = 0, (x2 + x4 − x0)2 = 0,

x1(x0 − x1) = 0, x2(x0 − x2) = 0,

x20 = 1, x ∈ R2
+.

この制約条件の 1行目の 2つの制約式は常に非負なので足して１本にして良い。また
2行目の 2つの制約式も 1行目の制約を満たす実行可能解に対して階層的に非負なの
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で足して 1本にできる。以上から、新たなQとH0,H1,H2を

Q =





0 0 0 0 0

0 −8 4 0 0

0 4 −8 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, H0 =





1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




,

H1 =





2 −1 −1 −1 −1

−1 1 0 1 0

−1 0 1 0 1

−1 1 0 1 0

−1 0 1 0 1




, H2 =





0 −0.5 −0.5 0 0

−0.5 1 0 0 0

−0.5 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0





とおけば元の問題は下記の完全正値最適化問題に定式化できる。
min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1, 〈H1,X〉 = 0, 〈H2,X〉 = 0,

X ∈ C ⊂ S5.

この問題についても完全正値条件の替わりに半正定値条件にしてソルバーで解くと、
最適値は−9となり真の最適値−8とはギャップがあることがわかる。そしてその最
適解X∗は

X∗ =





1 0.75 0.75 0.25 0.25

0.75 0.75 0.375 0 0.375

0.75 0.375 0.75 0.375 0

0.25 0 0.375 0.25 −0.125

0.25 0.375 0 −0.125 0.25





である。この場合は半正定値ではあるが非負半正定値にはなっていない。よってこの
場合、最適値にギャップがある原因は完全正値錐Cを半正定値錐 S5+で緩和したためである。

7.3 完全正値錐と非負半正定値錐 1

そこで、7.2節の定式化を非負半正定値の条件下で解くことを考える。非負半正定値
錐最適化問題は半正定値錐最適化問題に変換できる。最も単純な方法は、確実ではあ
るが問題のサイズが非常に大きくなる方法で、次のような方法である。それは 2.2節
で説明した方法で、全ての対称行列の非対角成分に非負条件Xij ≥ 0 (1 ≤ i < j ≤ n)

を n(n− 1)/2個の制約式を追加することである。そのためまず対称行列の非対角成分
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の個数だけ行列のサイズを広げ、各非対角成分にサイズを広げた対角成分を対応させ
て、それらが等しいという制約条件を追加する。こうすることによって行列の要素を
非負に保証することができる。具体的には、今元の問題のサイズが n × nとした時、
新たな問題のサイズをm = n+ n(n− 1)/2としてm×mに広げる。そして i < jで
Xij = Xkkという制約式を n(n− 1)/2本追加する。
7.2節の定式化の場合は、元の行列のサイズ 5× 5を 15× 15に広げ、制約式を 10本
追加してソルバーで解いた。その結果、7.2節の定式化による緩和問題の最適値は−8

であり、元の問題の最適値と一致している。C ⊂ (S15 ∩N15)なので、ここで求まった
最適解は非負半正定値行列でありかつ完全正値錐行列である可能性があることになる。

7.4 完全正値錐と非負半正定値錐 2

次に、今までの元の問題と非常に似た問題であるにもかかわらず非負半正定値錐緩
和では元の問題の最適値とは一致しないケースについて説明する。

min. xTQx

sub. to x ∈ {0, 1}3 ⊂ R3.
(7.2)

ここで
Q =




−8 4 4

4 −8 4

4 4 −8





である。この問題の制約領域は {0, 1}3なので 8点からなる。最適値は−8で、最適解
は (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0)の 6つである。
この問題に対して、7.2節と全く同様の定式化を行う。2次形式にするための変数と

スラック変数 2つを追加して 7× 7の対称行列空間の問題に変換する。そこで、新た

108



なQとH0,H1,H2を

Q =





0 0 0 0 0 0 0

0 −8 4 4 0 0 0

0 4 −8 4 0 0 0

0 4 4 −8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0





, H0 =





1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0





,

H1 =





−3 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 1 0 0 1 0 0

−1 0 1 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0 1

−1 1 0 0 1 0 0

−1 0 1 0 0 1 0

−1 0 0 1 0 0 1





, H2 =





0 −0.5 −0.5 −0.5 0 0 0

−0.5 1 0 0 0 0 0

−0.5 0 1 0 0 0 0

−0.5 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0





とおいて元の問題を下記の完全正値最適化問題に定式化する。
min. 〈Q,X〉
sub. to 〈H0,X〉 = 1, 〈H1,X〉 = 0, 〈H2,X〉 = 0,

X ∈ C ⊂ S7.

ここでH1は半正定値でH2は 7.2節と同様階層的共正値条件を満たしている。この
問題についても完全正値条件の替わりに半正定値条件にしてソルバーで解くと、最適
値は−9となり真の最適値−8とはギャップがあることがわかる。そしてその最適解
X∗は

X∗ =





1 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 0.5 0.125 0.125 0 0.375 0.375

0.5 0.125 0.5 0.125 0.375 0 0.375

0.5 0.125 0.125 0.5 0.375 0.375 0

0.5 0 0.375 0.375 0.5 0.125 0.125

0.5 0.375 0 0.375 0.125 0.5 0.125

0.5 0.375 0.375 0 0.125 0.125 0.5





であり、半正定値だけでなく非負半正定値であることがわかる。このことは、この最適
解の行列は S7の完全正値行列ではない非負半正定値行列であることを意味している。
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7.5 ランク 1最適解の数値例
次の主双対錐最適化問題のペアを考える。

ζp(C ∩ Sn+) := inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣∣∣
〈H0,X〉 = 1, X ∈ C, X ∈ Sn+
〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
, (7.3)

ζd(C∗ + Sn+) := sup

{
y0

∣∣∣∣∣
Q− y0H

0 −
∑m

i=1 yiH
i = W +Z,

W ∈ C∗, Z ∈ Sn+

}
. (7.4)

この両方の問題で半正定値条件は冗長な条件である。即ち、ζp(C ∩ Sn+) = ζp(C)で
あり、また ζd(C∗ + Snn) = ζd(C∗)である。このことは、問題 ζp(C ∩ Sn+)は 5章の問
題 (5.3)を凸化した ζ(conv K)と全く同じ問題なので、問題 (7.3)、問題 (7.4)は問題
ζ(conv K)の主双対問題のペアだということである。
この主双対問題に対して、強双対定理が成り立ち、最適解が存在してそれぞれX∗, y∗0,Z

∗,W ∗

と仮定する。これらの最適解について、簡単に
〈Q,X∗〉 − y∗0 = 0, 〈W ∗,X∗〉 = 0, 〈Z∗,X∗〉 = 0

であることがわかる。そこで、このW ∗を使って次の主双対半正定値最適化問題を考
える。

inf

{
〈Q,X〉

∣∣∣∣∣
〈H0,X〉 = 1, 〈W ∗,X〉 = 0, X ∈ Sn+
〈Hk,X〉 = 0 (k = 1, 2, . . . ,m)

}
, (7.5)

sup

{
y0 | Q− y0H

0 −
m∑

i=1

yiH
i − ym+1W

∗ = Z ∈ Sn+

}
. (7.6)

ここでW ∗として次のものを考える。

W ∗ =





1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 1 1 −1 1 −1

−1 1 1 1 1 1 1

−1 1 1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1

−1 1 1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1





.

今このW ∗を使って、7.4節のQ,H0,H1,H2で問題 (7.5)をソルバーで解くと、最
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適値は元の問題の−8と一致し、最適解X∗はランクが 1の

X∗ =





1 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 1 0

1 0 0 1 1 1 0

1 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0





が求まる。この最適解の対角要素を見ると、元の問題の最適値である (0, 0, 1)を示し
ている。これは偶然に選んだW ∗が最適解を導くW ∗だったということであるが、こ
の半正定値最適化問題への定式化が、XとW を交互に固定して反復する新たな解法
に結びつく可能性があると考えられる。
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8 おわりに
8.1 本論文のまとめ
本論文は、小島教授、Kim教授、Toh教授との一連の共同研究 [3, 4, 5, 6, 7, 8]で
の主に非凸錐上での線形最適化問題の凸化の研究が基礎になっている。
本論文の成果をまとめると次の 2点である。
本論文では、まず 3章で 2次制約 2次最適化問題とその緩和問題である完全正値錐
最適化問題の最適値の一致条件について考察を行なった。次に 4章でこの結果を適用
できる例として、0-1混合線形制約 2次最適化問題への適用を考察した。
3章での、2次制約 2次最適化問題とその緩和問題としての完全正値最適化問題の
最適値に関する考察の基本的な考え方は以下に基づいている。まず元の問題を非凸錐
上の目的関数も制約式も線形な等価な最適化問題に変換する。この変換された問題の
制約領域は非凸集合であるが、目的関数が線形なので制約領域全体の凸包をとっても
最適値は変わらない。そこで非凸錐を凸化してできた完全正値最適化問題の制約領域
と、元の問題の制約領域全体の凸包をとった集合の関係を考察した。もしこの 2つの
集合が等しければ目的関数が同じなので最適値が一致することになる。
5章では、この考え方を、内積が導入された一般のベクトル空間の任意の非凸錐K
上での線形最適化問題の凸化に拡張した。錐線形最適化問題 ζ(K)(5.3)を定義し、そ
の制約領域F (K)(5.1)と、関連する集合F0(K)(5.2)を定義する。最終的に本論文の一
つ目の主張は以下のように要約される。

1. H0 ∈ int K∗の時は、
(a) F (conv K) = conv F (K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)が成り立つ。
2. H0 ∈ K∗の時は、

(a) F (conv K) = conv F (K) + conv F0(K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件は、
全てのX ∈ F0(K)に対して 〈Q,X〉 ≥ 0である。

3. H0 /∈ K∗の時は、
(a) F (conv K) = conv F (K) + F0(conv K)

(b) ζ(conv K) = ζ(K)である必要十分条件は、
全てのX ∈ F0(conv K)に対して 〈Q,X〉 ≥ 0である。
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先行研究では、いくつかの非凸最適化問題を最適値が一致する完全正値最適化問題
に定式化できることを示した。本論文のこの結果 1から 3は、先行研究の結果が対称
行列空間での完全正値錐という特定の錐の性格によるものではなく、一般ベクトル空
間での任意の非凸錐上での線型最適化問題の最適値 ζ(K)と、それを凸化した凸緩和
問題の最適値 ζ(conv K)との関係に帰着できることを示した。
例えば、もしある非凸最適化問題が非凸錐上の線形最適化問題に変換できたとする。
元の問題とこの非凸錐上の最適化問題を凸化した凸緩和問題にこの理論が適用できる
ことになる。最適値が一致する凸最適化問題に変換できれば、凸最適化問題では局所
解が大域解になっているので、局所解を求めることに集中すれば良いことになる。
その応用例として、6章では 5章での成果を、多項式最適化問題とモーメント錐に
適用した例について説明した。まず一般の多項式最適化問題 (6.5)は変数を 1つ増や
すことで同次多項式最適化問題 ζ(6.2)に変換できることを示した。そしてその問題
ζ(6.2)の同次単項式の種類を q個とすると、この問題 ζ(6.2)は、q次元実数空間での
等価な凸とは限らない錐上の線形最適化問題に定式化できることを示した。この錐を
凸化した錐はモーメント錐と呼ばれ、この凸化した錐上の緩和問題と元の問題に対し
ても、5章での議論を適用できることを示した。
本論文のもう一つの成果は、4章で議論した 0-1混合線形制約 2次最適化問題につい
てである。4章では、まず 0-1混合線形制約 2次最適化問題 (4.1)を 2本の制約式から
なる、等価な非凸錐上での線形最適化問題 ηp(K)(4.12)に定式化できることを示した。
この問題に対して、非凸錐の双対錐を使って双対問題 ηd(K)(4.13)を導入する。そし
てこれら主双対問題のラグランジュ緩和問題 ηp(λ,K)と ηd(λ,K)を導出し、それぞれ
の主問題に対する完全正値緩和問題と、双対問題に対する共正値緩和問題を定式化し
た。即ち、完全正緩和問題の問題 ηp(C)(4.16)と問題 ηd(C)(4.18)、及びラグランジュ
緩和問題としての問題 ηp(λ,C)(4.17)と問題 ηd(λ,C)(4.19)である。そして、完全正
値・共正値緩和問題については最適値が一致すること、またラグランジュ緩和問題に
ついてはそのラグランジュ定数を大きくしていくことによって緩和問題の最適値が元
の問題の最適値に限りなく近づくことを理論的に保証した。
これらの 4つの問題 ηp(C)(4.16)、ηd(C)(4.18)、ηp(λ,C)(4.17)、ηd(λ,C)(4.19)の単

純性を利用した効率の良い解法の開発が期待できる。特にラグランジュ緩和主問題の
制約はX11 = 1という非常に単純な制約式 1本だけで、双対問題の変数は 1つである。
さらに、C ⊆ Sn+∩Nの関係から完全正値錐の替わりに非負半正定値で緩和すること

も考えられる。非負半正定値計画問題は半正定値計画問題に変換できるので理論的に
は内点法により多項式時間で近似解が求まる。ただしこの変換は 2.2.1節で説明した
ように単純な方法ではサイズが非常に大きくなる。このラグランジュ緩和問題の主双
対問題 (4.17)、(4.19)が非常に単純ことと、半正定値行列、非負行列の扱い易さから
新しい解法の開発が期待できる。実際にArima, Kim, Kojima and Toh [6, 8]の問題
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(4.19)を解く数値実験から始まり、Kim, Kojima and Toh [29, 30]による内点法とは
異なるラグランジュ関数の 1次微分の情報によるアルゴリズムの継続的な改善によっ
て、大規模な 0-1線型制約２次最適化問題の非常にタイトな最適値の下限値が求めら
れている。組合せ最適化問題など、実存する問題の実行可能解を求める際に、分枝限
定法は確実な解法として広く用いられている。分枝限定法において、子問題のタイト
な下限を効率よく求めることは，分枝限定法の有効性を左右する大きな要素であり、
こうした手法の実装に貢献するものと期待できる。
以上の 2つが本論文がもたらす主な成果である。

8.2 今後の課題
本研究の今後の課題については、次の 2点が考えられる。
一つはこの論文での議論では同次制約であるHkについてである。最も弱い条件で
も階層的共正値条件を前提に考察してきた。この前提は具体的な応用問題を考えた場
合は 0-1混合線形制約 2次最適化問題での議論や多項式最適化問題 (6.11)で見たよう
に強い前提ではないと考えられる。しかし理論的にはこの前提は十分条件であり必要
条件ではない。実際に階層的共正値条件を満たさなくても制約領域が一致する例を作
ることができる。階層的共正値条件よりも弱い必要十分条件は既に小島, Kim, Toh

[31]により幾何学的に与えられているが、これは具体的な制約式を使った制約領域に
対してのものではないので数値計算等への実用性はあまりない。そこで制約式で表さ
れた制約領域に対して、階層的共正値条件よりも弱い、できれば必要十分条件、また
はよりわかりやすい実用的な条件を見つけることが今後の課題の一つと考えられる。
次に階層的共正値条件は満たさないが conv F (K) = F (conv K)となる簡単な制約
領域の例について説明する。まず次の 2次制約で表される制約領域の集合を考える。

{
x ∈ R2 : x1x2 = 2, −x21 − x22 + 4x1x2 = 0, x1, x2 ≥ 0

}
.

行列表現すると以下のように表せる。
{
x ∈ R2 : xTH0x = 2, xTH1x = 0, x1, x2 ≥ 0

}
.

ここで
H0 =

[
0 1

1 0

]
, H1 =

[
−1 2

2 −1

]

である。この例ではH1は階層的共正値条件を満たさない。にもかかわらず、元の問題の制約領域と凸化した問題の制約領域は一致していることがわかる。この制約領域
を図示すると図 13のようになる。
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図 13: 制約領域
まずグリーン部分が凸化された錐と 〈H0,X〉 = 2との共通集合になる。この集合
と 〈H1,X〉 = 0との共通集合は次の図 13のようになる。グレーが 〈H1,X〉 = 0の平
面で、ブルーの線が最終的な制約領域になる。また、F0(conv K)は 3軸が 0の 1軸と
2軸の非負象限の平面であるので F0(conv K) = {O}である。このブルーの線は凸化
する前の制約領域のAとBの 2点でも張れるので結局 conv F (K) = F (conv K)とな
る。このことは例え階層的共正値条件を満たさなくても、この例では最適値が一致す
ることになる。
もう一つは、応用範囲が非常に広いと考えられる 0-1混合線型制約 2次最適問題に
対するアルゴリズムの開発である。4章で記述したようにこの最適化問題は主問題が
制約式が 2本、双対問題の変数が 2つという下記のような単純な問題に帰着できるこ
とを示した。

ηp(C) = inf {〈Q,X〉 | 〈H0,X〉 = 1, 〈H1,X〉 = 0, X ∈ C},

ηd(C∗) = sup
{
y0 | Q+H1y1 −H0y0 ∈ C∗} .

これらの問題をその単純性を利用して直接完全正値錐 C、共正値錐 C∗上の問題とし
て解くアルゴリズムを開発することが考えられる。またこれらの問題の、C及び C∗

を Sn+ ∩Nn及び Sn+ +Nnにそれぞれ緩和することで、より効率的なタイトな緩和値を
求めるアルゴリズムを開発することも考えられる。
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さらに次のラグランジュ主双対緩和問題は λを大きくすることで、元の 0-1混合線
型制約 2次最適問題の最適値に収束することを示した。

ηp(λ,C) = inf
{
〈Q+ λH1,X〉 | 〈H0,X〉 = 1, X ∈ C

}
,

ηd(λ,C∗) := sup
{
y0 | Q+ λH1 −H0y0 ∈ C∗} .

これらの問題はさらに単純で、それぞれ制約式 1本または変数 1つの問題で、H0は
左隅が 1で残りの要素が全て 0という対称行列である。そこで直接完全正値錐C、共
正値錐 C∗で解くか、もしくは Sn+ ∩ Nn、Sn+ + Nnに緩和して解く、この単純性を活
かしたアルゴリズの開発が引き続き課題と考える。
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