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　深層ニューラルネットワーク（Deep Neural Network，DNN）の学習において，Adamをはじめ
とする適応的最適化手法は確率的勾配降下法（Stochactic Gradient Descent，SGD）よりも高速に
収束することで知られており，近年様々な深層学習タスクでよく利用される．その反面，特に画像

分類タスクにおいて，SGDに比べて最終的に得られる DNNモデルの汎化性が確保されにくいとい
う報告も見られる．しかしながらその原因解明はまだ進んでいない．

　近年ヘッセ行列の固有値の分析をすることで，DNNモデルにおける学習ダイナミクスを解釈する
研究は盛んに行われているが，この分析を用いて適応的最適化手法の特性を分析した研究は行われ

ていない．そこで本研究では損失関数におけるヘッセ行列の固有値を分析することで，異なる最適

化手法によって学習された DNNモデルの重みパラメータの汎化性，頑健性を分析した．
　具体的には，いくつかの DNNモデルと画像分類タスクを用いて大きく 3つの分析を行った．
　まず学習後の DNNモデルの重みパラメータ空間において，損失関数のヘッセ行列の固有値分布
を解析した．全ての重みパラメータを用いた損失関数形状の比較には，比較的小さな重みパラメー

タ数の DNNモデルである C3，LeNetを使用した．プラクティカルな DNNモデルとしてよく利用
される ResNet-34，DenseNet-121に対しては最終層の重みパラメータのみを用いた．その結果，適
応的最適化手法の方が SGDに比べて局所的に急峻な形状に収束することを確認した．
　汎化性を測る指標の 1つとして，ヘッセ行列と勾配共分散行列を用いて計算される竹内情報量基準
（Takeuchi Information Criterion，TIC）を用いて，SGDと適応的最適化手法における汎化性の比較
を行った．実験の結果，今回用いた 2つのデータセット（CIFAR-10，Fashion-MNIST），モデルに
ついては SGDに比べて適応的最適化手法によって得られる重みパラメータに関するヘッセ行列の固
有値の方が絶対値の大きな値に分布しやすく，また pseudo TICの値が大きくなることを確認した．
　さらに，Fast Gradient Sign Method (FGSM)によって生成された敵対的摂動を用いて，SGDと
適応的最適化手法によって学習されたモデルの騙されやすさ（頑健性）の比較も行った．C3 on
CIFAR-10においては FGSMによって生成された敵対的摂動に対して，SGDに比べて適応的最適
化手法によって学習されたモデルの方が頑健性が確保されにくいことを確認した．

　以上の実験結果より，今回用いた画像分類タスクにおけるDNNモデルの学習結果において，SGD
に比べて適応的最適化手法によって得られる最終的な重みパラメータの汎化性，頑健性は確保されに

くいことが示された．今後の課題としては，自然言語処理や音声処理などの画像分類以外の深層学習

タスクにおいても同様の分析を行う必要がある．また本研究で得られた最適化手法ごとのヘッセ行列

の固有値に関する知見を利用して，汎化性・頑健性を考慮した最適化手法の開発も行う予定である．
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第1章 序章

1.1 深層学習の広がり

近年，深層ニューラルネットワーク（Deep Neaural Network，以下DNN）を用いる深層
学習（Deep Learning）が画像処理や自然言語処理，音声処理など多くの機械学習タスクで
成功を収めている．ニューラルネットワークのアイディア自体は，機械学習の歴史で見ても
かなり初期の頃から存在する．GPUなどの計算処理技術の大幅な向上や，インターネット
の普及によるビッグデータの充実化に伴い，DNNの学習を現実的に行うことが可能になっ
た．また実験的研究に基づく多くのヒューリスティクスによって，様々なタスクで他の機械
学習モデルに比べて圧倒的なDNNの認識性能を引き出せるようになった．DNNは従来の
統計的機械学習モデルとは異なり，モデルの持つ重みパラメータの次元数が非常に大きい．
従来の統計モデルでは"オッカムの剃刀"と呼ばれる思想に基づき，重みパラメータの次元数
（モデルの複雑さ）をデータ次元数よりも小さくすることが重要視されていた．しかしなが
ら画像処理分野でよく用いられる ResNet[14]や VGGNet[36]の重みパラメータ数は数百万
から数億にまでのぼり，一般にデータ次元数に対して遥かに大規模である．また近年，自然
言語処理分野でも BERT[7]や GPT-3[4]のような数千億個の重みパラメータを持つ非常に
大規模なモデルも登場している．
非常に大規模なDNNがなぜ過学習せずに未知のデータに対しても高い精度で予測できる

のかについて，まだ完全には明らかになっていない．

1.2 汎化性と頑健性

一般に機械学習において，モデルの学習がうまく行われたかどうかは訓練データだけで
なく，モデルの評価のために用いるテストデータ（未知のデータ）に対しても正しく予測で
きるかによって確認する．テストデータに対してもうまく予測が行えるときにモデルは"汎
化している"と言い，テストデータに対してもうまく予測を行うことができる性質を「汎化
性」と呼ぶ．逆に訓練データに対してのみうまく予測可能で，テストデータに対する予測
がうまくいかないような状態を「過学習」と呼ぶ．
また学習済みモデルにおいて，重みパラメータ，あるいは入力に対して摂動を加えた時に

予測結果が変わりにくいという性質を「頑健性」と呼ぶ．

1.3 汎化性と損失関数形状の関係性

DNNの学習では訓練データを用いて計算される訓練損失を最小化することで重みパラ
メータの探索を行う．ここで一般的に，学習に用いる訓練データと評価に用いるテストデー
タは独立同分布から生成されると仮定するため，訓練損失とテスト損失が似た形状になる
ことが予想される（図 1.1）．このような場合，勾配の変化が緩やかで平坦な局所解付近で
は，訓練損失とテスト損失のずれが小さくなる．一方で，勾配の変化が急峻な局所解付近

1



Training loss function Test loss function

図 1.1: 訓練損失（青の実線）とテスト損失（赤の点線）の形状の違い．横軸は重みパラメータ，縦
軸は損失関数の値を表す．

では訓練損失とテスト損失のずれが大きくなり，平坦な局所解と比べて汎化性が確保され
にくいことが知られている [15, 17]．

1.4 本研究の貢献

通常DNNの学習では損失関数の重みパラメータに関する一次微分で構成される勾配ベク
トルを用いて，重みパラメータの最適化が行われる．このような最適化手法は勾配降下法
と呼ばれ，深層学習では学習データの一部（ミニバッチ）を用いて繰り返し最適化を行う確
率的勾配降下法（Stochactic Gradient Descent，以下 SGD）が主流である．DNNの最適化
手法において，学習を行う前に人手で決めなければならないパラメータのことを重みパラ
メータとは区別してハイパーパラメータと呼ぶ．SGDではハイパーパラメータの 1つとし
て，学習時に勾配方向にどの程度進むかを表す学習率を設定する必要がある．学習率によっ
ては全く最適化が進まなかったり，損失関数の値が発散してしまうことがある．近年では学
習率をDNNの学習中に適応的に調節する適応的最適化手法が多く提案されている．適応的
最適化手法は SGDよりも早く収束することで知られており，様々な深層学習タスクでよく
利用される．その反面，特に画像分類タスクにおいては SGDよりも最終的に得られたモデ
ルの汎化性が確保されにくいという報告も見られる [41]．
本研究ではこの問題に対するアプローチとして大きく以下の 3つの分析を行い，画像分

類タスクにおける適応的最適化手法に対する SGDの汎化性・頑健性に関して実験的に解釈
を与える．

• 損失関数における重みパラメータに関するヘッセ行列の固有値を用いた損失関数形状
の分析

• 竹内情報量規準（TIC）を用いた汎化性の分析

• 敵対的摂動を用いた頑健性の分析
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1.5 本論文の構成

まず，2章ではニューラルネットワークの定式化と本研究で扱う数学的な準備を行い，3
章では本研究と関連の深い研究についていくつか紹介する．4章では本研究で行う実験の分
析手法について詳しくレビューし，5章で実験結果について報告する．6章で本論文をまと
める．
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第2章 準備

2.1 ニューラルネットワーク

本章ではニューラルネットワークの定式化を行い，数学的な準備を行う．

2.1.1 全結合ニューラルネットワーク

本節では，ニューラルネットワークモデルの中でも最も基本的な構成の全結合ニューラル
ネットワーク（Fully-Connected Neural network）を定式化する．訓練データ集合をDtrain =
{(xi, yi)}N

i=1, xi ∈ Rd(0)
, yi ∈ RC とする．本研究ではクラス分類タスクを扱うため，出力次

元は分類クラス数の Cとする．yiは分類クラスに対応するインデックスの成分のみが 1と
なり，その他の成分は全て 0となるようなベクトルである．このようなベクトルをOne-hot
ベクトルと呼ぶ．例えば犬と猫の二値分類の場合，犬を 1番目の要素，猫を 2番目の要素と
すると，犬を表す yiは [1, 0]，猫を表す yiは [0, 1]となる．
全結合ニューラルネットワークの層数はK とする．k層目の重みパラメータをW (k) ∈

Rd(k+1) × Rd(k)
, k = 0, · · · , K − 1（d(k)は k層目におけるノード数，また d(K) = C），活性

化関数を ϕ(·)とする．このとき全結合ニューラルネットワークの各層で以下の変換を行う．

z(0) = xi

a(0) = W (0)z(0), z(1) = ϕ(a(0)) (2.1)
...

a(K−2) = W (K−2)z(K−2), z(K−1) = ϕ(a(K−2))
a(K−1) = W (K−1)z(K−1), z(K) = ϕ(a(K−1))

本研究では最終層以外の活性化関数 ϕ(·)としては，入力として与えられるベクトルの成
分ごとに以下で定義される ReLU関数を仮定する [27]．[

ReLU(a(k))
]

j
= max(0,

[
a(k)

]
j
), j = 1, · · · , d(k+1), k = 0, · · · , K − 2 (2.2)

またクラス分類タスクを扱うため，ニューラルネットワークの最終層における活性化関数
ϕ(·)には，入力 a(K−1)の成分ごとに以下で定義される Softmax関数を仮定する．

[
Softmax(a(K−1))

]
j

=
exp(

[
a(K−1)

]
j
)∑C

c=1 exp(
[
a(K−1)]

c)
, j = 1, · · · , C (2.3)

ここでベクトル vにおいて，[v]j は vの j番目の要素を表す．式（2.3）より最終出力 z(K)

の各要素の和が 1となるため，各要素が各クラスに相当する確率として解釈が可能になる．
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図 2.1: 全結合ニューラルネットワークの概略図．

2.1.2 損失関数

訓練損失最小化

ニューラルネットワークの重みパラメータをまとめてθ ∈ RD（D =
∑K−1

k=0 d(k+1)×d(k)）と
し，ある 1つのデータポイント (xi, yi)に対するニューラルネットワークの出力を f(θ; xi, yi)
とする．クラス分類タスクのため，データポイント毎の損失関数としては以下で定義され
る多クラス交差エントロピー損失を用いる．

l(θ; xi, yi) = −
C∑

j=1
[yi]j log [f(θ; xi, yi)]j (2.4)

学習の目的は以下で定義される，訓練データ全体で計算される訓練損失 L(θ)を最小化す
ることである．

L(θ) = 1
N

N∑
i=1

l(θ; xi, yi) (2.5)

勾配ベクトル

まずデータポイントごとの損失関数 l(θ; xi, yi)における重みパラメータ θ ∈ RDに関する
一次微分で構成される勾配ベクトルを定義する．勾配ベクトル g(θ; xi, yi) ∈ RD の各要素
は以下で定義される．

[g(θ; xi, yi)]m = ∂l(θ; xi, yi)
∂θm

, m = 1, · · · , D (2.6)

以下，勾配ベクトルのことを単に勾配と呼ぶ．訓練データ全体で計算される訓練損失 L(θ)
の重みパラメータに関する勾配∇θL(θ)は，データポイントごとの損失関数の勾配を用い
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て以下で定義する．

∇θL(θ) = 1
N

N∑
i=1

g(θ; xi, yi) (2.7)

勾配の各成分は重みパラメータの各成分の微小な変化に対する損失関数の変化を表すため，
定性的には損失関数の「傾き具合」を表す．

ヘッセ行列

まずデータポイントごとの損失関数 l(θ; xi, yi)における重みパラメータ θ ∈ RDに関する
二次微分で構成されるヘッセ行列を定義する．ヘッセ行列H(θ; xi, yi) ∈ RD×Dの各要素は
以下で定義される．

[H(θ; xi, yi)](m,n) = ∂2l(θ; xi, yi)
∂[θ]m∂[θ]n

, m = 1, · · · , D n = 1, · · · , D (2.8)

ここで行列Aにおいて，[A](m,n)はAのm行 n列目の要素を表す．訓練データ全体で計算
される訓練損失 L(θ)の重みパラメータに関するヘッセ行列は，データポイントごとの損失
関数のヘッセ行列を用いて以下で定義する．

H(θ) = 1
N

N∑
i=1

H(θ; xi, yi) (2.9)

ヘッセ行列の各成分は重みパラメータの各成分の微小な変化に対する勾配の変化を表すた
め，定性的には損失関数の「曲がり具合」を表す．

汎化ギャップ

従来の統計的機械学習モデルでは，重みパラメータの次元数がデータ次元数よりも大きい
とき，式（2.5）に基づいて訓練損失を最小化すると過学習を引き起こすことが知られてい
る．本来，機械学習で真に解きたい問題は以下の期待損失を最小化することである．p(x, y)
は真のデータ生成分布とする．

L̂(θ) = Ep(x,y) [l(θ; x, y))] (2.10)

式（2.5）と式（2.10）との差 |L − L̂|は汎化ギャップ（Generalization Gap）と呼ばれる．訓
練損失最小化後に汎化ギャップが小さいときは，訓練損失だけでなく期待損失も小さくなっ
ているため，汎化しているモデルと言える．逆に汎化ギャップが大きいときは過学習を引き
起こしているため，汎化性は確保されにくい．
真のデータ生成分布は一般に未知のため，実際に期待損失を計算するときは有限個のテ

ストデータ集合 Dtest = {(xtest
i , ytest

i )}N test

i=1 , xtest
i ∈ Rd(0)

, ytest
i ∈ RC を用いて近似する．

Ľ(θ) = 1
N test

N test∑
i=1

l(θ; xtest
i , ytest

i ) (2.11)

Ľ(θ)のことをテスト損失と呼ぶ．
つまり，汎化ギャップ Gは実際には訓練損失とテスト損失の誤差の絶対値を用いて計算

される．

G = |L(θ) − Ľ(θ)| (2.12)

古典的な統計モデルとは大きく挙動の異なるDNNの汎化性に対しては様々なアプローチ
で研究が行われている．
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2.1.3 誤差逆伝播法

本節では，ニューラルネットワークについて，単一のデータポイントごとの損失関数と
して定義される多クラス交差エントロピー l(θ; xi, yi) = −

∑C
j=1 [yi]j log [f(θ; xi, yi)]j の勾

配 g(θ; xi, yi)を効率的に計算するアルゴリズムを導入する．これはニューラルネットワー
クの推論（予測）が順方向への演算（forward-propagation）であることに対応して，誤差逆
伝播法（back-propagation）として知られている．

2.1.1節の定式化に従って，任意の層の重みパラメータW (k)に関する多クラス交差エン
トロピー損失 l(θ; xi, yi)（以下，単に lと表記する）の勾配を求める．今，出力層の活性化
関数としては Softmax関数（式（2.3））を用いているため，多クラス交差エントロピー損
失は以下のように変形できる．

l = −
C∑

j=1
[yi]j log [f(θ; xi, yi)]j

= −
C∑

j=1
[yi]j log

exp(
[
a(K−1)

]
j
)∑C

c=1 exp(
[
a(K−1)]

c)

= −
C∑

j=1
[yi]j (

[
a(K−1)

]
j

− log
C∑

c=1
exp(

[
a(K−1)

]
c
))

=
C∑

j=1
[yi]j log

C∑
c=1

exp(
[
a(K−1)

]
c
) −

C∑
j=1

[yi]j
[
a(K−1)

]
j

(2.13)

式（2.13）最終行の第 2項における，
[
a(K−1)

]
j′
に関する一次微分は−

∂
∑C

j=1[yi]j[a(K−1)]
j

∂[a(K−1)]
j′

=

− [yi]j′ となる．式（2.13）最終行の第1項における，
[
a(K−1)

]
j′
に関する一次微分は，

∑C
j=1 [yi]j =

1より以下のように与えられる．

∂
∑C

j=1 [yi]j log
∑C

c=1 exp(
[
a(K−1)

]
c
)

∂
[
a(K−1)]

j′
=

∂ log
∑C

c=1 exp(
[
a(K−1)

]
c
)

∂
[
a(K−1)]

j′

=
exp(

[
a(K−1)

]
j′

)∑C
c=1 exp(

[
a(K−1)]

c)

=
[
z(K)

]
j′

(2.14)

よって多クラス交差エントロピー（式（2.13））における
[
a(K−1)

]
j′
に関する一次微分は[

z(K)
]

j′
− [yi]j′となる．従って，多クラス交差エントロピーにおける最終層の入力a(K−1)に

関する勾配は，これを j′ = 1, · · · , Cまで成分ごとに並べることで以下によって与えられる．

∂l

∂a(K−1) = z(K) − yi (2.15)

z(K)は最終層の出力，つまりニューラルネットワークの予測値であり，yiは正解ラベルな
ので，式（2.15）は単に予測値と正解値の誤差を表している．
次に，多クラス交差エントロピー lにおける最終層の重みパラメータW (K−1)に関する勾

配は微分の連鎖律より以下で与えられる．

∂l

∂W (K−1) = ∂l

∂a(K−1)
∂a(K−1)

∂W (K−1) = (z(K) − yi)(z(K−1))T
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ここで，最終層以外の k 層目における活性化関数自身の微分で構成される対角行列を
D(k) = diag(

[
ϕ′(a(k−1))

]
1

, · · ·
[
ϕ′(a(k−1))

]
d(k)

) とする．すると，K − 2層目の重みパラメー
タW (K−2)に関する勾配も微分の連鎖律より以下で与えられる．

∂l

∂W (K−2) = ∂l

∂a(K−1)
∂a(K−1)

∂z(K−1)
∂z(K−1)

∂a(K−2)
∂a(K−2)

∂W (K−2)

= (W (K−1)D(K−1))T (z(K) − yi)(z(K−2))T

以上を再帰的に繰り返すことで，任意の k層目における重みパラメータW (k)に関する多
クラス交差エントロピー損失 lの勾配が与えられる．

∂l

∂W (k) = ∂l

∂a(K−1)
∂a(K−1)

∂z(K−1)
∂z(K−1)

∂a(K−2)
∂a(K−2)

∂z(K−2) · · · ∂a(k)

∂W (k)

= (W (K−1)D(K−1)W (K−2)D(K−2) · · · W (k+1)D(k+1))T (z(K) − yi)(z(k))T

ここで，e(k) = ∂l
∂a(k) とすると，誤差逆伝播法の手順は以下のように書ける．

e(K) = z(K) − yi

e(K−1) = (W (K−1)D(K−1))T e(K)

...
e(1) = (W (1)D(1))T e(2)

従って ∂l
∂W (k) = e(k+1)(z(k))T , k = 0, · · · , K − 1によって，損失関数における任意の層の

重みパラメータW (k)に関する勾配を求めることができる．これは，式（2.1）における順伝
播計算の際に，各層の活性化関数の出力 z(k) = ϕ(a(k−1))と活性化関数自身の微分 ∂ϕ(a(k−1))

∂a(k−1)

さえ保持していればよく，軽量かつ高速に動作することが期待できる．

2.1.4 勾配降下法

本節ではDNNの訓練損失最小化のために用いられる最適化手法の中でも，最も基本的な
アルゴリズムである勾配降下法について整理する．以下，更新前の重みパラメータを θt，更
新後の重みパラメータを θt+1とする．また，ηは学習率である．

フルバッチ勾配降下法

フルバッチ勾配降下法（Full-Batch Gradient Descent，以下単にGDとする）とは，一度
に訓練データ全体を用いて勾配の平均値を計算し，重みパラメータを更新する方法である．
重みパラメータ更新式は以下のようになる．

∇θtL(θt) = 1
N

N∑
i=1

g(θt; xi, yi)

θt+1 = θt − η∇θtL(θt) (2.16)

GDでは一度の重みパラメータ更新に全ての訓練データを使用するので収束が遅く，一度に
全ての訓練データがメモリに載らないほど大きなときには使用できない．
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確率的勾配降下法

確率的勾配降下法（Stochactic Gradient Descent，以下SGDとする）は，ランダムにシャッ
フルされた訓練データ集合から順番に 1つの訓練データを取り出し，そのデータポイント
における勾配 g(θt; xi, yi)を用いて重みパラメータの更新を行う．

θt+1 = θt − ηg(θt; xi, yi) (2.17)

GDでは各ステップ tごとに毎回全ての訓練データを用いて勾配を計算するのに対して，SGD
ではある 1つのデータポイントのみの勾配を用いるので各ステップでの計算時間の削減に繋
がる．また SGDの更新式（2.17）を以下のように変形すると，GDの更新式（2.16）に対し
て η(∇θtL(θt) − g(θt; xi, yi))というノイズが加わっているとみなすことができる（図 2.2）．

θt+1 = θt + η(−∇θtL(θt) + ∇θtL(θt) − g(θt; xi, yi))
= θt − η∇θtL(θt) + η(∇θtL(θt) − g(θt; xi, yi)) (2.18)

0 200 400 600 800 1000
Iterations

0.48

0.50

0.52

0.54

0.56

0.58

0.60

0.62

Lo
ss

Full-Batch Gradient Descent
Minimum Error = 0.4928

0 200 400 600 800 1000
Iterations

0.48

0.50

0.52

0.54

0.56

0.58

0.60

0.62
Lo

ss
Stochastic Gradient Descent

Minimum Error = 0.4971

図 2.2: GDと SGDの学習曲線における挙動の違い．SGDは単一のデータポイントにおける勾配を
用いるのでノイズが乗るため分散が大きい．

ミニバッチ SGD

ミニバッチ SGDは，GDと SGDの中間的な手法に相当する．GDが全ての訓練データ，
SGDが 1つのデータポイントのみを使用するのに対して，ミニバッチ SGDではランダムに
シャッフルされた訓練データ集合から，順番にM 個の訓練データを取り出して勾配の平均
値を計算し，重みパラメータ更新を行う．

{(xm, ym)}M
m=1 ∼ Dtrain (訓練データ集合からM個のデータを取り出す)

∇θtLM (θt) = 1
M

M∑
m=1

g(θt; xm, ym) (2.19)

θt+1 = θt − η∇θtLM (θt)

ミニバッチ SGDはM = 1のとき SGDに一致し，M = N のときにGDに一致する．
DNNの学習では SGDの軽量な動作とGDの安定した収束を得るために，適当なバッチ

サイズのミニバッチ SGDを使用することが多い．深層学習の文脈では用語としてミニバッ
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チ SGDのことを単に SGDと呼ぶことも多く，その慣例に従い本論文では以下 SGDと書か
れた場合，特に断りのない限りミニバッチ SGDのことを指すことにする．
また，深層学習ではモデルの学習における 1回の繰り返し（iteration）を表す用語として

「エポック（epoch）」を用いることが多い．1エポックの間にモデルは全訓練データを用い
て重みパラメータを更新する．GDの場合，1エポックの間に 1回の重みパラメータ更新が
行われ，ミニバッチサイズMの SGDの場合，1エポックの間にN/M 回の重みパラメータ
更新が行われる．N/M が割り切れない場合，最後の余った NmodM サイズのミニバッチ
SGDを実行する．
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第3章 関連研究

3.1 ニューラルネットワークにおける損失関数の二次情報

近年，ニューラルネットワークの学習ダイナミクスの理解や最適化効率の改善のために，
損失関数の二次情報を利用する研究が盛んに行われている．ニューラルネットワークの学習
後半は訓練損失の重みパラメータに関する勾配のノルムはほぼ 0に収束している（図 3.1）．
そのため訓練損失の重みパラメータに関するヘッセ行列を用いて，損失関数の曲がり具合
に着目する．
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図 3.1: 異なる最適化手法毎にMNIST手書き数字分類データを学習した Convolutional Neural Net-
work（CNN）における勾配のノルムの変化．学習後半はどの手法でも訓練損失の重みパラメータに
関する勾配のノルムはほぼ 0に収束している．

3.1.1 ヘッセ行列の固有値に関する研究

LeCun（1998）は最初にニューラルネットワーク学習後に損失関数の重みパラメータに関
するヘッセ行列の固有値分布を分析した人物の 1人である [23]．彼らはヘッセ行列における
絶対値の大きな固有値に対応する重みパラメータが学習に悪影響を与えるのではないかと
指摘した．Sagunら（2016）は中間層が 1層のニューラルネットワークにおけるヘッセ行列
の固有値分布を分析し，絶対値の大きな固有値の数は限られていることを実験的に示した
[33]（図 3.2）．彼らはヘッセ行列における絶対値の大きな固有値集合を outlier eigenvalues
と呼び，残りの固有値を bulkと呼んだ．また彼らは outlier eigenvaluesの個数がデータセッ
トとニューラルネットワークのモデル構造に依存することを確認した．

Chaudhariら（2017）はEntropy-SGDという名の新たな最適化手法を提案した [5]．これ
は損失関数の局所形状を考慮して，より平坦な空間を目指すような最適化手法である．こ
の手法では，汎化ギャップの小さな局所解ではヘッセ行列における絶対値の大きな固有値が
わずかしか存在しないという実験的な観察に基づいている．
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図 3.2: MNIST手書き数字分類データ学習後の中間層が 1層のニューラルネットワークにおけるヘッ
セ行列の固有値分布（図は Sagunら（2016）[33]から引用，横軸は固有値の値，縦軸は頻度を表す．）
0.02よりも大きい固有値集合（outlier eigenvalues）は極端に少なく，残りの 0に近い固有値（bulk）
がほとんどを占めていることがわかる．

SGDのバッチサイズがヘッセ行列の固有値分布に与える影響を調べた研究もいくつか存
在する．一般にニューラルネットワークの学習ではバッチサイズを大きくすることで，並列
化による計算高速化を期待する．しかしながらバッチサイズを大きくすると，汎化性が確
保されにくくなることで知られている．その原因としては主に SGDのノイズ効果が薄くな
るためという説と，大きなバッチサイズの場合は小さなバッチサイズの時と比べて，同じ
エポック数では重みパラメータ更新の回数が減少するためではないかという説が提唱され
ている [17]．Yaoら（2018）はヘッセ行列の固有値を用いて SGDによって学習されたDNN
モデルの重みパラメータ空間における損失関数の平坦性を確認した [44]．図 3.3に示すよう
に，彼らはバッチサイズが大きい場合にヘッセ行列の固有値の絶対値が大きな（急峻な）局
所解に収束し，バッチサイズが小さい場合にヘッセ行列の固有値の絶対値が小さな（平坦
な）局所解に収束するということを実験的に示した．また彼らはバッチサイズが大きいほ
ど，敵対的摂動に対する頑健性が劣化することを実験的に確認した．McCandlishらはヘッ
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図 3.3: 異なるバッチサイズで学習した CNN on CIFAR-10におけるヘッセ行列の上位 20個の固有
値分布（図は Yaoら（2018）[44]から引用，横軸は値が大きい順に並べた際の固有値のインデック
ス，縦軸は固有値の値を表す．）左右でモデルの重みパラメータの総数が異なる．左の方が大きなパ

ラメータサイズのモデルにおける結果である．どちらのモデルにおいても，バッチサイズが大きいほ

ど固有値全体が大きな値に分布していることがわかる．
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セ行列を用いて計算量削減に繋がる限界のバッチサイズ（Critical Batch Size）を測る指標
を提案した [25]．

Ghorbaniら（2019）はヘッセ行列の全ての固有値を計算するコストを改善するために，
新たな近似方法を提案した [10]．また彼らはこの近似方法を利用して outlier eigenvaluesに
おける最大固有値 λmax と最小固有値 λmin の比（λmax/λmin）のダイナミクスも調査した．
Gur-Ariらは大規模なDNNを学習すると，勾配が非常に小さな部分空間に収束することを
実験的に示した．部分空間はヘッセ行列の上位の固有値に対応する固有ベクトルで張られ
ており，勾配降下法がこの部分空間で実行されることを示唆している [13]．
またMaddoxら（2020）は人工データを用いた二値分類問題において，重みパラメータ

空間におけるヘッセ行列の上位の固有値に対応する固有ベクトル方向に対して摂動を加え
た時に，決定境界が大きく変化して分類精度が悪化することを示した [24]．つまりヘッセ行
列の絶対値の大きな固有値に対応する固有ベクトル方向に摂動を加えることが，モデルの
頑健性に影響を与えることを実験的に確認した．
以上のように，ヘッセ行列の固有値を用いて学習ダイナミクスやモデルの汎化性，頑健性

を分析する研究は行われてきているが，この分析方法を適応的最適化手法が持つ性質の分
析に対して適用した研究は行われていない．

3.1.2 DNNにおけるヘッセ行列の計算効率化に関する研究

実用的な DNNの重みパラメータ数は数百万から数億にまでのぼることもある．例えば，
ImageNetコンペティションでブレークスルーを起こした AlexNet[20]の重みパラメータ数
は 6200万であり，画像処理における特徴量抽出器としてもよく使用される VGG-16[36]は
1億 3800万重みパラメータを持つ．このような大規模な DNNモデルにおけるヘッセ行列
を Exactに計算するのはメモリ容量，計算時間の観点で現実的には困難である．

Hessian vector product

多くの場合ヘッセ行列そのものではなく，ヘッセ行列と任意のベクトルとの積（Hessian
vector product，以下Hvp）さえ計算出来れば十分であることが多い．例えばヘッセ行列の
絶対値最大の固有値を求めたい場合，べき乗法（power iteration[21]）によって計算が可能
である．べき乗法ではヘッセ行列H の絶対値最大の固有値を求めたいときに，ランダムベ
クトル v0 ̸= 0を初期ベクトルとして，逐次的に以下の計算を繰り返す．

vk = Hvk−1

∥Hvk−1∥
(3.1)

kが十分大きいとき，vkがヘッセ行列H の絶対値最大の固有値に対応する固有ベクトルの
方向に収束していくことを利用して，絶対値最大の固有値を計算する．実際にべき乗法を
用いる場合，次式のように vkと vk−1の差のノルムを計算し，許容誤差 ϵを用いて収束判定
を行う．

∥vk − vk−1∥ < ϵ

ヘッセ行列のトレースの近似計算法としてはHutchinson Method[2]と呼ばれるアルゴリ
ズムがある．Hutchinson Methodではヘッセ行列とラデマッハランダムベクトル（各要素
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が 1
2 の確率で 1 or −1を取る）との二次形式の期待値を近似的に計算する．Iは単位行列を

表す．

tr(H) = tr(HI) = tr(HE[vvT ]) = E[tr(HvvT )] = E[vT Hv] (3.2)

さらに，Ghorbaniら（2019）によってヘッセ行列の固有値密度をHvpを用いて近似的に計
算するアルゴリズムも開発されている [10]．彼らはこのアルゴリズムを Stochastic Lanczos
Quadrature（以下，SLQ）と呼んでいる．ヘッセ行列の固有値密度は以下で定義される．

ϕ(t) = 1
m

m∑
i=1

δ(t − λi) (3.3)

ここで，δ(·)はディラックのデルタ関数，λiはヘッセ行列における i番目の固有値，mは固
有値の総数を表す．式（3.3）は固有値の個数の割合を表す．重みパラメータ次元数の大き
なDNNのヘッセ行列において，式（3.3）を直接計算することは難しいため，SLQではま
ず次元の小さな三重対角行列に近似する．この近似計算の際にHvpを利用する．次元数が
十分小さい三重対角行列の固有値・固有ベクトルを全て計算して，それらを用いて元のヘッ
セ行列の固有値密度を推定する．固有値密度の推定にはガウシアンカーネルを用いるため，
1を超える値も取り得ることに注意する．

Hvpは，近似的には数値微分によって求めることができる．

H(θ)v ∼ g(θ + rv) − g(θ)
r

(3.4)

Hvpを Exactに計算するために，Pearlmutter（1994）によってニューラルネットワーク
におけるHvpを誤差逆伝播中に高速に計算するアルゴリズムが提案されている [31]．本研究
では Pearlmutterの提案したアルゴリズムが実装されている Pytorch[30]と呼ばれるフレー
ムワークを用いて ExactなHvpを求めている．またHvpを利用してべき乗法，Hutchinson
Method，SLQのアルゴリズムが実装された PyHessian[43]と呼ばれるライブラリを用いて
ヘッセ行列の固有値に関する計算を行っている．

The Generalized Gauss-Newton Matrix

Hessian vector productは陽な形でヘッセ行列を計算せずに，ヘッセ行列と任意のベクト
ルの積を効率的に計算する方法である．ここでは，DNNのヘッセ行列の近似としてよく利
用されている Schraudolph (2002) が導入した The Generalized Gauss-Newton Matrix（以
下GGN行列）について議論する [35]．古典的にはGauss-Newton近似と呼ばれるヘッセ行
列の近似手法が存在しており，以下で定義される行列をGauss-Newton行列と呼び，準二次
最適化手法としても広く利用されてきた．例えばOrtega and Rheinboldt（2000）などが詳
しい [29]．

G̃(θ) = 1
N

N∑
i=1

Jθ(f(θ; xi, yi))T Jθ(f(θ; xi, yi)) (3.5)

ここで，Jθ(f(θ; xi, yi))はニューラルネットワーク出力 f(θ; xi, yi)の重みパラメータ θに関
するヤコビ行列を表す．すなわち，ヤコビ行列 Jθ(f(θ; xi, yi))の各要素は以下で表される．

[Jθ(f(θ; xi, yi))](m,n) = ∂ [f(θ; xi, yi)]m
∂ [θ]n

, m = 1, · · · , C n = 1, · · · , D (3.6)
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Schraudolphは Gauss-Newton行列をより一般的に拡張し，以下のような近似行列を与
えた．

G(θ) = 1
N

N∑
i=1

Jθ(f(θ; xi, yi))T ∇2
f(θ;xi,yi)l(θ; xi, yi)Jθ(f(θ; xi, yi)) (3.7)

ここで，∇2
f(θ;xi,yi)l(θ; xi, yi)はデータポイントごとの損失関数 l(θ; xi, yi)における最終出

力 f(θ; xi, yi)に関するヘッセ行列である．以下，∇2
f(θ;xi,yi)l(θ; xi, yi)のことをHf(θ;xi,yi)

と書く．Hf(θ;xi,yi)の各成分は以下で表される．[
Hf(θ;xi,yi)

]
(m,n)

= ∂l(θ; xi, yi)
∂ [f(θ; xi, yi)]m ∂ [f(θ; xi, yi)]n

, m = 1, · · · , C n = 1, · · · , C (3.8)

特にHf(θ;xi,yi)が単位行列として表せる場合，式（3.7）は古典的なGauss-Newton行列（式
（3.5））に一致することがわかる．また活性化関数としてReLU関数を使用する場合，活性
化関数自身の二次微分の値が 0になることを利用してヘッセ行列とGGN行列が一致するこ
とが知られている [3]．現実的なDNNの設定ではほとんどの場合，活性化関数としてReLU
関数を用いることが多いため，GGN行列を計算すれば十分であることがわかる．
本研究の実験で用いたBackPACK[6]と呼ばれるヘッセ行列計算のためのライブラリでは，

GGN行列を誤差逆伝播中に効率的に計算・保持するように設計されている．

3.2 適応的最適化手法

通常 DNNの学習には SGD，あるいはその発展手法である適応的最適化手法を用いる．
Momentum SGD[32, 37] と Nesterov Accelerate Gradient[28] は SGDのシンプルな拡張で
あり，その実装の簡単さや理論的な明快さのため広く実用されている．
通常の SGDは全ての重みパラメータ更新に同じ学習率をもちいるため，収束が遅いこと

で知られている．近年この問題を克服するために，過去ステップにおける勾配情報を用い
て学習率を適応的に決めながら最適化する手法が多く提案されている．そのような手法の
中でも特によく用いられる手法として，Adagrad，Adadelta，RMSprop，Adamなどが存在
する [9, 45, 39, 18]．
以下では DNNの学習に用いられる最適化手法の中でも特に代表的なMomentum SGD，

RMSprop，Adamについてレビューする．各手法ともランダムにシャッフルされた訓練デー
タ集合から順番にM個のミニバッチデータ {(xm, ym)}M

m=1 ∼ Dtrain を取り出して勾配の推
定に用いる．

3.2.1 Momentum SGD

Momenutm SGD[32]は DNNの学習で最も利用されている非適応的な最適化手法の 1つ
で，1999年にQianによって提案された．Momentum SGDでは過去ステップでの勾配の一
次モーメントと現在の勾配との指数移動平均を用いて以下のような重みパラメータ更新を
行う．

gt = 1
M

M∑
m=1

∇θt l(θt; xm, ym)

mt = βmt−1 + (1 − β)gt

θt+1 = θt − ηmt (3.9)

15



ここで βは指数移動平均の重みを表すハイパーパラメータであり，β ∈ [0, 1)である．多く
の研究で実験的に SGDよりも収束が速いことで知られており，また理論的にも特定の凸二
次制約のもとで SGDに比べて収束性能がよいことが証明されている [26]．

3.2.2 RMSprop

RMSprop[39]は 2012年にHintonらによって提案された．Momentum SGDが勾配の一次
モーメントを利用するのに対して，RMSpropでは勾配の二次モーメントと現在の勾配との
指数移動平均を用いて以下のような重みパラメータ更新を行う．

gt = 1
M

M∑
m=1

∇θt l(θt; xm, ym)

vt = βvt−1 + (1 − β)g2
t

θt+1 = θt − η
√

vt + ϵ
⊙ gt (3.10)

βは指数移動平均の重みを表すハイパーパラメータであり，β ∈ [0, 1)である．ここで， η√
vt+ϵ

は vtの成分ごとに平方根を求め ϵを加えて ηを割ることで得られるベクトルであり，⊙は
ベクトルの成分ごとの積（アダマール積）を表す．

3.2.3 Adam

Adam[18]は 2014年に Kingmaらによって提案され，以後Momentum SGDと並んで実
用的にも DNNの学習で非常によく使用されている．AdamはMomentumと RMSpropを
組み合わせたような手法となっており，勾配の一次モーメントと二次モーメント両方の指数
移動平均を使用して重みパラメータを更新する．

gt = 1
M

M∑
m=1

∇θt l(θt; xm, ym)

mt = β1mt−1 + (1 − β1)gt

vt = β2vt−1 + (1 − β2)g2
t

θt+1 = θt − η
√

vt + ϵ
⊙ mt (3.11)

β1, β2 は指数移動平均の重みを表すハイパーパラメータであり，β1 ∈ [0, 1), β2 ∈ [0, 1)で
ある．

3.2.4 適応的最適化手法の汎化性

適応的最適化手法を使用する主なメリットは，過去の勾配情報に基づきより広い重みパ
ラメータ空間の情報を活用できることにある．損失関数における過去の勾配の一次モーメ
ント，二次モーメントを考慮することでより大域的に損失関数を評価できる可能性が高くな
る．一般に高次元の重みパラメータ空間において，勾配に基づく最適化手法では鞍点，あ
るいは局所最適解に陥る可能性が大きい．現在のところ適応的最適化手法に対する理論的
な分析はあまり進んでいないが，様々な深層学習タスクで有効なため人気がある．Wilson
らは単純な二値分類タスクにおいて，適応的最適化手法には限界があることを示した [41]．
また彼らは画像分類タスクにおいて，SGDによって最終的に学習される重みパラメータの
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方が適応的最適化手法よりも汎化することを実験的に示した．本研究でも，彼らの指摘に
基づき画像分類タスクに焦点を置いている．Zhouら（2020）は SGDと Adamの汎化性の
違いを，Radon measureに基づく平坦性の観点から理論的に解析した [46]．彼らの研究では
SGDとAdamにおけるノイズ構造の違いを Lévy-driven確率微分方程式を用いて定式化し，
Adamのノイズ分布が SGDのノイズ分布に比べてなだらかになることを示した．本研究の
結果は，ヘッセ行列の固有値分布を用いて実験的に彼らの結果を支持している．
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第4章 分析手法

本研究の実験部分で用いる分析手法に関して詳しくレビューを行う．

4.1 ヘッセ行列を用いた損失関数形状の分析

本研究は異なる最適化手法によって学習されたDNNの重みパラメータの違いを比較する
ことが目的である．どのような最適化手法を用いても，学習後の重みパラメータに関する
損失関数の勾配のノルムはほぼ 0に収束する．従って学習後の重みパラメータ付近におけ
る損失関数の局所形状を評価するには，勾配以外の評価基準が必要になる．その評価基準
として，本研究では損失関数をテイラー展開した場合の二次の項の情報を含むヘッセ行列
を用いることにする．

4.1.1 ヘッセ行列の固有値による曲がり具合の評価

学習後の重みパラメータを θ0 ∈ RD とする．θ0 に摂動ベクトル δθ ∈ RD, ∥δθ∥ = 1を
加えた時の損失関数の変化 δLは，二次の項までのテイラー展開によって以下で表される
（∥δθ∥ = 1は摂動ベクトルに対する規格化条件）．

δL = L(θ0 + δθ) − L(θ0)

≈ ∇L(θ0)T δθ + 1
2

δθT H(θ0)δθ (4.1)

ここで，学習後の重みパラメータに関する損失関数の勾配がほぼ 0と仮定すると，δLは
δL ≈ 1

2δθT H(θ0)δθとなる．今，損失関数の変化 δLを最大にする摂動ベクトルを求める最
適化問題を考える．

max
δθ

1
2

δθT H(θ0)δθ, s.t. δθT δθ = 1 (4.2)

等式制約付きの最適化問題（4.2）をラグランジュの未定乗数法で解く．λをラグランジュ未
定乗数とすると，ラグランジュ関数 L(δθ, λ)は以下で定義される．

L(δθ, λ) = 1
2

δθT H(θ0)δθ − λ(δθT δθ − 1) (4.3)

式（4.3）を δθに関して微分して 0とおくことで以下を得る．

H(θ0)δθ = λδθ (4.4)

式（4.4）は未定乗数 λがヘッセ行列H(θ0)の固有値であり，摂動ベクトル δθがH(θ0)の固
有ベクトルであることを意味する．H(θ0)の規格化された固有ベクトルを u1, u2, · · · , uD，
固有値を |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λD|とすると，δθに uiを代入し，uiに関する規格化条件を
利用することで以下を得る．

δL ≈ 1
2

uT
i H(θ0)ui = 1

2
uT

i λiui = 1
2

λi (4.5)

18



式（4.5）が最大となるのは λi = λ1，つまり摂動ベクトル δθとして絶対値最大の固有値 λ1

に対応する固有ベクトルuiを選んだときである．同様にu1の補空間においてラグランジュ
未定乗数法を行うことで u2が損失関数の変化 δLを最大化することが示せる．
式（4.5）よりヘッセ行列の固有値の絶対値が大きいほど，重みパラメータに対して固有

ベクトルを加えた時の損失関数の変化が大きくなることから，ヘッセ行列の固有値を損失
関数における「曲がり具合」の評価指標として用いる．またヘッセ行列は対称行列のため，
固有値は実数である．固有値が正の場合は式（4.5）より δL > 0，すなわち固有ベクトル方
向への摂動は損失関数を増加させる．逆に固有値が負の場合は固有ベクトル方向への摂動
は損失関数を減少させる．

4.1.2 最終層におけるヘッセ行列の固有値分布の分析

本研究では，ニューラルネットワークの最終層の重みパラメータのみを用いたヘッセ行列
の固有値分布の分析も行った．実用的なDNNモデルでは高速なHessian vector product計
算を使用しても，膨大なメモリ容量と計算時間を必要とする．そこで，本研究では最終層
の重みパラメータのみを用いることで大幅なパラメータ次元数の削減を行った．
最終層のみに着目した理由としては，LeCunら（1998）やYaoら（2018, 2020）の行った

研究で出力に近い層における重みパラメータほど二次微分の値が相対的に大きいという実
験的事実に基づいている [23, 44, 43]．つまりヘッセ行列の固有値分布を用いて損失関数形
状を相対的に比較・評価する場合，全ての重みパラメータに着目する必要はなく，最終層の
重みパラメータにのみ着目すれば十分ではないかという考えに基づいている．

K 層の DNNの場合，式（2.1）より訓練損失の最終層の重みパラメータに関するヘッセ
行列∇2

W (K−1)L(θ)は出力層の前の重みパラメータW (K−1)を用いて以下で定義される．

∇2
W (K−1)L(θ) = 1

N

N∑
i=1

∂2

∂W (K−1)∂(W (K−1))T
l(θ; xi, yi) (4.6)

最終層における重みパラメータ次元数を dpenultimate = d(K) × d(K−1) とすると最終層にお
けるヘッセ行列の次元数は dpenultimate × dpenultimate になるため，全重みパラメータ次元数
D =

∑K−1
k=0 d(k+1) × d(k)を用いたD × D次元のヘッセ行列に比べて大幅に小さくなる．

以下本論文では，モデルの全重みパラメータを用いて計算されたヘッセ行列の固有値分
布のことを Full Hessian Spectrumと呼び，最終層の重みパラメータのみを用いて計算され
たヘッセ行列の固有値分布のことを Penultimate Hessian Spectrumと呼ぶ．

4.2 竹内情報量規準を用いた汎化性の分析

ヘッセ行列を用いて損失関数形状を分析することで，重みパラメータ空間における訓練
損失とテスト損失の不一致度を見ることができる．しかし一般に，汎化ギャップは入力空間
における訓練損失とテスト損失における不一致度を測るために用いる．そこで入力の変化
に対する勾配の感度を表す勾配共分散行列を用いて定義される竹内情報量基準を導入する．
竹内情報量規準（Takeuchi Information Criterion，以下 TIC）はモデル選択に用いられ

る情報量規準の 1つで，竹内（1976）によって与えられた [38]．TICは以下で定義される．

Ĝ = tr(H(θ∗)−1C(θ∗)) (4.7)
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図 4.1: 各層ごとの重みパラメータに関するヘッセ行列．ここでは，pを ζ 層目におけるノード、qを
ξ層目におけるノードとして，[H(θ)](p,q) = 0とみなすことで，ブロック対角行列を用いて訓練損失
の重みパラメータに関するヘッセ行列の近似を行っている．この図の場合，最終層のみの重みパラ

メータに関するヘッセ行列は右下のブロックに相当する．

ここで，θ∗は期待損失（2.10）を最小化する重みパラメータ，すなわち真の重みパラメータ
とする．

θ∗ = arg min
θ

L̂(θ) (4.8)

= arg min
θ

Ep(x,y) [l(θ; x, y))]

真の重みパラメータに関する期待損失のヘッセ行列H(θ∗)と，真の重みパラメータに関す
る期待損失の勾配共分散行列C(θ∗)の各要素は以下で定義される．

[H(θ∗)](m,n) =　
∂2Ep(x,y) [l(θ∗; x, y))]

∂[θ∗]m∂[θ∗]n
(4.9)

[C(θ∗)](m,n) =　
∂Ep(x,y) [l(θ∗; x, y))]

∂[θ∗]m

∂Ep(x,y) [l(θ∗; x, y))]
∂[θ∗]n

(4.10)

しかしながら，一般に真の重みパラメータ θ∗と真のデータ生成分布 p(x, y)は分からない
ため，代わりに学習後の重みパラメータ θ0とテストデータ集合 Dtestを用いて以下のよう
に計算される．

Ǧ = 1
N

N test∑
i=1

tr(H(θ0; xtest
i , ytest

i )−1C(θ0; xtest
i , ytest

i )) (4.11)

ここで，テストデータを用いたヘッセ行列H(θ0; xtest
i , ytest

i )と，テストデータを用いた
勾配共分散行列C(θ0; xtest

i , ytest
i )の各要素は以下で定義される．

[
H(θ0; xtest

i , ytest
i )

]
(m,n) = ∂2l(θ0; xtest

i , ytest
i )

∂[θ0]m∂[θ0]n
, m = 1, · · · , D n = 1, · · · , D

[
C(θ0; xtest

i , ytest
i )

]
(m,n) = ∂l(θ0; xtest

i , ytest
i )

∂ [θ0]m
∂l(θ0; xtest

i , ytest
i )

∂ [θ0]n
, m = 1, · · · , D n = 1, · · · , D
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TICは重みパラメータの事後分布が正規分布で近似可能（正則モデル）なときに，漸近
的に汎化ギャップと一致するような値である．ニューラルネットワークは正則モデルではな
いため，一般に重みパラメータの事後分布を正規分布で近似することはできない．しかし
ながら近年，学習後のニューラルネットワークにおける TICを見ることで汎化ギャップと
高い相関を持つことが実験的に確認されている [40]．つまりニューラルネットワークの重み
パラメータの事後分布が正規分布で近似できることを数理的に保証するのは難しいが，実
験的には正規分布で十分に近似できる可能性が高い．
また，TICは式（4.11）の通りテストデータに対して計算される値である．それに対して

汎化ギャップ（式（2.12））の計算には訓練データとテストデータの両方が必要となる．つ
まり学習後のモデルの汎化性を評価する際に，TICは汎化ギャップよりも少ない情報量で求
めることが可能である.
本研究では，異なる最適化手法によって学習されたニューラルネットワークに対してTIC

を計算することでそれぞれの汎化性について確認する．

図 4.2: 様々なニューラルネットワークモデルにおけるTICと汎化ギャップとの高い相関を表す（(a)：
TIC vs 汎化ギャップ，(b)：flatness（ヘッセ行列のトレース） vs 汎化ギャップ．図は Thomas ら
（2020）[40]から引用）．図 (a)中の Tr(H−1C)は式（4.11）を計算して求めている．図 (b)ではヘッ
セ行列のトレース，つまり全固有値の和を用いて flatnessを定義している．ヘッセ行列のトレース
を用いた flatnessでは汎化ギャップを捉えきれないことがわかる．また，学習に用いるハイパーパラ
メータを変えた様々な結果をプロットしているため，点の数はモデルとデータの組み合わせ数よりも

多くなる．

4.3 敵対的摂動を用いた頑健性の分析

敵対的摂動（Adversarial perturbation）とは，学習済みの機械学習モデルの出力を意図
的に誤らせるために入力に加えるノイズ（摂動）のことである．元の入力 xoriginに対して
敵対的摂動 ηを加えた入力を敵対的サンプル（Adversarial Examples）xadvと呼ぶ．

xadv = xorigin + ϵη (4.12)

多くの場合，人間の目では元の入力 xoriginと敵対的サンプル xadvとの区別を付けること
が難しいため，機械学習モデルを運用する際の脆弱性として問題となる．本研究では敵対
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的摂動の生成アルゴリズムとして，Goodfellowら（2014）が提案した Fast Gradient Sign
Method (FGSM[11])を使用して，異なる最適化手法によって学習された DNNモデルに対
する頑健性について確認した．

Fast Gradient Sign Method

FGSMはホワイトボックス攻撃手法の 1つである．ホワイトボックス攻撃とは，攻撃者
が学習済みのDNNモデルの情報に完全にアクセスできるという前提のもとでの攻撃手法で
ある．

FGSMでは，敵対的摂動を以下の式で生成する．yoriginは元の入力 xoriginに対するラベ
ルを表す．

η = sign(∇xoriginL(θ; xorigin, yorigin)) (4.13)

式（4.13）からわかるように，敵対的摂動は元の入力に対する損失関数の勾配の符号情報を
用いる．例えば入力を画像とすると，画像の各ピクセルをどちらの方向に動かせば損失が
大きくなるかを表している．損失が大きい場合，誤分類する確率が高いためモデルが騙さ
れやすい入力となる．DNNの場合モデルの重みパラメータは一定のまま，誤差逆伝播法に
よって入力に関する勾配を求めることができるため，FGSMは高速に動作する．
摂動は符号情報のみなので，式（4.12）における ϵを変化させることで敵対的摂動の強弱

を調整する．ϵが大きいほどモデルが騙されやすくなるが，摂動の影響もわかりやすくなる．
本研究では，各最適化手法によって学習されたモデルが ϵの変化によってどの程度騙される
ようになるかを比較する．

図 4.3: パンダの画像に敵対的摂動を乗せることで高い確信度でテナガザル（"gibbon"）と予測させ
る（図は Goodfellowら（2014）[11]から引用）．人間の目には分からない摂動なのでこのような入
力を除去するのは難しい．
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第5章 実験

5.1 実験環境

5.1.1 深層学習フレームワーク

深層学習の研究が活発になると同時に，ニューラルネットワークを用いた学習，予測を
行うためのフレームワークやベンチマークとなるデータセットが多数公開されている．代
表的な深層学習フレームワークとしては，Pytorch[30]やTensorflow[1]，などが挙げられる．
本研究では基本的に Pytorchを用いているが，一部 Tensorflowも併用して実験を行った．

5.1.2 モデルとデータセット

本研究では 4章でレビューした 3つの分析を行うためのDNNモデルとして，Yaoらの研
究（2018）におけるC3[44]と LeNet[22]を用いる（表 5.1）．先行研究（[44, 41, 40]）に倣っ
て画像分類タスクにおける分析に焦点を当てた．また，最終層のみのパラメータに関する
ヘッセ行列の固有値分析を行うモデルとして，ResNet-34[14]とDenseNet-121[16]を用いる．
どちらのモデルもプラクティカルな問題設定で高い認識性能を出すモデルとして，広く利
用されている．Dinhら（2017）の指摘する Reparametrizationに対するヘッセ行列の固有
値の脆弱性 [8]への対策として，Batch-Normalization層は使用しない．
データセットとしては画像分類のベンチマークとして広く利用されているFashion-MNIST[42]

と CIFAR-10[19]を用いる．

• Fashion-MNIST: Fashion-MNISTは Zalando（https://www.zalando.com）内のファッ
ション画像分類のためのデータセットで，60,000の訓練データと 10,000のテストデー
タから構成される．各サンプルは 28x28のグレースケール画像で，10クラスのラベル
に分類される．

• CIFAR-10: CIFAR-10データセットは一般画像分類のためのデータセットで，50,000
の訓練データと 10,000のテストデータから構成される．各サンプルは 32x32のカラー
画像で，10クラスのラベルに分類される．

5.1.3 ヘッセ行列の計算ライブラリ

上記で挙げたような深層学習フレームワークは，基本的にニューラルネットワークによ
る学習，予測をするという点で効率的な実装がなされている．したがって，ニューラルネッ
トワークモデルの勾配情報には直感的なインターフェースでアクセス可能である．しかし
ながら，本研究では勾配だけでなくヘッセ行列の計算にも興味がある．これらのフレーム
ワークでは学習時には計算効率化のため，重みパラメータ更新で勾配情報を一度用いると，
その後は必要ないため捨ててしまう．誤差逆伝播法を利用してHessian vector productを計
算する場合，勾配情報が複数回必要になる．そのため近年では，明示的にヘッセ行列に関す
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model structure num of params

C3（for CIFAR-10）
Conv2d(3,3,64)-Conv2d(3,3,64)-MaxPool2d
-Conv2d(3,3,128)-Conv2d(3,3,128)-MaxPool2d
-FC(256)-FC(256)-Softmax(10)

1,147,978

LeNet（for Fashion-MNIST）
Conv2d(5,5,6)-Conv2d(5,5,16)-MaxPool2d
-FC(120)-FC(80)-Softmax(10)

43,902

表 5.1: 実験で使用した比較的小さな重みパラメータ数の DNNモデルの構造と，モデルの持つ重み
パラメータの総数．

る情報を計算・保持するためのライブラリがいくつか研究開発されている [6, 43, 12]．本研
究では，ヘッセ行列の固有値に関する計算には PyHessian[43]を用いており，勾配共分散行
列の計算には BackPACK[6]と呼ばれるライブラリを用いた．

5.2 実験結果

基本的な実験の流れは以下の通りである．

1. DNNモデルの学習を行い，最終エポックとバリデーションデータに対するベストエ
ポックのモデルの重みパラメータを保存する．

2. 最終エポック or ベストエポックにおけるモデルの重みパラメータを読み込み，4章の
各分析を行う．

ここでバリデーションデータとは訓練データを適当な比率で分割して得られる，学習時に評
価用としてのみ用いるデータ集合のことである．またバリデーションデータに対するベス
トエポックとは，バリデーションデータによって計算されるAccuracy（与えられた全デー
タのうち，モデルが正解クラスを正しく予測した割合）が最も高いエポックのことである．
本研究では，CIFAR-10，Fashion-MNIST共に全訓練データの 20%をバリデーションデー
タとして用いた．以下では SGD，RMSprop，Adamの各最適化手法によって学習されたモ
デルにおける重みパラメータのことをそれぞれ θSGD，θRMSprop，θAdamと呼ぶことにする．
全ての実験で DNN学習のランダム性を考慮して，重みパラメータの初期値が異なる学習
結果の平均した値を用いている．また最終エポックは C3 on CIFAR-10で 50，LeNet on
Fashion-MNISTで 100とした．ベストエポックは各最適化手法で異なり，4回の試行の平
均ベストエポックを表 5.3に示す．
学習に用いた最適化手法ごとのハイパーパラメータを表 5.2に示す．これらのハイパー

パラメータは使用したライブラリのデフォルトの値に基づいている．式（2.17），（3.10），
（3.11）より，SGDのハイパーパラメータは学習率 η，RMSpropのハイパーパラメータは学
習率 η，勾配の二次モーメントにおける指数移動平均の重み β，ゼロ除算を防ぐ ϵ，Adam
のハイパーパラメータは学習率 η，勾配の一次モーメント，二次モーメントにおける指数移
動平均の重み β1, β2，ゼロ除算を防ぐ ϵ である．
また，バッチサイズM は汎化性に影響のあるハイパーパラメータとして知られているた

め，あるモデルを学習するときには全ての最適化手法で同一の値を用いている．比較的小
さな DNNモデルに関しては全ての手法でM = 128とし，プラクティカルな DNNモデル
に関しては全ての手法でM = 256としている．
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optimizer hyper parameters

SGD η: 0.1
RMSprop η: 0.01, β: 0.99, ϵ=1e-8
Adam η: 0.001, β1: 0.9, β2: 0.999, ϵ=1e-8

表 5.2: 学習に用いた最適化手法ごとのハイパーパラメータ．

model\optimizer SGD RMSprop Adam

C3 on CIFAR-10 46 44 38
LeNet on Fashion-MNIST 32 26 32

表 5.3: 各最適化手法における平均ベストエポック．

5.2.1 比較的小さなDNNモデルでの結果

まず，重みパラメータの次元数が比較的小さな DNNモデル（表 5.1）での実験結果を示
す．C3 on CIFAR-10に対して SGD，RMSprop，Adamを用いてそれぞれ学習し，4章の各
分析を行った．また，LeNet on Fashion-MNISTに対しては Full Hessian Spectrumと TIC
の比較を行った．各モデル，データセットでも FGSM，TICの計算にはベストエポックの
重みパラメータのみを用いている．

Full Hessian Spectrumの比較

最終エポックにおけるモデルパラメータと，ベストエポックにおけるモデルパラメータを
用いて Full Hessian Spectrumを計算，比較した結果を図 5.1（C3 on CIFAR-10）と図 5.2
（LeNet on Fashion-MNIST）に示す．どちらの図においても，横軸は固有値，縦軸は固有
値密度（式（3.3））の SLQアルゴリズムによる推定値を表している．図 5.1と図 5.2からわ
かるように，どちらのエポックにおいても θSGDに比べて，θRMSprop，θAdamにおけるヘッ
セ行列の固有値全体が絶対値の大きな値に分布している．つまり適応的最適化手法の方が
モデルの重みパラメータ空間において，SGDに比べて相対的に急峻な損失形状に到達して
いるということがわかる．

pseudo TICの比較

ここでは各最適化手法で学習されたベストエポックにおけるモデルの全重みパラメータ
を用いて TICを計算し，比較する．TICは式（4.7）の通り，ヘッセ行列の逆行列H−1と
勾配共分散行列Cの積のトレースが必要になる．ヘッセ行列の成分数は重みパラメータ次
元数の二乗の個数になり，DNNにおいてその逆行列は現実的に計算不可能である．そこで，
Thomasら [40]は式（4.7）の近似として tr(C)/tr(H)でTICを計算した．tr(H)は 3章で
説明した Hutchinson Methodを用いることで現実的に計算可能であり，tr(C)は勾配ベク
トルの各要素を二乗した値の和と等しいのでこちらも現実的に計算可能である．本研究で
も Thomasらによる近似式を用いて TICの計算を行った．以下，Exactな TICとは区別す
るために本研究では pseudo TIC（擬似TIC）と呼ぶ．また本来TICは期待損失を最小にす
る真の重みパラメータ θ∗に対して計算される値のため，ここではその近似として学習中の
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図 5.1: C3 on CIFAR-10における SGD，RMSprop，Adamの各最適化手法によって学習された重
みパラメータに関する Full Hessian Spectrum（左：最終エポック，右：ベストエポック）．横軸の
範囲外には固有値は存在しない．結果は 4回の試行の平均値となっている．
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図 5.2: LeNet on Fashion-MNISTにおける SGD，RMSprop，Adamの各最適化手法によって学習
されたパラメータに関する Full Hessian Spectrum（左：最終エポック，右：ベストエポック）．横
軸の範囲外には固有値は存在しない．結果は 4回の試行の平均値となっている．
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pseudo TIC θSGD θRMSprop θAdam

G̃（×10−4） 0.07 3.63 1.06

(a) C3 on CIFAR-10
pseudo TIC θSGD θRMSprop θAdam

G̃（×10−1） 6.24 7.34 7.74

(b) LeNet on Fashion-MNIST

表 5.4: SGD，RMSprop，Adamの各最適化手法によって学習されたベストエポックにおける pseudo
TIC．結果は 4回の試行の平均値となっている．

ベストエポック，つまりバリデーションデータにおける最適な重みパラメータ θbestに対し
て計算を行った．また式（4.11）と同様に，pseudo TIC G̃ はテストデータ集合Dtestを用い
て以下で計算される．

G̃(θbest) = 1
N test

N test∑
i=1

tr(C(θbest; xtest
i , ytest

i ))
tr(H(θbest; xtest

i , ytest
i ))

(5.1)

pseudo TICの比較結果を表 5.4に示す．C3 on CIFAR-10と LeNet on Fashion-MNISTの
どちらの実験設定においても，G̃(θSGD)が最も小さい値を取っている．

FGSMに対する頑健性比較

ここでは C3 on CIFAR-10に対して FGSMを用いて生成した敵対的摂動 ηを CIFAR-10
のテストデータ集合に対して適用する．敵対的摂動を加えたテストデータ集合を，敵対的テ
ストデータ集合 Dadv = {(xtest

i + ϵη, ytest
i + ϵη)}N test

i=1 として定義する．ϵを 0.05から 0.3ま
で 0.05刻みで変化させたときの Dadvに対する，θSGDと θAdamと θRMSpropの Accuracyに
与える影響を比較する（図 5.3a）．Dadvに対するモデルのAccuracyのことを Perturbation
accuracyと呼ぶ．
図 5.3aからわかるように，Adam，RMSpropで学習されたモデルの方が SGDで学習され

たモデルに比べてFGSMによって生成された摂動に対するAccuracyの劣化の影響が大きい．
Adam，RMSprop間では性能劣化の変化度合いはほぼ変わらない．つまりC3 on CIFAR-10
においては，θAdam，θRMSpropの方が θSGDよりも入力への敵対的摂動に対する頑健性の面
で悪化しやすいことがわかる．
また，図 5.3bに実際に生成された敵対的サンプルの例を示す．ϵが大きいほど摂動の影響

が大きくなっていることがわかる．

5.2.2 プラクティカルなDNNモデルにおける結果

最後に，プラィティカルな問題設定でもよく利用されているDNNモデル（表 5.5）を用
いて行った実験結果を示す．どちらのモデルにおいても SGD，Adamともに 100エポック
学習を行った後の重みパラメータを用いた．表 5.5に示すように最終層の重みパラメータ
のみを用いることで，全重みパラメータの次元数から，ResNet-34については約 1/2300，
DenseNet-121については約 1/800の次元数まで削減している．
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(a) FGSM Attack（式（4.13））における ϵが認識精度
の劣化に与える影響．C3 on CIFAR-10における θSGD
と θAdam，θRMSprop を比較した．

Ep
s:

 0

cat -> cat ship -> ship plane -> plane frog -> frog

Ep
s:

 0
.1

cat -> dog ship -> plane plane -> ship frog -> deer

Ep
s:

 0
.2

cat -> dog ship -> plane plane -> ship frog -> deer

Ep
s:

 0
.3

cat -> dog ship -> plane plane -> truck frog -> deer

(b) 実際に生成された敵対的サンプルの例．各図の上部
におけるラベルは，(正解クラス)→(予測クラス)を表し
ている．摂動の影響がわかりやすいようにグレースケー
ルで表示している．

図 5.3: ϵの変化に対する Perturbation accuracyの変化と実際に生成された敵対的サンプルの例．

model num of full-params num of penultimate-params

ResNet-34 23,377,922 10,000
DenseNet-121 8,078,658 10,000

表 5.5: 実験で使用した ResNet-34と DenseNet-121の全重みパラメータの次元数と，最終層におけ
る重みパラメータの次元数．
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Penultimate Hessian Spectrumの上位 20固有値の比較

最終層の重みパラメータのみを用いたヘッセ行列の上位 20固有値を比較する．上位 20個
のみを用いているのは，クラス分類の場合はヘッセ行列の outlier eigenvaluesの個数が限ら
れているという実験的観察 [34, 44]に基づく．図 5.4a, 5.4bから，プラクティカルな DNN
においては θAdamの方が，θSGDに比べて最終層の重みパラメータに関するヘッセ行列の固
有値の絶対値が大きいということがわかる．
また，最大固有値と第二固有値に対応する固有ベクトル（u1, u2）を用いて，重みパラ

メータ空間を u1, u2が張る空間に射影し，損失関数の局所形状の可視化を行った（図 5.4c,
図 5.4d, 図 5.4e, 図 5.4f）．図は学習済みモデルにおける最終層の重みパラメータを中心とし
たグリッドポイントにおける訓練損失を計算して描いた．つまり，最終層の重みパラメータ
に摂動ベクトルを加えたときの局所的な訓練損失形状を表している．摂動ベクトルはu1, u2

の重み付けされた和である．学習後の最終層の重みパラメータW K−1
0 ∈ Rd(K) × Rd(K−1)

を
重みパラメータベクトルwK−1

0 ∈ Rd(K)×d(K−1)
に変換し、摂動ベクトルを加えた損失は次の

ように表せる．

L(wK−1
0 + a1u1 + a2u2) (5.2)

ここで，a1, a2はグリッドポイントを描画するために範囲を決めてインクリメントする値で
ある．本実験では a1, a2は−0.5から 0.5まで 0.05刻みで変化させた．
また図 5.5と図 5.6に各モデルにおける最終層の重みパラメータの要素分布と，摂動とし

て加えた最大固有値に対応する固有ベクトルの要素分布を示す．これらの図から重みパラ
メータに対して十分小さな摂動ベクトルになっていることが確認できる．
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(b) ResNet-34 on CIFAR-10の上位 20固有値．
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(c) DenseNet-121の θSGD における損失関数形状
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(d) DenseNet-121の θAdam における損失関数形状
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(e) ResNet-34の θSGD における損失関数の局所形状
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(f) ResNet-34の θAdam における損失関数の局所形状

図 5.4: プラクティカルなDNNモデルに関して，SGDとAdamによって学習したモデルの訓練損失
における Penultimate Hessian Spectrum（上位 20固有値のみ）の比較と訓練損失の局所形状の可視
化．結果は 4回の試行の平均値となっており，Penultimate Hessian Spectrumのエラーバーは平均か
らの最大値と最小値との誤差を表す．また，局所形状の図における z軸は訓練データに対してK − 1
層目における重みパラメータ以外は固定したときの L(wK−1

0 + a1u1 + a2u2)を計算した値である．
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図 5.5: DenseNet-121 on CIFAR-10における重みパラメータと摂動ベクトルの要素分布．
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図 5.6: ResNet-34 on CIFAR-10における重みパラメータと摂動ベクトルの要素分布．
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第6章 結論

6.1 考察

本研究ではCIFAR-10と Fashion-MNISTの 2種類の画像分類データセットに対して，異
なる最適化手法によって学習された DNNモデルについて，大きく 3つの分析を行い汎化
性・頑健性に関する実験的な検証を行った．
まず，損失関数におけるヘッセ行列の固有値分布を調査することで学習後のDNNの重み

パラメータ空間における平坦性について実験的に確認した．今回用いたデータセットとモ
デルにおいては，適応的最適化手法は SGDに比べて，ヘッセ行列の固有値の絶対値がより
大きな重みパラメータを持つ，つまり相対的に急峻な損失形状へ収束することがわかった．
これは，Zhouらの行った確率微分方程式を用いた連続的な重みパラメータに関する理論解
析 [46]の結果を支持するものとなっている．
また，各最適化手法での学習後のベストエポックにおける pesudo TIC G̃ を比較し，SGD

に比べて適応的最適化手法で学習されたモデルの方が G̃ の値が大きいことを確認した．具
体的には C3 on CIFAR-10において，G̃(θSGD) = 0.07 · 10−4，G̃(θRMSprop) = 3.63 · 10−4，
G̃(θAdam) = 1.06 ·10−4となり，LeNet on Fashion-MNISTにおいて，G̃(θSGD) = 6.24 ·10−1，
G̃(θRMSprop) = 7.34 · 10−1，G̃(θAdam) = 7.74 · 10−1という結果となった．TICの値は漸近的
に汎化ギャップと一致する値であり，以上 2つの結果よりDNNを用いた画像分類タスクに
おいて SGDに比べて適応的最適化手法で学習されたモデルの方が汎化性が確保されにくい
ことが示唆される．
さらにC3 on CIFAR-10においては，FGSMを用いた敵対的サンプルに対して，SGDに

比べて適応的最適化手法で学習されたモデルの方が頑健性が確保されにくいということも
確認した．
最後に，近年よく用いられる 2つのプラクティカルなDNNモデル（ResNet-34, DenseNet-

121）に対しては，SGDと Adamによって学習されたモデルの最終層の重みパラメータに
関するヘッセ行列を用いて，上位 20個の固有値分布の比較と固有ベクトルを摂動として加
えたときの訓練損失の局所形状の可視化を行った．こちらの実験においても，SGDと比べ
て Adamで学習されたモデルの方が最終層の重みパラメータ空間において急峻な損失形状
に収束する可能性が高いことがわかった．つまりプラクティカルな DNNモデルにおいて，
最終層の重みパラメータに関しては比較的小さなDNNモデルでの実験と整合性のある結果
となった．
本実験の結果より，特にDNNを用いた画像分類タスクの場合，摂動に対してより汎化性，

頑健性を担保したい場合には適応的最適化手法ではなく非適応的な最適化手法を使用する
ことを勧める．

6.2 今後の課題

本研究の実験は，画像分類データセットに対してのみの結果となっている．DNNの発展
は画像処理以外にも大きな影響を与えており，自然言語処理や音声処理など，より多くの
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データセットについても同様の分析を行う必要がある．
また今後は，ヘッセ行列から得られる情報（固有値分布，トレース，TICなど）を利用

し，適応的最適化と非適応的最適化を交互に行う動的な最適化手法を開発する予定である．
このような方法は適応的最適化手法の高速な収束性と SGDの持つ汎化性，頑健性の恩恵を
受けることが期待できる．
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