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概要

本論文では，Perspective-n-Point（PnP）問題とその派生問題である PnPf問題と PnPfr

問題への解法に関する研究成果について報告する．PnP問題とは，世界座標系における n

点（point）の 3次元点とそれらが画像平面へ射影（Perspective projection）された画像
座標との対応から，焦点距離などの内部パラメータが校正済みであるピンホールカメラの
外部パラメータ，つまり回転行列と並進ベクトルを推定する問題のことである．幾何学的
には最少で n = 3個の対応点が与えられれば解けることが知られており，P3P問題と呼
ばれている．コンピュータビジョンにおけるもっとも古典的かつ基本的な問題の１つであ
り，1841年に最初の解法が発表されて以来，2000年代に入ってもなお活発に議論がされ
ている．外部パラメータだけでなく，焦点距離やレンズ歪みといった内部パラメータをも
推定する PnPf問題（fは焦点距離 focal length）や PnPfr問題（rは放射方向レンズ歪み
radial lens distortion）などの派生問題へと議論は拡張されている．PnP問題は，リアル
タイムで画像から 3次元解析を行う Visual Simultaneuous Localization And Mapping

(VSLAM)や Augmented Reality (AR)にて，画像からカメラの 3次元位置を推定する
モジュールとして利用される．これらのアプリケーション上では，3次元点の数や分布の
仕方（平面か非平面）が入力の度に変わるという特性がある．そのため，PnP問題の解法
はリアルタイム処理のみならず様々な課題を同時に解決することが要求される．
本論文は，それらの課題を解決する PnP問題とその派生問題への解法についてまとめ
たものであり，全 8章で構成されている．
第 1章では，PnP問題の研究背景と目的について述べ，本論文の学術的貢献について
説明する．
第 2 章では，まず，PnP 問題がリアルタイム性の高い AR や VSLAM などのアプリ
ケーションにおいて利用されることを述べる．その中で点の数 n が固定である最小解法
と n が可変の拡張解法の役割の違いについて説明する．役割の違いとアプリケーション
の性質を踏まえて，実用の上では安定性，高速性，一般性，拡張性の 4点が課題であるこ
とを明らかにする．そして，それらの課題に対する従来研究の歴史的変遷を説明し，古典
的ながら現在でも精力的に研究が行われていることを説明する．
第 3章では，PnP問題に関連が深い研究について紹介する．カメラパラメータ推定問
題の観点では，PnP 問題は 1 枚画像を用いたカメラキャリブレーションと解釈できる
ことを指摘する．また，PnP問題の前提となる対応点の取得方法について説明し，PnP



ii 概要

問題のアプリケーションの具体的な研究例を述べる．最後に，PnP 問題だけでなくコン
ピュータビジョンにおける幾何学的問題に共通する誤差解析の従来研究を紹介する．
第 4章では，PnP問題の理解に必要なカメラ幾何と周辺の数学的な内容について解説
する．中でも回転表現の取り扱いは，従来手法や本論文における提案手法の導出の違いに
も深く関係しているため，各手法を特徴づける重要な要素である．また，平面と非平面の
判定方法は Direct Linear Transform (DLT)法において重要な前処理の一つである．本
論文ではもっぱら代数的誤差を扱うが，一般に再投影誤差の最小化が最適と言われている
ため，それぞれの特性を理解して適宜使い分けることが必要となることを指摘する．
第 5章では，PnP問題の最も基礎となる P3P問題について，特異値分解を要しない新
たな直接法を提案する．まず，P3P問題に対して非直接解法と直接解法の 2種類が従来
提案されてきたことを紹介し，代表的な手法について導出の特徴を紹介する．次に，直接
解法の１つとして回転行列を射影的奥行きの線形結合とみなす新たな手法を提案する．幾
何的に複雑な解析を要する従来手法とは異なり，提案手法は代数的な制約条件に基づくた
め，その導出は非常にシンプルである．シミュレーション実験の結果により，提案手法が
4次式を用いる手法の中では数値的安定性と処理速度のバランスが最も取れた手法である
こと実証する．また，従来手法にはアルゴリズムが退化して解が求まらない 3次元点群と
カメラ配置があることを実験的に示し，P3P問題にはまだ議論の余地があることを示す．
第 6章では，グレブナー基底を用いて PnP問題の大域的な最適解を算出する手法を提
案する．まず代数的誤差に基づく PnP問題を非線形最適化問題として定式化し，代表的
な従来手法の導出と特徴を簡単に紹介する．次に，未定乗数を用いない最適性条件を導出
し，グレブナー基底を利用することで異なる回転表現であっても同一の解空間を表現して
いることを示す．シミュレーションデータを用いた比較評価実験により，提案手法は従来
不安定とされた Cayley変換を用いているにも関わらず，四元数を用いた従来手法と同程
度に安定であり，かつ，4倍以上高速であることを実証する．
第 7章では，PnP，PnPf，PnPfr問題の 3問題を同一のアプローチで解く統一的な手法
を 2つ提案するまず代数的誤差に基づく PnPfr問題の定式化を行い，PnP問題と PnPf

問題が包含されることを示す．次に，PnPf問題と PnPfr問題に対する従来手法を簡単に
説明する．そして，PnPfr問題を 2つの部分問題に分割することで，3つの問題を同一ア
プローチで解く手法を 2つ提案する．1つ目の手法はグレブナー基底を用いて，2つ目の
手法は DLT法に基づいて，第 1の部分問題を解く．シミュレーション実験の結果により，
提案手法のアプローチは問題なく動作し，3問題が解けることを実証する．また，PnPfr

問題のシミュレーション実験では提案手法の精度は再投影誤差最小化に劣るものの，実環
境ではほぼ同性能を高速に達成するため問題にはならないことを示す．
最後に，第 8章にて本論文を総括し，残された課題についても述べる．
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1

第 1章

序論

1.1 研究の背景と目的
本論文では，Perspective-n-Point（PnP）問題とその派生問題である PnPf問題と PnPfr

問題への解法に関する研究成果について報告する．PnP問題とは，図 1.1に示すように，
世界座標系における n 点（point）の 3 次元点とそれらが画像平面へ射影（Perspective

projection）された画像座標との対応から，焦点距離などの内部パラメータが校正済みで
あるピンホールカメラの外部パラメータ，つまり回転行列と並進ベクトルを推定する問題
のことである．幾何学的には最少で n = 3個の対応点が与えられれば解けることが知られ
ており，P3P問題と呼ばれている．コンピュータビジョンにおけるもっとも古典的かつ基
本的な問題の１つであり，1841年に最初の解法 [22]が発表されて以来，2000年代に入っ
てもなお活発に議論がされている．外部パラメータだけでなく，焦点距離やレンズ歪みと
いった内部パラメータをも推定する PnPf問題（fは焦点距離 focal length）や PnPfr問題
（rは放射方向レンズ歪み radial lens distortion）などの派生問題へと議論は拡張されてい
る．PnP問題とその派生問題の関係性を表 1.1に示す．PnP問題は，リアルタイムで画
像から 3次元解析を行う Visual Simultaneuous Localization And Mapping (VSLAM)

や Augmented Reality (AR)にて，画像からカメラの 3次元位置を推定するモジュール
として利用される．これらのアプリケーション上では，3次元点の数や分布の仕方（平面
か非平面）が入力の度に変わるという特性がある．そのため，PnP問題の解法はリアルタ
イム処理のみならず様々な課題を同時に解決することが要求される．本論文の目的は，そ
れらの課題を解決する PnP問題とその派生問題への解法を提案することにある．

1.2 本論文の学術的貢献
本論文では PnP問題とその派生問題について，以下 4つの手法を提案する．いずれの
手法も，理論的な興味に留まらず高い実用性を追求するという考えに則り，問題を記述す
る最小のパラメータ表現を導くことで処理の高速性と解の安定性を両立したことを特徴と
する．
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𝐑, 𝐭

世界座標系 カメラ座標系

図 1.1: Perspective-n-Point（PnP）問題

表 1.1: PnP問題と派生問題における未知パラータと推定に必要な対応点の数

PnP PnPf PnPfr

回転行列 R ✓ ✓ ✓
並進ベクトル t ✓ ✓ ✓
焦点距離 f ✓ ✓
レンズ歪 k1, k2, k3 ✓
未知パラメータ数 6 7 8 (k1), 10 (k1, k2, k3)

最小点数 n 3 4 4 (k1), 5 (k1, k2, k3)

P3P問題への解法
特異値分解を用いずに直接に外部パラメータを計算する高速かつ安定な手法．代数
学的な変数変換に基づく簡潔な導出により，従来手法よりも演算回数を削減してい
る．

PnP問題への解法
回転行列の表現に依存しない最適性条件を導いたことで，従来不安定とされていた
Cayley変換による回転行列表現でも高速かつ安定な計算を可能にした手法．グレ
ブナー基底を用いて局所解をすべて列挙するため，大域的な最適解が得られること
を保証する．また，3次元点の点数や分布に依存しない．

3問題への統一解法 1

誤差関数を２つの近似した部分問題に分割することで PnP，PnPf，PnPfr問題を
同一のアプローチで解くことを可能にした手法．グレブナー基底を用いることで各
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問題に対する個別の従来手法と同等の安定性を持ちながら，高速であり点分布への
一般性を持つ．点の数に依存しない PnPfr問題への初めての解法であると同時に，
３つの問題への統一的解法を示した初めての手法でもある．

3問題への統一解法 2

点分布が平面か非平面かによって場合分けをすることで，上記統一解法 1の高速性
をさらに向上させた手法．適切な場合分けにより安定性は失われないことを実験的
に示す．

1.3 本論文の構成
本論文は，以下の内容で構成されている．まず，第 2章では，PnP問題が登場するア
プリケーションにおける役割と解法に要求とされる課題を説明する．それらの課題に対し
てどのような従来手法が提案され，また，PnPf問題や PnPfr問題へと拡張されてきたか
という歴史的な経緯を俯瞰する．第 3章では，PnP問題に関連が深い研究について紹介
する．次に，第 4章では，ピンホールカメラモデルに基づく射影幾何について解説する．
合わせて回転行列の表現方法や誤差関数の定義についても述べる．そして，第 5–7 章に
て，新たな解法を提案する．第 5 章では，PnP 問題の最も基礎となる P3P 問題につい
て，特異値分解を要しない新たな直接法を提案する．第 6 章では，グレブナー基底を用
いて PnP問題の大域的な最適解を算出する手法を提案する．第 7章では，PnP，PnPf，
PnPfr問題の 3問題を同一のアプローチで解く手法を 2つ提案する．最後に，第 8章に
て，本論文のまとめを行う．
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第 2章

Perspective-n-Point問題とその派生
問題

本章では，まず PnP 問題が必要とされる場面とその役割について説明する．そして，
PnP 問題の解法が解決すべき課題を列挙する．最後に，それらの課題に対してどのよう
な研究が行われてきたか，PnP問題の歴史的経緯を振り返る．

2.1 PnP問題の役割
PnP問題は対応点の数 nに対する拡張性によって大きく２つに大別される．１つは n

が固定値で拡張性がない場合であり，例えば P3P問題や P4Pf問題が相当する．英語で
は総称してMinimal problemsと呼ばれ，それらに対する解法はMinimal solversと呼ば
れる．定着した日本語訳は存在しないため，本論文ではMinimal solversのことを最小解
法と呼ぶ．もう一方の分類は nに対する拡張性があり，nが可変な場合である．例えば，
PnP 問題や PnPf 問題である．これらに対しては Minimal solvers のような呼称は英語
でも日本語でも特に定まっていないため，本論文では便宜上拡張解法と呼ぶ．
PnP問題は画像にコンピュータグラフィックスを合成する Augmented Reality (AR)

やリアルタイムに 3 次元地図を作成する Visual Simultaneous Localization And Map-

ping (VSLAM)にて利用される．ARや VSLAMにおいて，PnP問題の最小解法と拡張
解法は図 2.1のように使い分けられる．すなわち，最小解法は特徴点マッチングのあとに
Random Sample Consensus (RANSAC) [17]*1と組み合わせることで誤対応点を除去す
るために利用される．RANSAC実行後にすべての正しい対応点の組を入力として拡張解
法を適用し，精度の高いカメラパラメータを得る．このように，最小解法と拡張解法は役
割が異なるため両手法の研究が必要となる．具体的なアプリケーション例については第 3

章で紹介する．

*1全対応点から n個をランダムサンプリングして最小解法によりパラメータを算出し，そのパラメータと各
対応点との誤差を求める．誤差が閾値以上の点を誤った対応点と決定する．このプロセスを反復し，正しい対応
点を抽出する．



6 第 2章 Perspective-n-Point問題とその派生問題

対応点{𝐦𝑖 , 𝐗𝑖}

画像

２D特徴点検出 特徴点マッチング
特徴点データベース
（２D点＋３D座標）

最小解法の反復適用
による誤対応点除去

すべての正対応点

拡張解法による最小
二乗的に最適な推定

カメラパラメータ

RANSAC

図 2.1: PnP問題の利用シーン

2.2 PnP問題の課題
前節で述べたように，PnP 問題はリアルタイム性の高いアプリケーションにおいてカ

メラ位置推定のサブモジュールとして利用されるため，最小解法も拡張解法も以下の 4点
が課題となる．

• 安定性：数値演算的に高精度で大域的に最適な解を算出できるか
• 高速性：高速に計算可能で実時間アプリケーションに対応できるか
• 一般性：3次元点の分布が平面と非平面のどちらにでも対応できるか
• 拡張性：特定の点数 nに限定した手法か，nに依らず一貫した手法か

安定性，高速性，一般性の 3点は最小解法と拡張解法の両方にとって重要な指標である．
例えば，理論的には大域的最適解への収束が保証されていても，実装により収束性が大き
く左右されるようであれば安定性は高いとは言えない．画像特徴点には一般に観測ノイズ
が乗るため，ノイズに対する頑健性も含まれる．また，高速であっても誤った解が推定さ
れては実用的ではない．点分布への一般性は，高速性と安定性とのトレードオフなことも
ある．非平面に限定することで安定性が向上したり，平面に限定することで高速性が向上
したりする．例えば，ARの中でも平面マーカを用い場合，平面のみに特化した手法の方
が実装上都合が良いことも多い．反対に VSLAMのような点分布の仮定が困難な場合は，
手法を切り替えるのは実装が複雑になるため，一般性が高い手法が望ましい．最小解法は
基本的に n が固定であるため，拡張性は主に拡張解法にとって重要な課題である．例え
ば，n点から何点かを抽出して組み合わせるような手法であると，組み合わせ爆発により
実質的に実行可能な nは限られてしまう．また，拡張解法は最小解法をも内包している場
合があり，十分に高速であれば拡張解法と最小解法を使い分ける必要はない．次節では，
上記の課題についてどのような研究が行われてきたか，その歴史を振り返る．
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2.3 PnP問題の歴史
1841 年に初めて P3P 問題への解法 [22] が与えられた．以来，射影幾何学や写真測量
など異なる研究分野で独立に様々な手法が提案された．これらの手法は導出こそ異なるも
のの非常に類似しており，1994 年に Haralick ら [23] により手法間の関係性が整理され
た．また，1960年代には解が不安定になる Danger Cylinferと呼ばれる縮退条件が知ら
れていたが [73, 79]，解の個数とカメラ配置の幾何的な関係が具体的に明らかにされたの
は 2003年である [20]．
点の数が n ≥ 3 となる PnP 問題に関しては，3 次元点の分布が平面か非平面かに場
合分けをして Direct Linear Transform (DLT)法が適用されていた（DLT法については
6.2節を参照）．点の分布に依存しない方式としては，n点から任意の 3点を選択して P3P

問題の解法を繰り返すという手法 [5, 63]が 2000年代前半までに提案されていたが，組み
合わせ爆発により計算量は指数関数的に増大するため実用的とは言えなかった．2000年
に Luら [51]は，代数的誤差を用いることで並進ベクトルが回転行列の変数として表され
ることを示し，並進ベクトルと回転行列を交互に最適化する方法を提案した．提案された
交互最適化自体は不適切な局所解に陥ることが多いため主流とはならなかったが，今日よ
く用いられる PnP問題を回転行列の最適化問題として定式化した初めての論文である．
2000 年代後半になると，大域的な最適解への安定性，点の数に依存しない高速性，

3 次元点の分布に依存しない一般性，それぞれの観点に焦点を当てた研究が行われた．
Schweighofer and Pinz [69]は，Luらの手法を平面に限定することで大域的最適解に収
束するように改良した．また，Schweighofer and Pinz [70]は，Luらの定式化を凸最適
化の一種である Sum-of-Squares optimization へと帰着させることで大域的な最適解を
保証する手法を提案した．ただし，一般性はなく平面と非平面を区別する必要がある．
Moreno-Noguer ら [53] は，対応点数の変化に対して計算量の増加が線形時間 O(n) で
ある EPnP 法を提案した．平面と非平面を区別する必要があったものの，その高速性と
コードが公開されたことで広く知られるようになり*2，現在でもベースライン手法として
引用されることが多い．点分布を考慮しない一般性と大域的な最適解への安定性を両立
したのは Hman and Kim [27] である．Schweighofer and Pinz [70] の手法を発展させ，
Semidefinite programming relaxation（半正定値計画緩和）により同じく凸最適化であ
りながら平面も同様に解けることを示した．これら凸最適化のアプローチは理論的には優
れているものの，凸最適化に用いる内点法の実装により収束性や計算時間が大きく左右さ
れるという課題があった．
同じく 2000年代後半には，2視点幾何におけるグレブナー基底の成功 [38, 74, 75]を受
けて，焦点距離やレンズ歪みをも未知数とする P4Pf，P4Pfr，P5Pfr 問題に対してグレ
ブナー基底を用いる最小解法 [10, 11, 29]が提案された．その後，これらの手法はグレブ

*2PnP問題への解法として○○ PnPという名前が頻繁に使われるきっかけになった．
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ナー基底をより効率的に表現するコンパクトなパラメータ化の研究が進んだ [41, 44, 87]．
2010年代に入り，グレブナー基底は PnP問題にも導入された．Luら [51]が定式化し
た回転行列に関する最適化問題の 1 次最適性条件（Karush-Kuhn-Tucker 条件）を連立
多項式とみなして，全局所解をグレブナー基底を用いて算出する方法が Heschら [26]と
中野ら [95, 96]によってほぼ同時期に独立に提案された．一般性，高速性，安定性の両立
を謳っていたが，Cayley変換のスケーリングを無視していたため実際の安定性は高くな
かった．そこで，Cayley変換ではなく四元数を用いる手法 [36, 92]が提案され，グレブ
ナー基底により安定性も達成可能なことが示された．その後，回転行列の表現によらな
い一次最適性条件が導出され，Cayley変換でも同様に安定性が実現できることが示され
た [55]．さらに，2010年代後半にかけて PnPf問題 [91, 94]や PnPfr問題 [56]に対して
もグレブナー基底を利用した手法が提案された．
一方，P3P問題は 2010年代まで新しい解法はほとんど議論されることはなかった．し
かし，2011 年に Kneip ら [37] が特異値分解を用いずに外部パラメータを算出する直接
解法を提案したことで，演算量が少なく数値安定性に優れた直接解法が次々に発表され
た [7, 35, 52, 57, 60]．中でも，Persson and Nordberg [60]は，P3P問題を２つの円錐
曲線の交点とみなすことで 4次式ではなく 3次式と 2次式の組み合わせで解が得られる
ことを示した画期的な手法である．
また，2010年代には PnP問題に新しい問題設定を加えた研究が発表された．例えば，

Inertial Measurement Unit (IMU) を用いて３自由度の回転角のうち２つの角度を既知
とした場合 [83, 39] やローリングシャッターカメラによる画像内の特徴点が時刻同期さ
れない場合 [3, 67]，さらには IMUとローリングシャッターカメラを併用した場合 [4]な
ど，スマートフォンの普及によりカメラが IMUを搭載することが一般的になった社会な
らではの研究課題である．さらに，点ではなく線分を用いた Perspective-n-Line (PnL)

問題 [45, 62, 84, 88]も新たに提起され，PnP問題と同様に安定的な解法について研究さ
れている．
以上，簡単に PnP問題とその派生問題の歴史的な経緯を振り返った．上述したように，

PnP問題は古典的であるにも関わらず現在でも精力的に研究が進められている．特に演
算量を削減するための効率的なパラメータ表現の研究成果は，多視点幾何を始めとするコ
ンピュータビジョンの様々な幾何学的推定問題にも応用が期待されるところである．

2.4 第 2章のまとめ
本章では，PnP問題がリアルタイム性の高い ARや VSLAMなどのアプリケーション

において利用されることを述べた．その中で点の数 nが固定である最小解法と nが可変
の拡張解法の役割の違いについて説明した．役割の違いとアプリケーションの性質を踏ま
えて，実用の上では安定性，高速性，一般性，拡張性の 4点が課題であることを述べた．
そして，それらの課題に対する従来研究の歴史的変遷を説明し，古典的ながら現在でも精
力的に研究が行われていることを説明した．
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第 3章

関連研究

本章では PnP問題に関連が深い研究について紹介する．

3.1 カメラキャリブレーション
PnP 問題と最も関連が深いのは，校正物体を用いて内部パラメータを算出するカメラ
キャリブレーションである．カメラキャリブレーションの目的は，3次元座標が既知の校
正物体を様々な方向から撮影することで，カメラの内部パラメータを推定することにあ
る．図 3.1に示すように，キャリブレーション手法は校正物体の形状が非平面 [25, 80]か
平面 [90]かの２種類に大別できる．特に，Zhang [90]により提案された平面チェッカー
ボードを利用する手法は，簡便かつ高精度にパラメータが算出可能なため，今日では標準
的な手法として幅広く用いられている．
カメラパラメータを推定するという点では，カメラキャリブレーションと PnP 問題
はよく似ている．しかしながら，最も大きな違いは用いられる画像の枚数である．カメ
ラキャリブレーションでは一般に校正物体を撮影した複数枚の画像を用いる．例えば，
Zhangの手法では 10枚以上が推奨とされている．一方，PnP問題では画像ごとにカメラ
パラメータが異なるという前提であるため，単一画像のみを用いてパラメータを算出する
点が異なる．単にカメラパラメータ推定問題という観点から見ると，PnPf問題や PnPfr

問題は１枚の画像のみを用いたカメラキャリブレーションと捉えることも可能である．

3.2 対応点の検出とマッチング
PnP問題の前提条件である 3次元座標と画像座標の対応点を得る関連研究を紹介する．
第 2 章で述べたように，PnP 問題では 3 次元点と画像特徴点の対応を取ることから始
まる．画像特徴点の取得方法としては，Scale Invariant Feature Transform (SIFT) [50]

や Speeded-up Robust Features (SURF) [8] を始めとするスケール不変特徴点がよく
知られている．携帯端末のようなデバイスでも実行できるように低演算量化を実現した
Oriented FAST and rotated BRIEF (ORB) [65]や Fast Retina Keypoint (FREAK) [2]
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(a) Heikkilä [25] による直方体を用い
る手法

(b) Zhang [90]による平面チェッカーボードを用
いる手法（OpenCVのサンプル画像）

図 3.1: カメラキャリブレーションの例

(a) SIFT [50] (b) SuperGlue [66]

図 3.2: 対応点マッチングの例

なども提案されている．深層学習の発展により畳み込みニューラルネットを用いて視点
変化や照明変化への頑健性を向上させる試み [85, 89] も行われている．得られた特徴点
をマッチングする手法としては，特徴ベクトルの厳密もしくは近似的な最近傍探索が最
も標準的であるが，グラフニューラルネットワークを用いた手法 [66]も提案されている．
図 3.2に特徴点マッチングの具体例を示す．
3次元座標を取得する手法としては，LIDARのようなレンジファインダを用いる手法
や，多視点画像から特徴点の 3 次元座標を復元する Structure-from-Motion (SfM) [24]

を用いてもよい．次節にて紹介する Visual-SLAMでは，新たな画像が入力されるたびに
SfMを反復的に行い，3次元座標を逐次的に推定する．

3.3 アプリケーション
PnP問題が利用されるアプリケーションとしては，図 3.3に示すような実写に CGをリ
アルタイム合成する Augmented Reality (AR)や画像から 3次元地図を作成する Visual

Simultaneous Localization And Mapping (VSLAM)が挙げられる．正方マーカを用い
た低演算なエンジンにより ARを広く知らしめた ARToolkit [34]を始め，現在ではマー
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(a) ARToolkit [34]

(b) OpenVSLAM [76]

図 3.3: PnP問題が登場するアプリケーション例

図 3.4: 焦点距離を高精度に推定するための最良格子パターン [33]．左：パターンの実物．
右：撮影風景

カーを利用しない Google AR Core*1のようなエンジンも公開されている．VSLAM は
ロボットナビゲーションのエンジンとして研究が進んでおり，前述した ORB 特徴を利
用した ORB-SLAM [54]や OpenVSLAM [76]といった OSSも精力的に研究が行われて
いる．VSLAM においては 3D 点群から撮影環境全体が推測されてしまうプライバシー
問題 [61] があり，点群ではなく線分を使ってプライバシー保護を行う研究 [21, 71] が進
められている．そのような場面においては点ではなく線分を用いた Perspective-n-Line

(PnL)問題に対する解法 [45, 62, 84, 88]が用いられている．

3.4 ノイズに対する誤差解析
PnP問題では，3次元座標は正確に計測済みであり，画像平面へ射影される際に観測誤
差が加わった特徴点として観測されることを前提としている．画像誤差はカメラのセンサ
ノイズや量子化誤差，さらに特徴点の検出誤差など様々なノイズの重ね合わせである．そ
のため，中心極限定理に基づき画像ノイズは平均ゼロの標準正規分布で近似される．
PnP問題への解法として，Ferraz [16]らは画像特徴点の誤差分布を特徴点のスケール

*1https://arvr.google.com/arcore/

https://arvr.google.com/arcore/
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を用いて近似し，解の持つ偏差を除去する反復解法を提案している．また，Urbanら [82]

は，3次元座標も等方性の標準正規分布に従う誤差を持つと仮定した解法を提案している．
3次元座標の誤差分布を推定する方法として，ステレオ画像ペアから推定した 3次元座標
の誤差共分散行列の理論解析が教科書 [31] に記載されている．カメラキャリブレーショ
ンにおいて焦点距離を高精度に算出するために，Kanatani and Maruyama [33]はカメラ
に対して傾けたときに誤差分散が最小となるような平面のグリッドパターン（図 3.4）を
提案している．上述した手法はいずれも１次の誤差解析に基づいているが，Kanatani [32]

はノイズが与える偏差を高次の項まで解析し，最尤推定を超える精度が得られることを示
している．

3.5 第 3章のまとめ
本章では PnP問題と従来研究との関係についてまとめた．カメラパラメータ推定問題
の観点では，PnP問題は 1枚画像を用いたカメラキャリブレーションと解釈できること
を指摘した．また，PnP 問題の前提となる対応点の取得方法について説明し，2.1 節で
述べたアプリケーションの具体的な研究例を述べた．最後に，PnP 問題だけでなくコン
ピュータビジョンにおける幾何学的問題に共通する誤差解析の従来研究を紹介した．
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カメラ幾何

本章では，ピンホールカメラモデルに従ったカメラ幾何について説明する．まず，基本
的な 3 次元の画像平面への射影とレンズ歪みについて記述し，本論文における内部パラ
メータの扱いについて述べる．次に，回転行列を表現する方法のうち，本論文にて登場す
る表現について説明する．そして，回転行列の制約を満たすように補正する手法と 3次元
点の分布を推定する手法について解説する．最後に，PnP問題における代表的な 2種類
の誤差関数について説明する．

4.1 ピンホールカメラモデル
本論文で採用するピンホールカメラモデルについて，図 4.1 を参照しながら説明す
る．なお，本論文の座標系はすべて右手系とする．世界座標系におけるある 3 次元座標
X = [x, y, z]T が，解像度 (w, h)の画像平面に射影される関係を考える．カメラは，世界
座標系に対して 3 × 3 の回転行列 R と 3 × 1 の並進ベクトル t により剛体変換されてい
る．また，レンズの水平方向と垂直方向に対する焦点距離をそれぞれ fu と fv，せん断係
数*1を γ，光学中心を (cu, cv)とする．3次元座標Xから画像座標 (u, v)へ射影は，以下
の式 (4.1)で表される．

λ

uv
1

 =

fu γ cu
0 fv cv
0 0 1

r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

xy
z

+

txty
tz

 (4.1)

ここで，rij は回転行列 Rの (i, j)成分を表す．式 (4.1)の左辺は画像座標であるが，要素
1の次元を追加した斉次座標（homogeneous coordinates）により表現されていることに
注意されたい．また，λは射影的奥行きと呼ばれる任意の正の実数である．行列ベクトル
表記を用いると，式 (4.1)は以下の式 (4.2)のように簡潔に表すことができる．

λm = K(RX+ t) (4.2)

*1四角形から平行四辺形のような，平行性は保つが垂直性を失わせる変形のこと．カメラ幾何においては撮
像素子の横軸と縦軸が垂直でないことを表す．
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世界座標系
𝑧𝑐

𝐦

𝐑, 𝐭

𝑥

𝑦

𝑧 𝑢

𝑣

𝑥𝑐
𝑦𝑐

カメラ座標系

画像平面

[𝑐𝑥, 𝑐𝑦]

𝑤

ℎ

𝐗

𝑓

𝜆

図 4.1: ピンホールカメラモデルにおける射影

ここで，

m =

uv
1

 , K =

fu γ cu
0 fv cv
0 0 1

 (4.3)

である．さらに，式の両辺が定数倍に等しいことを表す記号 ∝を用いると，射影的奥行
き λを省略して，

m ∝ K(RX+ t) (4.4)

と表すこともできる．画像座標mに対して Kの逆行列をかけた座標 K−1mを正規化画像
座標（normalized image coordinates）と呼ぶ．
行列 K と次節にて説明するレンズ歪みは，カメラの動きに影響を受けないため，総合
して内部パラメータ（intrinsic parameters）と呼ばれる．文献によっては行列 Kのみを
指して内部パラメータ行列（intrinsic matrix）やカメラ校正行列（camera calibration

matrix）と呼ぶこともある．本論文における内部パラメータの取り扱いについては 4.3節
にて詳細を述べる．
対して，カメラの動きを記述する回転行列 R と並進ベクトル t は，外部パラメータ

（extrinsic parameters）と呼ばれる．日本語では，回転行列のことを姿勢，並進ベクトル
のことを位置，とも呼び，２つを合わせてカメラの位置姿勢と呼ぶこともある．英語で
は，世界座標系に対する動きであるため absolute camera pose と呼ぶこともある*2．外
部パラメータのうち回転行列は様々な記述方法があるため，本論文で用いる表現方法につ
いて 4.4節で紹介する．

4.2 レンズ歪み
本論文では，レンズ歪みは半径方向歪み（radial distortion）のみとし，モデル化は

Division model [13, 18]を用いる．OpenCVなどで広く用いられている Brown [9]によ

*2本論文では扱わないが，あるカメラを座標中心とする複数の画像間のモーションを，相対的なカメラ位置
姿勢（relative camera pose）と呼ぶ．詳しくは Hartley and Zisserman [24]を参照のこと
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𝑘1 = 0 𝑘1 > 0𝑘1 < 0

図 4.2: Division modelに基づくレンズ歪み

るモデルは，正規化画像座標 K−1m に歪み系数をかけて歪んだ画像座標を計算する．反
対に，Division model は歪んだ画像座標に歪み係数をかけて歪のない画像座標を計算す
る．観測値である歪んだ画像座標を用いるため，非線形性が少なく数学的な取り扱いが容
易という利点がある．
歪みを含む観測した画像座標を (ũ, ṽ)，歪み中心を (c̃u, c̃v)とすると，Division model

は次式で表される．
1

1 + kTd

[
ũ− c̃u
ṽ − c̃v

]
=

[
u− cu
v − cv

]
(4.5)

ここで，歪み係数 k = [k1, k2, k3]
T, d = [d, d2, d3]T，d = (ũ− c̃u)

2 + (ṽ − c̃v)
2 である．

斉次座標を用いると，式 (4.5)は ũ− c̃u
ṽ − c̃v
1 + kTd

 ∝
u− cu
v − cv

1

 (4.6)

と表すことができる．
歪み系数の中でも支配的な k1 を変化させたときの一例を図 4.2に示す．望遠レンズに
より生じる糸巻き型歪みは k1 > 0，広角レンズによる樽型歪みは k1 < 0で与えられる．
OpenCVで用いられている歪みモデルとは正負が逆になることに注意されたい．

4.3 内部パラメータの取り扱い
これまで 4.1～4.2 節にて内部パラメータを詳細に説明してきた．本論文の研究ではそ
れらすべてを推定することが主眼ではないため，デジタルカメラの利用を前提として次の
ような近似を行う．
まず，カメラセンサは十分精密に製造されており，縦横の比に偏りがない（γ = 0）．ま
た，撮像素子は正方形かつレンズとカメラセンサは正対している（fu = fv = f）．加えて，
レンズ中心とセンサ中心は正確に一致するように装着されている（cu = c̃u = w/2, cv =

c̃v = h/2）．以上の仮定に基づくと，内部パラメータは焦点距離 f とレンズ歪み k とな
る．さらに，レンズ歪みは微小である場合（k ≈ 0），焦点距離 f のみが未知数である．こ
のとき，事前に u← u−w/2, u← v−h/2とシフトすれば，内部パラメータ行列は 3× 3
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表 4.1: 回転表現の比較

回転行列 オイラー角 四元数 Cayley変換

変数 9 3 4 3

制約 det(R) = 1の直交行列 なし 単位ベクトル なし
長所 数式表現が簡潔 直感的 計算効率 符号固定
短所 演算誤差の蓄積 ジンバルロック 符号不定性 特異点の存在

の対角行列

K =

f f
1

 ∝
1 1

1/f

 (4.7)

として表現される．
上記の仮定は，精密な内部パラメータを要しないアプリケーションであれば十分成立す
る．これまで PnPf問題 [10, 94]や PnPfr問題 [11, 29, 41, 42]および多視点幾何の従来
研究 [12, 28, 40, 47, 75]でも広く利用されている．

4.4 回転行列の表現方法
3次元空間における回転行列は自由度 3の 3× 3の行列であり，様々な表現方法が存在
する．直感的な理解のしやすさや計算の都合に合わせて選択される．本節では代表的な表
現方法について説明する．なお，各表現方法の特徴を表 4.1にまとめる．

4.4.1 回転行列
右手系における回転行列は行列式が 1の直交行列*3

RTR = RRT = I (4.8)

det(R) = 1 (4.9)

である．行列式の制約を表す式 (4.9)と等価な表現としては

ri − rj × rk = 0, (i, j, k) =


(1, 2, 3)

(2, 3, 1)

(3, 1, 2)

(4.10)

も挙げられる．ここで，ri は Rの第 i行もしくは第 i列を指す．
最も単純な表現方法は 9個のパラメータ r11, · · · , r33 を直接用いることである．他の表

現方法と異なり行列成分それぞれが単一のスカラーで表されるため，例えば 6.2.1節で後

*3左手系では det R = −1となるが，本論文では取り扱わない．
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述するように 9次元のベクトル化により，数式を簡潔に整理できる利点がある．一方で，
R1R2 · · · Rn のように複数の回転が乗算されると，数値演算誤差が蓄積して直交制約が次第
に満たされなくなる．また，１つの回転行列につき 9個の変数をメモリに格納する必要が
あるため，多数の 3Dオブジェクトをアニメーションさせることには向いていない．

4.4.2 ロール・ピッチ・ヨー（オイラー角）
オイラー角による表現の一種であり，次式のように 3自由度の回転を z軸（roll角），y

軸（pitch角），x軸（yaw角）の順に乗算する．

R = RzRyRx

=

cos θz − sin θz 0
sin θz cos θz 0
0 0 1

 cos θy 0 sin θy
0 1 0

− sin θy 0 cos θy

1 0 0
0 cos θx − sin θx
0 sin θx cos θx

 (4.11)

各軸の回転を独立に制御できるため直感的に理解しやすく，ロボティクスでよく用いられ
る．また，加速度センサが利用できると 2軸分の角度が既知となるため，残り 1軸の回転
のみを未知パラメータとして取り扱う際にも便利な表現である [19, 39, 58, 77]．欠点と
しては，回転行列 Rから各角度への分解が一意に決定できず，一般に 2つの解が存在する
ことである．また，θy = ±π/2のときにジンバルロックと呼ばれる 3自由度が 2自由度
に縮退する現象も発生する．ジンバルロックが起きると 1つの軸回りの回転しか表現でき
なくなってしまうため，コンピュータグラフィックスにおいては避けるべき回転表現の１
つとされている．

4.4.3 四元数
ジンバルロックが存在せずメモリ効率もよい方法として単位四元数 q = [a, b, c, d]T（た
だし ∥q∥ = 1）による回転表現がある．２つの回転の内挿補間（Slerp [72]）を簡単に計算
でき，L2ノルム正規化で回転行列としての性質が保てるため，コンピュータグラフィッ
クスのアニメーションで広く利用されている．
単位四元数による回転行列は次式で表される．

R =

a2 + b2 − c2 − d2 2(bc− ad) 2(bd+ ac)
2(bc+ ad) a2 − b2 + c2 − d2 2(cd− ab)
2(bd− ac) 2(cd+ ab) a2 − b2 − c2 + d2

 (4.12)

式 (4.12)の各成分がすべて２次の項であることから，qと −qは同じ回転行列を算出す
ることがわかる．単にベクトルの回転を計算する際には正負号を任意に決めればよいが，
物体の回転を推定する問題においては正負の不定性が存在するため解空間が広くなるとい
う問題がある．
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𝐦 𝐗𝑐 = 𝐑𝐗 + 𝐭

𝐦 × 𝐗𝑐

𝑧
𝑓

𝑓

𝑧𝑐
𝐗𝑐

𝑧𝑐

𝐸rep

𝐸alg

図 4.3: 再投影誤差 Erep と代数的誤差 Ealg

4.4.4 Cayley変換
Cayley変換は，n次元の歪対称行列と単位行列を用いて n次元の直交行列を算出する
方法である．3次元の回転行列においては a = 1とおいた四元数 q = [1, b, c, d]T に等価
である．L2ノルムが ∥q∥ ̸= 1であることに注意すると，Cayley変換による回転行列は

R =
1

∥q∥2

1 + b2 − c2 − d2 2(bc− d) 2(bd+ c)
2(bc+ d) 1− b2 + c2 − d2 2(cd− b)
2(bd− c) 2(cd+ b) 1− b2 − c2 + d2

 (4.13)

と書ける．符号不定性は存在しないものの，a = 0となる四元数を表現できないため，回
転の推定問題においては特異点となってしまう．それを避けるためには，事前に a ̸= 0で
あるランダムな回転行列をかけるなどの前処理が必要となる．

4.5 回転行列の補正
何らかの方法（例えば 6.2.1節に登場する Direct Linear Transform (DLT)法など）で
算出した回転行列は，式 (4.8)–(4.9)に示す直交制約と行列式の制約を厳密には満たさな
いことがある．そこで，それらの制約を満たすように補正しなくてはならない．回転行列
の補正は閉形式（closed-form）で求められることが知られている [81]．
ある n× nの行列 Aに対してフロベニウス距離が最も近い回転行列 Rは，特異値分解

A = UDVT を用いると
R = Udiag

(
1, 1,det

(
UVT

))
VT (4.14)

として算出できる．

4.6 平面/非平面の判定
ARマーカのように 3次元点Xi の分布が既知である場合を除き，カメラ位置推定手法
が一般性を持たなたい場合は Xi が平面上の点か否かを判定する必要がある．点分布は，
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2次モーメント行列の階数を調べれば以下のように判定できる．

rank

(
n∑

i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T

)
=


3 非平面
3かつ条件数が大きい 准平面
2 平面
1 直線

(4.15)

ただし，X̄ = 1/n
∑n

i=1 Xは点群の重心である．
2次モーメント行列が実対称行列のため，式 (4.15)における条件数とは最大特異値を最
小特異値で割った値である．平面であれば階数が 2なので最小特異値はゼロであり，条件
数は無限大となる．ほぼ平面の場合は，無限大にはならないが階数が 3，ということであ
る．「ほぼ平面」を平面の解法か非平面の解法かに分類しなくてはならないため，一般性
を持たない方式にとって条件数のしきい値設定は重要なパラメータである．

4.7 誤差関数
コンピュータビジョンにおけるカメラ位置姿勢推定問題における誤差関数は，一般に２
種類に大別できる．ひとつは再投影誤差（reprojection error）と呼ばれる物理的に意味の
ある指標であり，もうひとつは代数的誤差（algebraic error）と呼ばれる数学的な指標で
ある．図 4.3にそれぞれの誤差関数の概要を示す．
再投影誤差とは，観測した画像座標と画像平面へ射影した 3次元座標とのユークリッド
距離のことである．カメラ座標系における 3次元座標をXc = RX+ tとすると，PnP問
題における再投影誤差は

Erep =

∥∥∥∥m− 1

zc
KXc

∥∥∥∥2 (4.16)

と書ける．ここで，zc = rT3X+ t3 である．式 (4.16)は 1/zc の存在により非線形関数で
あるため，再投影誤差の最小化は一般的には Levenberg Marquard 法のような反復解法
により行われる．最も良い精度が得られる方法と考えられているが，十分良い初期値を与
えないと不正確な局所解に陥ってしまうリスクがある．加えて，前節で述べた回転行列の
制約条件を満たしながら反復解法を行う必要がある．例えば，オイラー角を直接に最適化
する方法 [34]や，∥q∥ = 1を保ちながら四元数の勾配を記述する方法 [68, 78]や，微小回
転を線形化するリー代数による方法 [86, 98]などが挙げられる．C++言語の最適化ツー
ルである Ceres Solver [1]には回転行列の偏微分関数が実装されている．
代数的誤差とは，ベクトルの平行性に着目した指標である．PnP問題において，斉次化
した画像座標mとカメラ座標系における 3次元座標 Xc は，一切のノイズがなければそ
の方向は完全に一致するはずである．そこで，ベクトルのクロス積を取れば，次式のよう
に射影的奥行きを用いずに誤差を表現できる．

Ealg = ∥m× (KXc)∥2 (4.17)

上式は，式 (4.4)の両辺のクロス積に等しい．図 4.3に示すように，代数的誤差はmと
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KXc に直交するベクトルの長さに相当するが，２つのベクトルのスケーリング次第でいく
らでも大きさは変動する．それゆえ，代数的誤差はなんら物理的な意味を持たない．しか
しながら，画像ノイズが小さい場合には再投影誤差最小化に匹敵する精度を持つことが実
験的に示されてきた [24]．また，画像ノイズが大きい場合であっても，再投影誤差最小化
の良い初期値を与える方法として標準的に用いられている．

4.8 第 4章のまとめ
本章では PnP問題の理解に必要なカメラ幾何と周辺の数学的な内容について解説した．
中でも回転表現の取り扱いは，従来手法や本論文における提案手法の導出の違いにも深く
関係しているため，各手法を特徴づける重要な要素である．また，平面と非平面の判定方
法は Direct Linear Transform (DLT)法において重要な前処理の一つである．本論文で
はもっぱら代数的誤差を扱うが，一般に再投影誤差の最小化が最適と言われているため，
それぞれの特性を理解して適宜使い分けることが必要となる．
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第 5章

P3P問題への提案手法

本章では P3P問題について議論する．P3P問題は，n = 3とした PnP問題の最も基
礎的な形式である．まず，P3P問題の定式化を行い，次に，代表的な従来手法を簡単に説
明する．従来手法は，外部パラメータの算出に特異値分解を用いる非直接解法と，特異値
分解を用いない直接解法の２種類に分類される．そして，直接解法に属する提案手法の詳
細な導出を行い，シミュレーション実験にて従来手法との性能を比較する．

5.1 P3P問題の定式化
P3P問題において内部パラメータは既知であるから，式 (4.2)においてm← K−1mと
正規化画像座標へ置き換えると，以下の連立方程式として定式化できる．

λ1m1 = RX1 + t

λ2m2 = RX2 + t

λ3m3 = RX3 + t

(5.1)

これを解いて回転行列 Rと並進ベクトル tを求めるのが P3P問題である．なお，表記を
簡単にするため，本章ではそれぞれの正規化画像座標の L2ノルムを ∥m∥ = 1となるよ
うに設定する*1．

5.2 従来手法
5.2.1 非直接解法
古典的な非直接解法 [20, 23] では，まず射影的奥行き λ に関する 4 次式を導出し，回
転行列と並進ベクトルを特異値分解により算出する．式 (5.1)から 2式のペア {i, j}を選
び，差を取って並進ベクトル tを消去する．

λimi − λjmj = R(Xi −Xj) (5.2)

*1任意のスケール sに対して λm = (λ/s)(sm)が成り立つため，λ← λ/sと読み替えればよい．
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次に，回転行列 Rの直交性 RTR = Iを利用して回転行列 Rを消去する．式 (5.2)の両辺
の内積を取ると，Xi とXj の距離 dij を算出できる．

λ2
i − 2λiλjm

T
i mj + λ2

j = d2ij (5.3)

ここで，d2ij = ∥Xi −Xj∥2 である．また，5.1節で述べたように ∥mi∥ = 1と正規化して
いることに注意されたい．式 (5.3) は 3 組のペア {1, 2}, {2, 3}, {3, 1} について成り立つ
ので，2式ずつ取り出すと次式を得る．

d23
(
λ2
1 − 2λ1λ2m

T
1m2 + λ2

2

)
− d12

(
λ2
2 − 2λ2λ3m

T
2m3 + λ2

3

)
= 0

d31
(
λ2
1 − 2λ1λ2m

T
1m2 + λ2

2

)
− d12

(
λ2
3 − 2λ3λ1m

T
3m1 + λ2

1

)
= 0

(5.4)

式 (5.4)は，任意の λiについて定数倍しても解は変わらない．そこで，λ1 = 1，x = λ2/λ1，
y = λ3/λ1 とおくと，以下の２変数連立方程式として書き換えられる．

f(x, y) = f1x
2 + f2xy + f3y

2 + f4x + f6 = 0

g(x, y) = g1x
2 + g3y

2 + g4x+ g5y + g6 = 0
(5.5)

ただし，

f1 = d23 − d12, f2 = 2d12m
T
2m3, f3 = −2d23mT

1m2, f4 = −d12, f6 = d23

g1 = d31, g3 = −2d31mT
1m2, g4 = −d12, g5 = 2d12m

T
3m1, g6 = d31 − d12

(5.6)

である．さらに，f(x, y)と g(x, y)から y を消去すると xについての４次式を得る．

h(x) = h1x
4 + h2x

3 + h3x
2 + h4x+ h5 = 0 (5.7)

ここで，
h1 = f2

1 g
2
3 − 2f1f3g1g3 + f2

2 g1g3 + f2
3 g

2
1

h2 = 2f1f4g
2
3 + 2f2

3 g1g4 + f2
2 g3g4 − f1f2g3g5 − 2f1f3g3g4 − f2f3g1g5 − 2f3f4g1g3

h3 = f2
3 g

2
4 + f2

4 g
2
3 + f1f3g

2
5 + 2f1f6g

2
3 + 2f2

3 g1g6 + f2
2 g3g6 − 2f1f3g3g6 − 2f3f6g1g3

− f2f3g4g5 − f2f4g3g5 − 2f3f4g3g4

h4 = f3f4g
2
5 + 2f4f6g

2
3 + 2f2

3 g4g6 − f2f3g5g6 − f2f6g3g5 − 2f3f4g3g6 − 2f3f6g3g4

h5 = f2
3 g

2
6 − 2f3f6g3g6 + f3f6g

2
5 + f2

6 g
2
3

(5.8)

である．式 5.7は Ferrariの公式により閉形式で xの解を求めることができる．４次式で
あるから，最大で４個の実数解が存在する．xの実数解を式 (5.5)に代入すれば対応する
y が得られる．そして，式 (5.3)に基づいて xと y から λ1，λ2，λ3 を復元する．
得られた射影的奥行き λ1，λ2，λ3 を用いて，回転行列 Rと並進ベクトル tを算出する．

式 (5.1)に射影的奥行きを代入すると，回転行列 Rと並進ベクトル tについて以下の最適
化問題を定式化できる．

min
R,t

3∑
i=1

∥λimi − (RXi + t)∥2

s.t. RTR = I, det(R) = 1

(5.9)



5.2 従来手法 23

𝐜 = −𝐑T𝐭

Π

𝐗1

𝐗2
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𝐧𝑦

𝐧𝑥

図 5.1: Kneipらによる P3P解法 [37]の図解

式 (5.9)の解は以下で与えられる．

R = U diag
(
1, 1,det

(
UVT

))
VT, t = m̄− RX̄ (5.10)

ここで，

m̄ =
1

3

3∑
i=1

λimi, X̄ =
1

3

3∑
i=1

Xi, UDVT =

3∑
i=1

(
Xi − X̄

)
(λimi − m̄)

T
(5.11)

である．詳細な導出は文献 [15, 81]を参照されたい．
上述した古典的な非直接解法の課題は，式 (5.9)を解く際に特異値分解を用いるため，
処理時間がかかるにも関わらず最終的な回転行列 Rと並進ベクトル tの演算精度が失われ
ることである．そのため，次節で紹介する特異値分解を用いない直接解法が提案された．

5.2.2 直接解法
Kneipらの手法 [37]

最初の直接解法は Kneipらにより 2011年に提案された．Kneipらの手法の骨子は，幾
何的な解析により１つの角度に関する４次式を導出することである．具体的には，図 5.1

に示すように，カメラの 3次元位置 c = −RTtとX1 とX2 が作る平面 Πとベクトル ny

が作る角度 θ を未知数とする．ここで，

nx =
X2 −X1

∥X2 −X1∥

nz =
nx × (X3 −X1

∥nx × (X3 −X1)∥
ny = nz × nx

(5.12)

である．θ に関する４次式の導出は複雑なため本論文では省略する．その複雑さゆえ，そ
の後の直接解法の発展につながったとも言える．
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Keらの手法 [35]

Ke らも幾何的な解析に基づき１つの角度に関する４次式を導出した．その導出は
Kneipら以上に複雑なため，同様に本論文では省略する．

Bannoの手法 [7]

Banno は回転行列 R と並進ベクトル t を射影的奥行き λ1, λ2, λ3 の線形結合で表せる
ことを発見した．式 (5.1)は以下のように書き換えられる．S1 I −m1

S2 I −m2

S3 I −m3

rt
λ

 = Ap = 0 (5.13)

ここで，rは Rの 9次元ベクトル表記であり，

Si =

XT
i

XT
i

XT
i

 , λ =

λ1

λ2

λ3

 (5.14)

である．式 (5.13)より，pは Aのゼロ空間ベクトルの線形結合で表される．すなわち，

p ∝ span(null(A)) (5.15)

であり，しかも，その係数は λ = [λ1, λ2, λ3]
T に一致する．回転行列の直交性を利用する

と λについての４次式を得られ，その実数解を式 (5.15)に代入すると回転行列 Rと並進
ベクトル tが決定できる．

Perssonらの手法 [60]

Persson and Nordberg は４次式を使わずに P3P 問題が解けることを初めて示した．
その骨子は，式 (5.4)を２つの円錐曲線の交点として解くことである．式 (5.4)を２次形
式で表すと，

λTC1λ = 0, λTC2λ = 0, (5.16)

と書き換えられる．ここで，C1 と C2 は 3× 3の対称行列である．円錐曲線の交点の算出
は [64]に詳細が記載されているため，ここでは手順の概略のみ記す．まず，２つの円錐曲
線の交点を通る直線を見つけるため，次式を解いて退化した円錐曲線を算出する．

det (C1 + γC2) = 0. (5.17)

上式は γ に関する 3次式である．そして，退化した円錐曲線は２本の直線 p,qを用いて

C1 + γC2 = pqT + qpT (5.18)

と表せる．２本の直線は C1 の一点を通るので，その交点について次式が成り立つ{
λTC1λ = 0

pTλ = 0
,

{
λTC1λ = 0

qTλ = 0
(5.19)
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図 5.2: 提案手法における中間座標系

式 (5.19)は λの定数倍に不定であるから，非直接解法と同様に λの比を用いれば２次式
で表せる．
さらに，Persson and Nordbergは射影的奥行きを利用して，特異値分解を用いずに回
転行列と並進ベクトルを算出する方法を示している．式 (5.2)より，３組の組み合わせか
ら２組を選ぶと次式を得る．

[y12, y23, y12 × y23] = R [z12, z23, z12 × z23] (5.20)

ここで，yij = λimi−λjmj，zij = Xi−Xj である．上式の右から [z12, z23, z12 × z23]
−1

をかければ Rが得られる．そして，３組の対応点のうち任意の１点について t = RXi −
λimi として並進ベクトルが求まる．

5.3 提案手法
本節では文献 [57] をもとに新たな直接解法について説明する．提案手法では，回転行
列の第１列と第２列が，射影的奥行きの線形結合で表される中間座標系を定義する．回転
行列の第３列が現れない中間座標系を用いることで，射影的奥行きに関する４次式を効率
的に導出できる．従来手法よりも４次式の係数を算出する演算回数が削減されるため，高
速性と数値的な安定性が両立できる．

5.3.1 中間座標系への変換
P3P問題は，すべての 3次元座標が z = 0上の平面に存在すると考えても一般性を失
わない．そこで，図 5.2に示すように，入力された 3次元座標を z = 0の中間座標系へと
剛体変換を施す*2．１番目の 3次元座標X1 を中心とすると，中間座標系における 3次元

*2この仮定は Kneip [37]や Banno [7]と同様である．
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座標X′ は以下のように計算できる．

X′
i = NT(Xi −X1) → X′

1 =

00
0

 , X′
2 =

a0
0

 , X′
3 =

bc
0

 (5.21)

ここで，式 (5.12)を用いて N = [nx, ny, nz]であり，

a = ∥X2 −X1∥, c > 0,
√

b2 + c2 = ∥X3 −X1∥ (5.22)

である．行列 Nは直交行列（NNT = NTN = I）であるから，世界座標系と中間座標系の剛
体変換は以下のように書ける．

RXi + t = (RN)
(
NT(Xi −X1)

)
+ (t+ RX1)

= R′X′
i + t′

(5.23)

よって，中間座標系における新しい回転行列 R′ と並進ベクトル t′ は

R′ = RN

t′ = t+ RX1

(5.24)

と表せる．そして，式 (5.21)と式 (5.24)を用いると，中間座標系における P3P問題は次
式のように書ける．

λ1 m1 = t′ (5.25)

λ2 m2 = a r1 + t′ (5.26)

λ3 m3 = b r1 + c r2 + t′ (5.27)

ここで，r1 と r2 は，それぞれ R′ の第１列目と第２列目を指す．

5.3.2 射影的奥行きの算出
式 (5.25)から式 (5.26)を引いて t′ を消去すると，r1 について次式を得る．

r1 =
1

a
(λ2 m2 − λ1 m1)

=
1

a
Aλ

(5.28)

ここで，A = [−m1, m2, 0]，λ = [λ1, λ2, λ3]
T である．同様に，式 (5.25)から式 (5.27)

を引き，さら式 (5.28)を代入すると，r2 について次式を得る．

r2 =
1

c
(λ3 m3 − λ1 m1 − b r1)

=
1

c
(B− p A) λ

=
1

c
Cλ

(5.29)

ここで，p = b/a，B = [−m1, 0, m3]，C = B− p Aである．
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次に，射影的奥行き λに関する連立方程式を立てる．r1 と r2 は直交行列の第１列，第
２列であるから，

rT1 r2 = 0 (5.30)

rT1 r1 − rT2 r2 = 0 (5.31)

が成り立つ．上記の式 (5.30)と式 (5.31)はともに定数倍に不定であるので，新たに２つの
変数 x = λ2/λ1，y = λ3/λ1を導入して未知数を削減する．そしてµ = λ/λ1 = [1, x, y]T

と置き換えると，式 (5.30)と式 (5.31)は以下のように書き換えられる．

rT1 r2 =
1

ac
λTATCλ ∝ µT

(
p ATA− ATB

)
µ (5.32)

rT1 r1 − rT2 r2 =
1

a2
λTATAλ− 1

c2
λTCTCλ ∝ µT

(
qATA− BTB

)
µ (5.33)

ここで，q = (b2 + c2)/a2 である．式 (5.32)と式 (5.33)を展開すると，xと y について
の２変数２次方程式を得る．

f(x, y) = f1 x
2 + f2 xy + f4 x + f5 y + f6 = 0

g(x, y) = g1 x
2 + g3 y

2 + g4 x + g5 y + g6 = 0
(5.34)

各方程式の係数は以下の通りである*3．

f1 = p, f2 = −mT
2m3, f4 = (1− 2p)(mT

1m2), f5 = mT
1m3, f6 = p− 1,

g1 = q, g3 = −1, g4 = −2q(mT
1m2), g5 = 2 f5, g6 = q − 1

(5.35)

式 (5.32)– (5.35)の詳細な導出は章末の付録 5.6を参照のこと．
f(x, y)において y2 の係数はゼロであるから，y は xの関数として表せる．

y = −f1 x
2 + f4 x+ f6
f2 x+ f5

(5.36)

式 (5.36)を g(x, y)に代入すると，以下のように xに関する４次式を得る．

h(x) = h1 x
4 + h2 x

3 + h3 x
2 + h4 x+ h5 (5.37)

ここで，

h1 = f2
2 g1 − f1

2

h2 = f2
2 g4 + 2 f2 f5 (g1 − f1)− 2 f1 f4

h3 = f5
2 (g1 − 2 f1) + 2 f2 f5 (g4 − f4)− 2 f1 f6 + f2

2 g6 − f4
2

h4 = f5
2 (g4 − 2 f4) + 2 f2 f5 (g6 − f6)− 2 f4 f6

h5 = f5
2 (g6 − 2 f6)− f6

2

(5.38)

である．

*3文献 [57]では f2 の符号が誤っており，マイナス記号が抜けている．
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非直接解法と同様に，４次式の解は Ferrariの公式や Descartesの公式を用いて閉形式
で求めることができる．結果として，式 (5.37) から最大４個の x の実数解が得られる．
そして，得られた xを式 (5.36)に代入して対応する y が得られる．加えて，閉形式で得
られた解の数値演算精度を向上するためにニュートン法を任意に適用してもよい．この
操作を英語では Root polishingと呼ぶが，日本語では定着した訳語がないため本論文で
はそのまま英語の呼び名を使用する．本論文では，式 (5.34) における x と y に対して
ニュートン法を１回だけ適用した．Root polishing により生じる処理時間の増加につい
ては 5.4.3節にて議論する．

5.3.3 世界座標系における外部パラメータの復元
射影的奥行きの比である xと yが得られると，外部パラメータの復元は容易である．ま
ず，回転行列の各列は単位ベクトルであるという制約（∥r1∥ = ∥Aλ∥/a = 1）に基づくと，
射影的奥行きは以下のようにスケーリングすればよい．

λ =
1

s
µ, s =

1

a
∥Aµ∥ (5.39)

そして，λ を式 (5.28) と式 (5.29) に代入すると，回転行列 R′ の第１列 r1 と第２列 r2

が得られる．第３列は第１列と第２列のクロス積として計算できる．並進ベクトル t′ は
式 (5.25)を用いればよい．以上より，中間座標系における回転行列 R′ と並進ベクトル t′

は次式で表される．
R′ = [r1, r2, r1 × r2]

t′ = λ1 m1

(5.40)

最後に，R′ と t′ を式 (5.24)に代入すると，世界座標系におけるカメラの位置姿勢が以
下のように復元できる．

R = R′ NT

t = t′ − RX1

(5.41)

提案手法全体の一連の流れを Algorithm 1に記す．

5.3.4 Bannoの手法との違い
5.2.2 節で紹介したように，Banno [7] の手法も同様に回転行列の直交制約を用いて
射影的奥行きについての４次式に帰着させる．導出こそ異なるものの，実は提案手法と
Banno [7]の手法は数学的には等価である．
最も大きな違いは，どの射影的奥行き λi を 1とするか，である．提案手法では λ1

*4を，
Bannoは λ3を選択している．これはごく僅かな違いに思えるが，実際にはそうではない．
Aの第３列と Bの第２列がゼロベクトルであるため，λ1 = 1と選択することで f(x, y)と
g(x, y)の係数を削減できる．例えば，付録 5.6の式 (5.43)に示すように，もし λ3 = 1と

*4提案手法においては λ2 を選択してもよい．
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Algorithm 1 A simple direct P3P solver

Input: Xi: 3D points, mi: normalized 2D points (∥mi∥ = 1)

Output: R: rotation matrix, t: translation vector

1: compute N and X′
i ← NT(Xi −X1) ▷ Eq.(5.12)

2: compute p, q, A, B, C ▷ Eqs.(5.28) and (5.29)

3: compute coefficients of f(x, y), g(x, y), h(x) ▷ Eqs.(5.35) and (5.38)

4: find roots of h(x)

5: for each x ∈ four roots do

6: y ← −(f1 x2 + f4 x+ f6)/(f2 x+ f5)

7: apply Newton’s method on f(x, y) and g(x , y)

8: µ← [1, x, y]T

9: s← ∥Aµ∥/a, λ← µ/s

10: r1 ← Aλ/a, r2 ← Cλ/c

11: R′ ← [r1, r2, r1 × r2], t′ ← λ1 m1

12: R← R′ NT, t← t− RX1

13: end

した場合は y2 の係数はゼロにはならない．さらに，同じく付録 5.6の (5.44)に示すよう
に，式 (5.33)の導出において，式 (5.32)の結果を用いて係数の削減を行っている．以上
のことから，提案手法は Bannoの手法の最適化とも解釈できる．これらの一見小さな違
いが性能に及ぼす影響については，次節のシミュレーション実験にて実証する．

5.4 シミュレーション実験
本節ではシミュレーションデータによる従来手法との比較評価実験について報告する．
評価項目は，数値的安定性，ノイズに対する頑健性，処理速度の３点である．
提案手法はMATLABにて実装した*5．従来手法については，Kneipら [37]について
は公式の MATLAB 実装*6を，その他の手法については C++ 実装を忠実に MATLAB

に移植した．Gao ら [20] と Ke [35] の手法は OpenCV のコード*7を, Banno [7]*8と
Persson [60]*9は著者による Github のコードを参照した．Persson 以外の手法はいずれ
も４次式を解くために独自の実装がされていたが，公正な比較のために Kneip による
Ferrariの公式の実装に統一した．
シミュレーションデータは以下のように生成した．まず，カメラ配置は Kneipら [37]

*5https://github.com/g9nkn/p3p problem
*6https://dl.dropboxusercontent.com/u/23966023/home page files/p3p code final.zip
*7 solveP3P function, https://docs.opencv.org/4.1.0/d9/d0c/group calib3d.html
*8https://github.com/atsuhikobanno/p3p
*9https://github.com/midjji/lambdatwist-p3p

https://github.com/g9nkn/p3p_problem
https://dl.dropboxusercontent.com/u/23966023/home_page_files/p3p_code_final.zip
https://docs.opencv.org/4.1.0/d9/d0c/group__calib3d.html
https://github.com/atsuhikobanno/p3p
https://github.com/midjji/lambdatwist-p3p
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図 5.3: 一般的な点配置における数値演算誤差のヒストグラム
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図 5.4: 退化条件における数値演算誤差のヒストグラム

の実験設定に従い，R = diag([1,−1,−1]), t = [0, 0, 6]T, 焦点距離 f = 800, 光学中
心 (cu, cv) = (320, 240) とした. そして，回転行列の誤差として真値と推定値の四元数
の L2 ノルム誤差 ∥qgt − qest∥ を，並進ベクトルの誤差として真値と推定値の相対誤差
∥tgt − test∥ / ∥tgt∥をそれぞれ計測した．
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5.4.1 数値的安定性
本実験では，２種類の 3次元点の分布について実験を行い，数値的安定性を評価した．
１つ目の分布は，x-y-zが [−2, 2]× [−2, 2]× [−2, 2]の範囲内に一様分布に従い 1000点を
生成し，試行のたびにその中からランダムに３点を選択した．２つ目の分布は，Kneipら
の手法が数値的に縮退する条件を設定した．具体的には，中間座標系において X′

2 と X′
3

の x 座標が同じ値，つまり，a = b になるランダムな３点である．このとき，文献 [37]

の式 (10)において分母がゼロになるとなるため，解を求めることができなくなる．どち
らの分布においても射影した画像座標にはノイズを加えず，観測誤差がないことを仮定
した．
独立に 105 回試行した数値演算誤差のヒストグラムを図 5.3と図 5.4に示す．それぞれ
第１と第２の 3次元点分布に相当する．
第１の点分布においては，Ke らの手法がピーク値 10−15 と最も安定性が高い結果と
なり，続いて提案手法，Kneip，Perssonがピーク値 10−14 である．Keらの手法は最も
高精度であるが，ピーク値の差はごく僅かであるため実用上は同性能と言える．一方で，
第２の点分布においては提案手法と Gaoらの手法以外は真値に近い推定値を算出できて
いない．第２の点分布は Kneip らの手法を主眼に設定したが，図 5.4 の結果は Ke ら，
Bannno，Perssonらの手法いずれも同様の数値的な退化条件がアルゴリズムに内在する
ことを示唆している．
第２の点分布においては，カメラの方向が３点Xi∈{1,2,3} の作る平面と正対する．言い
換えると，カメラの z 軸と平面の法線ベクトルが互いに平行となる．例えば正方 ARマー
カを正面から撮影するなど，実用上このような状況は決して珍しいことではなく，カメラ
位置姿勢の推定が不安定になる条件の１つとして知られている．以上のことから，P3P

問題においては 3次元点群とカメラの位置関係がもたらす数値的安定性についてはいまだ
議論の余地があることがわかる．

5.4.2 ノイズ頑健性
本実験では，点分布は一般的なランダム配置（前節の第１の点分布）とし，画像座標に
平均ゼロの正規分布ノイズを加えた．そして，ノイズの標準偏差を 0.5ピクセルから 5ピ
クセルへと変化させながら回転行列と並進ベクトルの推定誤差を計測した．
各ノイズレベルについて独立に 105 回試行した結果を図 5.5 に示す．Kneip らの手法
がわずかながら他の手法よりも良いように見えるが，その差は実用上無視できるほど小
さい．
この実験結果は，第２の点分布のような数値的に縮退しない条件であれば，いずれの手
法を選んでも実用上はほぼ同一の性能であることを示している．
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図 5.5: 画像ノイズの変化に対する平均推定誤差

表 5.1: 独立に 105 回試行した
平均実行時間

Method Time [µsec]

Gao [20] 126.6

Kneip [37] 88.8

Ke [35] 72.1

Banno [7] 79.2

Persson [60] 51.6

Proposed 63.3

表 5.2: 提案手法の実行時間プロファイル．Step: 各
処理ステップ. Line No.: Algorithm 1 の行番号．
Time: 実行時間（マイクロ秒） Rate: 処理全体に対
する割合

Step Line No. Time Rate

Preprocess 1–3 14.5 23%

Root finding 4, 6 9.5 15%

Root polishing 7 8.9 14%

Recover pose 8–12 30.4 48%

Total 63.3 100%

5.4.3 処理速度
本実験では Core i9-7920Xを搭載する PCにおいて独立に 105 回試行して処理速度を
測定した．表 5.1 に各手法の平均実行時間を示す．最も高速なのは，４次式ではなく３
次式を解く Persson らの手法である．４次式を解く手法の中では提案手法が最も速く，
Bannoより 20%，Keより 12%，Kneipより 28%，Gaoよりも 50%高速であった．
提案手法の実行プロファイルを表 5.2に示す．最も実行時間を要するのは４次式を解い
た後の最終的なカメラ位置姿勢の復元であり，全体の 48%を占めている．Root polishing

（ニュートン法）による解の改善は比較的割合が小さいため，それ自体はトレードオフの
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問題にはなっていない．

5.4.4 考察
数値的安定性（5.4.1節）とノイズ頑健性（5.4.2節）より，a = bの退化条件を除けば
提案手法も含めて直接解法はいずれもほぼ同性能とみなせることが分かった．一方で，実
行速度（5.4.3節）と退化条件を考慮に入れると，提案手法が数値的安定性と処理速度の
バランスが最も優れていると結論づけられる．

5.5 第 5章のまとめ
本章では，まず，P3P問題に対して非直接解法と直接解法の２種類が従来提案されてき
たことを紹介し，代表的な手法について導出の特徴を紹介した．次に，直接解法の１つと
して回転行列を射影的奥行きの線形結合とみなす新たな手法を提案した．提案手法では，
回転行列の第１列と第２列のみを用いる中間座標系における P3P問題へと変換すること
で，回転行列の第３列に関わる拘束条件を陰に表現する．非常にシンプルな代数的な変数
変換に基づく導出であるため，幾何的に複雑な解析を要する従来手法よりも解の安定性が
向上している．また，提案手法と Bannoの手法との数学的な類似性と相違点について考
察した．最後に，シミュレーション実験を行い，提案手法が４次式を用いる手法の中では
数値的安定性と処理速度のバランスが最も取れた手法であること実証した．また，従来手
法にはアルゴリズムが退化して解が求まらない 3次元点群とカメラ配置があることを実験
的に示し，P3P問題にはまだ議論の余地があることを示した．
本章で議論しなかった点は，内部パラメータと 3 次元座標に対するノイズ頑健性であ
る．P3P 問題では内部パラメータと 3 次元座標は高精度に計測済みと仮定しているが，
実際には誤差が含まれるはずである．特に 3次元座標の中でも x，yに比べて z方向の計
測誤差は大きくなりやすく，その誤差分布は計測方法（例えばステレオ画像による 3角測
量かレーザーレンジファインダか）により異なる．この点については従来の P3P問題に
おいても十分に議論されていないため，今後も研究の余地が残されている．

本章に関連する公表論文は以下の通りである．

1. Gaku Nakano, “A Simple Direct Solution to the Perspective-three-Point Prob-

lem”, the 30th British Machine Vision Conference (BMVC2019), 2019.

本章にて提案した手法のコードは以下のウェブサイトにて公開している．
https://github.com/g9nkn/p3p problem

https://github.com/g9nkn/p3p_problem
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5.6 付録：提案手法の導出詳細
式 (5.32)：f(x, y)の導出

rT1 r2 =
1

ac
µTATCµ

=
1

ac
µTAT (B− p A)µ

∝ λT
(
p ATA− ATB

)
λ

(5.42)

f(x, y) = λT
(
p ATA− ATB

)
λ

= [1, x, y]

p

 1 −mT
1m2 0

−mT
1m2 1 0
0 0 0

−
 1 0 −mT

1m3

−mT
1m2 0 mT

2m3

0 0 0

1x
y


= [1, x, y]

 p− 1 −p(mT
1m2) mT

1m3

(1− p)(mT
1m2) p −mT

2m3

0 0 0

1x
y


= p x2 − (mT

2m3)xy + (1− 2p)(mT
1m2)x+ (mT

1m3) y + p− 1

(5.43)

式 (5.33)：g(x, y)の導出
式 (5.42)より，µTATCµ = 0↔ µTBTAµ = pµTATAµであることを利用する．

rT1 r1 − rT2 r2 =
1

a2
µTATAµ− 1

c2
µTCTCµ

=
1

a2
µTATAµ− 1

c2
µT (B− p A)

T
(B− p A)µ

=
1

a2
µTATAµ− 1

c2
µTBTBµ+

p

c2
µTBTAµ+

p

c2
µTATCµ

=
1

a2
µTATAµ− 1

c2
µTBTBµ+

p2

c2
µTATAµ

=
1

c2
µT

(
b2 + c2

a2
ATA− BTB

)
µ

∝ λT
(
qATA− BTB

)
λ

(5.44)
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g(x, y) = λT
(
qATA− BTB

)
λ

= [1, x, y]

q

 1 −mT
1m2 0

−mT
1m2 1 0
0 0 0

−
 1 0 −mT

1m3

0 0 0
−mT

1m3 0 1

1x
y


= [1, x, y]

 q − 1 −q(mT
1m2) mT

1m3

−q(mT
1m2) q 0

mT
1m3 0 −1

1x
y


= q x2 − y2 − 2q(mT

1m2)x+ 2(mT
1m3) y + q − 1

(5.45)
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PnP問題への提案手法

本章では PnP問題について議論する．P3P問題は n ≥ 3とした P3P問題の一般的な
拡張である．まず，PnP 問題の定式化を行い，次に，代表的な従来手法を簡単に説明す
る．従来手法は，線形最小二乗法に基づく方法，交互最適化に基づく方法，凸最適化に基
づく方法，グレブナー基底を用いる方法を紹介する．そして，提案手法の詳細な導出を行
い，シミュレーション実験にて従来手法との性能を比較する．

6.1 PnP問題の定式化
本節では 4.7 節の式 (4.17) にて説明した代数的誤差をもとに PnP 問題の定式化を行
う．PnP問題は P3P問題と同様にカメラは事前に校正済みで内部パラメータは既知とす
る．そのため，画像座標mは内部パラメータ行列 Kを用いてm← K−1mと正規化画像
座標系へと変換されているものとする．ただし，P3P 問題とは異なりノルム正規化につ
いては必須ではない．
代数的誤差を用いると，回転行列 Rと並進ベクトル tを未知数とする PnP問題は以下
の最適化問題として表される．

min
R,t

n∑
i=1

∥∥[mi]× (RXi + t)
∥∥2

s.t. RTR = I, det (R) = 1

(6.1)

ここで，ベクトルのクロス積を行列演算により表記している．

a× b =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

b = [a]× b (6.2)

式 (6.2)が示すように，rank
(
[mi]×

)
= 2であるから，１つの対応点組 {m ↔ X}から

得られる拘束条件は２つである．PnP問題の未知数は計６個であるから，式 (6.1)を解く
のに必要な対応点数は n ≥ 3である．
次に，式 (6.1) が回転行列のみを変数とする等価な最適化問題として表せることを示
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す．まず，行列表記を用いると目的関数は次式のように書き換えられる．
n∑

i=1

∥∥[mi]× (RXi + t)
∥∥2 =

n∑
i=1

∥XiYir+ Xit∥2

= ∥Ar+ Bt∥2
(6.3)

ここで，rは Rの 9次元ベクトル表記であり，

Xi =

[
0 −1 vi
1 0 −ui

]
, Yi =

XT
i

XT
i

XT
i


A =

X1Y1...
XnYn

 , B =

X1...
Xn


(6.4)

である．並進ベクトル tに関しては何ら制約条件がないため，式 (6.3)は tについての線
形最小二乗問題とみなせる．すなわち，tの一次最適性条件は，式 (6.3)を微分してゼロ
とおけばよいから，

BT (Ar+ Bt) = 0 (6.5)

と表せる．ゆえに，tの最適解は

t = −
(
BTB

)−1
BTAr (6.6)

である．次に，式 (6.6)を式 (6.3)に代入すると，目的関数は次式で表される．

∥Ar+ Bt∥2 =
∥∥(I− B(BTB)−1BT

)
Ar
∥∥2

= rTMr
(6.7)

ただし，
M = ATA− ATB(BTB)−1BTA (6.8)

とおいた．以上より，式 (6.1)は以下の等価な最適化問題として表せる．

min
R,t

rTMr

s.t. RTR = I, det (R) = 1

(6.9)

6.2 従来手法
6.2.1 Direct Linear Transform (DLT)法
Direct Linear Transform (DLT)法とは，非線形制約付き最適化問題を解くためのコン
ピュータビジョンにおいては標準的な手法である [24]．基本的なアプローチは，非線形制
約を単なる L2ノルム制約と置き換えて線形最小二乗法として解き，次に制約を満たすよ
うにパラメータを補正する．実装が簡単なため，再投影誤差を最小化するための初期値を
求める方法として広く使われている．
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PnP問題における DLT法について説明する．前節では回転行列のみの最適化問題とし
て定式化したが，文献 [24]にならって式 (6.3)に基づいて説明する．式 (6.3)の目的関数
を利用して回転行列の制約を L2ノルム制約へと置き換えると，次式を得る．

min
p

∥Cp∥2

s.t. ∥p∥2 − 1 = 0

(6.10)

ただし，
C =

[
A B

]
, p =

[
r
t

]
(6.11)

とおいた．未定乗数を λとすると式 (6.10)のラグランジェ関数は

L = pTCTCp− λ(pTp− 1) (6.12)

と書ける．式 (6.12)の解は，ラグランジュ関数 Lを pにて偏微分した極値であるから，

∂L

∂p
= CTCp− λp = 0 → CTCp = λp (6.13)

を解けばよい．上式は CTCについての固有値問題にほかならない．式 (6.10)の目的関数
値は

pTCTCp = λpTp = λ (6.14)

であるから，式 (6.10)の最適解は，CTCの最小固有値 λmin に対応する固有ベクトル pで
ある．固有ベクトル pの上 9成分から r，下 3成分から tが得られる．そして，∥r∥ =

√
3

となるように r と t をスケーリングし，得られた r を 3 × 3 に変形すれば行列 R とな
る．しかし，この段階では行列 Rは直交制約を満たしていないことに注意する．そこで，
式 (4.14)に示した方法により，制約を満たすように補正する．
上述したように，DLT法は線形最小二乗法と解の補正からなるため，制約付き非線形
最適化である原問題よりも実装が簡単という利点がある．しかしながら，元の制約を無視
した線形化による２つの問題点がある．
１つは，3次元点が平面か非平面かで場合分けが必要なことである．本節ではこれまで
暗黙的に 3次元点が非平面であることを仮定していた．もし 3次元点がすべて z = 0の
平面上の点とすると，式 (6.4)から行列 Aの第 3列，第 6列，第 9列がすべてゼロベクト
ルになることが分かる．つまり，rank

(
CTC

)
= 6となるため，p = span(null(CTC))であ

るから１つの固有ベクトルに定めることができない．平面の場合には，Aからゼロベクト
ルを除き，rの第 3，6，9成分を除いた 6次元ベクトルとして計算する必要がある．平面
性は式 (4.15)に示した方法で判定できるが，准平面の場合はどちらの手法を選択するか
が重要となる．
もう 1つの欠点は，式 (4.14)による回転行列の補正は原問題の目的関数をなんら考慮
していないことである．つまり，補正により目的関数が増幅されてしまい，再投影誤差最
小化の初期値として適当でないという可能性もある．
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6.2.2 交互最適化法
Luら [51]によって提案された交互最適化法は以下の通りである．

1. 初期 R0 を選ぶ．（k回目の推定値を Rk，tk とする）
2. 式 (6.6)に Rk を代入し，tk を計算する．
3. 式 (6.3)に tk を代入し，最小二乗法により rk+1 を計算する．
4. 式 (4.14)に基づき，rk+1 を変形した Rk+1 を回転行列へ補正する．
5. ステップ 2–4を推定値の差分が閾値以下になるまで反復する．

上記の反復法はどのような初期値から始めても何らかの局所解へ収束することが証明され
ている．初期値として Lu らは弱透視投影に基づいて R0 を選ぶ方法を推奨しているが，
その後様々な論文で不適切な局所解へ陥ることが実験的に示された．後に，Schweighofer

and Pinz [69]は，平面に限定することで大域的最適解に収束するように改良した．

6.2.3 EPnP法
Moreno-Noguerら [53]は，点数 nの増加に対して計算量が線形時間O(n)である EnP

法を提案した．EPnP法は，3次元座標 Xi を 4つの制御点 cj , j ∈ 1, · · · , 4の線形結合
で表現する新たな座標系を定義し，PnP問題を制御点 cj の推定問題として定式化した．
座標系の定義は異なるものの，実質的には式 (6.10) で表される DLT 法に類似した最適
化問題を解く．DLT法にない特長は，rank(CTC)に応じて 4種類の解法を提案している
ことである．4種類の解法をすべて適用して最も再投影誤差が小さい解を選出する．さら
に，カメラ座標系における制御点間の距離は世界座標系の原点周りの単位ベクトル間の距
離に等しいことを利用して，制御点の非線形最適化を行い，解の精度を向上させる．計算
量が O(n)であるのは，CTCが nに対して線形増加であるためである．高速ではあるが，
平面と非平面を区別しなくてはならない．

6.2.4 RPnP法
Liら [48]は P3P問題の非直接解法を n ≥ 3へ一般化した手法を提案した．まず，全 n

点の 3次元点を，ある 2点を共有する 3点ずつの組に分割し，その 2点を中心とする中間
座標系において P3P問題の式 (5.7)を n− 2本立てる．そして，n− 2本の式を最小二乗
法により解いて 2点への射影的奥行きを算出し，中間座標系における回転軸を決定する．
最後に，DLT法に似たアプローチで回転角度と並進ベクトルを算出する．
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6.2.5 凸最適化に基づく手法
凸最適化に基づく手法 [27, 70]では四元数を用いて式 (6.9)を半正定値計画へと変換す
る．理論的には大域的最適解への収束が保証されている．導出は複雑なため本節では省略
する．

6.2.6 グレブナー基底を用いた手法
グレブナー基底（Gröbner basis）とは，多変数連立多項式を解析するために計算機代
数学で提唱された理論および方法である [14, 97]．多項式（polynomial）とは，x2 や 2xy

のような単項式（monomial）の積和で表される式のことである．コンピュータビジョン
分野において 2000年代後半から 2視点幾何問題を解くために導入され [59, 74, 75]，その
成功を受けて PnP問題にも利用されるに至った．グレブナー基底の理論は複雑であるた
め，本論文では簡単な具体例の紹介に留める．
ある n変数の多項式集合 F = f1, · · · , fm があったとき，F と「等価」かつ「性質がよ
い」一意な多項式集合G = g1, · · · , gr のことをグレブナー基底と呼ぶ．ここで，「等価」と
は F とGは同じ解空間を持つ，つまり，f1 = 0, · · · , fm = 0の零点と g1 = 0, · · · , gr = 0

の零点は等しいことを表す．また，「性質がよい」とは，ある fi について任意の多項式 hi

を用いて fi = h1g1 + · · ·+ hrgr と表すことができるということである．Gは一意な集合
であるから，F の零点（連立多項式の解）を計算するために簡易な表現である G = 0を
解けばよい．
グレブナー基底の計算には高い数値演算精度が要求され，計算機代数では有理数体を用
いてグレブナー基底を計算する．しかしながら，コンピュータビジョンにおいてはリア
ルタイム性を要求されるアプリケーションも多いため，画像が入力されるたびにグレブ
ナー基底を計算することは現実的ではない．そこで，事前に有理数体を用いたオフライン
処理でグレブナー基底を得るための係数行列（elimination template）を構築し，オンラ
イン処理では係数行列に実際の値を代入し浮動小数点で Gauss-Jordan消去によりグレブ
ナー基底を計算する手法 [42, 38]*1*2が考案された．問題の定式化さえ行えばグレブナー
基底が自動生成されるため，手計算では困難な多項式問題も容易に扱うことができる．一
方で，同じ問題であっても elimination template の大きさはパラメータ表現に大きく依
存する．オンライン処理は浮動小数点演算であるため，elimination templateのサイズに
よっては演算精度が不足する．それゆえ，自動化ツールを用いる鍵は効率的なパラメータ
表現にある．

*1https://github.com/PavelTrutman/Automatic-Generator
*2http://people.inf.ethz.ch/vlarsson/misc/autogen v0 5.zip

https://github.com/PavelTrutman/Automatic-Generator
http://people.inf.ethz.ch/vlarsson/misc/autogen_v0_5.zip
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DLS法
Heschら [26]と中野ら [95, 96]は，グレブナー基底を用いた最初の手法（Direct Least

Square Method, DLS法）を提案した．式 (6.9)の回転行列を Cayley変換で表し，無制
約最適化とみなしてその一次最適性条件をグレブナー基底で解く．Cayley変換は式 4.4.4

に示すとおり，最初の成分を 1とおいた四元数（q = [1, b, c, d]T）に相当する．一次最適
性条件である 3変数連立多項式は次式で表せる．[

∂r

∂b
,
∂r

∂c
,
∂r

∂d

]T
Mr = 03×1 (6.15)

式 (6.15)を元に，Heschらは手計算で 120× 120の，中野らは自動化ツール [38]を用い
て 89 × 117の elimination templateを生成した．Gauss-Jordan消去を適用後，両手法
ともに 27 × 27の固有値分解により最大 27個の実数解を算出する．DLS法の問題点は，
本来 Cayley変換に必要な回転行列のスケーリング 1/ ∥q∥2 を無視していることである．

OPnP法
Zhengら [92]は，非単位四元数 q = [a, b, c, d]T（ただし ∥q∥ ̸= 1）を用いることで，四
元数の L2ノルム制約を使わずに PnP問題を無制約最適化問題として定式化した．具体
的には，四元数の L2ノルム ∥q∥を射影的奥行きの平均値 λ̄ = 1/n

∑
λi の逆数とおく．

つまり，∥q∥ = 1/λ̄として式 (6.9)のように rのみで表される無制約最適化問題を導出し
た．

min
q

f(q) (6.16)

上式において目的関数 f(q)は式 (6.9)と若干異なるものほぼ同じである．一次最適性条
件は

∂f

∂q
= 04×1 (6.17)

である．そして，Ask ら [6] の手法を用いて四元数の符号不定性 ±q を除去した結果，
348× 376の elimination templateと 40× 40の固有値分解に帰着させた．実数解の数は
最大 40個である．

UPnP法
Kneipら [36]は，正規化四元数 q = [a, b, c, d]T（ただし ∥q∥ = 1）を用いた解法を提
案した．Kneipらは四元数の L2ノルムを 2乗した制約条件を導入して PnP問題を以下
のように定式化した．

min
q

rTMr

s.t. (qTq− 1)2 = 0

(6.18)
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上式の一次最適性条件は (
∂r

∂q

)T

Mq = 04×1

(qTq− 1)q = 04×1

(6.19)

となる．未定乗数が現れないのは，(qTq− 1)の項が未定乗数にかかり消去されるためで
ある．グレブナー基底計算においては，Mを単なるランダム有理数による対称行列ではな
く，ランダム有理数を用いてXi やmi を定義し，式 (6.4)–(6.8)を用いて Mを計算する．
これにより Mにおいて係数同士の依存性が考慮される．その結果，elimination template

のサイズは 141× 149と OPnP法よりも小さくなり，8× 8の固有値分解により最大 8個
の実数解を算出する．

6.3 提案手法
6.3.1 未定乗数を用いない一次最適性条件
本節では，未定乗数を用いずに式 (6.9)で表される制約付き最適化問題の新しい一次最
適性条件を導出する．式 (6.9)のラグランジュ関数は次式で表される．

L(R, S, λ) =
1

2
rTMr− 1

2
trace

(
S(RTR− I)

)
− λ(det (R)− 1) (6.20)

ここで，λは未定乗数，Sは未定乗数を成分とする 3 × 3の対称行列であり，1/2は便宜
的な係数である．一次最適性条件は以下のように書ける．

∂L

∂R
= mat (Mr)− RS− λR = 0 (6.21)

∂L

∂S
= RTR− I = 0 (6.22)

∂L

∂λ
= det(R)− 1 = 0 (6.23)

ここで，mat ( ) は 9 次元ベクトルを 3 × 3 の正方行列へ変形するオペレータである．
式 (6.21)より次式を得る．

mat (Mr) = R(S+ λI) (6.24)

上式の右辺と左辺からそれぞれ RT かけると，次の 2式を得る．

RTmat (Mr) = S+ λI (6.25)

mat (Mr) RT = R(S+ λI)RT (6.26)

式 (6.25)の右辺 S + λIは対称行列であるから，直交行列を両側からかけた式 (6.26)も
同じく対称行列である．ゆえに，式 (6.25)と式 (6.26)の左辺も対称行列でなければなら
ない．対称行列の性質を利用すると，未定乗数が消去された次の 2式を得る．

P = RTmat (Mr)−mat (Mr)
T
R = 03×3 (6.27)

Q = mat (Mr) RT − Rmat (Mr)
T
= 03×3 (6.28)
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式 (6.27) と式 (6.28) が PnP 問題に対する新しい最適性条件である．ここで，Pi,j と
Qi,j を P と Q の (i, j) 成分とする．P と Q は対称行列の差であるから，対角成分は明ら
かに Pi,i = Qi,i = 0 である．一方で，非対角成分は R に関する 2 次の多項式であり，
Pi,j = Pj,i，Qi,j = Qj,i である．ゆえに，以下の 6個の多項式が得られる．

P1,2 = 0, P1,3 = 0, P2,3 = 0,

Q1,2 = 0, Q1,3 = 0, Q2,3 = 0
(6.29)

式 (6.29)を回転行列の制約条件である式 (6.22)および式 (6.23)とともに連立させて解け
ば，PnP問題の解が得られる．

6.3.2 回転表現ごとの最適性条件
式 (6.29)は一般的な回転行列の制約条件（RTR = I,det(R) = 1）から導かれたが，そ

れらの制約を満たすパラメータ表現であれば，PnP問題を解くために式 (6.29)を用いる
ことができる．Kukelovaら [38]によるグレブナー基底計算ツールを用いて，一般的な回
転行列表現と四元数と Cayley変換の 3つの表現についてソルバーを生成し，生成された
ソルバーの比較を行う．グレブナー基底生成ツールを利用するコードは章末の付録 6.7に
記載した．Kukelovaら [38]のツールに加えて，Larssonら [42]らのツールを使うための
コードも合わせて記載した．

3× 3回転行列
4.4.1節でも述べたように，通常の 3 × 3回転行列は 9個の未知数 r11, · · · , r33 と 7つ

の制約式（RTR = I と det(R) = 1）で表現される．しかしながら，3 次式の行列式制約
は，式 (4.10)に示したような 2次式で等価に表現できる．低い次数の方がグレブナー基
底生成には有利なため，本節では後者を採用する．以上より，用いる制約条件は式 (6.29)

に以下の 21式を加えた計 27式である．

RTR− I = 03×3, RRT − I = 03×3,

ri − rj × rk = 0, (i, j, k) =


(1, 2, 3)

(2, 3, 1)

(3, 1, 2)

(6.30)

ここで，r の下添え字 i, j, k は R の列番号を示す．式 (6.30) を用いて自動生成ツールを
利用したところ，elimination templateのサイズは 1936 × 1976であり，解の個数は 40

個であった．解の個数は OPnP法と一致しており，パラメータ表現が異なるにも関わら
ず解空間が互いに同一であることを示唆している．回転行列の表現はそれ自体に退化条
件や ±の不定性は含んでいない．しかしながら，後述する他の手法と比べて elimination

templateは最も大きいサイズである．
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四元数
単位四元数を q = [a, b, c, d]T とすると，回転行列は

R =

a2 + b2 − c2 − d2 2(bc− ad) 2(bd+ ac)
2(bc+ ad) a2 − b2 + c2 − d2 2(cd− ab)
2(bd− ac) 2(cd+ ab) a2 − b2 − c2 + d2

 (6.31)

と表される．直交性はすでに満たしているため，以下の L2ノルム制約により det(R) = 1

となる．
∥q∥2 − 1 = 0 (6.32)

ゆえに，式 (6.29)に上式を加えた計 7式をグレブナー基底の計算に用いる．自動生成ツー
ルにより，630 × 710 の elimination template が生成され，解の個数は 80 個であった．
解の個数が回転行列や OPnP法の 2倍となっているのは，四元数が符号の不定性を含む
ためである．つまり，qと −qは同じ回転行列を表すが，Kukelovaらの自動生成ツール
は符号の不定性を考慮できないため，結果として倍の解空間を探索していることになる．
仮に OPnP法のように Askら [6]の手法を利用できれば符号不定性が除外でき，より小
さい elimination templateが生成できると思われる．

Cayley変換
Cayley変換は四元数を aで正規化（q ← q/a）した場合に相当し，回転行列は次式で
表される．

R =
1

s

1 + b2 − c2 − d2 2(bc− d) 2(bd+ c)
2(bc+ d) 1− b2 + c2 − d2 2(cd− b)
2(bd− c) 2(cd+ b) 1− b2 − c2 + d2

 (6.33)

ただし，s = 1 + b2 + c2 + d2 である．符号の不定性が除去され，未知数は 4個から 3個
へと減っている．さらに，直交性と行列式制約はすでに満たしているため，グレブナー基
底の計算に用いるのは式 (6.29)の 6式のみでよい．
ここで，Cayley変換のスケーリング 1/sが解空間に影響を及ぼす懸念がある．しかし
ながら，Pと Qは任意のスケーリングに対して不変であるため，1/sを無視できる．Pに
ついて考えてみる．Cayley 変換で表された回転行列である式 (6.33) を式 (6.27) に代入
すると，[

1

s
R

]T
mat

(
M

[
1

s
R

])
−mat

(
M

[
1

s
R

])T [
1

s
R

]
=

1

s2

(
RTmat (Mr)−mat (Mr)

T
R
)

=
1

s2
P (6.34)

を得る．1/s2 > 0であるから，

1

s2
P = P = 03×3 (6.35)
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表 6.1: 回転表現の違いによるソルバーの比較

従来手法 提案手法
DLS [26] OPnP [92] UPnP [36] 回転行列 四元数 Cayley

(Cayley) (非単位四元数) (四元数)

未知数 3 4 4 9 4 3

式の数 3 4 8 27 7 6

最大次数 3 3 3 3 4 4

退化条件 ✓ ✓
解の個数 27 40 8 40 80 40

elim. templ. 120× 120 348× 376 141× 149 1936× 1976 630× 710 124× 164

となり，スケール定数 sはいかなる値でも影響を与えることはない．これは Qについても
同様である．
グレブナー基底生成ツールによると，Cayley変換による解の個数は 40個であり，これ
は OPnP 法や上述した回転行列や単位四元数の半分と同じである．これは Cayley 変換
にも関わらず解空間が同一であることを示唆している．また，elimination templateのサ
イズは 124× 164と本節で生成したソルバーの中では最小であった．
Zhengら [92, 93]が指摘するように，Cayley変換は単位四元数が a = 0となるときに

退化条件となり解が求まらない．しかしながら，Heschら [26]が提案するように，前処理
としてランダムな回転行列をXi にかければ回避可能である．この方法は論文 [26]には掲
載されていないが，ソースコード上では実装されている*3．

表現の比較
各回転表現の比較を表 6.1 に示す．処理時間と数値的安定性は elimination template

のサイズと解の数に依存する．そのため，提案手法では Cayley変換を用いることとする．
Pと Qの算出において，式 (6.24)に RT をかけたことで次数が上がるにも関わらず，い
ずれの表現も解の数は 40個（または ±を含めて 80個）であることは一見不思議である．
しかしながら，RT の乗算はグレブナー基底計算の一部を手作業により未定乗数を消去し
ていると解釈できる．そのため，解の数は変わらないと推測される．

6.4 シミュレーション実験
本節では Cayley変換を用いた提案手法（optDLSと呼ぶ）を以下の 7つ従来手法と比
較した評価実験について報告する．

SP+LHM [69] （平面のみ）大域的最適解への収束を保証する改良版交互最適化法
EPnP+GN [53] （非平面のみ）ガウスニュートン法を併用した高精度版 EPnP法
SDP [70] 凸最適化に基づく手法

*3http://www-users.cs.umn.edu/∼joel/

http://www-users.cs.umn.edu/~joel/
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EPnP+GN RPnP DLS+++ SDP OPnP UPnP optDLS

Non-Degenerate Cayley Degenerate Cayley

(a) Non-planar point configuration

Non-Degenerate Cayley Degenerate Cayley

SP+LHM RPnP DLS+++ SDP OPnP UPnP optDLS

(b) Planar point configuration

図 6.1: 画像ノイズを σ = 2と固定，点数を 4 ≤ n ≤ 20と変化させたときのノイズ頑健性

RPnP [48] P3P問題への解法を n点に拡張した手法
DLS+++ [26, 95] 前処理付き Cayley変換を用いたグレブナー基底による直接法
OPnP [92] 非単位四元数を用いたグレブナー基底による直接法
UPnP [36] 単位四元数を用いたグレブナー基底による直接法

DLT法および非平面を対象とする Luらの交互最適化法は，既存研究 [36, 92]で上記の従
来手法に及ばないことが示されているので，本節では評価しない．提案手法はMATLAB

で実装し，C++実装の UPnP以外は OPnPの実装に含まれているMATLABコードを
用いた．提案手法においては Cayley変換の退化を避けるために，前処理としてランダム
な回転行列をかけている．また，Zhengら [93]の実装を参考に，グレブナー基底自動計
算ツールにより生成されたコードのうち，rref()をバックスラッシュ\で置き換えて高速
化を行った．
本実験では，画像ノイズを固定して点の数 nを増加させたときの頑健性，点の数 nを
固定して画像ノイズを増加させたときの頑健性，そして処理速度について実験した．頑健
性の実験においては，点の分布が平面と非平面の 2種類，および Cayley変換が退化する
場合（a = 0）としない場合（a ̸= 0）の 2種類を構成した．すなわち，計 4種類の実験を
行った．
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EPnP+GN RPnP DLS+++ SDP OPnP UPnP optDLS

Non-Degenerate Cayley Degenerate Cayley

(a) Non-planar point configuration

SP+LHM RPnP DLS+++ SDP OPnP UPnP optDLS

Non-Degenerate Cayley Degenerate Cayley

(b) Planar point configuration

図 6.2: 点数を n = 10と固定，画像ノイズを 0 ≤ σ ≤ 5と変化させたときのノイズ頑健性

シミュレーションデータの生成は OPnP のコードに従い以下のように設定した．
カメラの解像度は 640 × 480 ピクセル，焦点距離は f = 800 ピクセルとし，光学中
心は (cu, cv) = (320, 240) とする．非平面の場合は，カメラ座標系において x-y-z が
[−2, 2]× [−2, 2]× [4, 8]の範囲内に 3次元点群をランダムに生成した．平面の場合は，世
界座標系において x-y-zが [−2, 2]× [−2, 2]× [0, 0]の範囲内に 3次元点群をランダムに生
成した．ランダムに回転行列 Rtrue と並進ベクトル ttrue を決定し，生成した点をカメラ
に射影した．
回転行列と並進ベクトルの推定誤差は以下のように算出した．

erot = max
k∈{1,2,3}

cos(rTk,truerk,est)
−1 × 180/π [degrees]

etrans = ∥ttrue − test∥ / ∥ttrue∥ × 100 [%]
(6.36)

ここで，rk,true は rk,est は真値 Rtrue と推定値 Rest の第 k列である. 計測には Core-i3770

を搭載する PCを用いた．



6.4 シミュレーション実験 49

EPnP+GN RPnP DLS+++ SDP OPnP UPnP optDLS

Number of Points

4 400 800 1200 1600 2000

C
o

m
p

u
ta

ti
o

n
al

 T
im

e 
(m

il
li

se
co

n
d

s)

0

5

10

15

20

25

30

図 6.3: 画像ノイズを σ = 2と固定，点数を 4 ≤ n ≤ 2000と変化させたときの平均実行
時間

6.4.1 点数の変化に対するノイズ頑健性
本実験では点の数を 4 ≤ n ≤ 20 と変化させた．画像ノイズは，平均ゼロ，標準偏差

σ = 2ピクセルとする標準正規分布である．各点数 nについて独立に 500回試行し誤差
を計測した．
誤差の中央値を図 6.1 に示す．非平面の場合，ほぼすべての手法が n ≥ 6 の場合に重
なっており，同性能である．RPnPは回転軸の算出，回転角度と並進ベクトルという順で
最小二乗法を適用していき全パラメータを使った最適化を行わないため，やや劣る結果と
なっている．平面の場合は異なった結果が得られた．DLS+++は前処理としてランダム
回転を 3回行っているが，Cayley変換の退化条件に関係なく安定性が低い．この原因は，
DLS+++ は Cayley 変換のスケーリング 1/ ∥q∥ を無視しているためと考えられる．一
方で，式 (6.34)–式 (6.35)で示したように，提案手法 optDLSはスケールに不定な最適性
条件に基づいているため，Cayley変換を用いているが OPnPに匹敵する性能を示してい
る．興味深いことに，UPnPは平面において若干劣っている．この点については次節にて
さらに議論する．

6.4.2 画像ノイズの変化に対する頑健性
点の数を n = 10 に固定して画像ノイズを 0.5 ≤ σ ≤ 5.0 と変化させ，各ノイズレベ
ル σ について独立に 500回試行し誤差を計測した．図 6.2は誤差の中央値を示している．
前節の実験と同様に，提案手法 optDLSと OPnPは同性能である．しかしながら，平面
シーンにおいて UPnPは optDLSや OPnPより誤差が大きく，RPnPと同程度である．
前節の結果も踏まえると，UPnPは大域的な最適性は持っておらず，RPnPのような準最
適な手法と思われる．
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6.4.3 処理速度
画像ノイズを σ = 2ピクセルに固定して点の数を 4 ≤ n ≤ 2000と変化させたときの平
均実行時間を図 6.3に示す．SDPの処理時間は図の範囲内に収まらなかったため記載し
ていない．
提案手法 optDLSの実行時間はどの nに対してもほぼ 3ミリ秒ほどで，n ≥ 400にお
いては C++実装の UPnPを凌駕して最速である．実用上 n ≥ 400は ARや VSLAMで
は珍しくないため，本結果は optDLSがリアルタイム性の高いアプリケーションに適して
いることを実証している．また，もし C++実装の場合はさらなる高速化が期待できる．
提案手法と UPnP の計算時間は O(n) ではなく O(1) のように見える．係数行列 M の
計算は，式 (6.8) に示すように O(n) であるが，MATLAB 内の行列積は最適化された
並列化処理のため高速に実行される．そのため，処理速度は elimination template の
Gauss-Jordan消去と固有値分解による求解が支配的である．OPnPは四元数の符号不定
性を取り除く処理に実行時間の 75%を要しているため，それが不要な optDLSは OPnP

よりも 4倍ほど高速になっている．

6.5 考察
ノイズ頑健性の実験結果（6.4.1–6.4.2節）より，提案手法が導出した未定乗数を用いな
い新たな最適性条件は適切であり，従来不安定であった Cayey変換に対しても有効であ
ることが分かった．また，MATLAB実装であるこをと加味しても処理速度（6.4.3節）は
UPnPよりも高速であったため，提案手法 optDLSが最も優れた手法と結論づけられる．

6.6 第 6章のまとめ
本章では，まず代数的誤差に基づく PnP問題を非線形最適化問題として定式化し，代
表的な従来手法の導出と特徴を簡単に紹介した．次に，未定乗数を用いない一次最適性条
件を導出し，異なる回転表現であってもグレブナー基底が利用できることを示した*4．そ
して，最もコンパクトな表現である Cayley 変換を用いたソルバーを実装した．最後に，
シミュレーションデータを用いた比較評価実験により，提案手法は従来不安定とされた
Cayley変換を用いているにも関わらず，四元数を用いた従来手法と同程度に安定であり，
かつ，4倍以上高速であることを実証した．
本章では，P3P問題（第 5章）と同様に内部パラメータと 3次元座標にノイズが無い
ことを仮定しており，その点については議論の余地が残されている．加えて，n点すべて
が正しい対応点であることを仮定しているが，実際には RANSACで誤対応点が除去しき

*4本章では扱わなかったが，回転ベクトルにより回転行列を導く Axis-angle表現を用いても成り立つことが
Lourakis and Terzakis [49]によって示された．
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れずに，わずかながら誤対応点が混入することもある．このような場合における従来手法
及び提案手法の振る舞いについて，今後は詳細な評価実験が必要である．

本章に関連する公表論文は以下の通りである．

1. 中野，田治米，野村，“一般カメラモデルの PnP問題に対するグレブナー基底を用い
た統一的解法”，第 14回画像の認識・理解シンポジウム (MIRU2011)，pp.845–851,
2011.

2. 中野，田治米，野村，“全停留点の直接計算に基づく一般カメラモデルの PnP問題
に対する統一的解法”，電子情報通信学会論文誌 D，vol.95，no.8，pp.1565–1572,

2012

3. Gaku Nakano, “Globally Optimal DLS Method for PnP Problem with Cayley

parameterization”, the 26th British Machine Vision Conference (BMVC2015),

2015.

本章にて提案した手法のコードは以下のウェブサイトにて公開している．
https://github.com/g9nkn/pnp problem

https://github.com/g9nkn/pnp_problem
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6.7 付録：グレブナー基底自動計算ツール
Kukelovaら [38]のツール
回転行列
% register the generator

setpaths;

% coefficient matrix

M = gbs_Matrix(’M%d%d’, 9, 9); % 9x9

M = M - tril(M) + triu(M).’; % symmetrization

% rotation matrix

syms a b c d e f g h k

R = [a b c; d e f; g h k];

r = reshape(R.’, 9, 1);

% build polynomial equations

matMr = reshape(M * r, 3, 3).’;

P = R.’ * matMr - matMr.’ * R;

Q = matMr * R.’ - R * matMr.’;

g1 = R.’*R - eye (3);

g2 = R*R.’ - eye (3);

g3 = R(:,1) - cross(R(:,2),R(: ,3));

g4 = R(:,2) - cross(R(:,3),R(: ,1));

g5 = R(:,3) - cross(R(:,1),R(: ,2));

eqs = [g1(:,1); g1(2:3 ,2); g1(3,3);

g2(: ,1); g2(2:3 ,2); g2(3,3);

g3; g4; g5;

P(1,2); P(1,3); P(2,3);

Q(1,2); Q(1,3); Q(2 ,3)];

% collect known & unknown variables

unknown = {’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’, ’f’, ’g’, ’h’, ’k’};

vars = M(:). ’;

known = {};

for var = vars

known = [known {char(var )}];

end

% gbsolver

[res , export] = gbs_CreateCode(’solver_optDLS_rotmat ’,eqs ,known ,unknown );
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四元数
% register the generator

setpaths;

% coefficient matrix

M = gbs_Matrix(’M%d%d’, 9, 9); % 9x9

M = M - tril(M) + triu(M).’; % symmetrization

% unit quaternion

syms a b c d

R = [aˆ2+bˆ2-cˆ2-dˆ2 2*(b*c-a*d) 2*(b*d+a*c)

2*(b*c+a*d) aˆ2-bˆ2+cˆ2-dˆ2 2*(c*d-a*b)

2*(b*d-a*c) 2*(c*d+a*b) aˆ2-bˆ2-cˆ2+dˆ2];

r = reshape(R.’, 9, 1);

% build polynomial equations

matMr = reshape(M * r, 3, 3).’;

P = R.’ * matMr - matMr.’ * R;

Q = matMr * R.’ - R * matMr.’;

g1 = aˆ2 + bˆ2 + cˆ2 + dˆ2 - 1;

eqs = [g1;

P(1,2); P(1 ,3); P(2 ,3);

Q(1,2); Q(1 ,3); Q(2 ,3)];

% collect known & unknown variables

unknown = {’a’, ’b’, ’c’, ’d’};

vars = M(:).’;

known = {};

for var = vars

known = [known {char(var )}];

end

% gbsolver

[res , export] = gbs_CreateCode(’solver_optDLS_quat ’,eqs ,known ,unknown );
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Cayley変換
% register the generator

setpaths;

% coefficient matrix

M = gbs_Matrix(’M%d%d’, 9, 9); % 9x9

M = M - tril(M) + triu(M).’; % symmetrization

% Cayley parameterization

a = 1; % constant

syms b c d % unknown variables

R = [aˆ2+bˆ2-cˆ2-dˆ2 2*(b*c-a*d) 2*(b*d+a*c)

2*(b*c+a*d) aˆ2-bˆ2+cˆ2-dˆ2 2*(c*d-a*b)

2*(b*d-a*c) 2*(c*d+a*b) aˆ2-bˆ2-cˆ2+dˆ2];

r = reshape(R.’, 9, 1);

% build polynomial equations

matMr = reshape(M * r, 3, 3).’;

P = R.’ * matMr - matMr.’ * R;

Q = matMr * R.’ - R * matMr.’;

eqs = [P(1 ,2); P(1,3); P(2,3);

Q(1,2); Q(1,3); Q(2 ,3)];

% collect known & unknown variables

unknown = {’b’, ’c’, ’d’};

vars = M(:). ’;

known = {};

for var = vars

known = [known {char(var )}];

end

% call code generator

[res , export] = gbs_CreateCode(’solver_optDLS_cayley ’,eqs ,known ,unknown );
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Larssonら [42]のツール
回転行列
opts = default_options(struct(’sparse_template ’,1));

solv = generate_solver(’opt_pnp_nakanoR ’, @problem_opt_pnp_nakanoR , opts);

function [eqs , data0 , eqs_data ] = problem_opt_pnp_nakanoR( data0 )

if nargin < 1 || isempty(data0)

M = randi (30097 ,9 ,9);

M = mod(M+M’ ,30097);

data0 = M(:);

end

M = reshape(data0 ,9 ,9);

xx = create_vars (9);

r = xx;

R = reshape(xx ,3 ,3);

matMr = reshape(M*r,3 ,3);

P = R’*matMr -matMr ’*R;

Q = matMr*R’-R*matMr ’;

c1 = R’*R-eye (3);

c2 = R*R’-eye (3);

eqs = [P(1 ,2);P(1,3);P(2 ,3);

Q(1,2);Q(1,3);Q(2 ,3)];

% orthogonality constraints

eqs = [eqs;c1(:);c2 (:)];

% positive orientation

eqs = [eqs;R(:,1)-cross(R(:,2),R(: ,3))];

eqs = [eqs;R(:,2)-cross(R(:,3),R(: ,1))];

eqs = [eqs;R(:,3)-cross(R(:,1),R(: ,2))];

if nargout == 3

xx = create_vars (9+81);

eqs_data = problem_opt_pnp_nakanoR(xx(10: end));

end

end
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四元数
opts = default_options ();

solv = generate_solver(’opt_pnp_nakanoQ ’, @problem_opt_pnp_nakanoQ , opts);

function [eqs , data0 , eqs_data ] = problem_opt_pnp_nakanoQ( data0 )

if nargin < 1 || isempty(data0)

M = randi (30097 ,9 ,9);

M = mod(M+M’ ,30097);

data0 = M(:);

end

M = reshape(data0 ,9,9);

xx = create_vars (4);

a = xx(1);

b = xx(2);

c = xx(3);

d = xx(4);

R = [aˆ2+bˆ2-cˆ2-dˆ2 2*(b*c-a*d) 2*(b*d+a*c)

2*(b*c+a*d) aˆ2-bˆ2+cˆ2-dˆ2 2*(c*d-a*b)

2*(b*d-a*c) 2*(c*d+a*b) aˆ2-bˆ2-cˆ2+dˆ2];

r = R(:);

matMr = reshape(M*r,3,3);

P = R’*matMr -matMr ’*R;

Q = matMr*R’-R*matMr ’;

eqs = [P(1,2);P(1,3);P(2,3);

Q(1,2);Q(1,3);Q(2 ,3)];

eqs = [eqs; aˆ2+bˆ2+cˆ2+dˆ2-1];

if nargout == 3

xx = create_vars (4+81);

eqs_data = problem_opt_pnp_nakanoQ(xx(5:end));

end

end
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Cayley変換
opts = default_options ();

solv = generate_solver(’opt_pnp_nakanoC ’, @problem_opt_pnp_nakanoc , opts);

function [eqs , data0 , eqs_data ] = problem_opt_pnp_nakanoC( data0 )

if nargin < 1 || isempty(data0)

M = randi (30097 ,9 ,9);

M = mod(M+M’ ,30097);

data0 = M(:);

end

M = reshape(data0 ,9 ,9);

xx = create_vars (3);

a = 1;

b = xx(1);

c = xx(2);

d = xx(3);

R = [aˆ2+bˆ2-cˆ2-dˆ2 2*(b*c-a*d) 2*(b*d+a*c);...

2*(b*c+a*d) aˆ2-bˆ2+cˆ2-dˆ2 2*(c*d-a*b);...

2*(b*d-a*c) 2*(c*d+a*b) aˆ2-bˆ2-cˆ2+dˆ2];

r = R(:);

matMr = reshape(M*r,3 ,3);

P = R’*matMr -matMr ’*R;

Q = matMr*R’-R*matMr ’;

eqs = [P(1 ,2);P(1,3);P(2 ,3);Q(1,2);Q(1,3);Q(2 ,3)];

if nargout == 3

xx = create_vars (3+81);

eqs_data = problem_opt_pnp_nakanoC(xx(4:end));

end

end
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第 7章

PnP、PnPf、PnPfr問題への統一的
な提案手法

本章では PnP問題を拡張した PnPfr問題について議論する．PnPfr問題は PnP問題
に焦点距離とレンズ歪が加わったものであり，PnPf問題は PnPfr問題においてレンズ歪
をゼロと仮定したときに相当する．まず，レンズ歪に Division modelを用いて PnPfr問
題の定式化を行う．次に，P4Pf，PnPf，P4Pfr，P5Pfr問題について代表的な従来手法
を簡単に説明する．そして，PnPfr問題をベースとして，同一アプローチで PnP問題と
PnPf問題をも解ける手法を 2つ提案する．最後に，シミュレーション実験と実画像実験
により，従来手法との性能を比較する．

7.1 PnPfr問題の定式化
PnPf問題は外部パラメータ（回転行列 R，並進ベクトル t）に加えて焦点距離 f を推
定する問題である．PnPf問題の未知パラメータの数は 7個のため最小 n = 4点で解け，
P4Pf問題 [10]と呼ばれる．より正確には 3点と 4点目の uか v のどちらかを用いれば
解けるため，P3.5P問題 [87]とも呼ばれる．
PnPfr問題はさらにレンズ歪（radial distortion，放射歪み）が加わる．レンズ歪が k1

の 1つのときは最小 n = 4点で解ける P4Pfr問題 [11, 29]と呼ばれ，比較的歪みが小さ
いレンズに対して用いられる．より広角で歪みが複雑なレンズに対しては，歪パラメータ
を 3 次の項 k = [k1, k2, k3]

T まで用いて最小 n = 5 点で解ける P5Pfr 問題 [41] と呼ば
れる．
PnPfr 問題は PnPf 問題を内包するため，以下では PnPfr 問題を定式化する．光学中
心 (cu, cv) と歪み中心 (c̃u, c̃v) は画像の中央 (w/2, h/2) に一致すると仮定して，画像座
標は事前に ũ ← ũ − w/2, ṽ ← ṽ − w/2 とシフトしておく．なお，画像座標はレンズ歪
みの影響を受けていることを表すために˜を付加しており，レンズ歪みモデルは Division

model [13, 18]である．
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表 7.1: PnPfr問題への解法の比較.

手法 点数 n レンズ歪の数 グレブナー
基底

一般性
平面/非平面 解の数

Josephoson [29] 4 1 ✓ ✓ 24

Bujnak [11] 4 1 ✓
{
6 (平面)

16 (非平面)

Larsson [43] 4 1 ✓ ✓ 12

Kukelova [41] 5 ≤ 3 ✓ 8

VPnPfr ≥ 5 ≤ 3 ✓ ✓ 20

EDPnPfr ≥ 6 ≤ 3 ✓


4 (平面, n ≥ 6)

2 (非平面, n = 6)

1 (非平面, n ≥ 7)

3次元点Xからレンズ歪を含む画像平面への射影は次式で表される．

λm̃ = K(RX+ t) −→ m̃ ∝ K(RX+ t) (7.1)

ここで，

m̃ =

 ũ
ṽ

1 + kTd

 , K =

f f
1

 ∝
1 1

f−1

 ,

d = [d, d2, d3]T, d = ũ2 + ṽ2

(7.2)

である．P4Pf問題は k = 0として n = 4点を用いて，P4Pfr問題は k = [k1, 0, 0]
T とし

て n = 4点を用いて，P5Pfr問題は k = [k1, k2, k3]
T として n = 5を用いて式 (7.1)を解

く．n ≥ 5点の場合，PnPfr問題として以下のように定式化される．

min
R,t,f,k

n∑
i=1

[m̃]× K(RX+ t)

s.t. RTR = I, det(R) = 1

(7.3)

ここで，

[m̃]× =

 0 −(1 + kTd) ṽ
1 + kTd 0 −ũ
−ṽ ũ 0

 (7.4)

である．

7.2 従来手法
本節では従来提案されてきた PnPf問題への最小解法と拡張解法，および，PnPfr問題
への最小解法について説明する．なお，PnPfr問題への従来手法と 7.3–7.4節で説明する
提案手法の特徴を表 7.1にまとめる．
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7.2.1 P4Pf問題への最小解法
Bujnakらの手法 [10]

Bujnak [10]らは射影的奥行きを計算する P3P問題に類似した定式化により n = 4か
ら焦点距離 f を求める手法を提案した．2点の 3次元座標間の距離 dij = ∥Xi −Xj∥は
次式で表される．

d2ij =
∥∥K−1 (λimi − λjmj)

∥∥2 (7.5)

ここで，K−1 = diag(1, 1, f)である．4点の中から異なる 2点の組み合わせ {(i, j), (k, l)}
を選ぶと，P3P問題の式 (5.4)に類似した以下の式を得られる．

d2kl
∥∥K−1 (λimi − λjmj)

∥∥2 − d2ij
∥∥K−1 (λkmk − λlml)

∥∥2 = 0 (7.6)

上式は任意の λについて定数倍に不定であるから，λ1 = 1とすると未知数は λ2, λ3, λ4, f

の 4つである．式 (7.6)の組み合わせは 15通りあるが，その中で独立なのは 5通りであ
る．未知数に対して 1 式多いため，さらに 5 式の中から 4 式を選び，グレブナー基底自
動計算ツール [38]を適用してソルバーを生成する．結果として 154× 180の elimination

templateと 16× 16の固有値分解に帰着する．

Wuの手法 [87]

7.1節で述べたように，P4P問題の未知数は 7個であるから，4点すべては過剰決定で
ある．Wu [87]はグレブナー基底に基づき 3.5点で解く手法を提案した．回転行列表現に
オイラー角（4.4.2）を用いると，z軸回りの回転 Rz と内部パラメータ行列 Kを 1つの行
列に統合できる．

KR = (KRz)(RyRx)

=

f f
1

cos θz − sin θz 0
sin θz cos θz 0
0 0 1

 (RyRx)

=

fc −fs
fs fc

1

 Rρ
(7.7)

ここで，fc = f cos θz, fs = f sin θz であり，Rρ = RyRx は四元数 q = [1, b, c, 0]を用いて
表現されている．この表現の特長は {f, θz}と {−f, θz + π}を区別する必要がなくなるた
め，解空間を小さくできることである．その後，変数消去を繰り返し，最終的に四元数の成
分 bと cに関する連立多項式に帰着させる．グレブナー基底により得られる elimination

templateのサイズは 20× 30と Bujnakらの手法よりも遥かに小さく，最終的に 10× 10

の固有値分解に帰着する．ここまで 3.5点しか用いていないため，残り 0.5点対して得ら
れた解との再投影誤差を計算し，誤差がしきい値以上の解を取り除くことができる．
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7.2.2 PnPf問題への拡張解法
DLT法
PnP問題（6.2.1）と同様に DLT法を適用できる．線形化した最適化問題は

min
p

∥Cp∥2

s.t. ∥p∥2 − 1 = 0

(7.8)

と表させる．係数行列 Cは式 (6.10)と同じであるが，pは以下の 3× 4行列

P = K[R t] =

p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34

 (7.9)

を 12次元ベクトル [p11, · · · , p34]T として表したものである．
内部パラメータ行列 K = diag(f, f, 1) と仮定しているので，焦点距離 f は以下のよ

うに計算できる*1．まず，[p31, p32, p33]は回転行列 Rの第 3行 [r31, r32, r33]と定数倍に
等しいことを利用して，p ← p/ ∥[p31, p32, p33]∥ と正規化する．次に，[p11, p12, p13] =

f [r11, r12, r13] であるから，f = ∥[p11, p12, p13]∥ として焦点距離が得られる．回転行列
の第 1 行と第 2 行は，それぞれ [p11, p12, p13]/f，[p21, p22, p23]/f として計算できるが，
PnP問題と同様に必ずしも直交制約を満たさない．そこで，式 (4.14)に示した補正処理
を行えばよい．

GPnP法
Zhengら [94]は，PnP問題に対する RPnP法 [48]を PnPf問題へと拡張した．，まず，
全 n点の 3次元点を，ある 2点を共有する 3点ずつの組に分割し，その 2点を中心とす
る中間座標系において P4Pf問題の式 (7.5)を n − 2本立てる．そして，n − 2本の式を
最小二乗法により解いて 2点への射影的奥行きと焦点距離 f を算出し，中間座標系におけ
る回転軸を決定する．最後に，RPnP法と同様に DLT法に似たアプローチで回転角度と
並進ベクトルを算出する．

EPnPfR法
Kanaevaら [30]は PnP問題に対する EPnP法 [46, 53]を PnPf問題へと拡張した*2．

EPnP法において 4つの制御点を算出する制約式を，焦点距離 f を含む線形最小二乗法
として定式化する．EPnP法との違いは，DLT法ではなく正則化付き最小自乗問題とし
て解くことである．安定的な収束のためには正則化問題のパラメータを細かく制御しなく
てはならず，論文 [30]では経験的な値が 2パターン（高速版，厳密版）掲載されている．

*1カメラキャリブレーションのようにせん断係数 γ や光学中心 (cu, cv) を計算する場合は QR 分解を利用
する．詳細は文献 [24]の 6.2.4節を参照されたい．

*2名称に”fR”がついているが，PnPfr 問題への解法ではない．語源について論文中では触れられていない
が，手法の特徴から”focal length”と”Regularization”の頭文字と推測される．
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7.2.3 P4Pfr，P5Pfr問題への最小解法
Josephsonらの手法 [29]

Josephsonらは P4Pfr問題への解法を初めて提案した．レンズ歪を含む射影式 (7.1)に
そのままグレブナー基底を利用する素朴な方法である．四元数 q = [a, b, c, d]T を用いて
回転行列 Rを表すと，4点 i = {1, 2, 3, 4}について以下の式が成り立つ．

[m̃i]× K(R Xi + t) = 0

∥q∥2 − 1 = 0
(7.10)

連立方程式を単純化する工夫として，P3P 問題の直接解法のように X1 を中心とする座
標系に変換する．手作業によるグレブナー基底計算の結果，elimination templateのサイ
ズは 1134× 720であり，解の数は 24個である．平面と非平面を区別する必要はないが，
elimination templateが大きいため RANSACには不向きである．

Bujnakらの手法 [11]

Bujnakらは，平面と非平面によって場合分けをすることで効率的な P4Pfr解法を提案
した．そして，グレブナー基底自動計算ツール [38]を利用して，平面の場合は 12 × 18，
非平面の場合は 136× 152の elimination templateを算出した．

Larssonらの手法 [43]

Larsson らは，平面シーンに対する P4Pfr 問題のグレブナー基底を詳細に解析し，平
面と非平面の両方に対応可能な単項式基底（monomial basis）を発見した．それにより，
Bujnakらが平面と非平面に対して別々に計算していたグレブナー基底を統一し，場合分
けの不要な P4Pfr解法を提案した．また，射影行列 Pの左 3 × 3行列が Kと Rに分解可
能になる制約条件を新たに導入し，elimination templateを 40× 50にまで縮小できるこ
とを示した．

Kukelovaらの手法 [41]

Kukelovaらは，n = 5点を用いれば平面と非平面を区別することなく P5Pfr問題が解
けることを明らかにした．行列 [m]× の第 3行 [−ṽ, ũ, 0]に歪パラメータ kが含まれない
ことに着目する．式 (7.10)の第 3行目のみを取り出すと次式を得る．−ṽ1X

T
1 ũ1X

T
1

...
...

−ṽ5XT
5 ũ5X

T
5

[p1

p2

]
= Mv = 05×1 (7.11)
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ただし，pi は P = K[R t]の第 i行を縦ベクトルで表したものである．係数行列 Mは 5× 8

であるから，v = [p1,p2]は Mの零空間ベクトル ni, i ∈ {1, 2, 3}の線形結合により

v ∝
3∑

i=1

αini (7.12)

として表せる．そして [p11, p12, p13] と [p21, p22, p23] の直交制約を用いると，１つの αi

についての 4次式に帰着する．そして，[m]× の第 1行もしくは第 2行を使って，残りの
パラメータである並進ベクトル t，焦点距離 f，レンズ歪 kを算出する．グレブナー基底
を用いることなく 1 変数 4 次式を解くだけなので，Bujnak らの P4Pfr 解法よりも 100

倍以上高速である．n = 5 のため P4Pfr 解法よりも RASAC に要する反復数は多いが，
RANSAC全体の計算時間は P4Pfr解法よりも数倍速い．

7.3 提案手法 1: VPnPfr法
本節では，PnPfr問題だけでなく包含される PnP問題と PnPf問題をも解く統一的な
手法を提案する．提案手法は PnPfr問題を 2つの部分問題に分割し，第 1の部分問題は
グレブナー基底を，第 2の部分問題は線形最小二乗法を用いて解く．そして，得られた解
を初期値として原問題の一次最適性条件を満たすように root polishinを行い，解の精度
を向上させる．3つの問題に対する汎用的（Versatile）な手法という意味で VPnPfrと名
付ける．
部分問題の定義について概要を次節にて説明し，部分問題の解法を 7.3.2–7.3.4節にて
詳細に説明する．

7.3.1 概要
式 (7.4)に示す [mi]× の第 1列，第 2列，第 3列を，それぞれ aTi ,b

T
i , c

T
i とする．こ

れらを用いると，PnPfr問題（式 (7.3)）の目的関数は次式で表される．

min
R,t,f,k

n∑
i=1

∥∥[mi]× qi

∥∥2 =

n∑
i=1

(aTi qi)
2 + (bT

i qi)
2 + (cTi qi)

2 (7.13)

ただし，qi = K(RXi + t)とおいた．
4.7節で説明したように，式 (7.13)は代数的誤差であるから，ノイズがなければmi と

qi は共線である．言い換えると，式 (7.13)の最小化は，ノイズを含むmi × qi のすべて
の成分をゼロに近づける最適なパラメータを探索することに等しい．それゆえ，それぞれ
の成分を独立した部分問題とみなして最適化した場合，いずれかの解は原問題の大域的最
適解に近いことをが期待される．
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それでは部分問題を定義する．3つの項 aTi qi,b
T
i qi, c

T
i qi を展開すると，

aTi qi = −(1 + kTd)(rT2Xi + ty) + vif
−1(rT3Xi + tz) (7.14)

bT
i qi = (1 + kTd)(rT1Xi + tx) − uif

−1(rT3Xi + tz) (7.15)

cTi qi = −vi(rT1Xi + tx) + ui(r
T
2Xi + ty) (7.16)

となる．ここで，rj は回転行列 Rの第 j行を表す．Kukelovaらの手法（7.2.3）でも説明
したように，式 (7.16)には歪パラメータ kが現れず，外部パラメータの一部 r1, r2, tx, ty

で構成されている．一方，式 (7.14)と式 (7.15)はすべての未知数を含んでいる．
そこで，第 1の部分問題を以下のように定義する．

min
r1,r2,tx,ty

n∑
i=1

(cTi qi)
2

s.t. ∥r1∥2 = 1, ∥r1∥2 − ∥r2∥2 = 0, rT1 r2 = 0

(7.17)

式 (7.17)の変数は 8個であるが，r1 と r2 に関する制約条件のため実際の自由度は 5で
ある．すなわち，n ≥ 5点が与えられれば解ける．式 (7.17)から r1 と r2 が得られれば，
回転行列 Rの第 3行は r3 = r1 × r2 として計算できる．
得られた R, tx, ty を式 (7.14)–(7.15) に代入すると，残る未知数は tz, f,k の 5 つであ
る．すでに回転行列は計算されているため，残りのパラメータについては無制約となる．
それゆえ，第 2の部分問題は以下のように表せる．

min
tz,f,k

n∑
i=1

(aTi qi)
2 + (bT

i qi)
2 (7.18)

式 (7.18) は 1 つの対応点から 2 つの拘束式が得られるため，第 1 の部分問題の入力が
n ≥ 5点であれば式 (7.18)は解ける．
上述した第 1の部分問題と第 2の部分問題の解は，式 (7.13)で表した原問題の最適解
ではない．そこで，root polishingを実行して最終的な精度と最適性を向上させる．
部分問題それぞれの具体的な解法について 7.3.2–7.3.4節で説明する．

7.3.2 グレブナー基底による部分問題 1の解法
式 (7.17)の目的関数は，式 (7.16)を用いて以下のように書き換えられる．

min
r1,r2,tx,ty

n∑
i=1

(cTi qi)
2 =

∥∥Ar̂+ Bt̂
∥∥2 (7.19)

ここで，

A =

−v1X
T
1 u1X

T
1

...
...

−vnXT
n unX

T
n

 , B =

−v1 u1

...
...

−vn un

 , r̂ =

[
r1
r2

]
, t̂ =

[
tx
ty

]
(7.20)
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である．並進ベクトルの x，y成分である t̂については無制約であるから，t̂は r̂の関数
として以下のように表される*3．

t̂ = −
(
BTB

)−1
BTAr̂ (7.21)

上式を式 (7.19)に代入すると，新たな制約付き最適化問題を次式のように定義できる．
min
r1,r2

r̂TMr̂

s.t. ∥r1∥2 = 1, ∥r1∥2 − ∥r2∥2 = 0, rT1 r2 = 0

(7.22)

ただし，
M = ATA− ATB(BTB)−1BTA (7.23)

である．
式 (7.22)は PnP問題（第 6章）に類似した最適化問題である．そのため，同様にグレ
ブナー基底を用いて一次最適性条件の連立多項式を解けば，大域的に最適な r̂ を求める
ことができる．PnP 問題 [36, 55, 92] のように回転行列を四元数で表現し，グレブナー
基底計算ツール [38, 42]を利用すると，PnP問題と同じ 40個の解を持つことが分かる．
しかしながら，式 (7.22)において r̂には符号の不定性が存在するため，−r̂も制約を満た
す最小値を与える．すなわち，実際の解の個数は 40 個ではなく 20 個である．四元数や
Cayley変換は ±r̂を区別できないため，本節では r1 と r2 を用いて解を 20個に抑えるグ
レブナー基底を導出する．
6× 6の対称行列 Mを，3× 3の区分行列 Mij を用いて

M =

[
M11 M12
MT12 M22

]
(7.24)

と表す．式 (7.22)のラグランジュ関数は
L = rT1 M11r1 + 2rT1 M12r2 + rT2 M22r2

+ λ1(1− ∥r1∥2) + λ2(∥r1∥2 − ∥r2∥2) + 2λ3r
T
1 r2

(7.25)

と書ける．ここで，λ1, λ2, λ3 は未定定数であり，λ3 への乗数 2は便宜上の係数である．
式 (7.25)の一次最適性条件は以下のように表せる．

∂L

∂r1
= M11r1 + M12r2 + (λ2 − λ1)r1 + λ3r2 = 03×1 (7.26)

∂L

∂r2
= M22r2 + MT12r1 − λ2r2 + λ3r1 = 03×1 (7.27)

∂L

∂λ1
= 1− ∥r1∥2 = 0 (7.28)

∂L

∂λ2
= ∥r1∥2 − ∥r2∥2 = 0 (7.29)

∂L

∂λ3
= rT1 r2 = 0 (7.30)

*3導出は 6.1節の PnP問題と同様のため省略する．
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次に，[r1]× と [r2]× を式 (7.26)と式 (7.27)にそれぞれ掛けると，次式を得る．

[r1]× (M11r1 + M12r2) + λ3 [r1]× r2 = 0 (7.31)

[r2]× (M22r2 + MT12r1) + λ3 [r2]× r1 = 0 (7.32)

クロス積の性質より [r1]× r2 = − [r2]× r1 であるから，式 (7.31) と式 (7.32) を足せば，
λ3 を消去できる．

[r1]× (M11r1 + M12r2) + [r2]× (M22r2 + MT12r1) = 0 (7.33)

さらに，rT2 を式 (7.26)に，rT1 を式 (7.27)に掛けると，次式を得る．

rT2 (M11r1 + M12r2) + λ3 ∥r2∥2 = 0 (7.34)

rT1 (M22r2 + MT12r1) + λ3 ∥r1∥2 = 0 (7.35)

式 (7.29)に示すように r1と r2の L2ノルムは互いに等しいから，式 (7.34)から式 (7.35)

を引けば λ3 を消去できる．

rT2 (M11r1 + M12r2)− rT1 (M22r2 + MT12r1) = 0 (7.36)

ここで着目すべきは，式 (7.29)–(7.30) の制約条件が満たされていれば，式 (7.33) と
式 (7.36)は r1 の正規化に関係なく成立することである．つまり，r̂の符号不定性を除去
するために，∥r1∥2 = 1ではなく r11 = 1や r11 + r12 + r13 = 1のような線形制約を用い
ることができる．それゆえ，式 (7.29)，式 (7.30)，式 (7.33)，式 (7.36)に新たな線形制
約を加えた連立方程式を解けば，r1 と r2 が算出できる．
Kukelovaらのグレブナー基底自動計算ツール [38]を用いると，97×117*4の elimination

templateと 20 × 20の固有値分解に帰着する．最大で 20個の実数解（r1 と r2）が得ら
れ，符号不定性を考慮すると 1つの解から 2つの回転行列が復元できる．

R =

 rT1
rT2

(r1 × r2)
T

 , R =

 −rT1
−rT2

(r1 × r2)
T

 (7.37)

また，並進ベクトルの x，y成分 t̂は式 (7.21)により算出できる．グレブナー基底自動計
算ツールを利用するためのコードは章末の付録 7.8に記載している．

7.3.3 部分問題 2の解法
第 2の部分問題は，PnP問題か PnPf問題か PnPfr問題かにより解法が少しずつ異な
る．本節では，まず PnPfr問題に対する解法について述べ，次に包含される PnPf問題と
PnP問題について順に説明する．

*4ツールのコードを一部変更し，次数の大きさによる式の並び替えを実行した場合のサイズ．デフォルトで
は 105× 125である．
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PnPfr問題
前節で得られたパラメータ R，tx，ty を既知とすると，式 (7.18)は以下のように書き換
えられる．

min
tz,f,k

n∑
i=1

∥∥∥∥[aTibT
i

]
qi

∥∥∥∥2 = ∥Lx+ g∥2 (7.38)

ここで，

L =


v1 v1z

c
1 −yc1dT

1

−u1 −u1z
c
1 xc

1d
T
1

...
vn vnz

c
1 −ycndT

n

−un −unz
c
1 xc

nd
T
n

 , x =

f−1tz
f−1

k

 , g =


−yc1
xc
1
...

−ycn
xc
n

 ,

xc
i = rT1Xi + tx, yci = rT2Xi + ty, zci = rT3Xi

(7.39)

である．上式は未知パラメータをまとめたベクトル x についての線形最小二乗法である
から，正規方程式 x = −(LTL)−1LTg を解けば解が得られる．そして，f は x の第 2 成
分，kは第 3成分から第 6成分，tz は xの第 1の成分を第 2の成分で割った値として復
元できる．

PnPf問題
PnPf 問題では歪パラメータ k = 0 であるから，L と x は以下のように書き換えられ
る．

L =


v1 v1z

c
1

−u1 −u1z
c
1

...
...

vn vnz
c
1

−un −unz
c
1

 , x =

[
f−1tz
f−1

]
(7.40)

また，gは式 (7.39)と同じである．

PnP問題
PnP問題ではさらに焦点距離 f が既知であるから，次式のように書ける．

L = f−1


v1
−u1

...
vn
−un

 , x = tz, g = f−1


v1z

c
1

−u1z
c
1
...

vnz
c
1

−unz
c
1

+


−yc1
xc
1
...

−ycn
xc
n

 (7.41)

正規化画像座標 K−1mを用いた場合は，f = 1とすればよい．
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7.3.4 Root polishing

7.3.2–7.3.3節の結果として，すべての未知数を推定できる．しかしながら，算出された
パラメータは部分問題の解であって原問題の最適解ではない．解の精度と最適性を向上す
るために，本節で述べる root polishingを実行して一次最適性条件を厳密に満たすように
解を補正する．前節と同様に，まず PnPfr問題の場合について説明し，次に PnPfr問題
と PnP問題の場合について記述する．

PnPfr問題
PnPfr問題の原問題（式 (7.13)）において，ci は ai と bi に対して線形従属であるか
ら，目的関数を以下のように等価に書き換えられる．

min
R,t,f,k

n∑
i=1

(aTi qi)
2 + (bT

i qi)
2 =

∥∥C(f,k)r+ D(f,k)t
∥∥2 (7.42)

ここで，C(f,k) と D(f,k) は，f と kを含むそれぞれ n× 9と n× 3の係数行列であり，次
式で表される．

C(f,k) = A1W+ A2Y

D(f,k) = B1K+ B2Z
(7.43)

ここで，クロネッカー積 ⊗を用いて，

A1 =



−pT
1 v1p

T
1

0n×3

...
...

−pT
n vnp

T
n

pT
1 −u1p

T
1

... 0n×3

...
pT
n −unp

T
n


, A2 =



−(p1 ⊗ d1)
T

0n×9

...
−(pn ⊗ dn)

T

(p1 ⊗ d1)
T

... 0n×9

(pn ⊗ dn)
T


,

B1 =



−1 v1

0n×1

...
...

−1 vn
1 u1

... 0n×1

...
1 un


, B2 =



−dT
1

0n×3

...
−dT

n

dT
1
... 0n×3

dT
n


,

W =

[
I6×6

f−1I3×3

]
, Y =

[
I6 ⊗ k, 018×3

]
, Z =

[
I2 ⊗ k, 06×1

]

(7.44)

である．
6.1節の PnP問題で導出したように，並進ベクトル tは他のパラメータの関数として

t(r,f,k) = −
(
DTD

)−1
DTCr (7.45)
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と書ける．そして，式 (7.45)を式 (7.42)に代入すると，PnPfr問題は以下の制約付き最
適化問題となる．

min
r,f,k

rTG(f,k)r

s.t. RTR = I, det(R) = 1

(7.46)

ただし，

G(f,k) = CTC− CTD(DTD)−1DTC (7.47)

である．
Root polishingは，前節で得られた部分問題 1と部分問題 2の解を初期として式 (7.46)

を最適化すればよい．ここでオイラー角（4.4.2節）や Cayley変換（4.4.4節）を用いて
無制約最適化を行うと，数値的な退化条件に陥る可能性がある．そこで，6.3.1節で導出
した回転行列の表現に依存しない一次最適性条件を最適化する．すなわち，下記の連立方
程式を用いて最適化を行えばよい．

RTmat (Gr)−mat (Gr)
T
R = 03×3

mat (Gr) RT − R mat (Gr)
T
= 03×3

RTR− I = 03×3

det(R)− 1 = 0

∂

∂f
rTGr = 0

∂

∂k
rTGr = 03×1

(7.48)

ここで，mat ( )は 9次元ベクトルを 3×3の正方行列へ変形するオペレータである．6.3.2

節で証明したように，式 (7.48)はどのような回転行列の表現を用いることもできる．そ
こで，任意の回転表現を用いて式 (7.48) 対してガウスニュートン法を適用すればよい．
数回から 10回程度の反復で十分である．ガウスニュートン法の収束後，式 (7.45)に従っ
て tを再計算すればすべてのパラメータが得られる．

PnPf問題
PnPf問題では k = 0であるから，式 (7.43)において Yと Zはゼロ行列である．ゆえ

に，
C(f) = A1W

D(f) = B1K
(7.49)

である．上式を式 (7.45)と式 (7.47)に代入すると，並進ベクトルと目的関数の係数行列
は

t = −K−1(BT1 B1)
−1BT1 A1Wr

G = W
(
AT1 A1 − AT1 B1(B

T
1 B1)

−1BT1 A1
)
W
　 (7.50)

と表される．
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PnP問題
PnP問題では焦点距離 f が既知であるから，その値を式 (7.50)に代入すればよい．も
しくは，正規化画像座標 K−1mを用いた場合は，f = 1であるから

t = −
(
BT1 B1

)−1
BT1 A1r

G = AT1 A1 − AT1 B1(B
T
1 B1)

−1BT1 A1
(7.51)

と書ける．上式は，記号は異なるものの式 (6.6)と式 (6.8)に等価である．

7.4 統一解法 2: EDPnPfr法
本節では，DLT 法をベースとした部分問題 1 に対する効率的な手法（Efficient DLT-

based method, EDPnPfr 法）を提案する．部分問題 1 に対する手法であるから，部分
問題 2 と root polishing については VPnPfr 法と同様である．VPnPfr 法との違いは，
n ≥ 6点を対象としていること，および，平面と非平面に対するそれぞれの手法から構成
されていることである．式 (7.22)を DLT法に基づき定式化すると，

min
r1,r2

[
rT1 , r

T
2

]
M

[
r1
r2

]
s.t. ∥r1∥2 + ∥r2∥2 = 1

(7.52)

である．式 (7.52)を解いた後，4.6節にて述べた回転行列の補正を行う．次節より場合分
けしたそれぞれの解法について説明するが，MATLAB風の擬似コードを Algorithm 2に
記載する．

7.4.1 非平面
n = 6点の場合
点の数が n = 6のとき，rank(M) = 4である．そのため，未知パラータ [rT1 , rT2 ]は，M

のゼロ空間ベクトル v1 と v2 の線形結合で表される．ゼロ空間ベクトルの係数を αとす
ると， [

r1
r2

]
∝ αv2 + v1, vi =

[
vi1

vi2

]
(7.53)

である．この場合，式 (7.52)の目的関数は，αの値に関係なく常にゼロである．
未知数 αを決定するために，r1 と r2 に関する直交制約を用いる．これらの制約条件は
次式で表される．

rT1 r2 = (αv21 + v11)
T(αv22 + v12) = 0 (7.54)

∥r1∥2 − ∥r2∥2 = ∥αv21 + v11∥2 − ∥αv22 + v12∥2 = 0 (7.55)
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Algorithm 2 Efficient DLT-based PnPfr Solver

Input: X = [X1, . . . ,Xn], m =

[
u1, . . . , un

v1, . . . , vn

]
(n ≥ 6)

Output: R, t, f,k

1: function [R, t, f,k] = EDPnPfr(X, m)

2: [A, B, M] = calcABM(X, m) % 式 (7.20),式 (7.23)

3: if rank(cov(XT)) > 2 % 非平面
4: [∼, ∼, V] = svd(M)

5: if n == 6

6: v1 = V(:, 6), v2 = V(:, 5)

7: α = solveQuadratic(v1,v2) % 式 (7.56)

8: [r1; r2] = αv2 + v1

9: else

10: [r1; r2] = V(:, 6)

11: end

12: else % 平面 (z = 0)

13: M̂ = M([1 : 2, 4 : 5], [1 : 2, 4 : 5])

14: [∼, ∼, V] = svd(M̂)

15: [r̂1; r̂2] = V(:, 4)

16: r213 = solveQuadratic(r̂1, r̂2) % 式 (7.60)

17: r13 = ±
√

r213, r23 = −r̂T1 r̂2/r13

18: [r1; r2] = [r̂1; r13; r̂2; r23]

19: end

20: R = recoverRotation(r1, r2) % 式 (7.37),式 (4.14)

21: [tx; ty] = −B\A [r1; r2]

22: [L, g] = calcLg(X, Y, R, tx, ty) % 式 (7.41)

23: x = −L\g
24: tz = x(1)/x(2), f = 1/x(2), k = x(3 : 5)

25: [R, t, f,k] = GaussNewton(X, Y, R, t, f,k) % 式 (7.48)

26: end

上式はいずれも αに関する 2次式であるから，どちらかを閉形式で解けばよい．式 (7.54)

を用いると，2次式は(
vT
21v22

)
α2 +

(
vT
21v12 + vT

11v22

)
α+ vT

11v12 = 0 (7.56)

と表される．結果として αについて最大 2つの実数解を得る．

n ≥ 7点の場合
非平面に分布する n ≥ 7 点が与えられた場合，ノイズのないデータに対しては

rank(M) = 5，ノイズのであるデータに対しては rank(M) = 6 である．通常の DLT

法（6.2.1節）と同様に，式 (7.52)の解は最小固有値に対応する固有ベクトルとして得ら
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れる．

7.4.2 平面
点分布が平面の場合，一般性を失わずに 3次元点は平面 z = 0上に分布すると仮定でき
る．行列 Aの第 3列と第 6列はゼロベクトルになるので，その 2列を除いた 4× 4行列を
M̂とおく．これを用いると，式 (7.52)は以下のように書き換えられる．

min
r̂1,r̂2

[
r̂T1 , r̂

T
2

]
M̂

[
r̂1
r̂2

]
s.t. ∥r̂1∥2 + ∥r̂2∥2 = 1

(7.57)

ここで，r̂1 = [r11, r12]
T，r̂2 = [r21, r22]

T である．式 (7.57)と同様に，通常の DLT法で
解を求めることができる．
r̂1 と r̂2 が得られたので，r1 と r2 の直交制約を利用して残りの未知数 r13 と r23 を算
出する．式 (7.54)– (7.55)と同様に，次式を得る．

r̂T1 r̂2 + r13r23 = 0 (7.58)

r̂T1 r̂1 + r213 − (r̂T2 r̂2 + r223) = 0 (7.59)

上式を用いて r13 の r23 どちらかを消去すると，もう一方についての 4次式を得る．例え
ば r23 を消去すると，r13 に関する 4次式は

r413 + (r̂T1 r̂1 − r̂T2 r̂2)r
2
13 − r̂T1 r̂2 = 0 (7.60)

で表される．上式は r213 に関する 2次式とみなせるので，2次式の閉形式を用いて容易に
解を算出できる．求めた解 ±

√
r213 を式 (7.58)に代入すると，対応する r23 の解は次式で

表される．
r23 = − r̂T1 r̂2

r13
(7.61)

7.5 実験
2つの提案手法（VPnPfr法と EDPnPfr法）について，シミュレーションデータと実
画像データを用いて評価実験を行い，従来手法と性能を比較した．シミュレーション実
験では，点の数 nと画像ノイズを変化させながら PnP，PnPf，PnPfr問題に対するパラ
メータの推定精度を調査した．また，実行時間の計測も行った．実画像実験では真値を得
ることが困難なため，レンズ歪を取り除いた画像の定性的な比較を行った．
提案手法 1と提案手法 2は，各問題に対して次のように記載する．PnP問題に対して
は VPnPと EDPnP，PnPf問題に対しては VPnPfと EDPnPf，PnPfr問題に対しては
VPnPfrと EDPnPfrとする．各問題において比較する手法は以下の通りである．従来手
法の内容は 6.2節と 7.2節を参照のこと．
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PnP問題
DLT [24], EPnP+GN [46], OPnP [92], UPnP [36], VPnP, EDPnP

PnPf問題
DLT [24], GPnPf+GN [94], EPnPfR [30], VPnPf, EDPnPf

PnPfr問題
P5Pfr+NL [41] (P5Pfr+RANSAC+再投影誤差最小化), VPnPfr, EDPnPfr

提案手法はすべての MATLABで実装した．従来手法の中で，UPnP 法は C++ の公
開コードをMATLABラッパーを用いて呼び出し，P5Pfr法は新規にMATLABで実装
した．その他の従来手法は公開されている MATLAB 実装を利用した．なお，すべての
実験は Core i7-6700を搭載する PC上で実行した．

7.5.1 シミュレーション実験
3 次元点は以下のように生成した．非平面の場合は，世界座標系における x-y-z が

[−2, 2] × [−2, 2] × [4, 8] の範囲内に，准平面の場合は世界座標系における [−2, 2] ×
[1, 2]× [4, 8]の範囲内に，平面の場合はカメラ座標系における [−2, 2]× [−2, 2]× [0, 0]

の範囲内に，ランダムに生成した．広角レンズを想定したカメラの解像度は 640 × 480，
内部パラメータは焦点距離 f = 500，せん断係数 γ = 0，光学中心は画像中心 (320, 240)

とした．レンズ歪は，PnP，PnPf 問題において k = [0, 0, 0]T，PnPfr 問題において
k = [−3/f2, −0.5/f4, −0.05/f6]T とした．カメラの外部パラメータを試行ごとにラン
ダムに決定し，3次元点を画像平面へ射影した．パラメータの推定誤差は，式 (6.36)に示
すように，PnP問題と同様に回転行列については絶対誤差を，並進ベクトルについては相
対誤差を算出した．

点数の変化に対するノイズ頑健性
本実験では点の数を 6 ≤ n ≤ 100と変化させた．画像ノイズは，平均ゼロ，標準偏差

σ = 2ピクセルとする標準正規分布である．各点数 nについて独立に 500回試行し誤差
を計測した．
図 7.1に，回転行列 Rと焦点距離 f とレンズ歪の第 1項 k1 の誤差の中央値を示す．並
進ベクトル tの結果は回転行列と，レンズ歪の第 2項 k2 と第 3項 k3 の結果は第 1項 k1

と同じ傾向であるため記載は省略する．
提案手法 1および 2は，PnP問題と PnPf問題に対しては，いずれも従来手法の state-

of-the-artと同精度な結果が得られた．提案手法 1（VPnP，VPnPf，VPnPfr）は平面，
准平面，非平面に対して一般性を持つ結果を示しており，部分問題に分割するアプローチ
が正しく動作することを実験的に証明している．一方，提案手法 2（EDPnP，EDPnPf，
EDPnPfr）は場合分けが必要なものの，准平面に対しても破綻することなく推定できて
おり，シンプルな実装にも関わらずグレブナー基底を用いる提案手法 1に遜色ない結果を
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(a) Non-planar 3D point configuration.
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(b) Near-planar 3D point configuration.
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(c) Planar 3D point configuration.

図 7.1: 画像ノイズを σ = 2と固定，点数を 6 ≤ n ≤ 100と変化させたときのノイズ頑健
性

志示している．
PnPfr 問題において，提案手法は回転行列については P5Pfr+NL に匹敵するが，内
部パラメータの推定精度は及ばない結果となった．これは，最小化する誤差関数の違い
（提案手法：代数的誤差，P5Pfr+NL：再投影誤差）に起因すると思われる．この結果は
PnPfr問題における代数的誤差最小化の限界を示唆しているが，回転行列の結果が肉薄し
ていることを考慮すると，内部パラメータについてもさらなる改善の可能性はある．

画像ノイズの変化に対する頑健性
本実験では，点の数を n = 20 と固定し画像ノイズを 1 ≤ σ ≤ 5 ピクセルと変化させ
た．各ノイズレベル σ について独立に 500回試行し誤差を計測し，誤差の中央値を図 7.2

に示す．
PnP 問題と PnPf 問題では，前節の実験と同様に，提案手法 1 および 2 はいずれも

state-of-the-art の従来手法と同等の精度を示した．本実験でも准平面に対して良好な結
果が得られており，部分問題への分割による弊害が生じていないことを示している．
しかしながら，P5Pfr+NLと比較すると，VPnPfrと EDPnPfrの推定誤差はノイズの
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(a) Non-planar 3D point configuration.
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(b) Near-planar 3D point configuration.
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(c) Planar 3D point configuration.

図 7.2: 点数を n = 20と固定，画像ノイズを 1 ≤ σ ≤ 5と変化させたときのノイズ頑健性

増加に対して急激に悪化する．特に，焦点距離とレンズ歪は画像ノイズに敏感である．前
節でも述べたように，本結果は代数的誤差の限界を示していることも考えられるが，現段
階では結論を下すことは難しい．

処理速度
画像ノイズを σ = 2ピクセルと固定し，点の数を 6 ≤ n ≤ 2000と変化させながら実行

時間を計測した．図 7.3は，各 nに対して独立に 500回試行したときの平均値（ミリ秒）
に結果を示している．P5Pfr+NLの処理速度は 15ミリ秒よりも長かったため記載してい
ない．
まず，VPnPfrを除く提案手法 1（VPnP系）および 2（EDPnP系）はいずれもほとん

どの nに対して従来手法より高速である．中でも，DLT法に基づく EDPnPと EDPnPf

は n = 2000においても 3ミリ秒未満であり，リアルタイム処理にも耐えうる速度を達成
している．一方，グレブナー基底を利用する VPnPfrはどの nに対しても 9ミリ秒以上要
しており，VPnPと VPnPfに比べて約 2倍遅い．最も大きな原因は，PnPfr問題の root

polishingにおいて式 (7.47)が複雑なため数値微分（numerical differentiation）を用いた
ことである．PnP問題と PnPf問題に対してはヤコビアンを書き下している．EDPnPfr
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図 7.3: 画像ノイズを σ = 2と固定，点数を 6 ≤ n ≤ 2000と変化させたときの平均実行
時間

表 7.2: 実画像に対する実験結果．画像解像度は 1024× 1024．水平画角 118◦ の広角レン
ズを使用．

Parameter Spec sheet P5Pfr+NL [41] VPnPfr EDPnPfr

HFOV 118◦ 111.58◦ 111.60◦ 111.60◦

焦点距離 f 307.64 348.11 347.90 347.90

レンズ歪 k1 n.a. −3.43× 10−6 −3.41× 10−6 −3.41× 10−6

k2 n.a. −2.05× 10−12 −2.57× 10−12 −2.57× 10−12

k3 n.a. −2.57× 10−18 5.01× 10−19 5.01× 10−19

も同様に数値微分を用いているが，部分問題 1の解法が高速なため 5ミリ秒に収まってい
る．式 (7.47)のヤコビアンを導出したり，自動微分（automatic differentiation）を用い
たりすることも可能だが，実行時間はおそらく 7ミリ秒程度と予想される．そのため，グ
レブナー基底を用いた PnPfr問題の解法には高速化の課題が残されている．

7.5.2 実画像実験
PnPfr問題の解法である P5Pfr+NL，VPnPfr，EDPnPfrを実画像にて評価した．ズー
ム倍率を変更可能な TAMRON製レンズ 12VM412ASIRを，iDS製カメラ UI-3370CP-

C-HQ に装着して画像を撮影した．画像解像度は 1024 × 1024 ピクセルである．レンズ
のスペック表によると，水平画角（horizontal field of view, HFOV）は最小 58度，最大
118度であり，最大画角における焦点距離は 308.64ピクセルに相当する．真値の測定は
困難なため，手法間における推定値の比較と，歪みパラメータを用いて歪補正した画像を
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水平画角 118°58°

図 7.4: 水平画角を変化させた画像に対する提案手法 VPnPfrによる歪み除去．上段：撮
影画像，下段：補正画像．

定性的に比較する．
チェッカーボードを含む画像を撮影し，格子点を平面上の 3次元点として 3つの手法を

適用した．表 7.2に原画像と補正後の画像，および推定した内部パラメータの値を示す．
画像の歪みは正確に補正され，チェッカーボードだけでなく本や机のエッジも正しく直線
に補正されていることが確認できる．手法間での推定値はほぼ同じで，いずれもカタログ
値に近い値が推定できている．
加えて，同レンズの水平画角を 58度から 118度まで変化させて撮影した画像に対して，
提案手法 VPnPfrにより歪み除去を行った結果を図 7.4に示す．各ズーム値でチェッカー
ボードを撮影して歪みパラメータを推定した．本結果は，例えば VSLAMの実行中にカ
メラのズーム値が変動しても，提案手法ではカメラパラメータが精度良く推定可能なこと
を示している．

7.6 考察
シミュレーション実験（7.5.1節）の結果より，部分問題に分割するという提案手法のア
イデアは適切に動作し，3つの問題（PnP，PnPf，PnPfr）を同一のアプローチで解ける
ことが実証された．また，PnPfr問題においては再投影誤差最小化を用いる手法よりも低
精度であったが，実際には誤差関数の違いによる影響は少ないことが実画像実験（7.5.2）
にて確認された．処理速度を考慮に入れると，提案手法は再投影誤差最小化よりも実用的
であると結論付けられる．
本章のシミュレーション実験では点群が画面全体に散らばって観測されるように生成し
ているが，これは PnPfr問題にとって点群の偏りは好ましくないためである．理論的な
観点からは以下のように考察できる．まず，レンズの歪中心に近いほど歪量は小さいため
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画像座標の特徴点検出位置は精度が向上するものの，画像ノイズと歪量との差がつけにく
くなる．逆に，画像の縁に近づくほど画像ノイズと歪量との差は明確につけられるように
なるが，歪量が大きくなるため特徴点の検出精度は下がる．次に，放射歪みは回転対称で
あるため，歪中心からの距離が同じである複数の画像座標が観測されたとしても，それら
は歪パラメータに対して独立ではない．それゆえ，画像ノイズと歪量とのトレードオフお
よびパラメータ推定への寄与度を考慮すると，画像中心から画面端に向かってまんべんな
く点が観測できることが望ましいことが分かる．しかしながら，必ずしも画面全体でなく
ともよい．表 7.2にて示したように，定性的には画像内を４分割したうちの１つの範囲内
に分布していれば十分である．画像中心や画像縁，もしくは画像内の一箇所に観測点群が
偏在しないことが重要である．

7.7 第 7章のまとめ
本章では，まず代数的誤差に基づく PnPfr問題の定式化を行い，PnP問題と PnPf問
題が包含されることを示した．次に，PnPf問題と PnPfr問題に対する従来手法を簡単に
説明した．そして，PnPfr問題を 2つの部分問題に分割することで，3つの問題を同一ア
プローチで解く手法を 2つ提案した．1つ目の手法はグレブナー基底を用いて，2つ目の
手法は DLT法に基づいて，第 1の部分問題を解く．シミュレーション実験の結果により，
提案手法のアプローチは問題なく動作し，3問題が解けることを実証した．また，PnPfr

問題のシミュレーション実験では提案手法の精度は再投影誤差最小化に劣るものの，実環
境ではほぼ同性能を高速に達成するため問題にはならないことを示した．
本章の実験については，第 5章や第 6章と同様に，入力である 3次元点のノイズについ
て検討が必要である．提案手法独自の懸念としては，第 1の部分問題がカメラ座標系の z

軸方向のみから立式されていることである．3次元点の推定に例えばステレオ画像を用い
ると，推定誤差は非等方性であり奥行き方向の誤差が比較的大きいことが知られている．
同様に，第 1の部分問題は奥行き方向の推定のみを行うため，第 6章で提案した PnP問
題への解法よりも入力のノイズに敏感だと推測される．これらを検証することで，PnPfr

問題において代数的誤差に基づきながらも，再投影誤差最小化に匹敵する性能を持つ手法
を提案できる可能性がある．また，PnPf問題と PnPfr問題における理論的に推定が不可
能となるカメラと点群の位置関係，いわゆる退化条件（Degeneracy condition）の解析は
十分に明らかにされていない．安定的に推定を行うためには，退化条件の数学的に詳細な
解析は今後不可欠である．
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本章に関連する公表論文は以下の通りである．

1. Gaku Nakano, “A Versatile Approach for Solving PnP, PnPf, and PnPfr Prob-

lems”, the 14th European Conference on Computer Vision (ECCV2016), 2016.

2. Gaku Nakano, “Efficient DLT-based Method for Solving PnP, PnPf, and PnPfr

Problems”, IEICE Trans Info & Sys, (under review).

本章にて提案した手法のコードは以下のウェブサイトにて公開している．
https://github.com/g9nkn/pnpfr problem

https://github.com/g9nkn/pnpfr_problem
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7.8 付録：グレブナー基底自動計算ツール
7.3.2節にて説明した，第 1の部分問題をグレブナー基底を利用して解くためのMAT-

LABコードを掲載する．

Kukelovaら [38]のツール

% register the generator

setpaths;

% coefficient matrix (6x6 symmetric)

M = gbs_Matrix(’M%d%d’, 6, 6);

M = M - tril(M) + triu(M).’;

% unknowns (1st and 2nd row of R)

syms a b c d e

r1 = [a; b; c];

r2 = [d; e; 1]; %linear constraint , R(3 ,3)=1

% build polynomial equations

A = M(1:3 ,1:3)* r1 + M(1:3 ,4:6)*r2;

B = M(1:3 ,4:6). ’*r1 + M(4:6 ,4:6)*r2;

S1 = [0 -c b; c 0 -a; -b a 0]; % [r1]_x

S2 = [0 -1 e; 1 0 -d; -e d 0]; % [r2]_x

eq1 = S1*A + S2*B;

eq2 = r2.’*A - r1.’*B;

ceq1 = r1.’*r1 - r2.’*r2;

ceq2 = r1.’*r2;

eqs = [ceq1 , ceq2 , eq1(:).’, eq2];

% collect known & unknown variables

unknown = {’a’,’b’, ’c’, ’d’,’e’};

vars = symvar(M);

known = {};

for var = vars

known = [known {char(var )}];

end

% call gbsolver

[res , export] = gbs_CreateCode(mfilename , eqs , known , unknown );
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Larssonら [42]のツール

opts = default_options ();

solv = generate_solver(’vpnpfr ’, @problem_vpnpfr , opts);

function [ eqs , data0 , eqs_data ] = problem_vpnpfr(data0)

if nargin < 1 || isempty(data0)

M = randi (30097 ,6 ,6);

M = mod(M+M’ ,30097);

data0 = M(:);

end

M = reshape(data0 ,6,6);

xx = create_vars (5);

r1 = [xx(1); xx(2); xx(3)];

r2 = [xx(4); xx(5); 1]; %linear constraint , R(2 ,3)=1

% build polynomial equations

A = M(1:3 ,1:3)* r1 + M(1:3 ,4:6)*r2;

B = M(1:3 ,4:6) ’*r1 + M(4:6 ,4:6)*r2;

S1 = [ 0, -r1(3), r1(2);

r1(3), 0, -r1(1);

-r1(2), r1(1), 0]; % [r1]_x

S2 = [ 0, -r2(3), r2(2);

r2(3), 0, -r2(1);

-r2(2), r2(1), 0]; % [r2]_x

eq1 = S1*A + S2*B;

eq2 = r2 ’*A - r1 ’*B;

ceq1 = r1 ’*r1 - r2 ’*r2;

ceq2 = r1 ’*r2;

eqs = [eq1 (:); eq2; ceq1; ceq2];

if nargout == 3

xx = create_vars (5+36);

eqs_data = problem_vpnpfr(xx(6:end));

end

end
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結論

本論文では PnP問題とその派生問題である PnPf問題および PnPfr問題について議論
した．まず，第 2章にて PnP問題の歴史を振り返り，4つの課題（安定性，高速性，一般
性，拡張性）に対してどのような手法が提案されてきたかを説明した．次に第 3章で PnP

問題に関連が深い既存研究を紹介し，第 4章にて本論文で用いるカメラの射影幾何学につ
いて説明した．そして，第 5–7章にかけて，PnP問題とその派生問題について新たな手
法を提案した．本論文で提案した手法は，いずれも各問題に対して効率的なパラメータ表
現を導出することで，理論的な正しさに基づきながらも上記の課題を解決する高い実用性
を備えている．
第 5章にて，P3P問題に対し回転行列を射影的奥行きの線形結合で表す直接解法を提
案した．Bannoの手法と数学的には等価であるが，計算をより効率化させた手法である．
シミュレーション実験により，高速性と安定性のバランスが取れた手法であること実証し
た．また，カメラと 3点が作る三角形が互いに正対する配置では，従来手法の多くにアル
ゴリズムが破綻する退化条件が内在することを示した．
第 6章では，PnP問題に対してグレブナー基底を用いて局所解をすべて列挙する，大
域的に最適な解法を提案した．まず，ラグランジュ乗数を用いずに回転行列の制約を表現
する新たな一次最適性条件を導出した．導いた最適性条件を多項式の連立方程式として解
くことで，平面と非平面を問わずすべての局所解が列挙できる．これにより，異なる回転
行列の表現を用いても解空間が同一であることを示し，中でも Cayley変換が最も効率的
な表現であることを指摘した．シミュレーション実験により，従来不安定とみなされてき
た Cayley変換を用いたソルバーは，従来手法と同等の安定性と一般性を持ちながら，点
の数を増やしたときの拡張性と高速性に優れた手法であることを示した．
第 7 章では，PnPfr 問題を 2 つの部分問題で分割することで，3 問題を同一アプロー
チで解ける統一的な解法を 2 つ提案した．第 1 の部分問題は第 6 章で議論した PnP 問
題と類似しており，回転行列と第 3成分を除く並進ベクトルとで構成される．そのため，
PnP，PnPf，PnPfr問題に共通なパラメータから構成されている．第 1の部分問題で得
られる解を既知とおくと，第 2の部分問題は残りのパラメータに対して線形最小二乗法で
表される．最初の提案手法は第 1の部分問題をグレブナー基底を用いて解き，2つ目の提
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案手法は DLT法に基づいた線形近似により第 1の部分問題を解く．シミュレーション実
験の結果により，部分問題に分割することで 3 問題を共通のアプローチで解けることを
示した．グレブナー基底に基づく提案手法と DLT法に基づく提案手法はいずれも同精度
であるが，実行速度の面では DLT法に基づく第 2の手法が有利である．一方で，グレブ
ナー基底に基づく第 1の手法は平面と非平面を区別しない一般性において優れている．ま
た，ノイズ頑健性については再投影誤差最小化を用いる従来手法に劣るが，対応点が高精
度に取得できれば実用上問題にはならないことを実画像実験にて示した．
上記の提案手法に共通する重要な点は，問題によって効率的なパラメータ表現は異なる
という事実である．本論文で扱った範囲では，P3P問題（第 5章）は 3× 3回転行列表現
で記述可能だが，PnP問題（第 6章）においては Cayley変換が最小表現である．一方，
PnPfr問題（第 7章）に対しては Cayley変換では符号の不定性が除去されないため，再
度 3× 3回転行列が最も適した表現方法となる．つまり，類似した問題であっても同一の
表現が適切とは限らない．適切なパラメータ表現を選択するためには，座標系の変換やラ
グランジュ乗数の消去といった導出の工夫が欠かせない．本論文では専ら PnP問題を取
り扱ったが，その他の幾何学的問題に対しても，これらの知見は応用できると考えている．

以下では，本論文の提案手法および PnP問題に関する残された課題について述べる．
まず，第 5章で示したように，完成されていると思われた P3P問題において従来手法
のアルゴリズムに退化条件が存在することが明らかになった．これまで解の個数やカメラ
配置に関する解析 [20] は行われてきたが，アルゴリズムごとの詳細な解析は行われてい
ない．単に効率的な 4次式への帰着を競うだけでなく，真に安定な手法を評価する包括的
な研究が必要である．同様に，PnPf問題と PnPfr問題についても退化条件について理論
的な解析が不可欠である．
次に，本論文の提案手法を含め代数的誤差を用いた場合に解が持つ偏差についての解析

は不十分である．PnP問題に対しては解の偏差を除去する発見的な反復解法 [16]が提案
されているものの，グレブナー基底を用いるような大域的に最適な手法の研究はいまだ提
案されていない．また，PnPf問題や PnPfr問題については解の偏差について議論されて
いない．特に，第 7章で述べたように，PnPfr問題における代数的誤差最小化はまだまだ
改善の余地がある．誤差伝搬の高次解析 [32] は，再投影誤差に匹敵する手法の導出に寄
与する可能性がある．
上記課題に関連して，PnP問題とその派生問題は内部パラメータと 3次元点にノイズ
が無いと仮定している．しかし，現実にはどちらにも計測誤差が乗るが，どのような誤差
であるかは手法により異なる．格子パターンを用いる焦点距離推定の計測誤差 [33] やス
テレオ画像による 3次元点の誤差分布 [31]など限定した対象については研究が行われて
いるが，カメラキャリブレーションや SfMにおいて誤差分布を取り扱った包括的な研究
はされていない．PnP問題のアプリケーションである VSLAMや ARにおいて，誤差分
布を特徴点ごとに格納すれば，より安定的なシステムが構築できると思われる．
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