Zur Axiomatik der linearen Abhiingigkest, ITT (Schluss).

Von Takeo NAKASAWA

(Eingegangen am 20 Juli, 1986)

§1. Einleitung.

In meinen fritheren Arbeiten® habe ich eine Methode hergestellt
und gezeigt, dass sich dieselbe fiir die Untersuchungen der linearen
Abhingigkeit im projektiven Raumes mit Erfolg verwenden lisst. Die
betrachtete Methode gehtrt zu einer algebraischen Symbolenrechnung,
bei welcher sogar die einzige Relation d. h. *“ gelten ’’ (natiirlich auch die
Verneinung “‘ nicht gelten”’) fiir gewisse Reihen der Elementen aufge-
prigt wird. Diese Rechnung habe ich deshalb nach G. Thomsen einen
Zyklenkallill® genannt.

In der vorliegenden Schrift handelt es sich

1. um den vollstdndigen Aufbau der projektiven Geometrie, indem die
am Anfang meiner Arbeit aufgezihlten Rechnungsprinzipien® als
rdumliche Axiome eines geometrischen Raumes gedeutet werden,
und

2. um einige Anwendungen zum allgemeinen linearen Raum sowie Ver-
gleichungen mit den verwandten Arbeiten von Herren G. Birkhoff
und H. Whitney, und

3. um einen Unabhingigkeitsbeweis der dort angenommenen Axiomen-
gruppe.

(1) T. Nakasawa, ‘ Zur Awiomattk der linearen Abhimgighkeit. I', Science
Reports of the Tokyo Bunrika Daigaku, See. A, Vol. 2, No. 43, (235-255) ; I, ibid.,
Sec. A, Vol. 3, No. 51, (45-69). Wegen der Bequemlichkeit bezeichnen wir diese
zwel Arbeiten bzw. kurz mit Al und AZ.

(2) Das Wort und die Idee des Zyklenkalkils geht wohl zum G. Thomsensehen
Buch, ¢ Grundlagen der Elementargeometrie’’, (Leipzig 1933) zuriick. Unter Einfluss
seiner Idee habe ich meine axiomatische Untersuchung der linearen Abhangigkeit
angefangen.

(8) Vgl S. 236 in Al, sowie S. 46 in A2!
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Schreibt man nun fir s Punkte a;, asz, -+, @ des Kklassischen
n-dimensionalen projektiven Raumes® ¢;--a,=0 (gewohnlich in
kurzen Zeichen ai--- a,), bzw. a; - a;==0, je nachdem sie linear ab-
hingig oder linear unabhéngig sind, so gelten bekanntlich die folgenden
Relationen® ;

1° a=F0, ao.

2° @y Q@s— - a5k, (8=2).

3O Gy Qe (s — e Gy (s, (S=21222).

49 x@y - Gy, @y QY — U1 @ Oder xay - Gy, ($=1).
5° qi-aswy — Bz, ay-asz, ayz, (s=2).

Umgekehrt, wenn man diese fiinf Sitze allein als Rechnungsprin-
zipien eines logischen Kalkiils fiir den Elementen a;, asz, -+, @, *+- einer
abstrakten Menge ¥ aufnimmt, dann lassen sich auf Grund der Axiome
1° bis 4° fast alle Eigenschaften der linearen Abhingigkeit herleiten,
welche keine Existenzaussage enthalten. Wenn man ferner das letzte
Axiom 5° dazu adjungiert, dann lisst sich der Dualitdtssatz des linearen
Raumes

Rang (A ~ B) + Rang (A « B) = Rang A + Rang B®

beweisen, und sodann werden fast alle Sdtze des projektiven Raumes
beweisbar. Die Einzelheiten dariiber habe ich bereits in meiner Arbeiten
A1, A2 ausfiithrlich betrachtet.

In der vorliegenden Schrift will ich die Unterschied klar herzustellen
versuchen, welche Sitze der projektiven Geometrie aus den Axiomen
1°-5° herleitbar sind und welche nicht. Dafiir scheint es mir zweckmaéssig
das betrachtete 1°-5° Axiomensystem mit dem Veblen-Youngschen® zu
vergleichen, da ich das letztere fiir eines der vollstdndigen und vorbild-
lichen Systeme halte.

(4) Vgl z.B. Bugenio Bertini, ¢ Einfiihrung in die projelktive Geometrie mehr-
dimensionaler Rdume’, Wien, 1906, (1-23)!

(6) Betreffs der hier benutzten Bezeichnungen vergleiche S. 235 in Al oder S.
45 in A2} ‘

(6) Satz 29 auf S. 48 in A2.

(7) O. Veblen and J. W. Young, “ Projective geometry, I”’, Boston, 1910, (1-30).

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(178)
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§2. Die Vergleichung mit dem Veblen, Youngschen System.

Definition: Essel a1, az, '+, a, » linear unabhingige Elemente
d.h. @i+ a,==0. Die Menge der allen Elementen z von 8 derart, dass
ap - a,t = 0 sind, nennen wir den von ai, az, -+, &, erzeugten linearen
Raum in ¥ vom Range n, in Zeichen " (a; -+ a,,), und den Zyklus a; -+ a,,
nennen wir die Basis des WR"(ai---a,). Insbesondere nennen wir den
linearen Raum vom Range 1 bzw. 2 den Punkt bzw. die Gerade.

Dann bestehen die folgenden Sitze. .

(i) Zwei Punkte R(a), R(b) stimmen dann und nur dann ein, wenn
ab = 0.

(il) Drei Punkte R(a), R®), R(c) liegen dann und nur dann auf
einer einzigen Gerade, wenn abc = 0.

(ili) Zwei disjunkte Punkte M(a), R(b) bestimmen eine einzige
Gerade R(ab).

(iv) Zwei auf einer Gerade N(ad) liegende disjunkte Punkte N(z),
R{y) bestimmen dieselbe Gerade, d. h. R(ab) = R{zy).

Die Beweise derselben finden sich im noch erweiterten Sinne bereits
in Al.

(v) Wenn R(a), N(b), R(c) nicht auf einer Gerade liegen, und N(d)
auf der Gerade R(be) liegt, und N(e) auf der Gerade N(ac) liegt, und
noch R(d) == R(e) ist, so existiert mindestens ein Durchschnittpunkt N(f)
von R(ab) und R(de)-

Beweis: Nach der Voraussetzung und nach (i), (ii) folgt, dass
abc==0, bed = 0, ace = 0, und de=E= 0.

abc =0, abe==0,
bed , — abed , — abde — Ef, abf, def.
ace abce

Da ab =0, de==0, abf = 0, und def = 0 sind, so ist der Punkt RS
der Durchschnitt der Geraden R(ab) und N(de), w. z. b. w.

(vi) Es seien R(a; -+ &) ein linearer Raum vom Range kund R{ax+)
ein nicht darin liegender Punkt. So stimmen der linearen Raum
R(ay +-* ar+1) vom Range k+1 ein mit-der Menge ; RNag 1), Welchf‘e aus
allen durch Verbindung des festen Punktes R(ag.;) mit irgendeinem
Punkt R(z) von R(a; -+ ax) entstehenden Geraden R(ax.z) besteht.

Bewes: Sei R(y) ein beliebiger in gfﬁ(a,ﬂlx) liegender Punkt,

Vol. 3, No. 55.]
(79)
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A3
so folgt, @i - ar®, Tapay — @ ar-aray — R@r - are) 2 NY) .

SR (@ra%) = RNlas - aresn)

z

Sei N(y) ein beliebiger in R(a; - ar,1) liegender Punkt, so folgt,
G Gy — Ex, ar-ar®, Qraye.

Er, Ry an>R@), Roraz) > Ry).

STR(@r1%) = R(as -+ Ars1) -

I;urch Vergleichung der beiden ergibt sich sodann

ST R(arnz) = R(ay - 1), W. 2. b, w.
@

(vii) Bezeichnet man drei auf einer Gerade liegende Punkte als
eine Klasse von Punkten, so zerfillt ¥ in eine Anzahl von Klassen von
Elementen®”, die untereinander keine gemeinsame Elemente besitzen
Sei P, eine solche Klasse von Elementen, so ist P, auch ein LVyp-Raumt®
und B zerfillt in die direkte Summe von PBi, P, Ps, --- . Dann
existieren mindestens drei Punkte auf jeder Gerade von P, @2,

Der wesentliche Inhalt dieses Satzes findet sich bereits in A2, §5, SS.

63-69.
Das Veblen-Youngsche Axiom ist folgendes® :

By a projective geometry is meant a set of elements which, for suggestiveness,
are called points subject to the following four conditions:

I. If A and B are distinet points, there is one and only one line that containg
A and B.

II. If A, B, C are non-collinear points and if a line ! contains a point D of
the line (BC) and a point & of the line (AC), where I and E are distinct points,
then the line I contains a point F of the line (AB).

III. There are at least three points on every line.

IV. A l-space is defined by the following inductive definition. A point is a
1-space. If A, A,, -, Ap+1 are points not all in the same k-space, the set of
all points collinear with the point Ax:1 and any point of the k-space (A4, - Ay)
is the (k+1)-space (A;A; -+ Ar+1). Thus a line is a 2-space, and a plane is a 3-spece,
and so on.

(8) Zusatz 2 zum Satz 24 auf S. 252 in Al.

(9) Satz 63 sowie Zusatz auf S. 63 in A2.

(10) Definition VI auf S. 47, sowie Satz 78 auf S. 69 in A2.

(11) Satz 71, Zusatz, Satz 72, und Zusatz 1 auf SS. 67-68 in A2.

(12) P, heisst der B-Raum. Vgl. Definition XII auf S. 63 in A2!

(13) 0. Veblen and W. H. Bussy, ‘‘ Finite projective geometries’’, Trans. Amer.
Math. Soc., Vol. 7, 1906, (241-242).

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(80)
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Durch Vergleichung dieses Axiomensystems mit den oben bewiesenen
Sétzen sehen wir offenbar, dass unsere Sitze (iii), (iv) zu I, (v) zu II, und
(vi) zu IV inhaltlich entsprechen. Das Axiom III gilt aber nicht immer
im Vp-Raum, da ein n-Simplex® sich als ein Vp-Raum auffassen ldsst.
Jedoch besteht dasselbe eben im PB-Raum, folglich auch im linearen
Primraum@,

Also nach (vii) kann man folgendermassen behaupten.

Satz 74. Jeder V-Raum lisst sich bis auf die Anordnung der-
Faktoren auf die einzige Weise in die direkte Summe von projeltiven
Raumen zerlegen. Jeder B-Raum oder jeder limeare Primraum ist
etn projeltiver Raum.

Dem obigen Veblen-Youngschen Axiomensystem, welches eine Defi-
nition des, sozusagen, dimensionsfreien projektiven Raumes ist, wird
gewdhnlich das folgende Dimensionsaxiom hinzugefiigt.

V. There is a finite upper bound to the dimensions of the spaces. Let = be
the upper bound, our set of points is called an n-dimensional projective space.

Dann besteht der folgende Satz.

Satz 75. Jeder lineare Primraum vom Range n ist etn n-dimen-
sionaler projektiver Raum. Jeder lineare Rauwm lisst sich bis auf die
Anordnung der Faktoren auf die einzige Weise in die endliche direkte
Sumamne von projektiven Riwmen von endlichen Dimensionen zerlegen®®,

§3. Anwendungen und verwandte Arbeiten.

1. Die Anwendung zum allgemeinen linearen Raum™ und Hil-
bertschen Raum®,

Die Abelsche Gruppe % mit den linksseitigen Operatoren der reellen
Zahlen (oder mit dem allgemeinen abstrakten Korper) heisst den allge-

(14) Unter ein n-simplex verstehen wir die Menge von n Elementen, in deren
die Gelten-Relation folgendermassen definiert ist; 4. h., der Zyklus, der mehr als
zwei dieselbe Elementen enthélt, setzen wir = 0, sonst == 0. )

(16) Definition VIII auf S. 62, sowie Zusatz 1 zum Satz 72 auf S. 68 in A2.

(16) Satz 62 auf S. 62, sowie Satz 57 auf S. 60 in A2 -

(17) Vgl z.B. 8. Banach, “ Théorie des opérations lineaires, Warszawa, 1932,

1
Kap(.lé)I ‘ D. Hilbert, ‘ Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen’’, 4. Mitteilung, Gottingen Nachrichten, 1906, (SS, 157-227).

Vol. 3, No. 55.]
(81)
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meinenlinearen Raum®®. Es seien nun x;, -+, &, je s von Null verschiedene
Elemente von N, Wenn es s reelle Zahlen a, -, s gibt, die nicht
séimtlich gleich Null sind, und fiir die gilt: a®i+ -+ +a; =0 (d. h.
%1, -+, s vektorabhingig !), bezeichnen wir dies mit x; -+ z, = 0, und sonst
mit &y -+ 2, == 0. Dann werden die fiinf Axiome des V;-Raum offenbar
im RN erfiillt. Folglich ist folgendes zu behaupten :

Die Menge der allen von Null verschiedenen Elemente des allge-
meinen linearen Raums ist ein Be-Raum in Bezug auf die oben erklirte
lineare Abhingigkeit.

Wenn man ferner die Bedingung >'a; = 0 zur obigen Definition der

linearen Abhingigkeit hinzufiigt (d. h.w %1, ', xs punktabhingig!), so
sind die vier Axiome des U,-Raums offenbar im R erfiillt. Also kann
man behaupten :

Der allgemeine lineare Raum ist etn LBi-Raum in Bezug auf die
solchermasse definierte Abhiingigkeit.

Da es bei den beiden Definitionen der linearen Abhingigkeit mindes-
tens drei Punkte auf jeder Gerade gibt, so ist der allgemeine lineare
Raum ein PB-Raum. Der Hilbertsche Raum ist bekanntlich ein Sonder-
fall des allgemeinen linearen Raumes, daher ist unser Zyklenkalkiil
auch dazu anzuwenden,

2. Die Anwendung zur ‘‘Lattice’’-Theorie®, Boolschen Algebra®@?,
und Verbindentheorie??,

Wir denken uns ein solches ‘‘Lattice C’’, welches kommutativ,
assoziativ, reduktiv®, und schwach distributiv®® ist, und noch dem

(19) S. Banach, “Sur les opérations dans les ensembles abtraits et lewr appli-

cation auxr équations integrales’’, Fund. Math., 3, (1922), S. 135.
A. Tychonoff, ‘“ Ein Fixpunkitsaiz’’, Math. Ann., 111, (1985), S. 767.
(20) G. Birkhoff, “ On the combination of subalgebras’, Proc. of the Cam.
Phil. Soc., 29, 1933, (441-464), sowie *'* Applications of . lattice algebra’, ibid., 30,
1934, (115-122).

(21) E. V. Huntington, ¢ Set of independent postulates for the algebra of logic”,
Trans. of the Amer. Math. Soc., Vol. 5, 1904, (288-290).

G. Bergmann, ““Zur Axtomatik der Elementargeometrie’’, Monat. fiir
Math. und. Phys., 36, 1929, (269-290).

(22) Fritz Klein, * Zur Theorie der abstrakten Verkniipfungen’, Math. Ann.,
105, 1931, (308-323), sowie Uber einen Zerlegungssatz in der Theorie der abstrakien
Verkniipfungen’’, Math. Ann., 106, 1932, (114-130).

. (28) d.h. an(awbd) =av(enb)=a fir beliebige ¢, b. L4 auf S. 743 in G.
Birkhoff, * Combinatorial relations in projective geometries’”, Ann. of Math., Vol.
36, 1935, (743-748). Wegen der Bequemlichkeit bezeichnen wir diese Arbeit kurz
mit ““G. Birkhoff C”.

(24) d h (@veyni{bulanc)} = {{awe) bl ulare) fiir beliebige a, b, .
L5 auf S. 442 in G. Birkhoff, *‘ On the structure of abstract algebras’, Proc. of the
Cam. Phil. Soc., 31, 1935, (433-454).

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(82)
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Vielfachenkettensatz®9, geniigt®®. Dies ist ndmlich nach G. Birkhoff
sogenanntes ‘‘ modular Lattice”’, dessen Elemente lauter von endlichen
Dimensionen sind®, Die Menge der allen ein-dimensionalen Elemente,
némlich der allen Punkte von C, bezeichnen wir mit L, und s Punkte
a1, -, as derselben bezeichnen wir mit a; -+ a, == 0 bzw. a; - a, = 0, je
nachdem, dim (ayw - ay) =35 oder dim (aiw v as) <sist. So
bestehen offenbar die fiinf Axiome des Bp-Raums in L.  Daher gilt ;

Die Punktmenge von jedem *‘modular Lattice’’, das dem Viel-
Jachenkettensatz geniigt, ist ein Va-Raum von endlichen Dimensionen.

Es sei hier bemerkt, dass in L aus a; =k a2 ayas=k 0 folgt, und dem-
nach besteht der Punkt R(a) aus einem einzigen Element ¢. Setzt man
nun noch das Gesetz des Komplements® in C voraus, so ldsst sich jedes
n-dimensionale Element & als ¢ = a;w -+ v @, beziiglich der » treffenden
Punkte a;, -+, @, darstellen®, also kann man folgendermassen be-
haupten ;

Die Punkimenge von jedem ‘‘ complemented modular Lattice’’, das
dem Vielfachenkettensatz geniigt, ist ein Ba-Rawum von endlichen Dimen-
stonen, und jedes Element von Lattice entspricht eineindeutiq zu einem
linearen Raum von Ba-Raum.

Setzt man das distributive Gesetz a ~ (boe)=(a ~b)w (@ ~¢c)}3? an die
Stelle des schwachen distributiven Gesetzes in ‘‘ complemented modular
Lattice ”’, so ergibt sich die Boolsche Algebra; also ist jede Boolsche
Algebra, die dem Vielfachenkettensatz geniigt, auch selbstverstindlich
ein Be-Raum. Da in der Boolschen Algebra konnen keine drei Punkte
auf einer Gerade liegen, so zerfillt die Boolsche Algebra in die direkte
Summe von endlichen Punkten ; infolgedessen wird sie endlich. Es ist
ohne weiteres einzusehen, dass sich der von Herrn F. Klein betrachtete
sog. Verband auch als ein Lattice auffassen ldsst.

(25) d.1i. in jeder Reihe der Produkte a1, ay M as, @y Mas ™y, ... irgend zwei
Absétze je gleieh sind. L, auf S. 801 in G. Birkhoff, ¢ Abstract linear dependence
and lattices ', Amer. Journ. of Math., Vol. 57, 1935, (800-804).

(26) Das Gesetz des Komplements ist hier nicht immer notwendig.

27y S. 745 in G. Birkhoff C. .

(28) Gesetz des Komplements: Fur jedes Element o gibt es wenigstens ein
Element namlich “ Komplement’’ ¢ derart, dass e/~ = a/~a’ und oo os=ao e
fir jedes » sind. Vgl. L7 auf S. 743 in G. Birkhoff C!

(29) 8. 746 in G. Birkhoff C.

(30) S. 705 in M. H. Stone, ‘‘ Postulales for Boolean algebras and generalized
Boolean algebras”, Amer. Journ. of Math., Vol. 57, 1985, (703-732).

Vol. 3, No. b5.]
(83)
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3. Die Beziehung zur H. Whitneyschen Matroidentheorie®.

Es seien M ein B;-Raum® von endlichen vielen Elementen e, ¢z, -,
en, und N seine Teilmenge. Sodann bestehen natiirlich die folgende
Sétze.

R; Rang 9 = (0©,

R, Rang (N+e = Rang N+k, wo k=1 oder 0 ist.

R; Rang (N+e) = Rang (N+e) = Rang N

— Rang (N+e:+e¢) = Rang N .

Umgekehrt legt man diese drei Sdtze der abstrakten aus e;, €2, -+,
e, bestehenden Menge M als Axiome zugrunde, und schreibt man
e1+ e, =0 bzw. e, -+ e,==0, je nachdem Rang (e; --- &) <s oder Rang
(e; -+ e;) = s ist, so wird M auch ein B;-Raum. Diese R;, R», und Rs
sind in der Tat die Axiome des H. Whitneyschen sogenannten Matroid®?,
also kann man folgendermassen behaupten ;

Jeder endiiche Bi-Raum ist ein Matroid, und umgekehrt.

§ 4. Die Unabhangigkeit des Axiomensystems.

In diesem Paragraphen soll nun ein Axiomensystem, das zum 1°,
5%-Axiom &dquivalent und gleichzeitiz untereinander unabhingig ist,
hergestellt werden. Zuerst sind die folgenden sieben Eigenschaften aus
dem 1°, 5%-Axiom leicht herzuleiten.

1* a==0.

2% aba.

3* aec, bc — ab.

4* abe, abd — ab oder bed.

5% abed — acbd.

6* a--rasz, 2biby — ay---asbby, s>1.

5 aye-ashiby — Bz, apccasz, 2bby, s=1.

(81) H. Whitney, “ On the abstract properties of linear dependence’’, Amer.
Journ. of Math., Vol. 57, 1935, (509-533). )
S. Maclane, ““Some interpretations of abstract linear dependence in terms
of projective geomelry’’, Amer. Journ. of Math., Vol. 58, 1936, (236-240).
(32) S. 236 in Al
(33) M bedeutet die leere Menge.
(84) S. 510 in der obigen H. Whitneyschen Arbeit.

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
(84)
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Um die Aquivalenz der beiden Axiomensysteme zu zeigen, wollen
wir behaupten :

(1) Es gilt aa fiir jedes a.

Beweis: aca

az, zoQ
az, az, -—a, w. z. b. w.
(2) ab —ba.
Beweis: bb, ab— ba, W. Z. b, W.

(8) Es gilt baa fiir beliebige «, b.

Beweis: aba, |

— baa ,
aba )
!
ab
ba , aaa — baa, w. z. b. w.

(4) Es gilt aab fiir beliebige a, b.

. Beweis: boa, | _

— aab,
bab
ba,
ab, bab-— aab, w.z b.w.
(5) abe—bac.
Beweis: aba, | __ bae
abe ’
ab
ba, aac— bac, w. z. b. wW.
(6) abe—bea .
Beweis: abc, } s bea,
aba l
ab
ba , aca— bea, w. Z. b. w.

Vol. 3, No: 55.]
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(7T) Gy Gs =01 A fur jedes x, s =2.

Bewels: @i s
Ay - Gg, AsQsT
Ay Gs, w. z. b. W.

(8) @y Gm#z, &by by —>ay Gmby by, m=1, n=2.
Beweis : (Vollstindige Induktion in Bezug auf n)

Gy Gm?, 2bye- by

G1 G2, 201+ by_221, 21bp1by
A Gy boz2r 210n—1bn
C&1"'C!/mb1'-~bn, W. Z. b. w.

(9) ar-mbi--by—E2, a1 @m2, 201+ b, m>1, n=2.
Beweis: (Vollstindige Induktion in Bezug auf )

ay Qo by oo by,

@1 A by bp2zr, 2Z10n—1ba

A+ A2, 2biebuozy, 210 1by
@1 Am2, 20 -+ by, w. z. b. W.

(10) a1 @i QGO Os, s=4, 4>212>22.

Beweis :  abed abed abed
abz, zcd baed badc
baz, zcd bead bdac
bacd , cbad , dbeat, w. z. b. w.

A1) @y @i G Ay O, S=B, ST 22
Beweis: (Vollstandige Induktion in Bezug auf s)
(1) 1Zs—2.
Ay G Qe
Qy-s @y Ohs22, 203-10s

i s Qy o As92, 20s—10qg
Qiv Gy O, w. z. b. w.

« [Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(86)



Zur Aziomatik der linearen Abhingigkeit, III (Schluss).

1 =g—1

(i)

7 =38

(iii)

Ay Qs 305205 10s

Qs—2

Qg2

Us_g* Q32 , 2010105
As—2 " Qg3ls—1 001 as
Qg1 Ghs—30s—3U1 s

(12) abx;y -+ T, )
aby

Beweis :
aby

aby

.. (ab od. bzy),

( —ab od.

abzy - Tm, |

cer (g3 Qg1 s

Qe 3%, BU10s—10s

i Gs—g* Go3? , 20sChs_101
l Q9 *** Qs—3QsWs—101
Ao+ Qs—3Ws2Ws—101 ,

W. z. b. w.

bxy - Tmy, m=21.

Cooabz, 2w, |

le .ua aj7n

c.oab od. (byz, 2% Th)

cooab od. by may,

(13) Ay Qg1+ T 1

ay - Ay

— (O

w. z. b, w.

< s Od. Ao+ Qg1 Ty »

s=>2, m=1.

Beweis : (Vollstindige Induktion in Bezug auf s)

a’l."a'sxl v x?)l’ }

al..- asy

C Qs Ty }

Ay --- Gs12, 20sY

s (o

U MR S R
. Gy @s od.
. dy-er sy od.
. ay ey od.
.y

Vol. 3, No. 55.]

s 0d. @zt GsTyc Tl s

cUs—1 od. Qg -+ Qsly **+ x'mz) y ROsY

(g -+ Qsly -+ T2, 205Y)

sz 0d. Qg+ sy Tm¥Y

(@ as_12, 20,3) od. g+ Gsyi e Tn Y
1 s 0d. Qg-es sy Ty

w. Z. b. w.

(87)
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TFolglich gilt;
Satz 76. Das 1%, 7*-Aziom und 1°, 5°-Axiom sind miteinander
dquivalent.
zeigen.

Wir wollen nun die Unabhingigkeit des 1%, 7*-Axiomensystems

(1) 1* ist von iibrigen Axiomen unabhéingig.
Beweis :

Dafiir brauchen wir uns nur eine aus einzigen Element
bestehende Menge zu denken, indem wir allen Zyklen als ¢“ = 0"’ setzen.

(2) 2% ist von librigen unabhingig.
Beweis :

Dafiir brauchen wir uns nur eine aus einzigen Elemente
bestehende Menge zu denken, indem wir dann allen Zyklen als “==0"’
setzen.

)

3* ist von Ubrigen unabhéngig.
Beweis :

Wir denken uns eine aus zweil Elementen a, b bestehende
Menge, und deuten dann die Abhidngigkeit der Zyklen folgendermassen :
Anzahl der Elemente des Zyklus

1

; 2
Festsetzung der Abhingigkeit

ab==0
+0 ‘
des Zyklus

sonst, =0

(4) 4% ist von iibrigen unabhingig.
Beweis:

Um ein konkretes Model zu geben denken wir uns eine aus
drei Elementen a, b, ¢ bestehende Menge, und definieren dann die
Abhingigkeit der Zyklen durch die folgende Festsetzung :

Anzahl der Elemente des Zyklus

1 2 3 4 £
Festsetzung der Abhingigkeit A==0 abc=0
+0 =0
des Zyklus B=20 sonst, = 0
wobei :

A: der aus lauter verschiedenen Elementen bestehende Zyklus

B: der mindestens ein Paar von denselben Elementen enthaltende

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
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(5) 5* ist von iibrigen unabhingig.

Beweis: Als ein konkretes Model denken wir uns eine aus fiinf

Elgmenten a, b, ¢, d, e bestehende Menge, und definieren die Abhingig-
keit der Zyklen durch folgende Festsetzung :

Anzahl der Elemente
des Zyklus 1 sl 2 l 3 4 =
. — r#_ S SRR -
; i
B = H =
Festsetzung der 1 ‘( A0 ‘ ! B=0
i be) = O i =
Abhingigkeit +0 | (e ! @=0 1 _,
. | de) =0 d)) =
des Zyklus 1 B = * Sl } (abNea)) = 0
1 “ | sonst, == 0 sonst, == 0

wobel :

A : der aus lauter verschiedenen Elementen bestehende Zyklus,

B: der mindestens ein Paar von denselben Elementen enthaltende
Zyklus,

(abe) : der in beliebiger Reihenfolge aus a, b, ¢ bestehende Zyklus,
und dasselbe gilt fiir (ede),

(¢): der wenigstens einmal ¢ enthaltende Zyklus, und

((ab)(¢d)) : einer der abed, bacd, abde, und bade ist.

(6) 67 ist von iibrigen unabhingig.

Beweis: Als ein Model denken wir uns eine aus drei Elementen a,

b, ¢ bestehende Menge, indem wir die Abhédngigkeit der Zyklen folgen-
dermassen festsetzen :

Anzahl der Elemente des Zyklus 1 2 3 4 £
Festsetzung der Abhingigkeit aab==0
+0 =0 =0
des Zyklus sonst, =0

(1) 6%, (s=2)ist von iibrigen unabhingig.

Bewels: Wir betrachten eine aus einem einzigen Element beste-
hende Menge, inwelcher die Abhéingigkeit der Zyklen folgendermassen
definiert ist :

Vol. 3, No. 55.]
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S S S
Anzahl der Elemente des Zyklus | 1 2 £, £ s+l s+ 2 £

=y =
|
'
1
1
i

|
e |

Festsetzung der Abhéingigkeit g -0
des Zyklus W

+0

(8) 7 ist von librigen unabhéngig.

Beweis: Wir denken uns eine aus einem einzigen Elemente beste-
hende Menge. Die Festsetzung der Abhingigkeit der Zyklen ist hierbei
die folgende :

Anzahl der Elemente des Zyklus 1£, £2 | 3

Festsetzung der Abhidngigkeit des Zyklus =0 =0

(9) 7%, (s =2)ist von librigen unabhingig.
Beweis: Wir denken uns eine aus s+2 Elementen bestehende
Menge mit der folgenden Festsetzung der Abhingigkeit der Zyklen :

Anzahl der Elemente des Zyklus 1 £, £ s+l s+2 £
A==0
Festsetzung der Abhingigkeit des Zyklus =90
sonst, = 0

wobei A der aus lauter verschiedenen Ele_ygnenten bestehende Zyklus ist.
Schliesslich kann man behaupten ;

Satz 77. Das 1%, 7*-Axiom ist untereinander unabhingig. .
Das hier betrachtete Axiomensystem ist selbstverstindlich wider-
spruchsfrei, aber kategorisch ist es nicht.

Bei Verlegung dieser Arbeit hat mein Lehrer Prof. K. Nakamura
sich der grossen Mithe unterzogen, eine vollstdndige Korrektur mit-
zulesen, und mich vielfach mit kritischen Bemerkungen und wertvollen
Ratschlige -und herzlichen Anregungen unterstiitzt. Auch an dieser
Stelle sei ihm der herzlichste Dank ausgesprochen,
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