Zur Axiomatik der linearen Abhiamgighkeit. I.

Von Takeo NAKASAWA

(Eingegangen am 30. Juni, 1935)

Einleitung.

In der vorliegenden Untersuchung soll ein Axiomensystem fiir
eine neue Formulierung der linearen Abhéngigkeit des n-dimensionalen
projektiven Raumes angegeben werden, indem wir hauptsédchlich den
Zyklenkallkiil, den Herr G. Thomsen bei seiner Grundlegung der ele-
mentaren Geometrie hergestellt hat®, hier in einem noch abstrakteren
Sinne verwenden.

Zuerst wollen wir die Geometrie des ersten Verkniipfungsraumes
aufbauen, dessen Definition spiter angegeben wird.

Bezeichnungen.

In dieser Schrift werden wir hiufiz folgende Bezeichnungen
brauchen.

1. A— B bedeutet, dass aus A B folgt.

2. A« B bedeutet, dass A— B und B— A.

3. A—W. bedeutet, dass A zum Widerspruch gerat.

4. A, B bedeutet, dass A und B.

5. A oder B bedeutet, dass mindestens eins von 4 und B.

6. A—(S—2~B bedeutet, dass auf Grund des Aussages S aus

V A B folgt.

7. A,
Az, B bedeutet, dass aus dem gleichzeitigen Bestehen
D der % Aussagen A, As, .-, Ax B folgt.
Ak

8. B,

A B, bedeutet, dass aus A gleichzeitig die & Aus-
. sagen B, Bs, +-, By folgt.
B]c

(1) G. THoMsEN: Grundlagen der Elementargeometrie, (Leipzig 1933), (S. 67~
S. 70).
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9. A;, (i=1,--, m) bedeutet, dass A4,, Az, -+, und A,.

10. Wir brauchen auch noch die folgenden Bezeichnungen von
Mengenlehre, wie sie gewohnlich bedeuten; =, £, >, »,
=, =, 2, », +, U.S. W.

ERSTES KAPITEL

Der 2i,-Raum.

§1. Axiome.

Grundannahme: Wir denken uns eine gewisse Menge der Ele-
menten: By 3 ay, az, -, ¢s, - . Fir gewisse Reihen der Elementen,
die wir Zyklen nennen wollen, denken wir dazu die Relationen
““gelten’’ oder ‘‘ giiltig setn’’, in Zeichen a, -+ as = 0@, bzw. ‘‘nicht
gelien” oder ‘‘micht gultig sein’, in Zeichen a;--a;==0. Diese
Relationen sollen nun folgenden Axiomen geniigen ;

Axiom 1. (Reflexivitit) : aa.
Axiom 2. (Folgerung) D@ Qe as, (§=1,2, ).
Axiom 3. (Vertauschung): a; +=- ;o Gs— ;=== Q1 *** @y,
(§=2,3,-+;9=2, -, 5.
Axiom 4. (Transitivitdt) : a1 as=F0, Toai - as, a1 GY
— XM Qe Y, (5=1, 2, ).

Definition I. Eine solche Menge U, heisst der erste Verkniip-
fungsraum, in kurzen Worten, LB;-Raum.

Vi. 1. Nehmen wir uns die Menge von allen Punkten des
klassischen »n-dimensionalen projektiven Raumes als B;-Raum, und
nennen wir von gewissen darin liegenden linearen abhingigen, bzw.
unabhéingigen Reihen von Punkten als gelten, bzw. nicht gelten, so
sind die Grundannahme, sowie die Axiome 1, 2, 3, 4 erfiillt, wie leicht
einzusehen®,

Vi. 2. Da das obige Axiomensystem keine Existenzaussage ent-
hilt, so ist eine beliebige Teilmenge des B;-Raumes auch ein B;-Raum.

(2) Von jetzt an gew¢hnlich, statt “a, .- @y = 0", werden wir auch schreiben
kurz “a, - a5, wie Thomsen in seiner Zyklenkalkiil braucht (Vgl. a. a. O. 1)),

(3) _Also von jetzt an, werden wir oft die Worter ‘“Punkt’’ statt ‘“ Element”’,
oder ‘linear abhidngig’, bzw. *linear unabingig’ statt ¢ gelten”, bzw. ‘“nicht
gelten”” brauchen.

[Sec. Rep. T.B.D. Sec. A.
(130)
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Ferner aus Axiomen 1, 2, 3, folgt leicht:

Vi. 3. Ein Zyklus, welcher mehr als zwei dasselbe Element
enthdlt, ist stets gililtig; folglich sind die Elemente in einem nicht
giiltigen Zyklus einander verschieden.

§2. Lineare Raume.

Definition II. Die Menge der allen Elementen x aus 2, derart,
dass a;-a,==0 aber a; - a,x, nennen wir den von q;, -, d, e€r-
zeugten linearen Raum in By vom Range n; in Zeichen: R (a; -+ au),
und den Zyklus a, --- a,, nennen wir die Basis des R (a; - ax).

Definition II’. Die Menge der allen Elementen x aus 8, derart,
dass x = 0, nennen wir die Nullstelle von LB;; in Zeichen: N4,

Dann, weil x=0 —(Axiom 2, 3)— a, - a,, s0 kann man folgender-
massen behaupten :

Vi. 4. %2%;

in Worten : Jeder lineare Raum enthilt stets die Nullstelle in sich.
Und, weil (Axiom 1)— a; a; —(Axiom 2, 3)— a; -+ a,a;, (i=1, -+, n),
so folgt,

n
Vi. 5. RN(ar--an)za, =, 0n;

in Worten: Der lineare Raum enthilt alle ihre Basispunkten in sich.
Ferner, weil a; - @, m <n —(Axiom 2, 3)— a1+ @y *** @, &, SO
folgt,

Vi. 6. nzm — R(ar ay) = RN(as - an,) .

Satz 1. Ist n =1, so besteht die folgende Formel;

@y =0,
ay o An &1, — Qg A, X1 o .
Gy =t Oy X2
Beweis : '
ar - @, =F0, @z G0,

Q1" Ay 1 s }—*(Axiom 3)—»{ 3R DICETI s RO }m(Axiom 4)— 2102+ A2
ay *+* Ay, To Ao **» Uy A1 X2
—(Axiom 3)— ag - @, x1%2 .

(4) Dieselbe Menge ist anderseits auch als linearer Raum vom Range 0, d.h.
R0, zu betrachten, solange wir den leeren Zyklus als nicht giiltig voraussetzen.

Vol. 2, No. 43.]
(131)
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Daher
ay = Ay :J: 07
a1+ Uy, — Qg A1z , w. Z. b. w.
Ay =+ A2

Satz 2.

Ist n = 2, so besteht die folgende Formel;

@y o0y, :!: 0,
A1 - Apy ,
ag - Apk2 ,
@y = A0

- (g " Ay X102 Vg .

Beweis: (i) Falls as -+ a2z == 0, so folgt,

a1+ @ == 0, @z @1 =0,

01 -+ Al (g - BT — - Oyt Uy X1 X T3
1 s\ (ot 1)— [ as 2L1%2 (Satz 1) > as -+ G @1 @223
ay o Uz, U @z anmis

@y Uy T3

(ii) Falls az - a2 =0, so folgt,
al"'a'n:‘*‘:o)l a’ﬂ"'a'an:*:O)
—(Satz 1)— [ @z auwy, g —(Satz 1)— as -
l

ap =+ Aply, * Ay X213
Ay e Aplz, g * =+ Ayl
ay =+ A3
—(Axiom 3)— a3+ 4,213 .
(iii) Falls az - a,21, az--+ a2, so folgt,
a - a, =0 —(Axiom 2, 3)—=as -+ ¢, == 0,
Az Qully —(Satz 1) = as - @212
Qg *** A2
—(Axiom 2)— as '+ @103 .
Daher
@ -+, 7k 0,
al LR o e 2
wL — Qg+ GpZiels w. z. b. w.
ay anx2 ,
ay a_nxa

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A,
(132)
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Satz 3. Ist n 2 m—1, so besteht die folgende Formel;

@, 0,

@y = Ay,

Ay = A2, > gyttt Ay X1 70 Ty
............. ,

@y " Ay,

Beweis: Wir beweisen dies durch die vollstdndige Induktion in
Bezug auf m. Falls m gleich 1 ist, ist es trivial, und falls m gleich
2, bzw. 3 ist, ist es bereits im Satz 1, bzw. Satz 2 bewiesen worden.
Also geniigt es zu zeigen, dass aus dem Fall [m—1] den Fall [m] folgt.

(i) Falls unter m Elementen z,, -+, 2.,., mindestens ein solches
Element z.B. x; existiert, dass az-:- a, v == 0, dann ergibt sich

ay -y, =0, Qs+ A2 7F 0,

ay - Ay, Q2+ ApX1l2 ,

g e, (—Satzl)— | az--- a1, —[m—1]—au Cp1 Lo, -
............ ) e

ay Ay Lo 23 A1

(ii) Falls fir alle Elementen z, -+, z,, die Relationen as -+ a,;,
(=1, -+, m), bestehen, dann ergibt sich

@y 0y = 0—(Axiom 2, 3) = a2 -+ @, = 0,
Ay ==+ Apy
Az =+ Gyle, —[m—}_].—p Qyn =7 * Ay *+* Tom—1

ag *** Gpop-1

—-(AXiom 2)*‘*‘ o, " Ay By = Ty
Daher
ay e Qy _,*z 07
ay - Aply,
a1+ AnTs , > Oyt B Tyt Ly s w.z. b. w.®

.............

(6) Es sei hier bemerkt, dass wir in diesem Beweis das Axiom 1 gar nicht
benutzen.

Vol. 2, No. 43.]
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Setzt man, im Satz 3, besonders n = m—1, so folgt die folgende
Behauptung ;

a1 ay =0,

ay * Apy,

@y« Apdlz I — X1%2 **t Xn+1 .
............ ,

Diesen Satz stellen wir durch die folgende Formel dar:

Satz 4. R"(a1-+ an) 321, Tz, 0, Tps1 — TaTz =+ Tyv1 ;
in Worten: Je m+1 im linearen Raum vom Range % enthaltenen
Punkte sind linear abhingig.

Zusatz. R(ay - @) 321, -+, X und 1 < m — @1 Ty ;

in Worten: Je mehr als n+1 im linearen Raum vom Range n ent-
haltenen Punkte sind linear abhingig.

Beweis: Nach Satz 4 folgt x; -+ Zpe1 .

Dann ist n <m, so folgt

21 Tpe1 —(Axiom 2)— xp -+ Ty, .
n ki3 n i
Satz 5. 9}.1 :2 mz — SR] < SRZ M

in Worten: Wenn ein linearer Raum mnt" Ranges SRy einen anderen
linearen Raum nte® Ranges R, enthilt, so stimmen die zwei linearen
Ridume mit einander ein®.

Beweis: Seien die Basen von Ry, bzw. Rs a; - an, bzw. b -+ b, ,
so ist,

91\1;91\2561, ey, ()-,7h — ?R]Bbl, e, b%
Also
a1+ A, == 0,
ar - anby

............ , (Satz 4)— by bz — Reow .

ay - afnbn s
Anderseits R332 — a1 G

(6) Palls .zwei lineare Riume R,, N, mit einander einstimmen, schreiben wir
in Zeichen R, = N,.

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
(134)
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Daher Moz — Neox.
Daher N E R, W. Z. b. w.

Zusatz. N7 DR,
in Worten: Der lineare Raum enthilt keinen linearen Raum desselben
Ranges als seine echte Teilmenge.

Satz 6. n<m — N 2R, ;

in Worten: Jeder lineare Raum enthilt keinen anderen linearen Raum
hoheren Ranges.

Beweis: Seien die Basen von R,, bzw. N2 je a;-a,, bzw.
by +++ b,,, und wire vorldufizg N; =2 N2, so wére

?R;I(al a’n) 2 KR')2‘"‘(1)1 bm) 3 bl y Ty bm - ?‘R?((Ll ter a/n) El bl y "ty bm .

Daher R7(ay--an) 3 b1, , by
und n<m

Daher N2 N, w. z. b. w.
Zusatz. n==m — R, =Ny ;

in Worten: Die zwel linearen Ridume verschiedenen Ranges konnen
nicht mit einander einstimmen.

}(Zusatz zum Satz 4) - bisb— W.

Satz 7. Ri(a1 - ) =Ry (by - by) ——n=m, tt - apb;, G=1, - m) ;

in Worten: Zwei lineare Rdume 3; und N, stimmen dann und nur
dann ein, wenn die Ridnge derselben Riume gleich sind, und einer
von ihnen z.B. N;, die Basispunkten des anderen R, enthilt.

Beweis: (i) Die Bedingung ist notwendig :
Aus Zusatz zum Satz 6, ist es notwendig n = m.
Und

Sﬁlzﬂ}25bl, "'7b'm. - SRlably ot >bm—’ al"'ambiy (izly"';m)-

(ii) Die Bedingung ist hinreichend :

a4, =E0,

[0 AR a"nbl ’

............ s (Satz 4)——) bl “es bnx — 9{2 3.
Qg - a’-nbu ’

Rizx— a1 A

Vol. 2, No. 43.]
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Daher RIS Ny
Daher N7 < R; —(Satz 5)— Ry = Ny .

Zusatz 1. m(avl et an) El b] sty bn und bl s bv’l :¥: 0
L= R ) = R b)

in Worten: Die lineare unabhingige Reihe von 7 Punkte in einem
linearen Raume n'" Ranges lisst sich als Basis desselben Raumes ge-
nommen werden.

Zusatz 2. Falls ;- a,==0, b, -+ b, =F 0, so besteht umkehrbar

Satz 8. R"(a; - @) 3by, -+, by und by b, =0, n>m

— Die Existenz von a; ., ,+, a; in der Reihe ai, - -, @, derart,

g, +0;

dass by -+ b0y

.
m+1

in Worten: Im linearen Raume R (a;-- a,) existiert stets eine Basis
desselben Raumes, welche die gegebene darin liegende linear un-
abhingige Reihe von m Punkte by, -+, b, (m <) als ihre Teilreihe
enthélt.

Beweis: Induktionell geniigt es zu zeigen, dass es ein Element

a’émil in der Reihe A, *=ry An gibt’ derart’ dass bl.”bm ai‘mklz‘:o °
Nun wére by bpa; =0, (=1, -, n), so wiirde sich folgern,
b}"'bm ::%: O y
by -bma ,
........... ) (Zusatz zum Satz 4) —a; - a, — W .
bl 'bmanr
m < n

So muss by ---b,, a; == 0 fiir mindestens ein a;. Setzt man dasselbe
a; als a; , so kommt unser Beweis zum Schluss.

Tin+1
Satz 9. Ry(a;--an) by, -+, b und by---by=R0
— %1(a1"'&n) = m2(b1"'bm) ;

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
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in Worten: Der lineare Raum, der die Basis eines anderen linearen
Raumes enthilt, enthilt stets alle seine Punkte.

Beweis: Nach Satz 4, folgt, dass n =z m . Also nach Satz 8 ex-
istieren die Elemente a; . .-, a;, in der Reihe a1, -+, a, derart,
dass by---bpay,, ra; F0.

Dann wegen Zusatz 1 zum Satz 7,

n+1.

S]}l(a’l“'a'n) = ER(bl'"bmaﬂ;m+l"'a'ifn) .

Daher Ra(by-b,) 5% — by -bn@ — by b Qipp1e Qi

> R (b b Qa1+ Qi) 2 — RiG1+-+0n) 3.
Daher MNeaz—Risx.
Daher %Y(ayr-an) = Ro(bye--bm) W. Z. b. w.

n

Satz 10. R(@r-an) > Ny (by--bp) ——
n>m, arGb;, (=1, ,m);

in Worten: Der lineare Raum H; enthélt einen anderen linearen
Raum s dann und nur dann, wenn der Rang von R, grosser als der
von Ng ist, und N, die Basispunkten von ‘Re enthilt.

Beweis: (i) Die Bedingung ist notwendig :

Zusatz zum Satz 5 lehrt, dass n=km, } —n S m
Satz 6 lehrt, dass n<m )
Ferner

R >O>Reaby, -, bm—’%]ébl, vy b= aranb, G=1, -+, m).
(ii) Die Bedingung ist hinreichend :

ayap by, =1, -, m)— Rilar—a,) 3b, -, by und by---b,, =0
—(Satz 9) - SRI(ay--an) = Eﬁz(blbm) .

Falar--an) = Ralbr ) s | (a7 7) — 0, > s
n>m J -

Daher R} (ar--an) > Ry (Bre--bu) .

§3. Der Rang.

Definition III. Von einer gewissen Menge M der Elementen,
nennen wir denjenigen nicht giiltigen Zyklus, dessen Zahl der Ele-

Vol. 2, No. 43.]
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menten am grossten unter den allen zu M gehorigen nicht giltigen
Zyklen ist, die Basis der Menge M, und die Zahl der Elementen in
der Basis nennen wir den Rang der Menge M ; in Zeichen: Rang MU 9,

So sind die folgenden Behauptungen leicht zu erhalten :

Vi. 7. Wenn man den linearen Raum als linearer Raum oder als
Menge betrachtet, so stimmen auch die Bedeutung des Ranges in beiden
Fillen einander ein. Gleiches gilt auch fiir die Bedeutung der Basis.

V.. 8. M1;%~>RangM1;RangMg .

Satz 11. Sei die Basis der M a;---a,, so besteht die folgende
Formel ;

Rlar-a,) =M.

Beweis: Sei 2 ein beliebiges Element von M, so folgt nach der
Definition, dass '

Aty =0, ara.x .

Daher R{ay---a,)sz.
Daher N(ai---a,) =2 M, w. z. b. w.

Definition 1V. Den Durchschnitt der & Mengen M, -+, My,
schreiben wir in Zeichen als (M, - Mz) .

Dann folgt leicht ;

Vi. 9. DM M) = (MM ,
D(D(My-Mi—) , M) = DMy~ M)
DMy, DM M) = D (M- M) -

Satz 12. Der D (R, Ng) ist ein linearer Raum.

Beweis: Seien die Basen von R, Rz, und DN Ny) je a1+ »
bi+tbm, und ¢;--- ¢, so folgt nach Satz 11,

?R(Cy“ck) = @(mlq{g) .

(7) Anlog wird man auch die Bedeutung begreifen, dass der Rang M gleich oo
oder 0 ist.

(8) Falls M>aq, as, -, werden wir oft statt “ Rang M’ auch “Rang (a,aq+++)"”
schreiben. :

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
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Anderseits ist
R, R = DR 561, -, 0
also s, -, e und oo =R 0—(Satz 9) > R = Rerc) |
Rescr, oo und ek 0—(Satz 9) —Re =2 Rier-c) J
— DM Re) 2 Nler-er)

Daher 2(MiN:) = Ra---cp) .

Also ist D (N1 N2) ein linearer Raum.

Aus Satz 12 und V;. 9 folgt der

Zusatz, Der D(R;---N,) ist ein linearer Raum.

Und ferner aus V,. 4, folgt,

Vi. 10. D9R-R) =M.

Definition V. Unter allen © Mengen M, --, M enthaltenden

linearen Ridumen nennen wir denjenigen, dessen Rang am kleinsten ist,
den Vereinigungsraum von My, ---, M, und wir schreiben in Zeichen

als B(My--- M )P .
Dann folgt leicht,
Vl. 11. %(M},MZ) - %(MzMﬂ 3
Vi. 12, BMi+--+Mp) = B(My---My) .
Satz 13. Sei die Basis von M a:---a,, so besteht die folgende
Gleichung ;
BM) = R(ay--an) ;

in Worten: Sei der Rang der Menge M endlich, so bestimmt sich
der einzige Vereinigungsraum B (M), und derselbe ist nichts anders
als linearer Raum, welcher die Basis von M als seine Basis besitzt.

Beweis: Nach Satz 11, folgt
N(ay--an) = M .
Anderseits folgt nach Definition V,

VM) M>sa1, -, tn— BM) 201, -+,
—(Satz 9) — B(M) =2 R(ar--a,) .

(9 Falls M>a,, a,,--, werden wir statt “B(M)” oft auch “ B (a; as---)”’
schreiben.

Vol 2, No. 43.]
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Daher B(M) = Rlar--a,) = M .
Also ist nach Definition V, sowie Zusatz zum Satz 5,

BM) = Ray--a,) , w. z. b. w.
Zusatz. Rang B(M) = Rang M .
Satz 14. R=Z=M—-R=2[VM) ;

in Worten: Ein solcher linearer Raum, der eine Menge M in sich
enthilt, enthidlt auch den Vereinigungsraum B (M) in sich.

Beweils: Sel die Basis der M ay---a,, so folgt
R>Mzsa1, -, Gn—Ro0a1, -, Gp— (Satz 9) — RN 2 R(asas) .
Nun ist R(ar--a.) = BM) .
Daher R=BW), wW. z. b. w.
Satz 15. R2M,, -, M — R 2 B(My---Ms) ;

in Worten: Ein solcher linearer Raum, der & Mengen M,, ---, M, in
sich enthilt, enthilt auch den Vereinigungsraum OB (M;---M;) in sich.

Beweis: R M, -, My— R = My+-- + M,
——(Satz 14) — R = %(Mr}‘ ""i‘M]B)“(VI. 12) — P2 }E(Ml---Mk),

W. Z. b. w.

Aus Satz 15 kann man leicht folgenden Zusatz herleiten :
Zusatz. B(B(My---Myy) , M) = B(My---My) ,

B(M, , BAMz--M)) = B(My--- M) .
Satz 16. UVi(Milar-a.) , Ralbyo--b)) = By(atyr QA by --b) .

is: B, >
—(Satz 14) — By = Bel(ar-arnby---by) .
Anderseits,
Besan, -, an  und  ay-ty == 0 —(Satz 9) — By 2 Ri(ar--aa) , |
BVyaby, «+, by und  bye--bn=k0 —(Satz 9) — By = Re(by---by)

—(Satz 15) — B, 2 Ty (M Ry) .

[Se. Rep. T.B.D. Sec: A.
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Daher B,(Ri(@y-a,), Ro(br--bpw)) = Va(ay--anbi---bn) )

w. z. b. w.
Man kann analog folgenden Satz beweisen ; .
Satz 17. Bi(Rilar--an), -, Relly-Ln)) = Balag @y li- ) -

m v\ 712

Satz 18. Rang D(R] N, )+Rang B(RT R) < n+m;

in Worten: Die Summe der Ringe des Durchschnittes und des Vere-
inigungsraumes zweier gegebenen linearen Riume des nt®, bzw. mten
Ranges ist hochstens gleich n+mi9 |

Beweis: Seien die Basen von Mi, N2, und DM Na), bzw. je
A1 Gy s Dy by, und ¢ -+ ¢, so folgt nach Satz 8, und Zusatz 1 zum
Satz 7, z B.,

Nelar-an) = Niler - Culrsr )
Ra(by-+-b) = Nalerr-Crbrr-bim) «
Also folgt nach Satz 16
B(RINe) = Ve Crtrer AnCrreCrbrirbu)
= B(crCLri1 i1 bm) -

Daher Rang %(S%l SRE) = Rang % (cl"'clcalc+l"’a'n blc+l"'bm)
= Rang (Cl"'ckak»i-l”'an bk+1"'bm)
<n+m—Fk.

Und wegen Satz 12 folgt leicht

Rang ®(R;R:) = Rang R(c---e) = k.
Daher Rang @M N;)+Rang B\ N) <n+m, w.z b.w.
Satz 19. Rang 2 (M, M) +Rang B (M, M) <Rang M, + Rang M.,

Beweis: Da der Vereinigungsraum gegebener Menge auch ein
linearer Raum ist, so besteht nach Satz 18 die folgende Ungleichung ;

(10) Es sei hier bemerkt, dass in dieser Formel das Gleichzeichen nicht immer
besteht.

(11) Der Satz 18 und Satz 19 sind gleichwertig im Inhalt, weil man, wie
bereits im V,. 2 erwéhnt, die Summenmenge M,+M. von M, und M, des Satz 19
als unser ®¥;-Raum betrachten kann.

Vol. 2, No. 43.]
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Rang (B (M), V(M) +Rang B (B(My), BUL))
< Rang B (M) +Rang B (M) .

Nun folgt wegen Zusatz zum Satz 13

Rang B (M) = Rang M ,
Rang B (M) = Rang M, .

Und wegen Zusatz zum Satz 15 folgt
Rang B(V (M, B (M) = Rang B (M M) .

Ferner ist,

%(MX)ZMI"__,CS\S)‘(M QSM DZDMM
23(M2)2M2,J ’\/(\) I)y ( 2))—: ( 1 2).

Daher Rang ® (B(M), B(M)) = Rang D (M, M) .
Also folgt
Rang (M, M,) +Rang B (M, M) < Rang Mi+Rang M, w.z. b.w.

Satz 20. Sind alle Riange der k& Mengen M, ---, M, endlich, so
besteht die folgende Ungleichung ;

Rang (M, +--- + M) < Rang M, +--- +Rang M, .
Beweis: Nach Satz 19 folgt leicht,
‘Rang B (M, ¥ (M- My)) < Rang M;+Rang 8 (My--- M)
' < Rang M;+Rang Ms+ Rang 8 (M- My)
< ... < Rang M, + Rang M,+--- + Rang M, .
Also, weil
Rang (M4 ---+ M;) = Rang B (M- M)

= Rang %{M; , %(MZM»]) s
folgt

Rang (My+---+ M) < Rang M;+---+Rang M., w.z. b.w.
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§ 4. Die Reduktionsmethode.

Bei unserem Zyklenkalkiil, brauchen wir oft, als eine der hochst
wirksamen Beweismethoden, eine, sog. Redulktionsmethode. In diesem
Paragraphen will ich dieselbe erkléren, und einige durch diese Methode
beweisbare Sdtze angeben.

Satz 21. @ --Qn2, Xy — G1---Q,y oder .
Beweis: Man setze zunidchst ao---a,x==0; dann folgt

e == 0,
102 An X (Axiom 4) — 1@z 0n Y -
XY — Q-0 XTY

Also folgt
A1 0n%, XY > Gy Cyy OdEr (o Cy & .
Daher ay---a,z, wmy—ar--a,y oder {az---anx, osy} .
Wir stellen diese Bedeutung mit der folgenden Bezeichnung dar;

Ay G, 1__) o A X, }
xy ) ay )’

A\

@Gy Y .

Dann bekommen wir die folgende logische Bezeichnungsformel,
indem wir die obige Bezeichnungsoperation nach einander wiederholen.

(AR } R CIERL 2 2 N Ry S )
xy ay ) xy ) ay!
v v - v A\

Ay -Qn Y . Q2= ApY . A3 QY . Any -
Da anderseits
Qp QY <= Qo QY <= Qg QY <= -+ <~ U Y

besteht, so kann man auch die obige Formel folgendermassen noch
einmal umschreiben ;
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Ay G, } _~_-_>a;2"'a11,x R 1 N aAg - An X, } ey an ¥ , 1 —sy.
xy xy ) zy wy )
v i A\ v
al...any R P az..,.a/ny - a,s...amy [P « C(»n?!
Daher Ay, |
[T
xy
Y
Gy Qnl w. z. b. w.

Das letzte zweite Schema nennen wir die Reduktionsformel, und
die die Reduktionsformel in sich enthaltenden Beweismethode nennen
wir die Reduktionsmethode.

Als methodisches Beispiel der durch dieselbe Beweisfithrung beweis-
baren Sitze sei der folgende genommen.

Satz 22. a1 G Ti, Ty XrY = Qrec Ay Xy oder  xi---x .

Beweis :
Qg O 21T == 0, Go Uy Xy == 0,
ay Q&1 &z — Ol U@y Zr,  (AXiom 4) =y @y X1 Tia Y.
xl...xky a2...anx1...xky
Daher Ay Uy X
1 nW1 ’ } —> o Oy X1 T
Xy XY
Y
al...anml...xk__ly .
Daher Q1 @y e, | GarGar T, |

xl"'mk?lj xl...xky,’ :

Y

Ay QX1 XY .

[ SERRY) W IR } o QG Ty T } e > An X121 } > Xy
Ty Ty X1 TrY T TrY
v Y Y
A G &y U1y« <= O Qudy - Tp1Y < 0 < Up Ty XY

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
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Daher Ay An Xy Tk 1 > BT
HARRRK %7 J
Y
Q- Gnr X1y , w. z. b. w.02

Satz 23. Q1 W, Do b2 — @1 @y by---b,,  0der .
Beweis :

I SRR A AN __,A)a’l"'a'nbz‘“bqnm,l Satz 29) > b b
blb«mx } ble"‘bm.’ﬂ ]( Z ) 2 m L.

Y

Q1 Oy Dy by .

a/l...a"nw’ \
bZ"'bmx J‘

Daher (PRt A }
blu .bmx

v

a]"'&%bl'”bm .

Daher ay--a.2, } RELIR } )a,lma,nx,}
bl‘ - ‘bmx b2‘ . 'bm HY bmx

Y

al"'a'nbl"'bm- i a’l"'alzbZ"'bm e a/l"'a"nbm

A\

Daher apta®, |
bbb
!
1o An by oDy, w. z. b. w.

Satz 24. AreQp Xy =" Lse s bl""bmx]"'x]c
'_)al”'afnbl"'bmml"'xk~1 oder Ly = Ty

Beweis :

al"'anxl"'xk,l ; a‘]"'aan"'b’m xl"'xl\:)}(satz 22) )62"‘b'mx1"'xk-

bl"‘bmxl'“xk J blbz"'bmxl“'xk

o SRR MY T Y SR TS

(12) Der Beweis des Satz 22 wire ein typisches Beispiel der Reduktionsmethode.
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Daher Gy U 1L, | L Qe Gy, |
b]"’bmxl"'wlc j b?."'b'mxl"'xlc I
v
a)l"'anbln’bmml'"xk—-l .
Daher
al"'anxl"'xk:l al"'anxl"‘xlml a‘l"'a'nxl"'mk:l
j_...__> J...____)... > — xl"'xk'
bl"'bmxl"'xk bz"'bmml"'xk bmxl"‘xk
v v v
al"‘anbl"‘bmxl"'xlc—l e a']"'anbz“'bmxl"'xk—l e e al"‘anbmflfl"'xk-1
Daher QG @1 Zry | ——
bl"'bmxl"'xl’c
A1y Dy o b Ty - X1 s w. z. b. w.

Zusatz 1. a1, bx,x==0—a1 - a,b.

Zusatz 2. @G, %, bibex, x==0—a; -, b1 bs.

o G tnbr by 0= DR (ar-a) , R(byebp)) = N .

Ap = A X120 Tk » bl"‘bmml X, Xyt xk:i:O

1
2
Zusatz 3. Q1 @n®, b1 by, xF0—ar--ayby by
Zusatz 4
Zusatz 5
g A by B 1 T Biar ey (=1, o, k).
Zusatz 6. Q1 Qb b didp==0
DRy andi-di), Wby+-budy---di)) = R(dy---dr) .

Bemerkung :

Wenn die Priamisse eines Satzes, wie oben, aus zwei Zyklen besteht, so gibt
es in diesem Fall ausser obiger Reduktionsmethode noch eine stets brauchbare
Beweismethode, welche sich auf Satz 18 zuruickfuhren lisst. Um dieselbe Methode
zu erkliren wollen wir einen neuen Beweis des Satzes 23 angeben.

(Satz 23.) @y an®, bye-bmx — ay-aty by--byyy oder =z .

Beweis: (i) Sei a;---an, so folgt trivialerweise a;---apbi--bm .

(ii) Sei by+bm, so folgt trivialerweise @;--dnby=-bm -
(ili) Nun sei ayan=+0, by--bm=k0, so folgt wegen des

Satz 18,

Rang D(R (ayan), Ry b)) + Rang B (R(ayan), ROy b)) <0+ m .
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Dabei ist

Ay an @, bybm — DM (ay-an), R(Dy-bm)) 2 0.
Und ist weiter

BER(ay ), ROybm)) Dy, <o) @n, by ooy b
Also folgt

Rang @R (ay-an), R(bdm)) = Rang (v),

Rang BN (ay-an), N(D;-+-bm)) = Rang (a;+ -apn by---bym) .
Daher Rang (v) + Rang (a;-+-@nby---dm) £ n - m .
Daher =0 > ayan by by,

@yl by by == 0 — 2
Daher Qyorelyy Dy +by  oder .
Also ist

Ay, by by = ay -ty byo--byy  oder o, w. z. b. w.

Satz 25. a1 Qn, @b, a;==0, t=1, -, n)—0by - by.
Beweis :

Qg @y, Qb — (Satz 21) —ay - i1 b; @iy @, Oder  ay .

Daher
Ay Uy , } — b1y Uy, } —— bibeag -y, | e
a,lbl agbz E agbg j
CM—’W. CLz*"W. (12""”/
> bl-..bn—]a/nr ‘ —_— bl“'bn .
@by |
a,— W .

Daher a;-<dn, a;b;, a;==0, (=1, -+, n)—0by - b,, w.z b.w.
Zusatz. a1+ @, =0, a;b;, bi==0, (i=1, -, n)—b--b,=0.
Beweis: Wire vorldufig by -+ b, , so wére

bieb,, a;bi, bs==0, =1, -, n)—(Satz25) —a;a,—W.

Daher ai--a,==0, a;ib;, b;==0, (¢ =1, -, n)—b - b,=0,
w. z. b. w.
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Satz 26. =0y Q,%,

— 10, oder «.

Beweis: =09 -anl, |

(Satz 22) > sk (g A X .
ax*"'anfb J

A1 Ay, .

Daher sty @@, | —> #5Ag Q@ , | —> % # 5Ug B, | > e
Gyt (g Qo+ Ay & l N
Y Y
a1a2 Ay - ay oy, . Qa2 Uy .

> % ek QR , 1
Ay lhp—y ¥ xJ

> .

Daher % Qgree U T
@y U, %,
e ,
A1+ * X v

Qg Wy w. z. b. w.

Zusatz. Gyt == 0— DR az--an) , Relay w-a),
Tty mn(a'l"'am_lﬁi)) = m ;

in Worten: Es gibt keinen Punkt, welcher zugleich in aller (n—1)-
Seitensimplexen eines n-Simplexes enthalten ist.

Satz 27. #aya,%y 2,
(¢ SRR ¢ P /S RCRN

..

— (@10 Uy Ty Oder -2 .

C e s e ey

AyQas++ * Ty X

Beweis: s qgg - 040,21 .
i n W1 ks 1 (Satz 22) —> s g kg U By Ly
AyQaee kg0 Qp Xyt L

v

A1Qg Ay X1+ Xi—1 «

[Se. Rep. T.B.D, Sec. A
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g Uy Ty v 7N

Daher xqy---q, Ty ]
— Qg % Uy Ty ry,

a,l:}:---anxl...xk ,

|
|
l Qo Qe+ 3 10 l
Ty Qo= Qp Ty Bpmy o — 2 R T

Q1 lhge e+ 5 Ty o1y,

* anxl"‘xk s ‘l
U@y ity ||

1

v

T gy -1 Gy Byt Ty

> xl"'xk .

Daher * Ggre Xy 2,
Qg e QX1+ 2

Ay Qg =+ * By 2y, i

> xl.‘.x/‘: y

Q10 Ay By * " Tpomt w. z. b. w.
Zusatz, a1 a,==0, m=n

¢ S §
e 3(3\1( = a’2'”a'ma<m,+1“'am) s 9*2(“1* "'amanwl"'an) 3

Ty mm(ada?" i afm+1"'an)) = ?R (a:ma-l"'a'n) .

§ 5. Einige Bemerkungen.

Betreffs des §4 sei nun besonders erwihnt, dass alle Sitze in
dem &4 lauter Folgerungen sind von den Axiomen ausser Axiom 1.
Dies wollen wir besonders betonen, da wir die Absicht haben spiter
Geometrien aufzubauen mit den Axiomen 2, 3, 4, ohne Benutzung des
Axiom 1.

Betreffs ganzer dieser Arbeit sei bemerkt, dass die alle Sitze
keinerlei Existenzforderung enthalten. Dies steht auch im tiefen
Zusammenhang mit einer Fortsetzung dieser Arbeit, s.g. Theorie des
zweiten Verkniipfungsraumes, welche demnéchst erscheinen wird.
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