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研究成果の概要： 

 本研究において，流体力学の基礎方程式であるナヴィエ・ストークス方程式の半空間とその
摂動で与えられる領域における，時間局所解と小さい初期値に対する時間大域解の一意存在性
を証明した．また，３次元以上の半空間において無限遠で全空間や外部領域よりも早く減衰す
る定常解の存在とその安定性を証明した．さらに，半空間の摂動として与えられる領域におい
て，すでに得られていた定常解の小さい初期摂動に関する漸近安定性を証明した．  
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１．研究開始当初の背景 

   流 体 力 学 の 基 礎 方 程 式 で あ る 

Navier-Stokes 方程式の数学的手法による
本格的な解析は，1934 年 Leray の研究によ
って始まった．彼は任意の初期データに対し
て時間大域的な弱解が尐なくとも１つは存
在することを証明した．Leray による弱解の
構成方法は Hopf により洗練された．彼の手
法はアプリオリ評価が解の存在を保証する
というものであり，今日の非線形偏微分方程
式論の基礎となっている．それから約 70 年
もの間，多くの人々によって研究されてきた
が，Leray が構成した弱解の一意性や正則性

についてはいまだ解決をみていない． 

 一方，一意的な滑らかな解の存在も多くの
人々によって研究されてきたが，初期値や外
力に制限をつけて知られているのが現状で
ある．また，領域の形状においては，２次元
以上の全空間や半空間，外部領域，また３次
元以上の aperture domain においては，時
間局所解や小さい初期値に対する時間大域
解の一意存在性が示されている．私は今まで
半空間やその摂動として与えられる領域に
興味があり，それらの領域について考察を行
ってきた．とくに， perturbed half-space や 

aperture domain といった領域において考
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察を行った．perturbed half-space は原点近
傍に摂動がある半空間であり，aperture 

domain は２つの半空間が原点近傍でつなが
っている領域である．これらの領域における
研究は今までほとんどされていなく，特に 

perturbed half-space については全く研究
がされていなかった．しかし， perturbed 

half-space は物理的に，aperture domain は
数学的にとても重要な領域である．実際，
peruturbed half-space は高層ビル群や富士
山の周りなどの状況に対応する．また，
aperture domain はよく研究されている全
空間や外部領域などの領域と違い，flux 条件
などの付帯条件が必要であることが知られ
ている．この点において，数学的に重要な領
域であると考えられる． 

 また，半空間にも重要な問題がいくつも残
されている．たとえば定常解の存在について
は３次元の場合にのみ証明がなされている
だけである．外部領域では，３次元以上の場
合において柴田良弘氏，小薗英雄氏，山崎昌
男氏などにより多くの研究がなされている．
しかし，２次元の場合については Stokes's 
paradox との関連から定常問題は解かれてい
ない．その理由の１つにあげられるのが，全
空間における２次元 Stokes 方程式の基本解
に log x の項が現れてしまうためである． 
 一方，私の今まで行ってきた研究から半空
間における２次元 Stokes 方程式の基本解
には|log x|の項が現れないことが分かって
おり，全空間のケースよりも良い挙動をして
いるように思われる．したがって，定常解の
存在についての研究も外部領域より良い性
質をもつ定常解の存在を示すことが期待で
きる． 
 

２．研究の目的 

 私の研究の根幹にあるテーマは，流体力学
の数学的な理論の大きなテーマの 1つである
「領域の形状と流体の流れとの関係」である． 

Navier-Stokes 方程式は，全空間やその摂動
として与えられる外部領域において，多くの
研究の蓄積がある．しかし，その一方半空間
やその摂動として与えられる領域，特に
perturbed half-space や aperture domain な
どの領域では，外部領域と比較すると研究の
蓄積が尐ない．そのため，「領域の形状と流
体の流れの関係」に対して，数学的に十分に
解答を与えることはできていない． 
 本研究では，そのテーマへの数学的解答を
与えるべく，半空間からの摂動として与えら
れる領域において，時間局所解の存在や小さ
い初期値に対する時間大域解の存在，定常解
の存在やその安定性について考察を行うこ
とを目的とする． 

 

 

３．研究の方法 

  この研究は，半空間での解の表現公式が基
盤にある．今まで半空間の解の表現公式とし
ては，鵜飼正二氏の公式がよく知られていた
が，私たちの表現公式は鵜飼氏の公式とは違
った，より具体的な表現となっている．その
ため解析もしやすい．その公式を用いて，小
さい初期値に対する時間大域解の一意存在
や安定性の議論に必要な評価を得ることが
第１段階である．その評価を用いて次のこと
を考える． 
  
(1) ２次元以上の apeture domain での時間
局所解と小さい初期値に対する時間大域解
の一意存在性について 
 今まで行ってきた研究において，２次元以
上の perturbed half-space において時間局
所解と小さい初期値に対する時間大域解の
一意存在性を証明した．その手法は，次の段
階を経る：①半空間の解と有界領域の解を
cut-off テクニックを用いて perturbed 
half-space での解を作る．その際に領域が半
空間からのコンパクトな摂動であることを
用いて，誤差項を処理する．②その解を用い
て局所エネルギー減衰定理やストークス半
群の Lp-Lq 評価を求める．③加藤の方法に従
って，時間局所解と小さい初期値に対する時
間大域解の一意存在を証明する． 
 ２次元以上のaperture domain においても
perturbed half-space と同じ手法を用いる
ことで flux が０である場合の時間局所解と
小さい初期値に対する時間大域解の一意存
在を証明する． 
 
(2) ２次元以上の aperture domain において
non-0 flux条件を課した場合の時間局所解の
存在について 
 Aperture domain という領域はその形状か
ら，半空間や外部領域などとは違った性質を
もつことが知られている．その性質の１つは，
Flux 条件，または無限遠での圧力降下条件を
課さなければ，定常 Stokes 方程式でさえ一
意性を示すことが出来ないということであ
る．その Flux 条件などの付帯条件下では，
Farwig-Sohr により Helmholtz 分解が成立
することが示されている．(1)において０
flux の場合の時間局所解と小さい初期値に
対する時間大域解の存在は証明されている.
この延長として，flux 条件を non-zero Flux 
条件の場合における時間局所解の一意存在
を逐次近似法を用いて示す． 
 
(3)３次元以上の半空間での定常解とその安
定性について 
 定常解については無限遠での減衰度に興味
をもって研究を行う．定常解の研究は今まで
全空間や外部領域を中心に行われ，半空間で



 

 

の研究はChenによる研究だけであった．彼の
研究では，３次元の半空間に限定して研究が
なされており，減衰度については半空間の定
常解は全空間のものに比べ１つだけ良いもの
になっていることが示されている．しかし，
これは背理法を用いて行われており，具体的
に定常解を構成しているわけではない．本研
究において，３次元以上の半空間の解の表示
を具体的に求めることで，全空間より減衰度
のよい定常解の存在を証明する． 
 また，定常解の安定性については，いくつ
かの結果が知られている．例えば，小薗英雄
氏・小川卓克氏により外部領域における
Navier-Stokes 方程式の解の安定性が示され
ている．彼らの手法は，定常解が Ln空間に属
していることを用いて，摂動 Navier-Stokes
方程式に対応する半群の Lp-Lq 評価を示し，
その評価を用いて，加藤の方法に従って定常
解の漸近安定性を証明している．半空間でも
同じ方法に従って証明する． 
 
(4) ２次元aperture domain での定常解の安
定性について 
 ２次元 aperture domain において，x2軸に
対して対称であれば，小さい flux をもつ定
常解の存在が知られている．この定常解は無
限遠で 1/|x|の減衰をもつことが知られてい
るが，これは L２空間に属してはいない．その
ため，外部領域などで知られている方法を用
いることができない．しかし，この定常解は
弱 L2空間に属していることはわかるので，そ
の空間において安定性を証明することを考
える． 
 
４．研究成果 
(1) ２次元以上の aperture domain での時間
局所解と小さい初期値に対する時間大域解
の一意存在性について 

 ２次元以上の aperture domain において，
時間局所解と小さい初期値に対する時間大
域解の一意存在性を証明することができた．
また，無限遠での漸近挙動についても，半空
間や perturbed half-space などと同じもの
が得られた．ここで特筆すべきことは２点あ
る．１つは，無限遠での漸近挙動において，
外部領域では一階微分に関する評価におい
ては空間の指数に制限が必要であったのに
対し，aperture domain では，そのような制
限を外すことができた点である．もう一つは，
２次元で３次元以上と同等の評価を得るこ
とができた点である． 

 

(2) ２次元以上の aperture domain において
non-0 flux 条件を課した場合の時間局所解の
存在について 

 ２次元以上のaperture domainにおいて，
fluxが０でない場合の時間局所解の存在を証

明することができた．これは，小さい与えら
れたfluxを満たすような関数が構成されてい
るので，それを用いてfluxがない場合，つま
り(1)の 場合に帰着させ，証明することがで
きた．時間大域解についても同様に証明する
ことはできるが，fluxが解と同等の減衰度を
もたなければ示すことはできなかった． 
 
(3) ３次元以上の半空間での定常解とその安
定性について 

 ３次元以上の半空間の解の表示を具体的に
求めることで，全空間より減衰度のよい定常
解の存在を証明することに成功した．２次元
については解の表示を得ることはできている
が期待できる定常解の減衰度が良くないため
３次元以上と同様の議論で定常解の存在を証
明することはできなかった． 
 定常解の安定性に関する研究は，外部領域
を中心に今まで多くの研究があったが，半空
間については研究がなされていなかった．本
研究において今まで定常解に課していた仮定
より領域の特徴を生かした仮定の下で，初期
摂動が十分小さい場合に定常解の安定性を示
すことに成功した． 
 
(4) ２次元 aperture domain での定常解の
安定性について 

 得られている定常解が L2 空間に属さない
ことから外部領域と同じような手法で導く
ことはできない．しかし弱 L2空間に属してい
ることを用いて，定常解の漸近安定性を証明
することができた．具体的には，安定性を議
論するためには摂動 Navier-Stokes方程式を
考えるが，その摂動項と非線形項をすべて外
力と考えて，逐次近似法を用いて安定性を示
すのである．その際に，山崎昌男氏により得
られた Stokes 半群の Lp-Lq評価や，弱 L2空
間での評価を用いて証明を行った．ここで特
筆すべき点は，同じ方法で定常解だけでなく，
時間周期解のような時間に依存する解の漸
近安定性についても証明することができる
点である．よく知られている方法では，定常
解を含んだ半群を考えるため，時間に依存す
る解の安定性を示すことはできないが，ここ
で用いた方法は，必要な半群には定常解を含
まないため，時間に依存する解の安定性を示
すことができるのである． 
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