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RESTRICTED ENERGYINEQUALITIES AND  

NUMERICAIJAPPROXIMATIONS  

By  

Reiko SAKAMOTO   

Introduction   

Let†A，P／）belinear partialdi能rentialoperatOrS・Let n（⊂R”）be a  

bounded domain with smooth boundary r．Our boundary value problemis to  

Bnd〟∈エコ（n）satisf恒ng  

〈 
（P）  

（ノ∈J）  

fbrgiven data（f，L†・We are particularlyinterestedinamethod ofnumerical  

approximation ofsolutions of（P）．   

Theproblem（P）is closely connected withits a句oint problem（P＊）・The  

aqoint problemis to丘nd v∈L2（f3）satisfying  

〈 

（P＊）  （ノ∈J＊，  

for given data（g，gi）・   

Recently，it has become clear that a solution u∈L2（E2）or（P）can be  

COnStruCted numerically，aSSumlng an energylnequality  

（g＊）  糎ル≦C（・酬＋宕〈桝〉〃′ ）（甜（n））  

（川）．   
Here we have two questions：   

（1）IncasewhenL2－SOlutionsof（P）arenotunique，howcanwecharacterize  

the solution，Obtainedin［1］？   

（2）In case when L2－SOlutions of（P＊）are not unique，（E＊）can not be  

Satis魚ed．Is there anynumericalmethod to approachto one ofsolutions  

Or（P）？  
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In this paper，in stead of（E＊），We aSSume a reStricted energyinequality二  

（鍔）  糎‖≦Clい＊刷（ぴ∈〟＊，琴叫r＝0（ノ∈J＊）），  

Where M＊is a subspacein Hq（E2）de丘nedin専1．Then we wi11see that the  

methodin［1］is applicable．Moreover，WeWillsee thatthesolutionobtainedby  

ourmethodisuniquein asubspace TinL2（f2）．  

§1．Restricted EnergyInequalities   

Let  

d＝∑αv（ズ）∂ヱ  

Iv】≦∽   

be adi鮎rentialoperatorwith smoothcoe用．cients de丘nedin a neighborhood or  

n．Let  

旦＝∑毎（ズ）∂ご（ノ∈Jノ⊂（0，1，‥・，m－1））  
】l・l≦ノ   

bedi飴rentialoperatorswithsmoothcoe疏cientsde丘nedinaneighborhoodofr．  

We assume that ris non－Characteristic fbr（A，Pi（j∈J））．Namely，  

∑〟γ（ズ）〝（ズ）V≠0 0nr，  
lvl＝川  

∑ちv（ズ）〃（ズ）V≠0 0nr，  
卜・l＝ノ  

Where n（x）is a unitinnernormalat x（∈r）．  

Set  

JrUノ＝（0，1，…，研一1），ノぐnJ＝¢，J＊＝U向上1－ノ∈Jり，  

斗＝（d／血）ノ（ノ∈JC）．  

Thenwecandefine  

卑＝∑恥（芳）∂ご（ノ∈（0，1，‥・，∽－1）），  
回≦ノ  

fbr which ris non－Characteristic，SuCh that the fbllowlng Green，s Theorem  

holds．   
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LEMMAl．1（Green’s Theorem）．S仰OSe that u，Au∈L2（n），thenit holdk  
才力αJ  

〈（d／叫旬r〉＿斤Ⅷ十1／之≦C（州可I叫t）（た＝0，1，‥・，研一1）  

（JJ！〟  

（血亘ト（〟，d＊ぴ）＝－∑〈榊「，軋トノU】r〉  
ノ∈ノ  

ー∑〈β研一り症，琴びIr〉（u∈〃2〃7‾1 （n）），  
ノ∈J●  

ll′カビrピ  

d＊＝∑（－∂ズ）V∂市う，郵＝∑（－∂ズ）V師・  
いJ】≦椚  回≦ノ  

NoTAT10NS．   

，） 
（ 

（3）〈〟，ぴ〉J＝（〟，〃）〟叩）＝（〟〟，∧叫エコ仰 〈〃〉α＝腑‖〟叩）触〟，U∈〃1r）  
（打：real），   

（4）乙ほ〃‾α（「）：ガα（「）∋Uト→〈〟，U〉∈C（α＞0）・  

Lemmal．1iswellknownfbru∈Hm（f2）．SeeAppendixof［3］incasewhen  

町血∈エ2（n）．  

REMARK．Set  

ア以＝（血，旦項「（ノ∈J）），（如＝（以，－β研一トノ〟lr（ノ∈J＊）），  

タ＊む＝（肌，郵叫「（ノ∈J＊）），e＊ぴ＝（ぴ，鶴十両（ノ∈J）），  

thentheproblem（P）denotesPu＝（f，f（j∈J））andtheproblem（P＊）denotes  

P＊v＝ig，gj（j∈J＊）），and Green’s Theoremis stated asfbllows・  

GREEN，s THEOREM．S仰OSe that u，Au∈L2（f2），thenitholds that  

〈（d／瑚旬「〉＿友珊＋1／2≦C（仙l＋l】叫l）（た＝0，1，…，〃7－1）  

α〃d  

［劫，e＊ぴ］＝［針，P＊u】＊（び∈〟加‾1 （n）），   
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w力ere．   

［∫，G］＝（′，g）←∑〈ふ動〉ノbrダ＝（′，カ（ノ∈J））α乃dG＝（タ，動（ノ∈J汁  
ノ∈J   

【ダ，軋＝（ノ■，♂）＋∑くふ動〉♪r∫＝（′，カ（ノ∈J＊））α〃dG＝（ダ，鎖（ノ∈ハ）・  
ノ∈ノ■  

NuLL SPACES． Set  

片＝（¢∈エ2（n）げ¢＝0），片＊＝（¢ ∈上2（n）げ＊¢＝0）．  

Owing to Green’s Theorem，We have  

斤＝（¢∈エ2（n川釦ア＊ぴ］＊＝0（∀び∈〟2川【l（n））ト  

∬＊ニ（¢∈⊥2（n川タ〟，¢＊¢］＝0（∀1ほ〟2〃卜l（n）））．  

Therefbre，K and K＊are closed subspacesin L2（0）．Set  

斤⊥＝（′∈エ2（n）l（′，¢）＝0（叫∈∬）），  

片＊⊥＝‡ノー∈エ2（n）I（′，¢）＝0（∀¢∈∬＊））．  

We assume  

（A－Ⅰ）there exists aninteger p（≧2m－1）such that  

麒，〟＊＝〃ク（n）   

throughout this paper．  

We define  

〟＊＝斤＊⊥∩〃甘（n）＝（′∈月川（n）l（′，¢）＝0（∀¢∈片＊））  

fbr aninteger q（m≦q≦p）・Then M＊is a closed subspacein Hq（f2）．Let  

u∈Hq（0），then there exist¢∈K＊and E∈M＊such that  

〟＝¢＋∈ andl酬2＝l酬2＋l倒2．   

We say thatrestrictedenergyinequalio）（6＊）holds，ifit holds  

叫け∑く琴可「〉巧  
ノ∈ノ■  

（♂＊）  ll洲≦C  （び∈〟＊），   

Where巧＝q－1／2－j・  
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We say that restrictedenergyinequalio）（鍔）holds，ifit holds  

（瑞）  州≦Clけ刊（び∈〟＊，琴びIr＝0（ノ∈J＊））・  

Since（Pi（j＝0，1，・・・・〝巨1））and（琴（j＝011，・・・，m－1））areDirichletsets，  

We have（［4］）  

LEMMAl．2．エビJ∫≧肌  

i）エビJカ∈〃山／2【1 （「）（ノ＝0，1，…，∽－1），′カピ〃血rピピ血′∫U∈併p）  

∫打ぐ月才力αJ  

旦Ulr＝．万（ノ＝0，1，…，′刀－1），1lUlし≦C ∑ 〈カゝ－1／2ナ  
ノ∈iO、1、t‥，研一り  

ii）⊥ピJ鋸∈〃“／2‾ソ （「）（ノ＝0，1，…，∽－1），加〃r加■ピβズ血 r∈〃∫（n）  

∫〟（一月7月〟J  

考γlr＝動（ノ＝0，1，…，〝巨1），li捌∫≦C ∑ 〈鎖〉山／2→・  
ノ∈（0、l，…，研一り  

LEMMAl・3・（♂＊）如拙好（覇）如んね・  

PROOF．Suppose that（覇）holds・Let v∈M＊（＝Hq（f？））・   

（1）Set  

♂＝」＊ひ∈〟ゲ‾川（n），動＝ギリlr∈〟什り2‾ノ（「）（ノ∈J＊）・  

Then there exists V∈Hq（n）such that  

華γlr＝鎖（ノ∈ノ＊），l世Il。≦C∑く鎖〉打／2－ノ  
ノ∈ノ●   

丘om（ii）ofLemmal・2（s＝q）・   

（2）Set w＝U－V，then w∈Hq（f2）satisBes  

」ヰIII＝打－」◆レ′、  

琴可「＝0（ノ＝ノ＊）・  〈   

Since w∈Hq（f2），there exist¢∈K＊and E∈M＊such that  

－γ＝¢＋∈，ll仇′ll2＝ll洲2＋l酬2．  

Therefbre E∈M＊satis丘es   
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〈  

Since（鍔）holds，We have  

l博‖≦Cル4て＝＝C帖∵がm≦  
c′（ll9tl＋妄く動〉刷）・   

（3）Inthesameway，Since V∈Hq（fl），thereexist¢∈K＊and〃∈M＊such  
that  

γ＝¢＋〝，IIriI2＝腑Il2＋l酬2・  

Hence we have  

び＝W＋r＝（¢＋¢）＋（ど＋両，¢＋¢∈だ＊，∈十り∈〟岬・  

Since v∈M＊，We have  

〃＝ぞ＋〝■   

Hence we have  

c（－馴＋妄〈動〉仙）・  
lけ‖≦瞳Il＋lわ‖≦朕＝＋lIrll≦  

We assume  

（A一ⅠⅠ）（鍔）  

throughoutthispaper．Thenwecande負neaHilbert space＃astheclosure of  

M＊by the norm【】：  

【ぴ】2＝げ扉＋∑〈琴可r〉孟・  
ノ∈ノ●   

Inner product of彪フis de丘ned by  

【w，ぴ】＝（勅，肋）＋∑く琴Wlr，如r〉巧・  
ノ∈J●  

For afixedf∈L2（O），de丘ne  

′∴好∋ぴ－（ぴ，′）∈C   

then fis a continuouslinear functionalon＃．In fhct，it holds  

l（ひ，′）l≦川＝研l≦C【可＝′II（〃∈t好）   
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ffomLemmal．3．Therefbre，OWlngtO Riesz’TheoreminM，thereexists wEt＃  

such that  

（／，ぴ）＝【w，ひ】（ぴ∈ガ），  

wherewe saythat w∈LWisa RieszjiLnCtion off（∈L2（n））．  

§2．Existence and Uniqueness  

T肥OREM2．1．d∫∫〟〝把（A一Ⅰ）α乃d（A－ⅠⅠ）．助鞘肌肝油融J∈∬＊⊥．ェピJw∈ガムe  

〟肋∫ヱル〃CJわ〃げ′．∫ビJ〃＝d＊w∈エ2（n），血〃〟∫αJf訴e∫  

〈 

加 

（Po）  。（ノ），  

（川（J  

β肘トノ可「＝－∧2巧琴可「（ノ∈ノ＊）・  

PROOF．（1）Since w∈＃satisfy  

（′，リ）＝（抽，d㌦）＋∑〈琴Wlr，卵「〉巧（〃∈ガ），  
ノ∈J●   

〟＝d＊wsatis且es  

（′，Uト（叫d＊ひ）＝∑く郵帖，呼びいノ｛′（ぴ∈ガ）……①・  
ノ∈ノ＋  

（2）Moreover，We have  

（′，ぴト（〃，肋）＝∑〈琴可「，郵船〉巧（び∈〟曾（n））……①′・  
ノ∈J●   

In fhct，1et u∈Hq（f2）．Then thereexist¢∈K＊and E∈M＊suchthat v＝¢＋E・  

Since E∈M＊⊂＃，We havefrom①  

（＝卜（〟，月＊∈）＝∑〈琴可「，那い巧・  
ノ∈ノ●   

We remark that¢satisBes  

d＊¢＝0，郵船＝0（ノ∈J＊），   
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and（f，¢）＝0．Hence we have  

（′，ぴト（以，が1））＝∑く郵仇ブIr，郵Ulr〉〃′・  
ノ∈J●   

（3）From①′，We have  

（′，〃）－（〟，」＊ぴ）＝0（ぴ∈彦′（n））．  

which means  

d㍑＝′in9′（n）．  

Therefbrewehave  

（血，び卜（1ノ，」＊び）＝∑〈郵可「，琴乙）ir〉巧（び∈月川（n））‥‥‥①′′・  
ノ∈ノ’  

（4）Owing to Green’s Theorem，We have  

（血亘ト（〟，肋）＝－∑〈旦叫「，現＿1＿ノ叫r〉  
ノ∈ノ  

ー∑〈β肘ト′〃lr，郵1ru〉（ぴ∈〟2′，卜l （n））……②、  
ノ∈J＊  

Hence，鉦om①′′and②，We have  

∑〈琴Wir，ぞUIr〉′ノ′＝－∑〈榊「，軋トノぴ】r〉  
ノ∈ノ＊ ノ∈ノ  

ー∑〈β′”－1－ノ叫「，郵びlr〉（ぴ∈月丹′（軌ヴ′＝maX（ヴ，2月り－－1））、  
．ノ∈J●   

whichmeans  

榊「＝0（ノ∈J），‰十勅＝－∧2巧郵相lr（ノ∈J＊）・   ロ   

CoROLLARY 2・1・Assume（A－Ⅰ）and（A－II）．St”OSe that（f∈L2（n），  

．万∈月Ⅶ‾1／2－ノ （r）（ノ∈ノ））∫α埴舟  

（′，¢）＋∑〈ふ虜孟＿l＿ノ帖〉＝0（¢∈∬＊），  
ノ∈ノ  

r（′，カ），¢＊¢】＝0（¢∈∬＊）・   
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⊥どJU∈月Ⅶ（n）∫〟J∫め′†旦Ulr＝カ（ノ∈ノ））．滋J〟＝d＊伸＋U，仇血rどW由〟  

肋∫ニル′7ぐ血〃げノ■－」U．銅ピ〃〟∈エ2（n）∫αJ∫所e∫（巧．  

PROOF．SinceK＊⊂H2m－1（fl），We have  

【PU，¢＊¢］＝［eU，タ＊軋＝0（¢∈片＊），  

OWlng tO Green’s Theorem．Namely，We have  

［（」U，旦Uレ（ノ∈J）），（¢一朝－1－ノ帖（ノ∈ノ））］＝0（¢∈片＊），  

Whichmeans  

（dU，¢）＋∑〈ふ軋トノ帖〉＝0（¢∈∬＊）・  
ノ∈ノ   

Set F＝f－AU，then we have  

（ダ，¢）＝（ト月U，鋸＝（ノ1，卯十∑〈ふ郡上トノ軋〉（¢∈g＊）・  
ノ∈ノ  

Therefore，We have F∈K＊⊥，肝（f，j；）satisfies（9e）．   

Now we applyTheorem2．1，then thereexists L）＝A＊w∈L2（f2）satisfying  

加＝ダ，旦びlr＝0（ノ∈J），  

Where wis a Riesz function ofF．Hence u＝V＋U∈L／2（fl）is a solution of  

（P）．  □   

Now we denne asub3PaCe Tin L2（n）：  

ヰ∈エ2（n；・血柵（拙吉〈β′村イ症牒刷り帖  

We remark that KnT＝（0），because u∈KnT Satisnes  

（〟，可＋∑〈β研一トノ舶，β研一トノ叫「〉一巧＝0・  
ノ∈J●  

l血∈エ2（n），（〟，¢）＋∑〈β，”十ノ叫「，β研一トノ帖〉－′J′＝0   

T＝EOREM2・2．d∫∫〟椚ピ（A－Ⅰ）α乃d（A現）．∫仰β∫ピ血J′∈∬＊⊥．ェビ＝，わど  

β月∫ピ∫ニノわ即Jわ〃げ′．乃ピ〃〟＝d＊げ∈Tα〝d〟由〟∫0加わ〃げ（Po）．〟or印脚，α  

抑加血＝＝げげ0）∫∫〟扇押ピ加T．  

PROOF．（l）From Theorem2．1，We have   
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e祝＝（以，－β椚－1一ノ叫r（ノ∈J＊）‡  

＝（d＊w，〟巧琴呵「（ノ∈J＊）），  

thatlS，  

♪＊w＝（㌦町準叫「（ノ∈′＊））  

＝（叫一人旬β研一トノ叫r（ノ∈J＊）†t   

（2）Since w，A＊w∈L2（f2），We have，0wing to Green’s Theorem，  

［ア¢，e叫＝［釦ア叫＊（¢∈〟加‾1 （n））・  

SinceK⊂H2m‾1（f2），Wehave  

re¢，タ＊可＊＝0（¢∈∬），  

thatlS，  

（恒）＋∑〈β，〃－トノ帖∧旬β研一トノ〃lr〉＝0（¢∈〟），  
ノ∈J†   

which means u∈T．   

（3）（Uniqueness）Let uland u2be solutions of（Po），belonging to T．Then  

u＝ul～u2∈KnT・Since KnT＝（0），We have u＝0．  口  

Finally，WeCOnSideramethodtoconstructafunctionbelongingtoK－（0）．  

LEMMA2・1・エビg U∈月Ⅶ（n）∫αJ～薫ル†旦叫「＝0（ノ∈J））α乃d U≠T．ぶどJ  

¢＝d＊w＋〃，Wカerど抄出〟助∫Zル′－C血〃げ一月U．乃ビ〃¢∈片－（町  

PROOF・FromTheorem2・1，Wehave¢＝A＊w＋U∈K．Ontheotherhand，  

丘omTheorem2・2，WehaveA＊w∈T・Thenwehave¢≠T．Infhct，ifwesuppose  

4∈で，then U＝¢MA＊w∈T，Whichcontradictsto U≠T：Thefact¢≠Ofollows  

丘om¢≠T・  □  

LEMMA2・2・d∫∫〟椚＝カαJ血rピe血∫¢0∈g－（0）∫以ぐ力血J¢0（ズ）＞0  

（ズ∈n）・⊥eJレムeα仰乃－〃e押加ル〃C血〃∫α埴舟吻  

U∈月Ⅶ（nト（0）α〝d supp［叫∈n，  

血刀 U≠T．   
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PROOF．We have U卓T，because  

（U，¢。）＋∑〈β肝トルIr，A、2〟βm一トノ紬r〉＝（ぴ，¢。）＞0・  ロ  

ノ∈ノ●  

§3．NumericalApproximation   

Let us say that（vk（k＝l，2，・・・））is a basis of＃，if anyfinite subset  

Of（vk（k＝1，2，・‥））islinearlyindependent and the space spanned by  

（vk（k＝1，2，・・・））is densein L好・   

Thesolutionu，Obtainedin専2，Canbeapproximatedbythemethodproposed  

in［1］，thatis，  

THEOREM3．1．A川畑？e（んⅠ）α乃d（A－ⅠⅠ）．エビJ〟＝d＊叫－〃加rピWねα月お∫Z  

ル咄血＝ゾ紳酬ノ∈∬＊⊥．エビJ（ひた（ん＝1，2，…））鮎α玩血＝げガ∴勤  

軸＝（（′，び1），…，（′，ぴ〃））㍍1  

llノー亡り・ど  

7Ⅵe〃  

軸→〟（〃→∞）J乃エ2（n）．  

PROOF．（1）（TheoryofFourierSeriesinL＃）Let（v［，V；，・‥〉beSchmidt’s  

orthonormalization of（vl，V2，…）in＃・For w∈＃，Wehave  

押〃＝∑【lV，秘】媒→伸ind好，  
1≦虎≦〃   

thatlS，  

w〃＝（【町1）1】、‥．，【町び〃】）㍍1  →Winガ，   
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where  

「Ⅴ＝（【り，叛】）ノ，た＝l，…，〃・  

Moreover，Since wN→Win＃，We have  

糊＝d＊w〃→d＊－γ＝〟inエ2（n）．   

（2）Especially，Since w∈＃is a Riesz function off，thatis，  

【け，U】＝（′，ぴ）（び∈ガ），  

We have  

【－γ，ひた】＝（′，び々）（ん＝1，2，‥・）・  

Hence we have  

押〃＝（（′，〃1），‥・，（′，鞠））㍍1  

軸＝月＊w〃＝（げ，ぴ1），…，（′，び〃））甘  □   

Since the boundary off2is smooth，We have  

LEMMA3．1・Let diam（fl）＜aTC（a＞0）．nen  

（exp（由‾1∝・刷α∈Z〃）  

／・、・（J／）‘ハ・∴、・吋〟l／（n）．  

Asis shown easily，We have  

LEMMA3・2・エビJi叛（た＝l，2，‥・））毎α占〟∫ねげ〟ヴ（Q）．∫gJ  

叛＝巌＋∈斤（¢た∈ぷ＊，∈Å∈凡才＊），  

血〃血甲〟Ce即α〃れビd∂γ（∈ん（舟＝1，2，…）‡ね鹿那e加ぐガ．乃er¢わrど，We  

ぐα〃0如〟加α∫血ピJ‡ぢ（ノ＝1，2っ…））＝（∈斤′（ノ＝1，2，・‥））∫〟Cカ′加 堵  

（ノ＝1，2，…））由αあα∫由扉、ガ．  

Let†り（j＝1，2，…））＝（叫（j＝1，2，・・・）‡beasubsetof（vk（k＝1，2，・・・）），   
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COrreSpOndingto（ぢ（j＝1，2，・・・））＝（Eち（j＝1，2，‥・））inLemma3・2・Remark  

thatit holds  

（【∈か∈．T】）た，∫＝1ふ‖，〃＝（【拓U∫】）たい，＝1，2，‥」い  

（d＊∈ん）kl，2、．‥，〃＝（d＊び々）軌2，．‥，〃，  

and  

（（ノ’，∈た））た＝1ふ‥，〃＝（（′，びた））た斗2，‥．〃（′∈∬＊⊥）・  

Hence we have  

CoROLLARY 3．1．Assume（A－Ⅰ）and（A－II）．L／et u＝A＊w，Tt，here wis a  

飴．ゞニ．ル那加川（げノ∈ぷ＊⊥．ェピg（軌（ん＝1，2，…））占eαみα∫ねげ〟曾（n）・エビg  

（l）エ（ん＝1，2，…））占ピα∫〃如ピJ扉、i軌（た＝1，2，…））ぐ力〃∫ビ′7∫〃血〟ム〃U…フ町・∫どJ  

」＊ぴ；  ／
し
 
 
 

＼
J
 
 

軸＝（（ノ、，ぴ㍑．‥，（ノ’，Uん））庁  
ノ
W
 
 
 

l
し
 
 

＊
 
」
月
 
 
 

lγカピrビ  

r〃＝（【ぴム，びニ】）ん，∫：1，2，．，誹・  

77Jビ〃  

軸→〟（Ⅳ→∞）加エ2（n）．  

Finally，We COnSider the approximation of¢∈K－（0）in Theorem2・3・  

THEOREM 3．2．Assume（A－Ⅰ）and（A－II）．Assume that there exists  

¢0∈〟－†0）▲y〟（・カタ力〟J¢0（・て）＞0（ズ∈Q）・エビJU占ピα㈲〃一明卿血㍉伽舶血  

．、・（〟止ハ、叫J  

U∈月Ⅶ（n）－（0）αノーd supp【叫∈n．  

⊥ビJ（叛（た＝1，2，…））占ビα占〟∫′∫扉■ょが・∫eJ  

¢〃＝U－（（月U，ぴ1），‥．，（dU，鞠））㍍l  

w毎r（ヲ   

r〃＝（【恥び∫】）た、∫＝1．2．．．．ル  
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¢〃→¢（Ⅳ→∞）おエ2（n），  

α〃d¢∈∬－（0）．  

§4．Examples  

ExAMPLEl．Consider Neumann problem：  

〈 

－A乙J＝′  inn，  

（d／d〃）〟＝力 Onr，  

Where f2∈（－7T，n）n．ThenK（＝K＊）is a space spanned byl．  

LEMMA4．1．JJ力oJdy  

ll叫l≦CllA叫l（〟∈〟，（d／血）叫r＝0），  

〟＝（〟∈〟2（n）l（叫1）＝0）．  

PROOF．Let（Qk（k＝0，l，．・．））be a complete set ofeigen－fbnctions，COr－  

responding to eigenrvalues（lk（k＝0，1，．・・））such that  

－A巌＝ん巌 in n，（d／d〝）¢ん＝0 0n r，  

and（¢，¢k）＝qk，Where O＝lo＜Al≦A2≦‥・   

Let uEM satisfyyy 

ー血＝′∈エ2（n）inn，  

（d／d〃）〟＝0  0nr．  〈  

Then，OWlng tO Green’s Theorem，We have  

（′，宛）＝ん（〟，¢た）（た＝0，1，…）．   

Therefbre，We havef∈K⊥，  

〟＝∑（1／ん）（′，¢た）¢か  
た≠O   

and   
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Ⅰ酬2＝∑困‾21（′，捌2≦c‾2げIl2，  
た≠0  

Where c＝lllト   

Lett＃beaHilbertspace，de丘nedbythecompletionofMbythenorm【】：  

【び】2＝IIA洲2＋く（d／叫舶〉子／2■   

Since（eik’X（k∈Zn））isabasis ofH2（f2），  

（e損－lnl‾1（ピ旋・ズ，1）（た∈ZⅥ－（0）））  

is a basis ofL好．From Theorem2．1，Theorem2．2and Corollary3．1，We have  

PROPOSITION4．l．∫z仰β∫ど血J′∈エヱ（n）〟乃d（′，1）＝0．エビg仲∈ガ毎α  

鮎∫ヱル〃C血〃げノ■加ガ．ぶピg乙J＝－△w，血〃〟∈エ2（n）∫αJよがβ∫  

〈 

ーA〟＝′  加n，  

（d／d〃）“＝0 0乃r  

α乃d（〟，1）＋〈〟】r，1〉－り2＝0・肋reβロビr，∫gJ   

凡＝（（′，e机））0＜㈲≦〃，   

r〃＝＝（【e飢，ビ血】）0＜困≦〃，0＜回≦〃  

＝（舶∫】2（e旋t∫，eね●ズ）＋（た・〃）（∫・〃）〈e止■ズIr，e血暮r〉1／2）榊l≦〃，。＜帖〃，   

町＝トAe臨）。＜困≦〃＝（‡頼臨）。珊≦Ⅳ，  

α乃d  

妬＝鮎㍍l拓，  

才力ど乃 ∫J如才dy  

勒→〟（〃→∞）加エ2（n）．  

ExAMPLE2．Consider Dirichlet problem：  

〈 

Ao）以＝′ 

，  

wheref2嗟卜7T，7T）n andloistheleasteigen－Valuefbrtheeigen－Valueproblem：   
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に誓A〃ま等 ．  

Then，K（＝K＊）is a space spanned by40，Where¢ois an eigen－function cor－  

responding to the elgen－Valuelo・  

LEMMA4．2．JJゐ0んか   

（範）  ll叫l≦Clt（－A一人o）叫l（〟∈〟，可「＝0），  

wカビre〟＝（〟∈〟2（n）l（〟，¢0）＝0）．  

PROOF．Let（¢k（k＝0，1，…））be a complete set of eigen－ftlnCtions，COト  

resf）Onding to eigen－Values（lk（k＝0，1，．．・））such that  

－A¢た＝ん巌in n，¢々＝0 0n r，  

and（4j，¢k）＝毎，WhereO＜lo＜ll≦l2≦・・・  

Let uEN satisfyyy 

〈 

（－A一人o）〟＝′∈エ2（n）inn，  

〟＝0  0n r．  

Then，OWlng tO Green’s Theorem，We have  

（′，¢た）＝（ん－Ao）（叫巌）（た＝0，1，…）・  

Therefbre，We havef∈K⊥，  

〟＝∑（ん一人o）‾1（′，¢た）¢た，  
々≠O   

and  

州2＝∑（ん一人0）‾21（′，捌2≦c‾21げIl2，  
鬼≠O   

Where c＝Ill一人oト  ［コ  

LetMbea Hilbertspace，de負nedbythecompletionorMbythenorm【】：  

【が＝Ⅰ】（－A－ん）ull2＋〈ulr〉子．1／2・  

Since（eik’X（k∈Zn））is a basis orH2（f2），  

（∈た（∬）＝g板－（e損，¢0）¢。（ん∈Z〃））   



Restricted energy inequalities and numerical approximations 453   

is abasisof＃，Wehaven・OmTheorem2．1，Theorem2．2andCorollary3．l，We  

have  

PROPOS汀ION4．2．∫仰β∫どJ力〟J、／∈エ2（n）〟〃d（ノ’，¢0）＝0．⊥eJ伸∈ガムピα  

肋∫ニル机血〃げ′～〃ガ．∫ピJ〟＝（－A－Ao）仲，血〃〟∈エ2（n）∫〟J榔e∫  

〈 

（－A－Å0）〟＝′ 加n，  

〃＝0  0〃 r  

〟〃〟（録，¢0）＋〈（d／血）〟lr；（d／血）¢olr〉－トり2＝0・肋「紺脚，∫eJ  

九＝（（′，ピ机 ））困≦〃，  

r〃＝（【ピ止・・て， ビ雨】）lんl≦…≦〃  

＝（（1呵2一人0川∫l2－Ao）（g抜t∫，ど恒 ）十〈ピ机，ビ雨〉l十1／2）桐〃，l∫1≦〃，  

拓＝（卜△一人o）ど机 ）l利≦〃＝（（困2一人o）ビ損）購〃，  

〟J7d  

〃＼ニJ／、＼・「＼1－・＼・  

Jカピ〃 ′J如／（ね  

〃〃→〟（〃→∞）′〃エ2（n）．  
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