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A MASCHXE TYPE THEOREM FOR HOPF  

かCOMODUI．ES  

By  

Shuan－hong WANG  

Abstract・LetHbeaHopf7r－COalgebraandletA bearightgroup  
H－COmOdule algebra with a totalintegral¢・In this article we  

Wi11Bnd some su餓cientconditions underwhichan eplmOrPhism of  
（H，A）－Hopr7T－COmOdulesplitsifitsplitsA－1inearly．Asanapplication，  

We Obtain a characterization fbr an（H，A）－HopfかCOmOdule to be  

PrqJeCtiveasanA－mOdule，generalizingtheoneoftheMaschketype  

theoremfoundin［D21・   

1．Introduction  

Let H be a Hopf algebra over a comrnutative rlng R and A a right H－  

COmOdulealgebra．Do用D2］underreview）gavesomesu侃cientconditionsunder  

which an epimorphism of（H，A）－Hopfmodule splitsifit splits A－1inearly・As  

anapplicationinthecasewhenRisaneld，hegotthatan（H，A）－Hopfmodule  

isfinitelygeneratedprQJeCtiveasanA－mOduleirandonlyiritisaHopfmodule  

direct summand of M⑪A fbr somefinite dimensionalH－COmOdule M．   

In［Tur】Turaevintroduced，fbragroup花，thenotionofaHopf7r－COalgebra，  

which caninduce a7C－CategOry，i．e．，grOuP－CategOry，and showed that such a  

category glVeS rise to a three－dimensionalhomotopy quantumBeld theory with  

targetspaceK（冗，l）．Virelizier［Virl］studiedsomealgebraicpropertiesorHopr7T－  

coalgebras；theresultsarethen appliedin［Vir2］toconstructHennings－1ike（See  

lKRl）and Kuperberg－1ike（see tKu］）invariantsofprincipal7T－bundlesoverlink  

COmPlements and over3－manifblds・   

Now，itisnaturaltoaskwhetherthereexistsaMaschketypetheoreminthe  

generalized context of Hopf7巨COalgebras・This question motivates the present  

research．   

In this paper we will give a positive answer to the above question. 
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LetHbeaHopf7T－COalgebraandletAbearightgroupH－COmOdulealgebra  
Withatotalintegra14．Inthisarticlewewi11givesomesu飽cientconditionsunder  

Whichanepimorphismof（H，A）－Hopf7r－COmOdulesplitsifitsplitsA－1inearly，by  

modifyingDoi’sproofinourgeneralizedcontext．Asanapplication，WeObtaina  

Characterizationfbran（H，A）－Hopf7t－COmOduletobeprqjectiveasanA－mOdule，  

generalizing the one ofthe Maschke type theorem fbundin［D2］．  

2．Preliminaries and BasicI）e丘nitions  

Throughoutthispaper，Rdenotesacommutativerlng・Wewi11workoverR・  

Wealwayslet花bea discretegroupwithaneutralelementl，andlet㊥denote  

⑳R．If U and V are R－mOdules，Tu，V：U⑳r→V⑳U willdenote the飢p  

map de負ned by Tu，V（u＠v）＝V⑳u fbr any u∈U and v∈V・   

Similar to【Virl］，A7T－COalgebrais a family of R－mOdules C＝（C∝）∝‘≡  

togetherwithafamilyofR－1inearmapsA＝（Aα，P：Caβ→Ca㊥Cb）α，P∈花（Called  

acomultiplication）andanR－1inearmapE：Cl→R（Calledacounit），SuChthatA  

is coassociativein the sense that，fbr anyα，β，γ∈7E，  

（Aα，β⑳gdcγ）A∝β、γ＝（∫転⑳△β，γ）A瑚γ，  （2．1）  

and fbr allα，β∈花，   

（∫dG⑳g）A∝，1＝∫転＝（ど⑳gdcユ）Al，α・  （2．2）   

REMARK．（Cl，Al，1，8）isanordinerycoalgebraintheusualsenseoftheword  

（cr．［Sw］or［Mon］）．   

Fo1lowingtheSweedler’snotationfbrHopfTE－COalgebrasintroducedin［Virl］，  

We have that，fbr anyα，β∈7T and c∈C∝β，  

A∝，β（c）＝恥∝）⑳c（2，β）∈C∝⑳q・   

The coassociativity axiom（2・1）gives that，fbr any∝，β，γ∈7T and c∈C酢  

ぐ（l，抑（1、∝）⑳c（1、刷（2，β）⑳勒γ）＝C（1，α）⑳勒β州1，β）⑳ぐ（2，β州2、γ），（2・3）  

Whichis written as c（1，∝）⑳c（2，P）⑳c（3，γ）・Inductively，We Can define c（1，∝1）⑳  

C（2湖）㊥・・・㊨c（n，∝n）fbr any c∈Cw2・‥α〃・   

A 7T－grOuplike element of aかCOalgebra Cis a family of elements x＝  

（xα）α∈花∈IIcr。花CasuchthatAプ，β（x∝P）＝Xa⑪xpfbra11∝，β∈7TandE（xl）＝1（or  

equivalently xl≠0）．Note thatxlis then an ordinary grouplike element ofthe  

COalgebra Cl．   
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Givena7T－COalgebraC・Aright花－C－COmOduleisafamilyM＝（Mα†脚Of  

R－mOdulesendowedwithafamilypM＝（鴎‥Mxβ→Ml⑳q）∝，P∈花OfR－1inear  

maps（the structure maps）such that fbr any c（，β，γ∈TE，  

（構⑳′dcy）β蒜γ＝（材軌⑳A附）β詣γ，  （2．4）  

and fbr any c（∈7T，  

（／d軌⑳如書＝′d仇．  （2・5）   

Simi1arly，We uSe the Sweedler’s notationfbrcoactions，fbrany c（，β∈7r and  

〝7∈〟坤  

鵜（〃7）＝け如）㊨椚（1，β）∈怖㊥q・   

Axiom（2・4）gives that，fbr anyα，β、γ∈7T and mEM酢  

椚牲叫伸α）⑳J調性卿（瑚）㊥〃畑）－）＝川加再）⑪Ⅲ（l、β州、β）⑳椚什神位沖（2・6）  

Whichiswrittenasm（0．α）⑳m（l、β）㊤m（2．）・），Byiteratingtheprocedure，Wedefine  

inductively m（O．x（，）㊥m（l．α．）⑳・・・⑳m（n．αn）fbrany m∈Mw，・‥∝n・  

REMARK・Mlendowedwith the structure map pl、Iis an ordinery right  

COmOdule over the coalgebra Cl（cr．【Swlor【Morl】）．   

A TE－COmOdule map between two right7r－C－COmOdules M and Nis a  
fもmily f＝Ij；‥Mx→NJxE花Orright R－mOdule maps such that pごp．毎＝  

（ム㊥軌）β、為brall∝，β∈方・   

Inasimilarway，WeCande艮nethenotionofale代7E－C－COmOduleandthe  

COnCePt Of－a7T－（C，C）－bicomodule．   

The category of right7TqC－COmOdulesis denoted by pW汀－イ’，and their  

morphisms areかCOmOdule maps．Similarly，We Canintroduce the categories  

H‾C／Wofle魚7E－C－COmOdules，andthecategory冗i＃花－Cof7T－C－bicomodules．  

For M∈花－（ニg，We Willuse the Sweedler’s notation、fbr anyα，β∈7r and  

川∈上IJ小  

〟〝崇．β（′”）＝研ト1．プ）⑪〝一冊）∈Cプ㊥殉・   

Similar to［Tur】or［Virl】、a Hopr7T－COalgebrais a かCOalgebra H＝  

（iHx），A、E）togetherwith a fhmi1y S＝†S2：Hユ→H2fI霊。打OfR－1inear maps  

（ca11ed an antipode）such that  

each H∝is an R－algebra with multiplication mコand unit elementlプ．（2．7）   
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forallα，β∈7r，Aα，βands：Hl→Rarealgebramaps，  （2・8）  

払ranyα∈冗，椚∝（ぶ∝－1⑳城㌔）△∝－－，α＝glα＝椚α（ブd仇⑳範一l）A。、∝－】・（2・9）   

lJet H＝（（仇，mα，1α，），A，8，S）be a Hopf7r－COalgebra・Then we have   

（a）範－Ⅰ（軸）＝量一l（♂）ぶ∝－1（力）丘汀any∝∈冗andカ，g∈穐－－；   

（b）ぶα－1（しl）＝1αねr anyα∈花；  

（C）△錮ぶα－1β－1＝mα、勒（範－1⑪均一1）A∝－l，β血1餌anyα，β∈花；   

（d）ど且＝ど．   

Note that（Hl，ml，11，Al，1，6，Sl）is an ordinery Hopfalgebra（cf・［Sw］or  

［Mon］）and that the notion ofa Hopf7T－COalgebrais not selfldual・   

Let H be a HopfかCOalgebra and M＝（Mα）α∈冗aright7r－H－COmOdule  

With structure maps p＝（p∝，β）α，β∈n・ The coinvariants of H on M are the  

elements of the R－mOdule  

〟‘・仇打＝トmα）α∈花∈黒 ＝（〝毎）α∈花∈Ⅲ 

怖l鞍β（∽∝β）＝椚α⑳1β伽allα，β∈花  

Forany∝∈花，1etMi’OHbetheimageofthecanonicalprqectionorthissetonto  

Mα．Simi1arto【Virl，Example2．1］，MCOH＝（Mニー（，H）∝。花isaright7T－Subcomodule  

Of M，Called a冗－Subcomodule ofcoinvariants．  

DEFINITION2．1．Let H＝（（Hα，m∝，1α，A，8））be a Hopf77－COalgebra and  

let A＝（Aα，mα，1α）∝∈花be a family ofR－algebras・Ais ca11ed a right7T－H－  

COmOdulealgebraifthereisafhmilypA＝（p岩p：Aap→Aα⑪勒）α，β∈方OfR－  

1inear maps such that  

（A，PA）is a right7r－C－COmOdule，  （2．10）  

鴎（叫＝恥α）妬α）⑳町β）裾β），肋all∝，β∈花andα，占∈4勅（2・11）  

β封1岬）＝1α㊥1β branyα，β∈乃・  （2・12）   

Inthisoccasion，WeSaythat（A，PA）isaright花－H－COmOdulealgebra．Note  

thatAlendowedwiththe姉isanordineryrightHl－COmOdulealgebra（cf・tDll  

and【Mon］）．   

Similarly，WeCande負nethenotionsofaleft7T巾H－COmOdulealgebraanda  

7T－H－bicomodule algebra．   

In what fbllows，1et H be a Hopf n－COalgebra．Let A be aright7r－H－  

comodule algebra and let 

（α∝）脚∈汀机勅（瑚）＝α∝⑳lβ如all  
α∈花   
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We denoteby L4X－H the category ofright（H，A）－HopfかCOmOdules；its  

O句ectis a family M＝（M∝）∝∈花Ofright Aa－mOdules M∝Whichis also aright  

7T－H－COmOdue such that  

βα，β（椚d）＝∽（0，α）d仙α）㊥椚（1，β刑1，伸 わrall〝ほ〟ゆα∈dαβ・（2・13）  

Its morphismis a fhmily ofAa－mOdule maps whichis also a花－H－COmOdule  

map・  

REMARK・Weremarkthatthecategoryレ媚IisanordinaryrelativeHopf  

module category studiedin［Dl］．  

ExAMPLE2．2．1）Obviously，Aisan叫ectin昭‾H   
2）For every M∈｛／現”H，PMinduces a fami1y of R，1inear maps  

β＝†pα‥Ma→Ml⑳Hu）α・Then we can view Ml⑳H＝（（Ml⑳H）∝＝  

Ml⑪Hα）cM aS a right（H，A）－Hopfmodule by（m㊥x）・a＝ma（0，1）⑳xa（1．α）  

fbr any m∈Ml，X∈Hq，a∈A∝ and∂∝，β（m⑳x）＝m⑳x（1，∝）⑳x（2，P）fbr a11  

m∈Ml，X∈Hap，andthenP：M→Ml⑪HbecomesamorphismofL現‾H  

3．AMaschkeTypeTheoremfbrL現‾H   

InthissectionwewillprovethatthereexistsaMaschketypetheoreminthe  

generalized context ofHopf方－COmOdules．  

Now，We have some de丘nitions as fbllows：  

DEFINmON3．1．A totalintegralis a fami1yofR－maPS4＝（巌）∝∈花：H∝→  

A∝SuChthat¢isan－COmOdulemap，i・e・，P鋤αβ＝（4a＠idcb）Aα，PandQa（l∝）＝  

1αわr anyα，β∈冗．  

DEFINITION3．2．ForM∈u＠TC，atraCemaPaSSOCiatedwith¢isafami1y  

ormaps trM＝（tr㌘：Ml→Ma）defined by  

什㌘（叫＝椚（0、∝）巌（量－1（m（1、∝－1）））  （3・l）  

ねr anyJれ∈耳．  

PROPOSITlON3．3．凡rα〃γ椚∈〟1，岬ビゐαぴど汀〟（椚）∈〟rβ〟．肋re郎gr，J毎  

co〃助加須1∝）＝1∝♪rα〃γα∈花，∫叩紘∫血J什財f∫伽J鹿′‡坤β〃〟l・  

PROOF．For any m∈Ml，We have   
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βα，β（瑠（叫）  

（3．1）   ＝β招（研（0，αβ）¢岬均一－α－1（∽（＝rl∝－1）））  

（1） 
彗朋（0，酬∝）¢。∫∝－1（川棚1州，∝－1）））⑳椚（0，卿Lβ）鞍l（椚岬1州1，β－1）））  

＝m（0，∝）¢∝∫α一1（椚（1，拙（2，∝一1）））⑳椚（1，α」）（川（1，β）均一1（椚（1、畑（＝H2，β－一－）））  

＝椚（0、α）¢∝範一1（∽（1，α一り））⑳1β  

＝け㌘（椚）⑳lβ，  

wherewe haveusedthepropertiesoftheantlPOde andthe7r－COmOdulestructure  

fbr the second and third equations，reSPeCtively． P  

Now，We de負nel＝（ん）：Ml⑳Ha→M∝by  

ん（m⑪ズ）＝〝7（恒）¢α（∫∝－1（椚（1，∝山1）∫α（ズ）））   

ねr anyズ∈ガ云．   

Wewilldenotep篤‥M∝→Ml⑳HabypαaSfbllows・  

LEMMA3．4．月）rα〃γα∈呵l棋＝k肋ヲん0／）α＝軽軌．  

PROOF．For any m∈Mαandα∈7r，One has  

ん。鶴（呵＝椚（0，1）（0，α）¢（∫α1（∽（0，1）（1，∝・【1）∫。（′ナ廿α））））  

＝椚（0，∝）¢（∫α一1（椚（1，1）（1、∝一りぶα（∽（l，1）（2，∝））））  

＝∽（0，∝）¢（∫α一l（ど（椚（1、1）1α一】）））  

＝叫税－1（1∝－り＝∽，   

Where one has used the properties ofthe antipode． ■  

De負ne the center of A as  

Z（」）＝†Z（dα）＝（ズ∈d∝lαズ＝㍊7わr allβ∈4証し甘  

We now have the fbllowlng tWOlemmas．  

LEMMA3■5・舘＝叩用∈花，打¢α（仇）⊂Z（dα），血刀ユズ由α乃」Ⅸ－〝70血／ど〝‡叩，   



A Maschke Type Theorem fbr Hopr7r－Comodules  383   

カピrピ叫㊥dズq紳rdすJ鹿川〃血Jど∫肋（血相〟緑′7わ，且てα′叩／ピ2・2（2）．〟ひr（，0！酬，♪r  

‘〟リノ∝∈花，伽♪地雨～ヱ〝血gr〟け7′∫H購〝J抽血フピ：  

／叫              〟1⑳（・木 －－→〟1㊥〟烹  

、
ノ
ハ
 
 

ー
l
 
 

什ルノ軌・“ノ．ィヱ  

〟川′す⑪〔－木∵聖→＋怖  

けカピr…，ビ瑚〃ピ〃〟．（′”⑪〟）＝川〟（し）、1）⑳〟（1、ユ）彿JY〟（（〝7）⑳〟）＝椚㌦㌧仏「甜叩  

J乃∈〟1〟J7dα∈dα．  

PROOF．For anyα∈7r、（ほA，and b∈Hよ，We have  

ん（′77〟（（川㊤叫l、ヱ））  

＝（研叫（川）（（｝，γ）桝ぶズ・（（附町｝、l））（1、プl）鋸叫冊胡  

＝〃佃よ）町川根庸（量－（川（l．ブl）軌川l、α11∫崇（叫l．Ⅸ））））  

＝〝恒厄）軸∝）¢（∫‡車7（1、αⅥ照（ヱ．1）（1，ズl）∫∝（〟けl）射））ぶα（槻  

＝椚（（）、ユ）〟¢（ぶエペ〝7（l．ユⅠ）長持））  

＝椚（0、∝）¢（∫ユーー（用木パ1）∫プ仲））〟  

＝ん（川⑳呵吼   

here we used the properties or the antlPOdein the fburth equation and the  

COndition：れ（Ha）⊂Z（Aα）in the鮒h equation．Hencethisprovesthatんisan  

AズーmOdule map，i・e・，ん（ma（0．1）㊥ba（川）＝ん（m⑳b）a・   

For the second assertion，We Only note that、γMO（trM⑳cidA】）（m⑳a）＝  

tr㌘（m）a andん（m⑳11）＝tr：1（m）fbr any m∈Ml・So the diagram clearly  

COmmuteS丘om this and the fbrrnulall（ma（O．1）⑳恥プ））＝ん（m⑳1）a． ｛  

LEMMA3・6・拘r〟りノ∝∈花、Åfj・〟研叩抽椚加・一昭‾▼〃げピ擁rq／血．仲〃川和  

川，〃（・0乃血わ′7∫′∫ノわ折／／どd：   

（i）d～∫ルfJ／動／α∫α〃月－〃拍血／ど〟JZ（′¢崇（」ヱ）⊂凡   

（ii）〃′∫血0加叩，（∫．ピ．，ぶご】∫コ＝′dメ汀〟／／∝∈花），¢ユ（穐）＝Z（木）♪r〟／／  

ユ∈花（川（／  

軋（αゐ）＝巌（坤 カr〟JJ〟，あ∈4かα∈花・   
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PROOF．ByLemma3．5，itsu餓cestoverifythatlisa冗－H－COmOdulemap・   

If（i）holds true，then，fbr a11x∈Hゆα，β∈7r We have¢α（x（1，∝））x（2，β）＝  

¢qp（x）（0，α）1（1，β）：＝¢aβ（x）1βSince¢isa花－H－COmOdulemapand巌（Aα）⊂R⊂  

ACOH・Thisimpliesthat毎－1（勧（x（2，β）））S；（x（1，∝））＝鯨与1（S郷（x））（0，βLl）1（l，αhl）・In  

What fbllows，We Claim：  

（3・2）  勒，α）鯨l勧（∬（2，β））（畔1α－1）＝¢β－1∝－1（ぶ頑（ズ））1∝・  

In fact，We have  

町∝）鯨牒（勒β））（0，β－1∝－1）  

＝卑，∝）l（1，α）鯨－α一l∝量－一郎（ズ（2、∝－－αβ））（畔】α－1）  

＝町α）¢β－－α－1∫αβ（ズ（2，∝－1αβ）（2，∝β））∫∝－1（勒∝－1卿1，∝岬1））  

＝町l）（l，α）ぶα－車（1，1）（2，α－1））¢β－・l∝…・ぶ∝β（ズ（2，αβ））  

＝鯨lα－1ぶ郷（可1∝，   

as required．   

Wewillnextshowthatlisa7rLH－COmOdulemap・Fora11m∈Ml，X∈Hw，  

one has   

（ん⑪最）∂α，β（用⑳ズ）＝A∝（椚⑳ヤ1，α））⑳ズ（2，β）  

＝椚（0，α）¢α∫∝【l（m（1，∝－－）ぶα（瑚，α）））⑪勒β）  

＝椚（0，α）⑳¢α範－1（m（1，∝－1）晶（裾∝）））勒β）  

＝∽（0，∝）⑳¢研一1範β－1α－1（椚（1，肝lα－リ∫研一車（1，頑㌢1）））1β∬（2，β）  

（3．2）         ＝∽（0，∝）⑳（m（1，肝－α－1）∫郷一両（1，研一1）））（l，β）  

¢棚－一端－1∝－1（椚（1，肝1α－1）範肝車（1，瑚－1）））（2，β一早）ズ紘β）  

＝椚（0，∝）⑳用＝，。刊l，β）ち一車（1，α購、β－－）））ズ（2，β）  

¢∝β範－1∝【1（∽（1，打）（2，β－1∝－1）∫岬（ズ亘∝肌頑）））  

＝∽（0，∝）⑳研（1、∝刊1，β）範一車（2，l）（＝rl））勒昭β）  

毎鞍1α－1（m（1，打）（2，β【1∝－－）∫∝β（和，郷）））  

＝∽（0，∝）¢岬均一1α－1（椚（l，が）（2，β－1∝－1）ぶ∝β（ズ））㊥椚（け1）（l、β）   
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＝〃佃卿0，∝）¢αぶα一l（Ⅲ（け一項ぶ∝β（J））⑳肌（0，酬1，β）  

＝城南（椚⑳ズ），  

whereweusedthepropertiesofAHandSHinthesixthequation；theassociation  

ofAHintheseventhequationandtheassociationofpMintheninthequation・   

lf（ii）holds，thenス∝（m⑳x）＝m（0，α）¢α（xSa－一（m（1，α←l））），andso  

β為んβ（用⑳ズ）＝研（0，酬0，可¢∝β（功一1α－1（∽（1，β－1α－－）））（0，α）  

⑳椚（0，卿l，β）¢∝β（均一1∝…1（椚（1，β－1α一l）））（1，β）  

＝∽（0，酬0，∝）¢∝（ぶα－1（椚（＝r】頼（2、α－1）和，∝））  

⑳椚（0，刷1，β）均一1（m（－，β一－㌦）（雄一l））勒の  

＝用（0，α）巌（∫α－1（用（1，α－－）（3，。・－－）町∝））  

⑳椚（1，拙（1，β）範－1（′刀（1，㌦）（紺－1））瑚，β）  

＝椚（0、∝）¢∝（ぶ∝¶－（用（l，α－1）ズ什α））㊥J（2，β）  

＝（ん⑳揖）∂招（〃－⑳ズ）・  

Here we have used the properties ofAH，SH，and the7E－COmOdule map¢and  

thecondition：¢α（ab）＝¢α（ba）fbralla，b∈Aa，α∈7Tinthesecondequation；the  

association ofpMin the third equation・   

This concludes the proofofthelemma3．6． q  

Let M＝（M∝）∝。打and N＝（N∝）∝。花be a family ofA＝（A∝）α。汀－mOdule  

respectively．Let f＝（j；：Mα→Nα）∝。花：M→N be a fhmily of A－mOdule  

maps．By de負nition，an ePimorphism f：M→N ofA－mOdulesconsists ofAα－  

module epimorphismsム：Mα→N∝．  

We now show the main result ofthis paper as fbllows．  

THEOREM3．7．エビJ〃占eα〃哩／かCOα匂g占rd．エビJd 如αr桓如花一〃－  

co∽β血／g的e占rα仇棚〟ねJ〟／血ピグrdJ¢，α乃d∫1仰0∫ビJ加古（i）or（ii）加エビ〝∽－α3・6  

月β旭．7伽乃α乃甲わ柑甲旭川′：〟→〃げ（〟，」ト堀かぐβmO血Je∫軍／毎げ才毎  

月l一助ビαr印加研〆血閏月：〟1→Ⅳl占e抽eビ乃血〃gび加／co′γ卿〃ビ乃g∫甲触・  

PROOF．Letj＝（ja：蛾→蝿）∝。nbeamorphismof昭‾Hsuchthatthere  

is an Al－mOdule map pl：Nl→MIWith pljl＝idMl・De丘ne an R－1inearmap   
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P＝ij）∝：Nk→MJ。∈冗byj）α＝ん（pl⑳id）鵜・Thenfbranyα∈7r，n∈Naand  

X∈Ha，Wehave  

（） 
紳・ズ）ん（ク1（〃（0，1）・町1））⑳町α灘，∝）  

＝ん（ク1（〃牲l））・和，1）⑳町，α）ズ（2，α））  

＝ん（pl（n（0，1））⑳n（1，α））x（by Lemma3・5）  

＝β（刀）ズ，   

and so pIS an A∝一mOdule map．   

Next we show thatβis a花－H－COmOdule map．lndeed，fbr a11c（，P∈TE，  

n∈N∝，β，We have   

（β⑳叫β㌫（〃）＝ん（ク1（〃（0，抑1））⑳〃（0，∝）（l，α））⑳町β）  

＝ん（ク1（勒1））⑪〃（1，坤）（1，∝））㊥町，嘲（2，β）  

＝（ん⑳id）∂α，P（pl（n（0，1））⑪n（1，αP））（by Example2・2）  

＝城南（pl（n（0，1））⑳n（1，∝P））（byLemma3・6）  

＝祀甚扉（乃）・   

In 餌al，One has 戯ノα＝ん（ク1⑪叫β㍗∝ノ∝＝ん（pl㊥叫（ノ1⑳ぬ玩）β篤＝  

ん仇＝idM”，COmPleting the proof・ J  

Similar to［D2，Theorem2］，aS an apPlication ofTheorem3．7，We have：  

THEOREM 3．8．エビg〝如α 〃材かCO〟わe占r仏 工eJd 占eαr～ダ如 花－〟－  

CO〝柑血ねαJ♂e占用W油α研dJ血e♂rαJ¢，α〃d∫仰0∫eJ如才（i）or（ii）加エビ研削α  

3．6如拙・乃e〃α〃（〃，d）－〟叩／かCO∽0血Jビタねクrq／ec励eα∫α乃d－∽β血Je好  

Pねα〃（〝，dトf九Ⅵ／かCO∽∂血わd～recJ∫〟∽∽α乃d q／Ⅳ⑳d♪r∫0椚ビ花－〟一  

CO椚0血ね 抄：w如re Ⅳ㊥d 由 re♂αr（おdα∫α乃（〃，d）－〃哩／かどO∽0血／ピl血  

（w⑳α）占＝仲⑳α占♪r叩W∈机，〟，占∈d∝α乃dβⅣ⑳」＝ （戒㌣：（Ⅳ㊥d）α、β→  
（Ⅳ⑳d）α⑳勒）∝，β∈花由♂加〃毎β深」（w⑳α）＝W（0，α）⑳柚）⑳w（1〝（1、β）か  
α〃γα，β∈花，伸∈糀βα〃dd∈d岬・   

執   

PROOF．For an（H，A）－Hopf7TrCOmOdule W，Wefirst show that W⑳A＝  

（（W⑳A）∝＝杵㌔⑳Aα）α∈汀endowedwiththeabovestruCtureSisalsoan（H，A）－  

HopfかCOmOdule．Itis easy to see that each町Ⅹ㊥A∝is an A∝－mOdule and to   
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Seethat（ld（W⑳A）α㊥8）p芸⑳A＝id（W⑳A）∝fbranyα∈花・AIso，fbranyα，β，γ∈花，  
W∈杯㌔pγand a∈A勅We have   

（戒㌣㊥瑚成㌣（w㊥〟）  

＝W（0，αβ）（0，α）⑪恥αβ）（0，∝）⑳w（0，坤）（l，β）勒嘲（1，β）⑳w（1，γ）勒，γ）  

＝W（0，∝）⑳勒∝）⑳w（1，βγ）（1，β）軋βγ粧β）⑳w（1，抑（2，γ）恥βγ）（2，γ）  

＝（呵〝⑳」）∝⑳Aβ，γ）β諾d，  

and this proves that W⑳Ais a花－COmOdule．The condition of the7r－H－  

comodulealgebraAwillimpliesEq．（2．13）．HenceW㊥Aisan叫ectofJW芸‾H   

Finally，bytheargumentsimilarto［D2，Theorem2］，itsu鈴cestoprovethe  

Onケげ－partholdstruesinceitisobviousthattheげpartholdsbased on W⑳A  
beingah・eeA－mOdule，i．e．each W；⑳A∝isa丘eeA∝－mOdulefbranyc（∈7T・Now  

fbr∝∈7T，1etLα＝P∝beasubsetthat generatesPa asanA∝－mOdule，andlet W  

be the smallest7T－H－Subcomodule ofP satisfying Wa⊃L∝，l．e．，Wais an R－  

SubmoduleofPαSuChthatp£p（Waβ）＝吼⑳勒fbranyα，β∈冗・Itisknown  

thatifL∝is afinite set then町xis且nite dimensional．Thus we build a7t～H－  

comodule W＝（T％lα∈花andso W∈むM芸‾H．considerthatthemodulestruCture  

map¢＝（¢∝：Ⅳ∝㊥A∝→P∝）膵”W＠aL＋Wa fbr any w∈町Ⅹ，a∈A∝，is a  

sur］eCtivemorphismofbMTH．NowsincePisA－Prq）eCtiveandbyTheorem3・7，  

Wehave thatPis an（H，A）－HopfかCOmOdule direct summand of W㊥A，i・e・，  

each Pais an Aa－mOdule direct summand of W⑳A such that Pis an（H，A）－  

Hopf7T－COmOdule．   

This concludes the proofofthe theorem． ■  
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