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FOURIERINTEGRAL OPERATORS OFINFINITE ORDER  

AND APPLICATIONS TO SG－HYPERBOLIC EQUAT‡ONS  

By  

Marco CAPPIELLO  

Abstract．In thiswork，Wedevelopa globalcalculusfbraclass of  

Fourierintegraloperators with symboIs a（x，E）having exponential  

growthinR3㌔・ThefhnctionalftameisglVenbythespacesortype  
S orGelfand and Shilov．Asan application，We COnStruCt a Para－  

metrixandprovetheexistenceofasolutionfbrtheCauchyproblem  

associatedtoSG－hyperbolicoperatorswithonecharacteristicorcon－  

Stant multiplicity．   

1ntroduetion  

InthispaperweconsidersomeclassesofsymboIsa（x，E）ofin丘niteorder，i・e・  

growlng eXPOnentially atinBnity together with their derivatives，and weinves－  

tlgate the related Fourierintegraloperators．Pseudodi能rentialand Fourierin－  

tegraloperatorsofin且niteorderhavebeenstudiedbyL．CattabrigaandD－Mari  

in［2］and by L．Cattabriga and L．Zanghiratiin［3］，［4］，with applications to  

hyperbolic Cauchy problemsin the Gevrey classes．The operators under con－  

Siderationin【2l，［3］，［4］havecharacteristicsofconstantmultiplicity，WithoutLevi  

COnditions orwith Gevrey－Leviconditionson thelower orderterms．Forrelated  

resultsofwell－POSednessintheGevreyclasses、SeeS．Mizohatat21］，K．Taniguchi  

［26］，K Shinkaiand K．Taniguchi［25］，K・KajitaniandT．Nishitani【15］，K・  

Kajitaniand S・Wakabayashi［16］・Inourwork，WeCOnSidersymboIshavingan  

exponentialgrowthwithrespecttoboththevariablesxandEoverallR2n．our  
aimis to glVe a Suitable toolfbrstudyinghyperbolic equationswith coe抗cients  

and dataglobally de負nedin the space variables and obtain results of global  

existenceofthesolutions．Inparticular，WeareinterestedtotheCauchyproblem  
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fbr SG－hyperbolic operators・SG－OPeratOrS Were Studiedin the past by several  

authors，fbr example C．Parenti［22］，E・Schrohe［24］，H・0・Cordes【5］・More  

recently，S・Coriasco【6］，S．Coriasco and P・Panarese［7］，S■Coriasco and L・  

Rodino【8］，haveinvestigated the Cauchy problem fbr SG－hyperbolic operators  

Withcharacteristics ofconstantmultiplicities，PrOVlngreSultsorwelトposednessin  

theftame oftheSchwartzspacesy，・9y／underaso－CalledSG－Levicondition・In  

Sectionl，Weintroduce some spaces offunctions which are wellknownin the  

literatureasspacesoftypeS，SeeI．M．GelfhndandG・E・Shilov［9］・Suchspaces  

represent a global version of the Gevrey classes and seem to be the natural 

domains ofouroperators．In Sections2，3，Wede6nesomeclasses ofsymboIsor  

infinite order and develop thecalculus fbrthe related Fourierintegraloperators  

PrOVlng a COmPOSition theorem．Finally，in Section4，We COnSider the Cauchy  

PrOblem fbr a SG－0peratOr With one characteristic of－constant multiplicity and  

prove the existence ofa solution bymeans ortheconstruction ora parametrix，  

expressed as Fourierintegraloperator orin6nite orderin our classes．The con－  

ditions we assume on thelower order terms are weaker than the SG－Levi  

COnditionin［6］，【7］，［8］．  

1Spaces or Functions  

In this section weglVe SOmebasic results concernlngthespaces offunctions  

WeWi11dealwithinthepaper．We reftrto【9】，［10］，［19］fbrproofもanddetails．  

WewilldenotebyZ＋thesetofallpositiveintegersandbyNthesetZ＋∪（0）．  

Let O be a positive realnumber，0＞landlet A．B∈Z十．  

DEFIN汀IONl・l・肋血舶叫ぶ£，g岬〃）血岬〟Cピげ〟町伽〔・′血…加  

CⅧノ（R”）∫打C力J毎J  

sup supd‾l可β‾】βl（岬）‾βt∬α∂ど〟（刈＜＋砿．  
α，β∈〃〝ズ∈月山   

けセ∫ピJ  

ぶg（R〃）＝ ∪ ぶ£，ぞ（点〃）・  
d．β∈Z＋   

PmposITIONl・2・∫貰1ご（虎〃）由〟助乃〟r力乎α〔・ピピ乃血wどdl潮血〃抑7  

1酬A．B，n＝SuP SuPA12L8，W（a！P！）‾〟lxaafu（x）卜   
崇．β∈〃′一．Y∈R”  

（1．1）  

ByPropositionl・2，WeCangivetoS3（Rn）thetopologyofinductivelimit   
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Of anincreaslng SequenCe Of Banach spaces．We remark that this topologylS  

equivalenttothe ollegivenin［9］．Itisusefultogiveanothercharacterizationof  

thespaceSg（Rn），PrOVidinganotherequivalenttopologytoS3（R′Z），C〔theproof  
of－Theorem 2．9 below．  

PROPOSITIONl・3・ぶg（尺～l）由血即‘汀ピ〃、〟／り血血那〟∈C∝岬’り∫〟ぐ力血J  

sup supβ珊（β！）‾〟ビ州1′け輸（ズ）l＜＋∞  

β∈〃〝．Y∈β′’   

♪r∫ロメ乃ど即∫油｝ピβ，エ・  

PROPOSITIONl，4．771e・．hllo11）わ叩StatementS h（）ld：   

（i）鱗町丹諭棚減肱川m櫛椚血血   

（ii）∫g岬′り′∫〝′7〟（血r即‘∫化  

RIミM入札Kl． 仲セ′l（‡l相  

場（虎〝）⊂∫g（点′？）⊂G〃岬′－），  

－1血r＝・ビ壷〃OJピわノG〔J岬〃）血岬‘Jぐピげα／Jル肝油〃∫〟∈C】‡岬〃）∫乙Jr／zぬ汀，か  

…り二l・川′叩‘什‥′′／－・、・‘一r〟・一〟†’  

sup B珊（β！）‾Osupl∂空u（x）．＜＋cG  
β∈〃”  T∈∬  

．か∫‘刑ピβ＝β（〟）＞0〟J7〟ムγ瑚（尺′り血．甲αCどq／－〟れ伽ぐ如那（イ’G′ノ（皮〃）押油  

r（ブ〃′甲〟ぐJ∫仰（げJ・  

WeshalldenotebyS8I（Rn）thedualspace，i．e・thespaceora111inearcon－  

tinuousfbrmsonSg（Rn）．From（ii）ofPropositionl・4，Wededucethefbllowing  

important result．  

THEOREMl．5．刀ばrどど芳ね′∫〟〃鹿沼叩月面刀血相e〃g（∫ダ岬〃），∫g′岬”）），  

卿亡－どq／〟／川乃ど〟rぐ〃〃油川β〟いけ岬∫♪0椚ぶg（尺〃）わ瑠′岬〃），〟〃d郎′（〆〃），け旋月  

蝕肌血加h＝朋叩T∈g（gβ（R〃）、ぶg′（R〃））α．桓椚gT∈ぶg′（R加）ぶ以ぐん血  

く几叫〉＝くgr、び⑳〟〉  

．かど呵＝，l、∈郎岬〃）・ぷr f∫‘Iα／ねd血毎r〃ピ／扉■r  

FinallyweglVeareSultconcernlngtheactionoftheFouriertransformation  

On5’ダ岬〃）・   
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蝕OPOSITIONl・6・乃e凡〟rお「加〝ゆr〝－α血刀由α乃αびわm叩旭川げぶぎ（尺〃）  

d〝dfgcα〃占eピズ勧滋d拍α刀α〟わ椚叩旭研げぶg′（β乃）・  

2 SymhoIClasses and Fourier htegralOperators ofIn点nite Order   

In the fbllowlng Wewi11use the fbllowlng nOtations：  

くズ〉＝（1＋が）1／2 fbrズ∈尺〃  

Ⅴ岬＝（各…，完）  
♪′＝－f∂′   

D．≡＝D若：‥・D芸 fbrall∝∈Nn，X∈Rn，WhereDxh＝－ia．rh，h＝1，…，n・  

Giventwocomplex－Valuedfhnctionsf，g，WeWi11usethenotationf空gtOmean  

that there exists a constant C＞O such that  

C‾1げ（刈≦‡♂（ズ）‡≦Cげ（瑚．  

Finally，Wewilloften use the notations el＝（1，0），e2＝（0，1），e＝（1，1）．  

LetIL，V，O be realnumbers such thatl＜／L≦v and O≧FL＋v－l，   

DEFINmON2・1・FbreueTyA＞O wedbnoteby r；≡Jv、。（R2n；A）theFY∂（・hel  

軍〟Ceげ誹．伽（血那α（ズ，ど）∈C仇岬2〃）∫αJよ掛軸血♪Jわw和ぐ川助加：．ルrピ肋丁，  

£＞O  

E剛直＝SuP SuP AlaLIPl（α！）‾〟（β！）‾V〈E〉回〈x〉脾  

∝、β∈〃〃（ズ，∈）∈月2月  

・eXpト可回1／〃＋】軒伽埠鰯（ズ，矧＜＋00  

ピ乃血棚d一拍力J毎∫叩∂わ♂γ‘坤〃ed占γ血∫e椚血r棚＝北砂♪＝＞0・肋∫ビJ  

「㌘v，〟（R2〃）＝1与野「ニ′v，β岬2〃；d）  
月→十二仁   

Il再／JJ／けJ叩りん叫＿l・（イ、／ノ比山ぐ／J汀／ノ川／＝ノ／、什〔て（イけJl／）（〟・ハ．  

In the sequelweshallalsotreatsymboIsof丘niteorder．LetusglVeaPreCise  

de爺nition fbrsuch symboIs．LetFJ、Vberealnumberssuchthatl＜／L≦l′andlet  

m＝（ml，m2）bea vectorofR2．  

D肌NITION2・2・凡rどび叩β＞0げど鹿〃βre占γrv（R加；β）煽動乃αぐ／＝匹ぐピ  

げ〟／／カ〃ぐ血乃∫α（∫，∈）∈C∝（ガムり∫〟ぐ力J／融   
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α，β∈〃〃（ズ，ぞ）∈点加  
l酬β＝Sup Sup β‾回」βt（α！）‾〃（β！）‾V  

・〈∈〉→呵十回くボ「明＋lβl・ l坤娩（ズ，∈）l＜＋∞  

e〝ゐ棚dwJg烏血刀β仰‖1lβα〃dゆe  

愕v（R加）＝蟹澤v（皮2〃；町  
β－→＋00  

We observethat r7y（R2n）⊂じ，。（R2n）fbr every m∈R2and fbr all  
β≧〃＋v－1．  

DEFINITION2・3・木伽根加叩∈㍍リ（R加）w7J‖kc鵡dα如ぶビル那加押  

よ、・′皿仁一て血山ノ〟…JJ／…一‘′・一山v‘り…・〟血‘・り′出〟′汀〔も∫J紆／～J／…J  

ぢ1〈∬〉≦〈Ⅵ甲〉≦ら〈ズ〉  

ql〈ぞ〉≦く∇押〉≦q〈∈〉・  

仲セ∫如／J滋仰Jgわ′汐血乎αCe q／αJJク如ぷβ♪J〃CJわ〃∫．   

Givena∈rTリ、。（R2h）and甲∈9，WeCanCOnSidertheFourierintegralop－  
erator  

J R 
e帖引可∬，錘（∈）♂∈，〟∈瑠（劇〃）   （2．3）  木㌦（ズ）＝   
〝  

wherewedenotedE＝（2花）‾ndE．Arelevantparticularcaseisgivenbythechoice  

甲（x，∈）＝〈x，E〉，COrreSpOnding to the pseudodi能rentialoperatorwith symbol  

α（ズ，∈）in㍍v，β（麒加）  

上〝  
ビf〈ズー∈〉α（ズ，ぞ）読（引郎．  血（ズ）＝  

Inview ofPropositionl．6and Definition2．l，theintegral（2・3）is absolutely  

COnVergent・TostudytheoperatorAapweneedthefbllowlngPreliminaryprop－  
ositionandlemmas．  

蝕oposIT10N2・4・エ叫∈㍍v（点加牒）♪r∫彿gβ＞0・乃e乃，♪rgu叩∝，β由  

〃〃，血rge血J∫βル〃山女∽た∝，β（∬，∈）∈C∞（点加）∫〟Cカ血∫  

か苦かどe舶∈）＝e柚牝β（ズ，ど）   



Marco CAPPIELLO  

悔，β（ズ，矧≦（2β4βmax（l酬β，1））州βl㈹！lβげ  

max緊卜11〈ズ〉帰朝maXや璧ト1†〈∈〉かりト】ユー   

∑  
力＝0  

∑  
々＝0  

（2．4）  

り出り  （叫〃   

かα／J（方，ど）∈点2〝．  

In the fbllowlnglemma we collect two we11known fbrmulas fbr factorials  

and binomialcoefncients．The proofis omitted．  

LEMMA 2．5． 桁カαぴど：  

（た十ノ）！≦2かリノ！ん！∀ノ，々∈Ⅳ  

左（；）＝ぐ芸り∀α∈〃〃，榊・  
】α′！＝♪   

PROOF OF PROPOSmON2・4・We argue byinduction onJα＋PJ．For ct＝  

β＝0，the assertionis trivially verified・For［c（＋βI≠0，We have   

β∈∫か筈βgピ帖引＝♪言♪野恒、ど）∂ぞ∫恒，紺  

＝押ぞ）左（；）（β）ん刷′（瑚∂脇（痛  
β′≦β  

Bytheinductivehypothesis，aPPlying（2・5）andobservingthat O＞max（／L，V），it  

fbllows that  

（£）（茅）た∝棚′（榊狗鮪申，∈）  

≦雛）（茅）  
l酬ββ困＋酬＋12榊′伸（∝′！）〟（β′！）γ〈∈〉－lズ′1〈．て〉トl〆‡  

・（2〟4βmax†l酬β，1））恒′け1β－β′！ （‡α一項）β（】β－β′げ  

maX†0、恒′トり〈ズ〉仙刊トβ′四a刷β－β′トl）く∈〉紬一恒′1     て■■■「   ＼－t／     ■ －     「  
（仙／ノ  （ん！）′J   
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≦去（2β棚max（l帖l）） 
州肘  

・転（；）読神川∝－叫 嘉T（困胸一叫）  

〟maX（0圭什11〈．て〉虹2珊  
∑  

（／王！）〟  

Now，by（2．6）：  

左（；）註仲川∝瑚）〃  

ma榊lβ－β′トl）〈∈〉…－！∝     て 「  

！tβ－β′l！）β ∑  

ん＝0  

m叫帰一什1）く∫〉恒三瑚     て岬ヽ   

∑   
（軒ノ  

m輔一両－1†〈∫〉…棚      「 「  

）去（州■∝ト  β）！〃 ∑  
（坤〃  

▲▲■L■∧l」品」  max緊川）〈芳〉虹2瑚ざ  

∑去≦芸（附1）！〃∑ 仙l興 
≦（困）〃 ∑  

／ト＝O   

Analogously，We have  

（軒′  （叫〝 ∠一     J）＝0  ん＝0  

max裾…′ト＝〈∈〉…－】コl     て■‾「  

完（茅）益雄  
！tβ－β′tり〃 ∑  

鬼＝（J  
（叫〟  

”        4′．ハ．．、〃maX里トり〈∈〉…－」可  
≦三脚） 

∑  一3＼けノtリ   （叫〝  

n・OmWhich（2・4）fb1lows・ByestimatingsimilarlyD，r，DgDfeip（r｝），WeCOnClude  

the proor．  □  

REMÅRK2．Pr呼び∫ブ才わJ72．4加甲Jgピ∫如タ〟rJ血Jα＝／‡〟J．かどl）ビ甘エ′＞OJ如rど  

どズ加J∫〟（・0那r〟〃JC上′＞0∫〟（・カメゐαJ  

l現ビ帖盲）l≦Cg！十1（脚！）〟〈．T〉〈∈〉〆’くぞ〉ト‘′  
（ユ7l  

．かα／Jβ∈Ⅳ〃α′7d♪rα／J（ズ，∈）∈虎ユ〃．∫∫血ねゆリl，どゐ〟ぴど血ピ∫加〟抒∫  

Iβ言坤舶・‡）】≦Cg＋脚（酬刷！）β〈ズ〉く¢〉gエ煩〉…＋（椚  （2▲8）  

♪rα／J∝，β∈〃〃α〝dカrαJJ（∫，∈）∈点加．   
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Let us set，fbr t＞0，  

e′＝（（ズ，∈）∈虎2〃：〈ズ〉＜ら〈∈〉＜り  

併＝点2〃＼臥  

LEMMA2．6．凡r（Z乃γ伊加〃只＞O d乃dβ＞1，押βCα〃．伽dα∫ピヴ〟ビ〃ぐピq／■  

脚〃乃ピ押加ル〃C血那折ズ，引∈仔（点2〃）蝕止血融∑芸。斬ズ，引＝lo′7月加，  

叫押¢0⊆∈転  

∫御中ノ⊆¢3月（川小段即  

‘川（／  

supID言D絢（x，E）l≦C帥IPl＋1（∝！）P（P！）一’［Rsup（j＠，1）r回一         尺加   
ノわr（才／／α，β∈〃’－．  

PROOF．Let¢∈（昔ノ（R2n）suchthatO≦4≦1，  

1ir（∬，∈）∈e2  

0ir（ズ，∈）∈e言  〈   

¢（∬，∈）＝  

and  

supl埠鰯（ズ，∈）l≦〟神棚困（畔‘（β！）’■  
R加   

fbr a11α，β∈Nn．Let us set  

針（相＝べ蒜，孟），ノ≧1・  
Finally，We define  

¢0（ズ，∈）＝飢（ズ，∈）  

叱（ズ，∈）＝針十両，引一融ズ，∈），ノ≧1・  

ThissequencesatisfiestheconditionsoftheLemma・Wecanassumethat勅are  
nonnegative choosing fbr example4（x，E）＝¢l（x）¢2（E），Where¢1，¢2are nOn－  

negative fhnctions which radially decrease．  □  

LEMMA2．7・エビJ甲∈汐‘椚dd加剖七占γd（ズ，∈）血ル′托一血刀〈Ⅵ甲〉ユー込雄．  

乃ピ〃，1／d∈培‾ヱ）岬2〃）・   
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PROOF．From（2・1），it fbllows that  

ld（町訓≧〈∇∈甲〉2≧q2〈∫〉2・  （2・9）  

From（2．9），arguingbyinductionontheorderofthederivativesofd，itiseasyto  

Verifythe assertion．The details areleft to the reader．  

Let us now consider the operator・ノ頻de負ned by  

し／徽＝β（1－Aぞ）  

Where D denotes the multiplication operatOr byl／d．We observe that  

．徽〆恒，ど）＝ど岬（・Y、亡）  

and that  

．′穐＝′（1－A∈）′β＝（1－A〈）β・  

（2．10）   

LEMMA2・8・エビ′甲∈よダ，〟∈1∴・、′ノ（が′l；」），〟∈ぶ榊’り〟〃d†帰ノ≧Pゐ…  

〝亡汀／侶〃J＝そ／、Jカビ川叫′払ゞ如上ピけ珊〟2．61再才力ど＝β・銅ビ乃，血rピピ血J即∫肋ビ  

ぐ釧∫J（〃招β，（’，〟，エ∫乙〟一月J巌〟，♪r紺ピ伴£＞0〟乃d〆げ即ピ竹ノ，Ⅳ∈〃，∝，β∈〃′～   

明明（お）〃勅（∬，帥（・r，銅（釧  

≦紺ル，～： ぐ州β蓼〆〃（神州βげ（（2〃）り〃〈け彗担〉り‘′ピポ（叫くど〉り√′ （2・11）  

．舟r甜（．Y，∈）∈尺加．  

PROOF．The proorcan be obtained byinduction onN chooslng B，Csu爪－  

cientlylal・geintheinductivehypothesis．Weomitthedetailsfbrsakeofbrevlty・  

□  

THEOREM2．9．エビJ甲∈♂．mビ乃，血用叩（〟，〃）→ん甲以ねdわ招乃ピαr〟柁〟  

叩肌叫，‘■刷血刷＝明り仙朋㍍－，．〃岬加）×∫g岬”い‘）∫榊”）〟′7d′＝α〃如  

ピ■て加滋d′〃〟相加‘～rα〃d岬〝r〟ゆ（一肌′血0〟＝叩．伽川岸、l．β（虎加）×瑠′岬〃）  
招郎′（R′り・  

PROOF・Letus触tzer；∴．，。（R2n）andshowthatu→A。Piscontinuous  
ft・OrnSH（RFZ）toitself・Basing on Propositionl・3，We触B∈Z．，L＞O and  

consider the bounded set F determined by C＞O  

supピ榊Ifノ酪酬≦甜lβ庸）〃  
Y∈β〃   
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fbr allu∈F，β∈Nn．Estimates ofthe same type are valid fbri）in view of  

Propositionl・6・ToprovethecontinultyWithrespecttou，Weneedtoshowthat  

there exist Ao，Bo∈Z十and a constant Cb＞O such that  

sup‡沼掛局中情端凍lβ『t（岬）β  （2・12）  

．Y∈尺月  

fbrallα，β∈Nnandfbrallu∈F・Let軌h≧Obeapartitionoftheunityasin  

Lemma2．8．We can write，fbr any丘xed x∈Rn，  

弘  
e柚吉） 軒“）〟（ズ，∈）克（∈）♂∈・（2・13）  ズ∝刀ぞ（d‘∫，甲〟）（ズ）＝ズ∝βど  

Nowthereexistsj（x）∈Nsuchthat2Ri（x）0≦くx〉＜2R（j（x）＋1）0．Integrating  
bypartswiththe operator．／＠E de6ned by（2．10），We Can decompose the sumin  

（2・13）as fbllows：  

芳∝♪望月叩〃（ズ）＝Jl∝β（ズ）十亮αβ（ズ），  

Where  

埴）＝若潮JR〃  
e紳，∈）（頻）欄（ズ，帥（和銅購）】♂∈  

and  

柚）＝ノ某）珊J∬〃抑晰欄（欄（掴∈・  

Letus estimate thetwo terms．By Lemma2．8and Remark2，fbrevery L′＞0，  

there exists CtI＞O such that fbr every e＞0  

け－∝刷≦若くズ〉】可完（紬酔珊（舶折潮㈱‖♂∈   

≦槻雛（（む）！）β完（茅）c岬（・β暮！）β  

．r〟．．  
・〈ズ〉附1－むeg〈ズ〉りβ   

〈∈〉ピー（エー⊥′－ど）〈ぞ〉1ノ〝♂∈  

Wheretheconstantsarethesameappearingin（2．7）and（2．11）．Weobservethat，  

On the support of砺and henceonthe support ofZIW，Wehave  

〈ズ〉帖1〆〈ズ〉l／β ≦怖坤（酬）βピむ   
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ifwechoose£＜（l／3R）l／（’．Furthermore，fbrj≦j（．Y）、〈．Y〉べ′≦（4R！jコfJ）血ノ・Thus，  

choosingLJ＜Lande＜min（L－L／．（3R「り〃），itturnsout that  

（ヱ・14）  

‰州≦娩珊‖〟＝誹β咤（封  

where the constants Al，Bl．M2＞O areindependent ofu∈F．Chooslng R suト  

鮎ientlylarge，WeObtaintherequiredestimatefbrll掛ArgulngaSintheprevious  

caseit turnS Out that there exist positive constants M3、Aコi′′suchlhat  

酬≦ （拙酢机㈹≠（潮㈱‖‘∫ぞ   
′， 

川帖」㌢冊州βけ′′某｝ぐり尺′や，′－け、′ミ）＝ ♂∈・  

Now、tbrj＞j巨）、We haveくx〉＜（2R）jl）、SOく‡〉≧（2R）j〃．Thus  

）ノ （2・－5）  ！ん郷酬≦勅l恒ル、～．月ゞ卜州（匝川βl！）   

Whichgives（2．12）fbr R suf瀧cientlylarge．Furthcrmore，什om（2．14）and（コ・15），  

wededucethatalsothemap〟→A，t．甲LJiscontinuous丘汀ilny飯edu∈瑠（Rn）・  

Thisconcludes thenrstpart ortheproof．Toprovethesecond parl、We（一bservc  

thとIt fbr～り－∈∫〟岬〃），  

J尺〃 ノ1‘岬仙（湖＝J㌦瀞描購  

where  

J  

〆れ引 恒，帥巾）♂．Y．  
吼－ほ）ニ   

鬼門   

Furthermore、bythesameargumentortheBrst part oftheprooいtわIlowsthat  

themapllヤuL・islinearandcontinuous丘omSg（Rn）loitseir．Then、byProp－  

OSitionl・6、WeCande触e，fbruin SX′（Rn）、  

（ん〆榊）＝長（〟l・）、l・∈瑠伏〃ト  

ThisisalinearandcontinuousmapftomSH［（Rn）toS＄里門whosereslrietion  
on sg（Rn）coincideswith A。．P de触ed by（2．3）．Itiseasy toprove thatitis  

COntinuousalsowithrespect toa fbra触eduinSgl（R〟）．  ロ   
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DEFIMTION2・10・加叩erα加加 g（ぶg（R〃），ぶg（点〃））由∫〟fdね如β－  

re♂〃ねrgz吻ダブgcα〃ゐeどズ励鹿dg…肋eαrd乃dco〃血〟仙∫椚印加別電′（点〃）  

わぶg（R〃）．  

蝕opos汀ION2．11．ゲβ∈粛（点加），血〃dα，P由β－rβ♂〟血rた吻，  

PROOF・Letus consider the kernelK associated toAa，甲glVen by  

J  

ビf（恒，どト〈γ－∈〉）α（ズ，∈）館  ∬（ズ，γ）＝   
ガn   

ItissumcienttoshowthatK∈S8（R2n）・ThiswilleasilyimplythatA。PisO－  

regularizing・By Proposition2．4，fbr every h，k，β，γ∈Nn，We have   

方々γケβ錘f∬（ズ，γ）  

＝ト1）けlズんγ力∑  

β′≦β  

g‾f〈J′，盲〉∈γβど′ど輌，∈）・βぎ‾β′α（ズ，引♂∈  

（茅）上〃 
ど岬∫〈γ，ど〉抑斬…・酢（町川郎  ＝ト1）照 

∑  
β′≦β  

＝（－1）照∑  

β′≦β  
（茅）力】  

／7！   7・！  

∑  
（－メ）酬  

十缶3＝カカ1！材カ3！（γ－帰！  

／ll≦）・   

・上〃  
ピ帖ぞトくγ，∈〉）毎，β′（ズ，膵－れ埠叶〆α（ズ，∈）♂∈・  

Hence，by Remark2，it fbllows that fbr every L／＞O there exists CL．，＞O such  

that  

／J！  ：・！  

匪出願胚（ズ，州≦ ∑  （相好）β（β！）βc㌢槻＋困十l  

恒缶3＝万力l！相好（γ－カⅠ）！   

力l≦）・  

、∫尺，．   
・〈ズ〉…ピー（レエ′腑／β  く∈〉附柚十lピー（エ」ハ〈ぞ〉1／〃堪 

Chooslng L’＜L，it tums out that  

朽坤靭項潮≦吼噂刷頻柚（棚！β！γ！）β  

fbrsomepositiveconstantsMi，i＝1，2，3andfbrall（x，y）∈R2n．Then，Kisin  

郎（虎2〝）．  □   
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To conclude this section，We glVe a nOtion of asymptotic expansion fbr  

symboIsh・Omr箭．，。（R2n）・   

D肝INITION2・12・エビ∫凰C＞0・杵セ・正旧〃滋〃0抒毎鞘，〝岬ヱ〃；β，C）血  

甲αCピ〆〟J／か∽〟J∫〟m∫∑≧。竹（ズ，∈）∫〟〔l力血竹（∫，引∈CⅧ（月や）♪r〟／り≧0  

〟〃dノわrビロビ叩£＞O   

sup sup  sup c一軒LPトむ（a！）－P（β！），t’（j！）‾〟Jl＋1〈E〉l岨〈x〉附   

ノ≧＝tβ∈〃′’（ズ誹∈9ふ〃什1  

・eXp卜占（】ズiり〝＋l引岬）脾押施（ズ，∈）l＜＋∞・  （2．16）   

Considerthespace鞘、，，〟（R2n；B，C）obtainedftomt死票l、。（R2n；B，C）by  

quotientlng by the subspace   

g＝〈宗榊∈珊瀬β，C）：明（両⊂鮎畔l∀ノ≧0〉・  
Byabuseornotation，WeShalldenotetheelementsofF彗㌢v，〃（R2，7：B，C）byibrmal  

SumSOrthefbrm∑ニ≧0竹（x，E）・Theargumentsinthefbllowingareindependent  

Ofthechoiceofrepresentative・Weobservethat閂芸｝v，〝（R2n；B，C）isaFr畠chet  

SPaCe endowed with the seminormsgiven by theleft－hand side of（2．16），fbr  

E＞0．Weset  

鞘、，，〟（皮加）＝ 垣 愕、．，〃（〆′－；β，C）  
β，ぐ一→一卜ワ 

Every symbola∈r；ご、，，〟（R2n）can beidentiBed with an element∑i≧。竹Of  
鞘v．。（R2n），bysettingao＝aandai＝Ofbrallj≧l・   

DEFIN汀ION2・13・肋叩′励r－用∫〟棚∑≧。隼，∑′≧。巾偏げ笛、〃伏ユ′り  

〟rピ叩〃血ね〃J（けどl〝如∑ノ≧0り（ズ，∈）～∑ノ≧0可（ズ，引）打血rピピ血ぐ〃ば拍痛  

β，C＞0∫〟（・力J力〟J．舟r〟／／ど＞O   

sup sup  sup c‾附P卜2JV（α！）W〃（β！）－l’（N！）－FLJ’＋l〈E〉帖〃〈x〉脚十〃   

〟∈Z－←エ・β∈ル”い，∈）∈9ニ〃〃＋＝  

・eXp州り〃＋呵甲骨竹一項佃・   

T＝EOREM2・14・G血…∫£J用∑≧。隼∈鞘，．，〃岬2〃），岬Cα円β習d〟叩ムoJα  
加岸v．β（〆〝）∫〟Cカ血∫   
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α～∑竹 加瑚■t・，β（酔）・  
ノ≧O  

PROOF・LetusconsiderthefunctionsgideBnedintheproofo量、Lemma2・6  

With＠＝〟＋v－1andlet us set  

靴（ズ，引＝1  

勒（ズ，∈）＝ト動（ズ，引，ノ≧l・  

We want to prove thatifRis su凪cientlylarge  

〟（ズ，∈）＝∑瀬右胸（∬，∈）  
ノ≧0  

（2．17）  

iswelldefinedasanelemento‖昔，．〃（R2′J）and‘l～∑i≧。隼in閂：．・．t，（R＝n）・   
First ofallwe observe that the sum（2．17）isloca11y鍋nite soit defines a  

functiona∈C∝ノ（R2n）．Consider  

（；）（雲）叶甥‾γ叫困卜叫竹…・  埠轍（ズ，∈）＝∑∑  
ノ≧0），≦α  
∂≦β   

ChoosingR≧B／2whereBistheconstantinDe6nition2．12、WeCanaPPlythe  

estimates（2．16）and obtain   

脾轍（∬，釧≦C州附1岬〈がβ】く∈〉‾！可exp［州り”＋l引1′′”）j∑J毎（・Y，憲∫）  
／≧り  

where  

［（∝－γ）り〃‾1［（β－∂川t■鵬1  

句郷（ズ，∈）＝∑  
γ≦∝  

∂≦β   

γ！∂！  

・C州‾l∂】（ノ！）叶V‾l〈ズ〉腑〈ぞ〉l呵埠輿水紺  

Inviewofthepropertiesofthefhnctionsq，Wehaveeasily  

旦∝β（ズ，ぞ）≦Ci拙βけ1（∝！）〟‾1（β！）－●－l  

fbrsomepositive Cl，C2With C2independentofR・EnlarglngR，itfbllowsth之It   

コニ  

∑鞄β（ズ，引≦C㌢棚十1（畔上1（押し1∀（ズ、∈）∈が月  
ノ≧0   
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n－OmWhichwededucethata∈「；、・．0（R2n）・1tremainstoprovethata～∑≧。q・  

Let usfix N∈N＼†0）・Weobservethatif（x，∈）∈Q＝RN〃＋v¶1，then  

〟（∫，∈卜∑竹（ズ，∈）＝∑竹（ズ，陶（ズ，紆  
ノ＜〟  ノ≧〃   

Thus we have  

∑甲鞠（ズ，鞠（ズ，紺 ノ≧〃  

≦C州佃岬く∫〉‾【βト〃く∈〉‾帖〃exp［棚り〝＋l引り〝）】∑巧岬（∫，∈）  
ノ≧〟  

Where  

［（α【州ノト1【（β－∂）！］l’‾1  
巧岬（ズ，∈）＝∑  

〉・！（ヲ！  

・C州■】βl（ノ！）′叶lく∫〉附町〈∈〉榊竹坤軌舟紺  

Argulng aS above we can estimate  

巧∧′αβ（ズ、ピ）≦げ刷肋1（〃り〟帖l（∝！）〟－1（β！）V－1  

and this concludes the proof．   

PROPOSIT10N2・15・エビ′甲∈汐〟′－d〟∈「ニv、〃（虎2〝）∫〟ぐ力血gα～0・撒〃，血  

叩（リ・（JJ川・．有川／．ヾ仙・丹仲／（げ／ニ血〃．  

To prove Proposition2．15we need a preliminary result．  

LEMMA2．16．エビJ〟，「，β，眉占ピタβ∫血ビ〃〃〝血r∫，p≧1．I枠瑚乃ビ  

〟r〃（〃りr  
A∈尺十．  力（ス）＝ inr   

0≦〃≦ぬル ノ〃／β’  

乃ピ〃血rどピ血Jク（）∫′J緑川乃∫Jα〃g∫C、T∫〟（ゾ王J如才  

力（ス）≦（1一丁スり‘′，A∈針．  

PROOF，See［23］fbr the proof．  □   
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PROOF OF PROPOSITION2．15．By Definition2．13，it fbllows that fbr every  

e＞O there exists a constant C。＞O such that   

l埠輿（ズ，∈）l≦GC帖βl（α！）〟（β！）Vく∈〉‾】∝lくズ〉凋exp［刷1／β＋l∈lりβ）］  

C2〃（Ⅳり叶V－1  

inr  
0≦〟≦栂〉十〈ズ〉）1′（′酔l） （〈∈〉＋〈ズ〉）〃  

fbr every（x，E）∈R2n，α，β∈Nn and fbr some虐，C＞Oindependent ofα，β，E．  
Applying Lemma 2．16 with Q＝r＝P＋v－l，l＝〈E〉＋くx〉 and takinginto  

account the condition O≧FL＋v－1，We deduce that fbr alle＞0  

】埠輿（ズ，引l≦CC帖βl（∝！）佃）Ve十州り”十桔門   （2・18）  

fbracertainpositiveT．ForO＜e＜T，itfb1lowsthata∈Sg（R2n）．Weconclude  
invoking Proposition2．11．  口  

We remark that Definitions2．12and2．13have an analogous version fbr  

SymboIs or負nite order ofDefinition2．2and that allthe results orthis section  

hold also fbr such symboIs．  

3 The Composition Theorem   

We glVe here our main result whichwi11be appliedin the sequelto the  

SOlution orthe Cauchy problem for certain hyperbolic operators・  

THEOREM3．1．エビJ〟，V，♂みピr紺／肋J習ゎer∫∫〃Cカ′如才l＜／J≦v，β≧〃＋v－1  

（沼（J／ピJ   

J  

eゆkぞ） 

尺〟   
α（ズ，銅（∈）♂ど，  

ピ′〈ズ，∈〉β（ズ，銅（∈）♂g  

d。，甲以（ズ）＝  

J  

タ以（ズ）＝  

尺〃  

げろビrどP∈♂，α∈芹J、β（点2〃），p∈rv（点2〝）♪r∫0椚ビ椚＝（勒，椚2）∈R2・乃ピ〃  
〃」叫′．ヾ、J〃＝／晶ノ〃－r用＝山′七叫ノ叩亡・′・【仙′・・、・・‘′ル…・／〝／′叫／…／り－〔・r曲り■－1刷／）／眈ヾ（・  

町肌＝叩血中由，∈）∈じ，β（点2〝）・凡r血r〝研ビ，  

ヴ（ズ，∈）～∑勤（ズ，∈）′〃愕v，〝岬2〃）  
ノ≧O  

lγ力どrど  

融ズ，∈）＝∑（d「1巧（（∂抑（ズ，取締り′，∈））α（“））し三，  （3・1）  

！よl＝ノ   
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α〃d  

やて甲（∬，γ，∈）＝  （取甲）（γ＋T（ズーγ），引dTt  

REMARK3．月′0椚乃紺re椚3・1，We Cα〃rビC御地「ビJ如∫J釧血r（7co〝卯∫∫Jわ〃  

♪仰〟血ルrク∫ビ〟ゐd解ざrビ血〟／呼erαJ椚・〟α∽ピれげ甲（ズ，∈）＝〈ズ，∈〉，伽〃Pd。，甲ね  

α押〟ゐd掛ど〃血／叩βrα耕一γ∫′力叩如／す（ズ，引∈じ，β（虎2〃）・爪〝血r〃研e，  

頼，∈）～∑（α！）‾1∂若鮎押芸α（ズ，∈）・  
∝  

血四r血れグー〟∈㍍：－こ（酔），血ヴ（ズ，引∈㍍：－J′”′（R加）α〃d轟，∈）－α（ズ，紆  

p（ズ，ど）g∫由仁J′7トビ岬加）・肋∫加／／油）…加w／脚ビ．ル〃血′良材●血gJロムαJ  

／）．ヾ州／叫〟h・川J／〟＝・（J／川／肛lノ．⊥．Z‘川〃／7／川／才一三井・～・J血ヾ／∫血腑トr〃‘JJⅢニ州（卜I’．  

〟or血血【12】，エ．月od血［23］，㌃ノ如血11】；血ぐβ′叩0∫〟わ〃♪〝乃〟Jβ〟ゎびピ∫∫  

∫櫛ぐねJ7り♭rJ鮎（即／如才わ那加血〃ビガJ∫ビビデわ仇  

LEMMA3・2・エビ∫恥ノ≧…ビ頻乃どd占γ（3・1）・乃叫∑≧。竹∈愕v，β（R2〃）・   

PROOF・LetA，B∈Z．suchthat甲∈㍍v（R2n；A）andp∈昔、，（R2n；B）・Letus  

負rst show that there exists C＞O such that  

l埠矧昭（∂抑（ズ，や岬（ズ，“））し，芯、】l  

≦C（βq）l輿4…max（Il洲。，1）d2βq（〃＋1）） 帖β州  

・（lγけ回）！〃（l∝l＋脚）！V〈∈〉叫「刷上回〈∬〉mヱ‾回」βl   （3・2）  

fbrall（x，E）∈R2n，α，β，γ，q∈Nn，WhereCふistheconstantappearingin（2t2）・We  

argue byinduction on回．The case∝＝O can be treatedinturnbyinduction  

Onlβ［＋lγl．The assertionis easily verinedifβ＝γ＝O fbr any o・∈Nn▲If  

（β，γ）≠（0，0），触ingtheattentiononthecaseγ≠Oandapplying（2・5），Wehave，  

ねr some力∈（1，…，〃），  

lβ言βど（∂言州ズ，取直，∈川＝l町ビルかど♪g力（∂首班ズ，∇て締∈川  

≦若鳥（茅）γ′妄ビヵ（｝’；′ビカ）軒竹ど帖矧  

・町γしピカ叶β’（∂；＋p′州ズ凡締捌   
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≦〃C（βq）帖1〈∈〉′叫‾帖αlくわ〃両βt  

・完（茅）γ′妄ビん（γ；′β′う  

tl拙dlβ′州十24畑十け′け1）（仰）〟（け【γ′l十剛！′ノ  

t（酬！）V（lβ－β′l）！V（4…max（l帆，l）d2βC甲（乃＋1））lβイトト炉イ十1  

≦C （βC甲）岬＋lmax（帖1）」2βq（か＋り）…  
巧  

・く∈〉′刷〈ズ〉〃州 

完（β）（紺（－β一佃■  

・γ′妄ビ′，（γ；′ピカ）  
Now，aPPlying（2．6），  

∑  
）・’≦）・－ど力  

（酬！）〃（1γ－γ′けlα，）！〟  
（乃＋1）‡州  

）   （γて ）’‾ 

ぐ／  

（け′l！）〟（け－γ′1＋l叶＝）！〃  
（〃＋1）lγ′1  

㌔1  
≦（・γ・＋剛〃右打坪塑 （…）！′J  

In the same way we have  

完（ぷ）  

1  J7＋1  
≦ニ‡二（圃！）－’≦2（脚！）l■  （lβ′げ（lβ－β′l）！V  

（〃十l）lβ′圭一  〃  

n・OmWhichwededuce（3．2）fbrα＝0．Forwhatconcernsthecasec（≠0，什om  

theconditionsonp，甲andtheinductivehypothesis（3・2），WeCandirectlyestimate  

l哩矧彗（∂言州∬，敢甲（ズ，γ，紺し＝，］l  

叫町現引  
（トT）岬五∬舟鍬γ＋中一γ），引dT  

・（∂言車′鍬ズ，範頼，γ誹）し＝∬  

＝l甲塙∝妄どム（αニ′e力）Jニ（1一丁）仰dT  

・（軒拙腑）町∝′一明＋ピ柚転甲恒岨   
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Weleavethedetailstothereader．From（3．2），aPPlyingLeibnizfbrmulaandthe  

hypothesisol川Wededucethat∑≧。qi∈閂‡、・．〟（R2n）・  

LEMMA3．3．Gil）en t＞0，］et  

〃刷＝惹，榊  

7ⅥピJ7，．ルrピUビワ亡＞0血rどど血J∫〟ぐ0〃∫Jα〃JC＝C（J，亡）＞0．－以C力血J  

CWlビ（トり′′い 
≦研′（〃）≦Cど（什叫l／‘  

ノわr押（里＝7≧0．  

See【13j丘汀tlle PrOOr．   

ln the fbllowlng We Sha11also denote fbr t，0－＞0，．Y∈R′’，  

′叫，け（ズ）＝′77函〈ズ〉ユ）．  

（3．3）  

（3．4）   

PROOFOFTHEOREM3・1・WestartbywrltlngeXPlicitelyPAa，甲1nthefbrmof  

oscillatoryintegral．Tothisend，letx∈S3（R2n）suchthatx（0、0）＝1・Wehave，  

わrany王ほ∫ガ（R′7），   

玖両）＝釧ピ恒，価仙湘血）（J棚〝  

川  
ピ仙’誹十〈∫‾・γ・頼 

β（∬，〝）〟（ノ，，ぞ）ズ（み，∂〝）aほ）み和郎  ＝1im   
lト→l）  

＝linl  ‘∫・→0  

ト…（肝帖甥（擁（硝（柚）抽）榊∈  

where  

れて，γ，ぞ、〃）＝甲（γ，引一甲（∬，∈）＋くズーJ，，ワ〉．   

Let us prove、Sketchily，that thelimits existsand does notdependonthechoice  

Ofx．First，fbr every r∈N，We have  

ピ舶，・t’、j・ 車βい，〃）〟（J，．紬購両軸め画  

ピf（く▼りt▼′7〉‾恒，細 く〝〉‾2rp（∫，州1－△．γ）r【ど帖㌔（J′，紬（触∂州卸動・   
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If2r≧mI＋n＋l，then〈q〉■2rp（x，q）∈rlrlp2）（R2n），SOitisintegrablewith  
respect to〃．Furthermore，by Proposition2．4and Remark2，  

（ト△γ）r［gゆh垢 （γ，紬（み，∂刷＝ビ∫拙ぞ）み，∂（γ，∈，り）  

Where b，．∂is such that fbr everyど＞0  

1坤r，∂（γ，∈，矧≦G，rβ輿β！）♂exp［ど仙りβ＋鳳1／β）］  （3・5）  

fbr some Ck，，＞Oindependent of∂・Moreover，integratlng by parts with the  

OPeratOr  

1 J㌔ αヴ  
∑三完（ト△〝）ヴ  鳥，2β＝  

椚2餌（γ）毎（ヴ！）之〝  

we obtain  

ど叫（∫，J’一拍） 
ク（ズ，ヤ）〟（γ，餌（み，，∂〝）み萌  

＝薫蒜JJ  
ピ榊（γ，∈卜恒，ビト〈γ、抽  

∽2…（γ）  

・（トA〝）佃〈ズ，〝〉く〃〉‾2rp（∬，冊r，J（γ，わ州¢両  

From（3．5），it fbllows that  

（1－A〝）輝〈ズ，〝〉く？〉－2rク（ズ，冊「，山，∈，州＝ピノく・V，〝〉仁・。、r，∂（ズ，γ，∈，〝）  

Where cq．，、∂（x，y，E，〝）is such that  

lcヴ，r，∂（ズ，γ，∈，柚≦G、r叫デ（曾！）2β〈ズ〉研ヱ〈ヴ〉‾〃‾1exp［くズ〉l／〟＋拙ll／‘ノ＋l引1／〃）〕（3．6）  

with怖independentofq，∂，8，q．Thus，fbro・＜M；land8＜00，1／（2〟），byapplying  

（3．6），Lemma3．3and the standard dominated convergence theorem，it fbllows  

that  

〆伸べ） 頼，銅（引d且  P」叩〟（ズ）＝  

where   

ご∴ご＝ニ 

巨  

ビ坤恒，鋤） ク（ズ，〃）α（γ，紬（み，句）み動  

二仁′ ＝蒜  
ビ軸（γ、引一甲（・Yl引－く・リ、頼  

〝72鋤（γ）  

・（トA〝）輝〈J、〝〉くり〉‾Zr由，冊r，0（グ，∈，州み萌．  （3．7）   
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We shall write 

J」－  

ビ叫（W鋤 ）β（∫、り）α（ユ，，引め′動   （3．8）  甘い，∈）＝  

givingto（3．8）themeaningor（3．7）．Thankstothede負nitionabove，SuChintegral  

canbetreatedinastandardwayasanoscillatorylntegralandwewi11writeitin  

the sequelin the fbnn（3．8）to simphfythe notation・   

Letkbeapositiventlmbersuchthatk∈（0，l）andletxk∈G占■（R”）suchthat  

ズん（α）＝1irlJl≦ん／2and領（α）＝Oirl可≧た・   

We can decompose  

ヴ（∬，∈）＝恥（方，盲）＋r（）（．Y，g）  

wllere  

帖ビ）ニ肝仙・，甑（器）〟（J潮榊♂〝  
and   

帖）＝肝帖′′）（トズん（器））〟（ノ勅（湘，‘7〝・  

Let now e∈（0，l）and OJ：∈GH（Rn）such that O（：（cr）＝1iflqt≦£／2and  

動（げ）＝Oii、IJl≧ど，  

Then  

仰い，引＝肌（・て，ぞ）＋rl（∫，∈）  

where  

鋤）領 －・－∴∴＿二 l－－． 
）  

〝－∇、申しⅤ，ど）  

、トl▲  

Y   
ピ帖l’・  〟（γ，∈）れて，り）み（わ7  軋   机（∫，∈）＝  

くど〉   

and  

rl（・て1ビ）＝ JJど′…）ズん（器）（ト軋（  

We observe that  

り一∇岬（∫，ど）  
〟（ユ，，∈）〆★潤）み動・  

〈∈〉  

軒咄十”（J∴引＝く．て一宮∇雄（ズ，．l′，∈）〉・  

The change ofvariables  

ニニ．l・－－．ヽ、こ＝J卜Ⅴ、粧し．l－・さ！  

gives  

g＋∇、れて，∫＋ニ、引一吼甲（∬，∈）  
帖∈）＝J卜＜二・こ〉巌（云）軋（  

〈∈〉  

×〟い＋ニ、ビ）〆∫，；＋取甲（㌫∫＋ニ，引）ゐ貯   
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〝－∈＋や岬（ズ、γ、どト∇押しY、∈）  （
 
 
・
h
几
 
 
γ
∧
 
 

〈盲〉  

×：α（γ，ぞ）ク（∫，ヤーど＋∇v甲（．Yり′，引），  

we have  

．トr  
ピ‾′くニ，；〉占（∬，．て＋ニ，∈，∈＋【）血貯  机（ズ、引＝  

A Taylor expansion of－bin thelast argument near E＝O gives  

ゐ叶∬＋ニ、∈，∈＋（）＝∑（α！）ヤ（御）（・Y‥Y＋ニ、＝）  
l∝】≦ノ  

＋（ノ＋l） 

．1 J（ト 

h・Om Which  

lコl≦ノ  頼∈）＝∑（両脚）恒鋤悟  

＋… 

，1一 ト 
with  

．卜r  
ピ‾fくニ・；〉壁（御）（・Y，∫＋ニ、∈1盲十′【いた♂；・  rα′（ズ，引＝  

We observe that xkisidenticallylin a neighborhood of v＝，Y and（軋is  

identica11ylin a neighborhood off7＝E，y＝X，SO  

射（∫，∈）＝∑（須「1β榊言p）（・Y・や岬（∫，JⅧ軌，，拙＝＿、  
lヱ‡≦ノ  

＋（ノ＋1 

1 隼巨 
＝帖…＋1軒l（l項ヱ′（榊   

王   
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Letnow抽〉beapartitionortheunityasin Lemma2・6，withQ＝／L＋v－l・  

Then  

ノ  

れY，∈）＝∑頼，∈）∑れ痛十r2しY，ぞ）  
ノ≧11  力＝（〕   

where   

r2（・Y，∈）＝畔） 
．α一 り三 

By the de触ition ofthelわ，it fb11ows that  

別（・Yl∈）＝∑鋸（・Y、引甲山（・て，引＋「再、∈）  
ム≧O   

Where甲h are the cuトO汀ftlnCtions definedin Theorem2．14．Fina11y，We have   

2  

ヴ巨，ビ）＝∑酌（・Y，紬（・Y，引＋∑r′（・Y、ど）・  
ん≧O Jニ（）  

By Proposition2．11，itis sufncient to show that rI∈SX（R2n），i＝0，1、2，tO  

COnClude the proof．Namely，We have to prove that fbr everyi＝0、l，2，there  

exist positive constants Ai，Bi，CiSuCh that  

sし1pl・Y′∈′′坤軌（祈釧≦C′」さ…′野川岬！岬）′ノ  

（ヽ．ぞ）∈尺コ′－   

わr all／ノ′、∝，β∈〃〃．  

（3．9）  

友一痛〃〟ナビrそ／■r（ト   

In order to simplifythe notations，Wewi11prove the estimate（3．9）only fbr  

叉＝P＝0．Thecase（∝、β）≠（0，0）canbetreated usingthesamearguments．Let  

¢′、j≧O be asin Lemma2・6with Q＝O andl、／r∈Nn・We have  

軌∫1ど）＝宗帖紬′亜…トん綜））〟（J潮棚・  

For every 触ed．て∈Rn，there exists j（x）∈N such that 2即（x）L）≦〈x〉＜  

2R（j（．Y）＋1）H．Then、WeCanWrite  

∫J∈／′r。（∫、∈）＝ん′車，ど）＋J2〃車，引   
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Where  

柚，∈）＝雛舶′Jト柵勅（トズイ窟））刷（湘動  
and  

刷）＝ノ宗）畔酵JJ抑〃）トた綜））α（伽，棚・  
On the support ofl－Xk（（y－X）／〈x〉），We havely－X‡≧k／2〈x〉・Hence，fbr  

everyr∈〝，  

J‖′′…＝新潮′差別神勅トん綜））〟（刷  

・トγl ‾2r椚2β（中一γド「1△茅＋rp（ズ，〝）み動  

where   

∝）  

明拍車－γ－2）＝＝ 2ヴ  

according to（3．3）．Choosingrsuchthat2r≧ml＋n＋1，itfbllows that fbrall  

∂＞0  

lα（γ，釧m2〟（中一γド「11A言巾‘p（ズ，ヤ）【  

≦d∂βヴ（曾！）2♂〈〃〉－〃－1ピーペ∫〉り〟ピー（‘瑚〈γ〉り′′ビ∂〈∈〉1／′′  

fbr some constants A6，B，C＞O where Bisindependent of（ヲ，q and cisinde－  

pendent of∂・Chooslng O，＜B－1and∂＜c，We have   

バズ）    ‡Jl′再，細≦木∑l頼，∈）Ⅰ〈ズ〉lノl〈∈〉け′lビ‾恒〉1ルビ∂く∈〉l′”  
ノ＝O  

Now，fbrj≦j（x），Wehaveくx〉≧2RiO；mOreOVer，Onthesupportof勅，Wehave  

くx〉≦3R（j＋1）OandくE〉≦3R（j＋1）0．Then，Choosing∂＜（3R）J／0、  

仙掴卿仙嗜蒜 ∝ノ  
Which gives（3．9）fbrR su疏cientlylarge・   
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Let us estimateJ21［／（x，∈）．Letも考，be the operatOr de負ned by  

335  

（1一旦り）・   ト〟ン・＝  

〈∇り如，∈）〉2一仏γ如，∈）  
Wehave   

p（∬，り）  柚∈）＝ノ某，畔）〟JJ酢卜帖〈哺  
・（叫ど刷〟（用トん（器））］抑  

Byinduction on j，We Can eaSily show that fbr every j∈N  

（叫－′く叫 相トん綜））］＝押潰柚庸）  

Where kih are SmOOthfunctions satisfying the fbllowlng COndition：forall∂＞O  

there exists a positive constant A‘ヲSuCh that  

l埠申開絢（ズ，γ，鋤）l≦d∂C帖肘γ州十む（州β州咽！）”（む一力）！〃  

・く∈〉‾2／〈〝〉叫可 exp抑γlり〃＋l引り〝）］  （3．10）  

fbrallα，β，γ，q∈Nn，（x，E）∈S仰（lW，（y，q）∈R2n，andfbrsome C＞Oinde－  

Pendent of∂．Moreover，Cis alsoindependent ofthe parameter Rin the ex－  

PreSSionoftheウノ・Hence，arguingas fbrJl／／I，Wehave  

畔）∫′∈′剖  
わ′′車，ぞ）＝∑  

ノ＞ルー）  

＝ 
． 

ビ坤（w盲，巾 p（ズ，〝）毎（∫，γ，ど，り）め励  

む℃ 頼錮′∈′′謀議JJ  

e榊・J■新車 －ユ十ユ珊′棚（小一γ！2）‾－  

・A言十畑［p（∫，り）毎（∫，ナ，，ぞ，朝め，布  

Choosingr（h）＝min（N∈N：2N＞h＋ml＋n），inviewof（3．10），theintegralis  

COnVergent・Furthermore，fbrj＞j（x），Onthesupportof勅，WehaveくE〉≧2RiO；  

hence   

腑）t≦月∂ノ宗）勅刷州り（（甜（碁）む匪〝   
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with C3independentofR．Bytheconditionsonthesupportof中iWeCOnClude  

that fbr R su疏cientlylarge，  

lJ2′′車，細≦木城l十l′′＼神州）〃  

fbrall（x，∈）∈R2n．Thisgives（3．9）forro．  

且ぎJ血〟Jビ扉、rl．  

Also fbr rlWe Can Write  

叫刷（羊牒）  
rl（相＝宗畔）JJ桝  

）  

・ズ々（器）（ト動（  
J7－∇岬（∫，∈  

み萌  
、さ〉  

with軌asintheestimateofro・Thechangeofvariableso＝q一∇rp（・Y、ど）givcs   

叫J棚冊∇、帖））  
rI…＝宗畔）Jト帖  

・ズた（器）（トー軌（蓋））的  

Where  

甜（ズ，γ，∈，β）＝〈ノー∬，β＋∇，、・甲（∫，∈）〉＋甲（∫，引一甲（J，，紆  

By the assumption（2．2），there exists C3＞O such that  

凧餌l＝一夕＋∇r甲（J，∈）一∇γ甲（γ，釧≦Cコ（〈め＋くど〉）・   （3・11）  

Moreover，On the support ofxk We have ty－Xl≦k〈x〉、SO，ifkis su餓ciently  

Sma11，there exists Ci＞O such that〈x＋T（y－，r）〉≧Cb〈，V〉fbr every T∈［0．1］．  

Hence  

別  （∂三．一別甲）（一打山一∫），紺一丁研一ル）か  悍岬（ズ，∈）－∇－，甲（γ，釧≦  

≦ql（畑）22叫酬βく盲〉≦C5た〈∈〉  

With C5independent ofk．Finally，On the support of（1－◎，；（Q／〈E〉汗We have  

J＠］≧E／2くE〉，SO there exists Cb＞O such that！Ql≧C6〈9〉．Thus  

】∇｝可≧lダト凧甲一∇－、甲l≧Gく武トーC沌〈∈〉  

＝讐〈p〉十（守一C5ん）〈∈〉・   
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Choosing O＜k＜C6E／4C5，it fbllows that there exists M＞O such that  

九「1（〈p〉＋く∈〉）≦l∇，可≦〟（〈p〉＋く∈〉）・  

Let U be the operatOr de丘ned by   

〃  

U＝（中潮人  

Which satisBes the relation Uepi（u＝e－iw ・Then，integratlng by parts，We have   

rl（・柑＝．針可巨判 （刷Ⅴ腑））（ト」恥（慕））   
・（仰）ト（勅（器）］抽  

Wheres（j）isapositiveintegerwhichwillbe触edlaterdependingonj．Wewant  

toshowthatfbreveryJ＞OthereexistsAj＞Osuchthatfbrevery）・∈N］，，S∈N，  

畔小（勅（器）］  

≦d∂C帖2∫（・叶肌！t●〈ズ〉十けl （〈p〉＋〈∈〉）∬∫exp桝回岬＋l引り〝）］（3．12）  

fbr every x，y，E∈Rn and fbr some C＞Oindependent orγ、∂‥Y．We start by  

Observingthatif）｝∈Nn，lyJ≧2，thenPf：w＝一鋤・Moreover，itiseasytoprove  

byinductiononfyIthatthereexists Clり＞Osdchthat  

∂・広中 
矧腑〉‾】｝・■（〈か〈∈〉）‾ユ  

fbr allx，y，E，Q∈R”，with xk（（y－X）／〈x〉）≠0．Using these estimates，We Can  

PrOVe（3・12）byinduction on s．Finally we observe that  

lp（羊p＋軋甲（ズ，引）l≦ら（〈p〉＋〈∈〉）叫〈∫〉川コ．  

Choosing s（j）＝匝1l＋lm2l＋n＋1＋j，We deduce that  

神州締中一¢£（釧l（仰）［舶）裁（器）］  

≦」（∂，乃）叫〈けノく∈〉‾ノ（ノり〟〈γ〉－′卜1〈β〉≠lexp［∂（（㍉＋ん）く∫〉）り〝】ど∂く憲〉…   
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fbrsomepositiveMlindependentofj．Choosing∂＜（3R（ヽ乃＋k））‾1／0，itturnS  
Out that fbr everyl，l′∈Nn：   

購′′rl（ズ，∈）】≦d（凡〃）∑晰棉礪l＋け′畑＝珊β（叫e3）ノ（ノ！）βくズ〉‾ノく∈〉ナ  
ノ≧O  

Weconcludeinvokingthefactthat〈x〉j〈E〉‾j≦（2R）‾jj－jOonthesupportof  
叱andchoosingR＞Mle3／2・  

且ぎff椚αJg q／r2．   

Itremainstoprovethatr2∈Sg（R2n），Tothisend，Webegintoprovethat  

fbr every∂＞O there exist A∂＞O such that   

明現昭（∂抑（ズ，γ，ぞ，∈＋瑚伸一≦木β2帖州γl（α！）仰（β！げ  

・〈E〉′”1‾1al」γl〈x〉m湖‾聞くE〉mtexp［∂（〈x〉l／0＋〈＝〉1／0＋〈E〉1／0）］（3．13）  

fbrallα，β，γ∈Nn，（x，E）∈R2n，（z，E）∈R2n，t∈［0，1］andfbrsomeB＞Oinde－  

Pendentofα，β，γ，∂・Firstofall，WeObservethatonthesupportofxk（＝／〈x〉），We  

have〈x＋z〉≧c〈x〉fbrsomepositiveconstantc．Bythisconsideration，itiseasy  

to prove that fbr all∂＞O there exists Al∂＞O such that  

吠明（β弼（γ謁し珊‡  

≦dl∂坤＋附」γ廟）〃（岬）Vく∈〉‾けIくズ〉州回」βlexp匝（〈ズ〉1／〝  

＋〈z〉l／β＋〈ぞ〉1／β）］  （3．14）  

fbr all∝，β，γ∈Nn and fbr allx，Z，E∈Rn with xk（z／くx〉）≠O with Bl＞Oin－  

dependent ofα，β，γ，∂．Furthermore，there exists B2＞O such that  

坤ズ丘（器）］ 
．叩  

≦β賢け附1（α抑V〈ズ〉‾軒1β】  
（3・15）  

fbr allα，β∈Nn and fbr allx，Z∈Rn．   

WeneedanestimateofthederivativesofD；（∂3p）（x・敢甲（x，y，E）＋t恥、＋：  

We claim that there exist positive constants Ao，Bo such that  

l埠矧昭（∂首班ズ，敢甲（ズ，γ，∈）＋∫釧   

≦do（4β（乃＋1）卑雛0）帖仰サ軒   

・（回＋回）！〟（回＋例）！V〈∈〉叫」γト回くズ〉肌2‾回」βl  （3・16）   
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fbr all∝，β，γ，U∈Nn．We prove（3．16）byinduction on一軒Forα＝0，We Can  

arguein turn byinduction onIβ＋γ卜Ifβ＝γ＝0，We have  

l（∂言p）（ズ、敢甲（ズ，γ欄＋∫（）】≦㈲拙回）〃くげ”2く′【＋やY恒，ズ十ニ，紺′呵瑚  

We observe that on the support ofOc（（やr甲（X，y，EトVrp（x，E）＋16）／〈E〉）the  

fbllowlng COndition holds：  

lや岬（ズ，γ，引一取締，∈）＋矧≦だ〈∈〉  

丘om which we deduce that  

くや岬（ズ，γ，∈）＋J（〉≦凧甲（町釧十1＋どく∈〉≦（1＋ど＋q）〈∈〉  

Where Cpis the constant appearingin（2・2）・Moreover   

〈や岬（ズ，“）＋′（〉≧㍉仙1（〈∇Y甲トど〈盲〉）≧諺‾1（ql－g）〈∈〉≧C′〈g〉  

ifwe choosecsu侃ciently small・Thus，thereexist positiveconstantsAo，Bo such  

that  

】（御）（∫，や府，J＋ニ，引＋酬≦ネ｝紺（岬）〃〈ど〉け冊〈け”ユ  

fora11q∈Nn andfbrallx，＝，E∈Rn．Let us supposethat（3．16）holdsfbrc（＝O  

andIβ＋γl＜H；WeCangetthesameestimatefbr∝＝＝OandLβ十γl＝Harguing  
asintheproofofLemma3・2；details are omittedfbrsake ofbrevlty・Thecasc  
∝≠O canbeprovedby similararguments・Finally，uSlnginductionwecan also  

PrOVe that there exist A2，B2＞O such that  

J／－ご1∇、桝＼∴l・、三トー∇、外、●・ミ）  
巧現  （∂押だ）   〃さ  

くど〉  

≦」2β㌢け抑州打l州＋回）！〃（卜∝l＋抑！l’〈∈〉‾…げl〈王「匝Hβf  （3．17）  

fbrall∝，β，γ，CT∈Nn and fbr allx，＝，E∈R”．The estimates（3．14），（3・15），（3・16）  

and（3．17）give directly（3・13）・Now，integrating by parts，it follows that  

頓，∈）＝芸頼帥1）．ユ呂l町1上（両㌫緋‾fくニ・ご’〉嘉  
・（1－Aご）ヴ［〈∈〉‾加（ト△＝）”岬プ∂細（∫、ズ十＝，∈，∈＋ど；）匝♂；・  

Using（3．13）andarguingasbefbre，WeObtaintheestimate（3・9）alsofbrr2・This  

COnCludes the proof．   
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REMARK4・椚才力血∫α椚e〃OJαg加扉’乃紺rピm3・1，げ〟～∑′≧0巧～′～  

鞘－，，β（点2〃），血〃  

力  

頼，∈）～∑∑∑（d「l巧（（∂言州∫，やv甲（ズ，γ誹）叫（J′，紺l‥  
力≧O r＝Ol叫＝カーr  

REMARK5．血血♪J／川和，、かeぴど甘′”＝（′叫，用2）∈虎2，－t，ピ∫／7〟／／正榊J‘Jわ、  

芹1（点2月）加平αCeげ〟／／ル〃ぐ〟㈹∫α（ズ，∈）∈C∝（〆〝）∫〟ぐ力血′  

sup sup c‾帖βl（α抑‾1〈∈〉→珊＋回〈ズ〉‾川棚‡♪ぎかど叶Y，ど）‡＜＋∞  
∝、β∈八川（ズ，ぞ）∈月加  

カr脚”ビC＞0わ7‘桓ピ〃成Ⅵ′q／－∝，β・肋rど椚‘汀た〟郁「J：】1（点加）′∫〟∫王′毎〟ぐビrイ●  

㍍－、．（点2乃）♪r叩ぐ力0加げ杵V雨月1＜／J≦t・・肋〃ぐピ，血rピ∫〃／′＝イー∫“・′加∫2、3  

／…／‘りiげ／－・ヾ川舟‘仰山・川′畠／り，〝〃…∵＝力／‥γ”h／函「l′：′1rが′～）．  

4 The Caudly Problem fbr SG－hyperbolic Operatorswith One  

Characteristic of Constant Multiplicity  

Let FL be a realnumber such that／L＞1and consider the operator   

ナナ7   

坤，ズ，β′，β∫）＝（β′一項，ズ，か∫））′”十∑甲／（′，ズ，か．、榊′一帖J，β，Y））′”‾ノ  
ノ＝1   

WhereweassumethatfbrsomeT＞Otheoperatorsl（t，X，Dx），C！i（t，X，DY）satis丹  

the fb1lowlng COnditions：  

拙ズ，ぞ）由rビ如〟加dα乃dA∈C川卜」（トr，r］，「rl岬加））  （4・l）  

竹（J，ズ，∈）∈C（トr，ア用莞，融）岬2〃）），ノ＝1， …，〝7   （4・2）  

fbr some p，q∈［0，1［such that p＋q＜1／（2FL－1）．As an application or the  

CalculusfbrFourierintegraloperatorsdevelopedintheprevioussectionswewant  

to prove the existence of a solution for the Cauchy problem 

〈  

佃） 

（4・封  

．尺〝   

fbrsomes∈トTJ］，Wheref∈C（［－T，T］，SG（Rn））andgk∈Sg（Rn）．k＝0，．．．、  

m－1，Withp＋q＜1／0＜1／（2FL－1）・Wewanttoexpressthesolutionbymeans  

OfaparametrixglVenbyamatrixofFourierintegraloperatOrSWithsymboIsin  

I箭十．＿〃，〃（尺2〃）・   
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The6rststeplStOdeterminethephasefunction甲・Asstandard，pOSSiblyafter  

shrinking T，Pwi11be determined as solutionofthe eikonalequation  

空＝坤，ズ，∇Y頼，ズ，州（い）∈卜r，r］×虎〃           ∂J   
withinitialcondition at s∈トT，T］  

申しごユ．＝〈ズ，〃〉・  

Let us consider the Hamilton－Jacobisystem  

（4．4）  

坤）＝－∇∈Aい，ズ，∈）ほト㌻，r】  

紳）＝∇一項，ズ，∈）   〈  

（4．5）  

withinitialconditions at s∈卜T，T］  

fbrsomey，q∈Rn・InviewoftheassumptlOnSOnl，thereexistsaunlqueSOlu－  

tion（x（t，S；y，q），e（t，S；y，77））of（4．5）■Furthermore，thesolutionisdefinedonthe  

wholeintervalトT，T］andit satis丘es the condition  

〈ぷ〉空〈γ〉，〈∈〉空〈〃〉・  

See［5］andPropositions4・8and4・9in［6］・Wewanttoprovethefb1lowingresult・  

PROPOS汀ION 4．1．∽7壷rJ力β α∫∫以〝研わ〃（4．1），血 ∫0加血（ズ（J，∫；γ，れ  

帥，∫；γ，巾）げ（4．5）∫αJ～所ビ＝如♪／わ仲軸CO〝‘加0乃∫：  

∬∈C桝（トr，r］2，「だ21（R2′り），  

∈∈C椚（トr，r］2，「こ－－（R加））・   

LetIbeacompactintervalofRanddenotebyId thecartesianproductofd  
COpleS OrI，d≧l・  

LEMMA4．2．エビJ〃7＝（′鮎川2）∈R2，p≧lα〃d〟∈C友（畑閻解））・〔加－  
∫壷r血t－ビC帆ヴ＝（裾‥．，恥），タ＝（祈‥，伽），Wんビre勤∈Cん（Jd，篤（尺加））  
α乃d動∈C々（畑儲解）），ノ＝1，・‥，乃，〟化re〟んびα加d叩占0ね∫乙Jr力 血  

〈ヴ〉と〈∫〉α〝dくク〉空〈ど〉．乃ピ〝，♪rどび〝γr∈〃‘ブ，0≦回≦ん，才力〝ピど∬如ク〃∫油ど  

co那ねJ7J∫」r，βr∫〟C力r力dJ   
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悪岬畑（∂揮）（刷，ズ，鋤（f，ズ胡  
≦ん好雄十回＋圃（】α回βけlγl可卯！ど〈ど〉′叫‾回」γl〈わ町珊雄 （4・6）  

♪rα／／（ズ，∈）∈虎2〃，α，β，γ，∂∈〃′！．血βαr庇〟J〟r，α（′，紳，ズ，∈），クい，ズ，引）加わ′研J〃  

Cた（Jd，㌔詣（尺2〃））・  

PROOF．Tosimplifythenotations，WeWillprove（4・6）forr＝0・Thegeneral  

casedoesnotpresentfurtherdi侃culties．Weargue byinduction onIα＋β‡・For  

∝＝β＝0，We have  

略廟（∫，拍，ズ，引，抽ズ，∈川≦朋州∂l州＋l∂l）！p〈ダ〉′呵‾回くヴ〉′”湖  

≦d。紺冊（lγけl卯！p〈ぞ〉勒‾けl〈∫〉川湖  

for all），，∂∈Nn，t∈Id・On the other hand，We Can aSSume that thcre exist  

M，K＞O such that  

Iβ言β施（い，∈）】≦〟∬帖βI（岬）どくど〉冊く・Y〉珊  

lβ苦か飽（′，ズ，引l≦〟∬帖β1（岬）βく∈〉‾l可〈芳〉ト】βl  

fbr allj＝1，‥．，n．The case（α，β）≠（0，0）can then be treated assuming by  

induction that for some h∈N  

suplか言βg（∂言∂雲〟恒，拙ズ，∈），クい，ズ，∈川 ／∈J‘ノ  
≦月。β普■冊（4・2〟（〃＋1）〟〟β0）l刷l  

・（l可＋lβけけけ即！pく∈〉椚－‾l車力■】〈げ”ユ｝附‘ざl  
（4▼7）  

fbr a11（x，E）∈R2r2，γ，∂∈Nn，‡∝＋βJ≦h and d騰rentiating［hI＋1times with  

respect to x，∈．The arguments are the same usedin Lemma3・2・  □  

PROOF OF PROPOSITION4．1．Let us write the solution of（4．5）in the fbrm  

〈 

ズ（g，∫；γ，り）＝γ＋∬0（′，∫；γ，〝）  

紳，∫；γ，〝）＝〝十∈0（J，∫；γ，〝）  

According to standard argurnentS，We Set   

）
 
 
）
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・
 
〃
・
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∫
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∫
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′
 
 
 

′
 
 
一
r
 
 
 

．
 
－
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）
 
 
 
 
1
1
 
 

‖
対
 
 

i
 
 

＝－∬（∂∈′ユ）（T；γ，か7T ノ＝1，‥・，′7  

＝Jご（∂㌦）（T；γ、り）dT ノ＝1，…・′7   
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and fbr k＞l，  

〈  

堵）（∫，∫；γ，〃）＝－∬（∂もA）（T；γ十ぜ‾1）（T，∫；γ，れり＋ぱ‾1）（T，∫；γ，州dて  

符（∫，∫；γ，り）＝上（∂㌦煩け＋漂‾1）（T，∫；γ，れ丹漂‾1）（T，∫；γ，州dT・   

We know that the sequence（xt），E㌘））converges to（x。，E。）whenk→＋co．  
Hence，tO eStimate（xo，Eo）itis su侃cient to estimate the terms ofthe sequence  

unifbrmly with respect to k．We claim that there exist positive constants Mo，K  

suchthat   

l坤串四鳩）（∫，∫；γ，り）l≦怖か棚仲＋酬！〈叩〉」㈲くγ〉冊（4・8）  

l坤輿仰瑠）（′，∫；γ，刷≦堀溝神棚（lα川βl）！〈り〉1‾1可くγ〉‾例（4・9）  

fbrallj＝1，‥．，n，α，β∈Nn，0≦h，r≦m and theinequalitieshold fbrallkin  

Z十，y，77∈R”andIl－Sl≦7Lβ，fbrasuitableconstant TLβindependentofk，y，77  

and such that O＜T；p＜T・Forsimplicity，WeCOnSideronlythecaseh＝r＝O  

and prove only（4．8），the proofof（4．9）being similar・Fork＝1，by（4・1），We  

have  

l堺畔蠍（′，∫；γ，〝）】≦巨勅β誓棚（回＋値l）！〈〝〉‾回〈γ〉冊  

fbrsomeconstantsAl，Bldependingonl．Thisimplies（4．8）fbrJt－Sl≦1．For  

k＞1，SuPPOSethat（4．8）and（4・9）aretruefbrk－1andprovethemtruefbrk・  

ApplyingtheargumentsintheproorofLemma4・2，WeCanPrOVethatthereexist  

All，Bll＞Oindependent ofk such that  

明増（∂も項T；γ恒㌢‾l），打∈㍍‾l））l  

≦」1ス（8（乃＋1）〟も∬β1A）回＋脾（】叫＋圃）！く〃〉‾回〈γ〉1瑚  

Thisimplies（4．8）fbr巨∫f≦TLp＝MoAd（8（n＋1）MbBll）再十βl．From（4．8）and  

（4．9），We Obtain an estimateofthe solution of（4・5）fbrallt∈［s－T；β，S＋㌔β］・  

Wewant toextendthisestimateon the wholeintervalトT，T］．To this end，1et  

t＊∈トT，r］and consider the shifted system  

〈  

ろ＝－（∂∈′ス）（J；∬，＝）  

卑＝（∂斗ス）（J；ガ，三） ノ＝1，…，〃  

ガ（∫）＝γ＊，三（∫）＝り＊  

（4．10）  

Where〆＝X（t＊，S；y，77），71＊＝E（t＊，S；y，77）．Repeating theprevious argumentsfbr  

（4．10），WeObtaintheestimates（4．8）and（4．9）fbrXo＝X－y＊，＝0＝＝－T7＊with  

the same constants Mo，K，㌔β・Thus，Choosing t＊∈］s－Tb、S＋TLβ〔，in afinite  

number or steps and chooslng Suitablylarger constants Mo，K，We Obtain the   
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estimates（4・8）and（4．9）onthewholeinterval卜T，T］．Analogously，WeObtain  

the estimates fbr O＜r≦m．These glVe the continulty Ofthe derivatives with  

reSPeCt tO t up totheorderm－1．The continuity ofthem－th derivative directly  

fb1lows丘om the equations（4．5）．Fina11y，by（4．1）and by the regularity with  

respect toJ，it fbllows that the solution（x（l，S；y，71），E（1，S；y，77））of（4・5）is con－  

tinuously di鮎rentiabIe up to theorderm alsowith respect tos・  □  

By Proposition4．1and Lemma4．2，We are able toprove that the solution  

¢Or（4・4）isinCl（トr′，T／］2，r．て1（R2n））fbrsomepositive T／＜T・Infhct，We  

Observe that the solution x（l，S；y，q）of（4．5）isinvertible with respect to y for  

′∈js－テ，S＋テ［，fbrsome f＜T，because  

∂∬  

∂Jノしこ．－  
＝J．  

Denotingbyy＝q（t，S；X，71）theinverseftlnCtion，itiseasytoproveusingthesame  

argumヲntSOftheproofofProposition4・1，that否∈C”7（トT／，T／］2，rl‘：ヱⅠ（R2Fl））for  

T／＜T・Finally，We Set aS Standardin the Hamilton－Jacobitheory  

J: 
¢（J，∫；グ，り）＝〈γ，り〉＋   【A（T；ズ（で，▲9；γ，扇，引T，∫；γ，扇）  

ーく（隼人）（T；ガ（T，∫；γ，扇，引T，∫；γ，扇），引T，∫；γ，〝）〉］dT  

and  

綽，∫；∬，り）＝¢（g，∫；紳，∫；ズ，〃），巾．  

By the assumptions onlandbyProposition4．l，itturnS Out that¢belongs to  

Cm（トT／，T′］2，nて1（R2n）），thenbyLemma4・2，thesarneholdsfbrp・Moreover，甲  

isasolution of（4・4），Cf・［17］fbrclassicalpseudodi飴rentialsymboIs，【6］，t8］fbr  

CCCJSG－SymboIs．   

In order to航nd a parametrix fbr the problem（4．3），itis convenient to  

reduce theequationtoaBrstordersystem・Tothisend，WedenotebyA（p．q）the  

pseudodi鮎rentialoperatorwithsymbol〈x〉q〈E〉PinT揉可）（R2n）andbyA㌶、q，  
itsinverse given by the product of operators 〈D〉‾Pくx〉‾q with syrnbolin  

「f，1♪、～灯）（虎2〝）andset  

裾＝－・l；∵1い′  

叫＝ペ㌶（♪′一人）〃  

（4．11）   

叫，ト2＝d（ク、ヴ）（β′一人）㈹－2〟  
以m＿1＝岬′－ユ）研一1以  
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Using these fbrmulas，it fbllows that  

肋（い）＝A（い，β擁（′，・Y）＋月（抽恥1い，・り＋四㌶‾周冊㌫））用‾1‾1 舶∫）  

わr仁＝0，‥．，∽－2and   

J〃   

仇〟〃卜l（′，∬）＝拙ズ，β．v）叫，7－1（い）－∑竹（い，β．て）（現，小）ト1〟呵＋仙れ  
．／＝1  

Denotingbyu肘トi＝［A㍍1）■t，l］（Adq））”山 ，i＝0，‥・，〃巨2，theequation（4・3）  
is equlValent to the system  

β′U＝∧U＋eU＋〃U＋ダ   

where  

A O … … 0  
0 ス … …  0  

‥
．
 
‥
．
 
 

〃
 
 

W
 
 

－
■
一
■
 
 
，
レ
 
 

0 0 … … A   

0
 
0
 
 
 

〃
り
・
 
 
 

〃
 
O
 
 

．
月
 
 

0  0  

月（銅）  0  

0 ■d（腑  

－αⅢ（d㌶，ヴ））川‾1－〟肝1（」㌶，ヴ，）用‾2 －〟，”－2（」㌶，射）刑－3 … ・叫  

α椚一1  0    ‥・ 0 0   

0  α研一2  0 … 0 0  
0
 
‥
・
 
‥
・
 
0
 
′
－
ノ
 
 
 

0  0  

Withinitialconditions  

U（∫，ズ）＝仇（∫）＝  
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Wherehk（x）∈Sg（Rn），k＝0，・・・，m－1，dependonthefunctionsgkaCCOrdingto  

（4・11）．Weobservethatallthecoe疏cientsofQhaveorder（p，q）andthoseofN  

have order（0，0）．Then we can write the systemin the fbrm  

〈  

エ（J，ズ，β′，♪，Y）U＝ダ  

U（∫，ズ）＝仇（ズ）  
（4．12）  

denotlng by  

エ（J，ズ，♪J，か．Y）＝♪′－∧－」材  

WhereMisamatrixofoperatOrSwithsymboIs〝7jk∈C（トT／，T／］，r；tS；q）（R2n）），  

j，k＝1，…，m．We start by considering the homogeneous system andlook fbr  

anm〉くmmatrixE（t，S）＝（鞄（t，S））］㌔＝10fFourierintegraloperatOrSWithphase  

function p（t，S；X，77）given by the solution of（4．4）and satisfying  

〈 

， 

（4・13）  

～ 

Where R（t，S）is an mxm matrix of Fourierintegraloperators with kernelin  

C（トr′，T／］2，Sg（R2n））andIisthemxmdiagonalmatrixdiag［1，…，1〕，Where  

lis theidentity operator on SG（Rn）・As standard we determine the symboIs  
） 

りk（t，S；X，〝），j，k＝1，…，m，Starting丘omtheirasymptoticqxpansions∑h2。‘X・  

Applying Remark4and reca11ingthat∂lP＝l（l，X，∇r甲），it fbllowsthat（L・E）jk  

hassymbolqk（t，S；X，q）～∑脚b；＝）（t，S；X，q）where  

J7   

卿恒瑚）＝♪′媒）（r，∫；∫，〝ト∑（∂㌦（頼∇て紳Yr紺（′，∫；ズ，7）  
r＝1  

Jれ  

一拍，∫；ズ，〝搬）（′，∫；ズ，〃ト∑竹′恒，軋甲）ど諾）（′，∫；ズ，〃）（4・14）  
J＝1   

and，fbr h≧1，  

甘（′‥ゝ・‥、・・′／）  

JJ   

＝β′紺（∫，∫；∫，ヴ）－∑（∂∈rA）（抹∇岬）恥紺（′，∫：∫，〝）  
r＝1  

J〃   

一拍，∫；∫，り櫛（鱗函ト∑頑串∇ズ甲）紺（r，∫；ズ，〝）  
J＝1   
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カー1   

－∑ ∑（∝！）‾1♪苦（（∂押（∫；ズ，私姉∫；ズ，Z，州ぜ（′，∫；Z，叫ヱ＝∫  
r＝0回摩／卜r＋1   

川舟ー1   

－∑∑∑（叫十巧（（∂苦竹）い；ズ，転頼，∫；ズ，Z，州紺（′，障，瑚ヱ＝ズ（4・15）  
／＝】r＝0困功一r   

fbr a11x，71∈Rn and fbr allt，S∈トT／，T′］，Where  

両ズ，り）＝一芸史（∂ま抑ズ｝取甲）（∂三湘∫；ズ，〝）・                       r，∫＝1   
By Leibniz fbrmula，it fb1lows that   

JI  

媒）（′，∫；∬，〃）＝叫餌∫；ズ，〝）－∑（∂刷恒勅柵搬（′，∫；ズ，〝）  
r＝1  

〝J  

一拍，∫；ズ，礪）（埴瑚ト∑九（細取甲）ビ諾）（′，∫；ズ，り）  
／＝】  

タフ丁／卜1      －∑∑ ∋：抑軸′（′，∫；ズ，押紙）（g，∫；ズ，〃）  
／＝1r＝Olβ，≦カーr＋1   

Where  

（4．16）  

郎両ノ、′い，∫；ズ，り）＝∂ブ ∑  
α≧β  

I叫＝かィ十1  

β㌻β（（∂押（J；ズ，取締，∫；ズ，g，州）l㌃＝J  
β！（∝－β）！  

＋∑  
α≧β  
l叫＝／卜r   

β㌻β（（∂言竹湘；ズ，取締∫；ズ，ヱ，州）1zニJ  
β！（∝－β）！  

ltis easy to provethat  

邦雄－r，ノ，′∈C（トr′，r′］2，巧㌃輌‾腑＋聞） （尺2〃））   （4・17）  

andthat   

仰望邦帖′（榊，州      Sup  
…卜頼  

≦dβ州町方ヤ十l （けl＋ゐ－r）！〃  

・（l∂けカートlβけ1）！〟（カーr）！‾lくり〉ク‾抽‾lγl〈ズ〉曾‾腑十附∂l（4・18）   
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fbr some positive constants A，B．Furthermore，fbrIβl＝h－r＋1，  

恥r，ノ舟；ズ，り）＝宛（∂ぎA）（刷両用・  

Then，inthiscase，Pp，h－，・J．［∈C（トTr，T′］2，rflh＋rll）（R2n））and  

仰望仰山〃（佃州 Sup  
伸畔丹  

≦dβ州町ゐヅ＋l州即〈り〉‾腑‾【γl〈ズ〉トl∂】  

Ifx＝X（t，S；y，q）is the solution of（4・5），then（4・14）and（4・16）give  

貯（g，∫；γ，〝）＝（か′一拍，∫；γ，州媒）（g，∫；γ，り）  

J†1  

－∑卸（′，∫；γ凍紺（′，∫；γ，〃）  
／＝l   

and  

（4．19）  

（4．20）  

貯（才，∫；γ，〃）  
〝7   

＝（功一綽，∫；γ，州紺（帰冊ト∑凍（∫，∫；γ，〃）紺（∫，∫；γ，〝）  
／＝l  

〃j／トーl  

－∑∑：∑∴毎一刷（∫，∫；γ，泄ダ舶，∫；紳，∫；エーか砿帖．再 （4・21）  

J＝1r＝0脚≦カーr＋1   

where  

貯（′，∫；γ，叩）＝貯（′，∫；ズ（g，∫；γ凍，り）  

紺（′，∫；γ，り）＝媒（′，∫；舶∫；γ，〝），り）  

や〃い，∫；γ，り）＝竹J（J；ズ（r，∫；γ，れ紳，∫；γ，扇）  

みヵヤ，ノ，ノ（r，∫；γ，り）＝郎，ん－r，ノ，／（J，∫；ズ（r，∫；γ，れり）  

紳，∫；γ，り）＝ヴ（J，∫；ズ（才，∫；γ，扇，り）  

fbrj，k，l＝1，…，m，h∈N・Thefhnctions媒）satisfy（4・13），i礪）aresolutions  

of the equations 

貯（′，∫；γ，り）＝0り，た＝1，…，∽，力≧0  （4．22）   
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withinitialconditions  

貯（∫，∫；γ，り）＝船£  

fbr t，S∈トT′，T／］，y，q∈Rn・Let us define   

恥∫；γ，け）＝甘恒Ⅷれexp［イ両州ヰヵ≧0・（4・23）  
Itturnsoutthat甘aresolutionsor（4・22）ifthefunctionsH）aresolutionsof  

／刀  

瑚㌘）（居…ト∑勧（g，∫；γ，〃溜）い，∫；γ潮＝0   （4・24）  

／＝＝l  

and   

〃▲！  

瑚ど旬，町、′7ト∑′姉，∫り′、れぽ）（届ユ潮＝瑚（′，∫；γ而（4・25）  
／ニl   

withinitialconditions  

．ろ㌘）（∫，∫り7，〃）＝瑚ギ，力≧0，ノ，た＝1，‥り椚  

Where   

J〃万一Ⅰ  

紬（川γ，り）＝∑∑ ∑ み帰ノノれりノ，押野（′，∫り潮（4・26）  
／二Irニnl〝l≦／卜J・十I  

fbr some c恒p，JJWhich satisfy（4・18）and（4・19）fbr some constants A≧l，  

B≧1，inviewofthefactthat4（t，S；y，q）isinrf？iO）（R2n）fbrallt，・呵－T′，Tl・   

LEMMA4・3・侮勅〔血〃∫ガ），∫OJ〟′血げ（4・24），∫〟′fめ血ノi肋一雨叩  
co〃血わ〝：J毎rピビガ由Jd（，≧1，〔l＞0∫〟〔・力才力αJ  

lβ言βどぶ）（′，りり川≦月とデ棚（岬）〃〈り〉‾l∝l〈γ〉－1βt  

妻α＋βl  互 
（4・27）  

・eXp【c〈酌〉世情〈腑〉q詳  

l叩桝ぽ）（′，り州≦月㌘棚（岬）〃〈り〉‾l可〈γ〉淵  

l∝＋βけ1  

・eXp【‘・くげ〈J渕一州∑〈〃〉函〈が  
J＝l  

♪r〟J／J，∫∈トr′、r′1，（γ，〝）∈点加．  

lト∫lトl  
（4．28）   

（トl）！  
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PROOF．Forα＝β＝0，（4．27）fbllows directlyfrom wellknown estimates  

fbrthe solutions ofthe Cauchyproblem fbrordinarydi能rentialequations・See  
Lemma4．1in［11］．Assume that（4．27）is true fbr］α＋βl≦N andlet r∈  

（1，・・・，n）・Then，D，，H）arethesolutionsof  

fbrj，k＝1，…，m・Denotebyぷ））（l，S，T；y，q）thesolut10nOf（4・24）suchthat  

） ぷ（T，∫，T；γ，〃）＝呼・  

Weobservethatぷ’）（t，S，T；y，q）satisBes（4・27）fbrlα＋βE≦N，replacinglt－NSl  
by Ft一丁lin therighトhand side，Cf．［4］・Then   

かγ勅∫；油＝ 
王墓 
距，T；湖面（T，∫；γ，り）飾り湘T  

Which we can estimateinductively obtaining（4．27）．Similarly，We argue On  

D〝，ぷ））・Theestimate（4・28）canbeobtaineddirectlyftom（4・27）and（4・24）・口   

Tonndanestimatefbrthefunctions＃），h≧1weobservethat   

紳；γ，〝）＝引即∫，T；γ，励（T，∫；〃抽柏L（4・29）   
LEMMA4・4・助力≧l，血ル乃C血∫茸）（r，∫；γ，れⅧ血血閻げ（4・25），∫α′∫め  

血βJわw軸CO〃血わ〃：カr抑町り〆∈【p，1／軋 〆∈［ヴ，1／β［両地（2／ノーβ）／β≦  

〆＋冒′＜1／β  

明甥茸）（∫，∫；γ，州≦d（4・2叶乃m2月。A蝉1＋附4ゐ（lα川βけ叫！〟  

・（坤‾舶′＋ヴ′）くり〉‾榊〈γ〉‾抑」exp【（け1）く〝〉pくγ〉竹一副  

－∝十β卜3月  

・妄くり〉〆f〈γ〉祀詳  
（4・30）  

♪rαJ／（グ，〃）∈点加1両班〈〃〉≧力βα〃dくγ〉≧ゐβα乃dカrαJJ∝，β∈〃〃，J，∫加  

トr′，r′］，W如red，βαre血c∂〃∫托∽J∫卿gαr軸加（4・18）α乃d（4・19）α乃dd。，Cαrビ   
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Jカピ〔・β′－∫J甜′∫卿紺r如才〃（4．27）α〝d（4．28）．肋r紺Uer，J厄rビ錯加∫月1＞0∫〟C力  

JゐαJ  

理研ガ恒胴情増刷4′汁1 （回＋博け2坤〟（以「町十ヴ′）  

・く〝〉‾冊〈γ〉瑚‾力 
exp【（C＋1）〈〝〉β〈γ〉伸一∫l］  

α＋剖十鋸廿1  

∑ 〈〝〉〆′〈γ〉ヴ′′  

′＝1  

l卜．ヾlト」  
（4・31）  

（ト1）！   

♪rαJJ（γ，り）∈農2〃相加〈り〉≧力βαれd〈γ〉≧ゐβα柁dカrαJJ∝，β∈〃′T，ど，∫血  

トr′，r′］．  

PROOF・lnordertoprove（4．30），Wearguebyinductiononh≧1．Forh＝1，  

by（4・18），（4・26）and（4．27），it fb1lows that  

l坤殖1′∫々（T，∫；ナ，，柚   

≦妄。左右．（㌻）完（£）鵬′みlノ，′（T刷   
・町フ’′叶叫瑠）（T，∫り′，州  

≦加7（ん軒冊＋2くり〉州‾lくγ〉‾恥1 expレく〝〉βくγ〉サト瑚  

た0  
】γ＋∂巨2  ・∑〈り〉州〈γ〉抑止』              ′！  

・一差吉川完（£）  
伸一γ′けl∂－∂′け脚）！〟（lγ′けI∂′卜脚＋叩〃  

By（2・5），We have（Fyrl＋I∂′E－1Pl＋3）！〟≦2／J（hr／I＋161F」βい）（lγJl＋勘－1Pl＋2）！〃，  

丘om which we deduce that  

】左右，（芦）完（£）  （！γ－γ′l＋l∂－∂′け圃）！／′（け′‡＋l∂′l一例＋叩J′   
≦23〟（2・2〃）回＋圃（けトり∂け2）！〟∑2棚≦2如〃（2・2隼冊（け川∂け2）！〟・  

】β】≦ユ   

Hence   
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l坤擁1′た（T，∫；γ，州≦2如血（d。β）2（2・2〃d。可γ州（lγ回刹＋2）！〃  

・くり〉‾lγト1〈γ〉‾針」exp［亡く〝〉p〈γ〉q一丁－棚  

lγ回∂什2  

・∑〈〝〉榊〈㌦減車                                  ∫！  
たO   

Furthermore，by（4．27），it fbllows that  

） 
明甥ガ（′，∫，T；γ洲  

（4．32）  

≦d㌣冊l（γ！∂！）〟〈り〉‾け】くγ〉‾l∂1exp［（c＋1）〈〝〉p〈γ〉ヴ巨T11・（4・33）  

fbrallj，t＝1，．・・，m．By（4．29），COmbining（4・32）and（4・33），We deduce that   

lβ芹瑚ピ）（′，∫；γ湘≦d（4・2叫刑2月。朋）舶βけ4（l可＋lβl＋2）！ノノ  

・〈り〉－l∝l‾1〈γ〉‾肝1exp［（ぐ＋1）〈り〉β〈γ〉伸一朝  

】可ミ聖2くり〉抑十l）くγ〉頼＋1）  

J．：  
T一軒‘／T  

fbrall（y，77）∈R2n，t，S∈トT′，T／］，∝，β∈Nn，Whichgivesinparticular（4．30）fbr  

h＝1．For h＞1，by（4．26），We Can decompose   

カー1  

堺埠蜘（T，∫；γ，〝）＝∑（ん∂両′，々（T，∫；γ，〝）＋帰れ′，々（T，∫；γ，州  
rニ0  

where  
〃7  

ん∂，帰，た（T，∫；γ，〝）＝∑  
／＝11β  註r左（芦）左（£）吋姉紅刷（T，∫；油  
・町γ′叶∂′＋鳩）（T，∫；…）  （4．34）  

and  

佃′，両γ，〝）＝募．β哀．1左（；）左（£）珊みヵィノノ（Tl∫；州  
・町｝■′叶∂′十β斉ど）（T，∫；γ瀬・  （4．35）  

Assuming（4・30）truefbrr＝＝1，・・・，h－1andobservingthattβI＋3r≦3h～l，by  

（4・18）and（4．27），itfbllows that   
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【ん鋤、rノ，た（T，∫；γ，州   

≦d2〝7（4・2〟冊研2月‘，」β）回＋圃十か（カーr）！－1（r！）‾鋤′叫′）〈り〉Ⅷ‾力くγ〉‾l∂トカ  

・eXp【（＝棚くγ輝瑚 
回＋圃十錮－l 妄〈〃〉州〈γ〉佃ヒ㌔  

（芦）吉ふ （－γ′けカー′う！〃   
βノト什1 ∑（4・2′冊′刀2月‘，朋）閻∑  

lβl≦力一√  γ′≦γ  

・完（£）詰所（・∂′匪「一帖）！〟（…＋・叫＋圃＋か）！〃  

By（2．5），We have（E∂′l＋h－r－EPI＋1）！P≦2／L（L抑＋／卜rM距l）（l∂′l＋h－rlPI）！′L．  

Then，aPPlying Lemma5．1in［14】，it turns out that  

（困＋レイ→針＝）！〟  吉，（；1）ふ（伸一r）！〟完（£）㌫  
・（け－γ′けl∂一項十lβけ2r）！〟   

≦2■2〃（叫… 

左（㌻）亘ふ（・γ′け岬（炉㍉凸＋圃＋岬  

門二…力）∬1  

≦4・2〃（かリサ1‾l鋸 （回＋閻＋加捏  

Now，Observlng that  

ぐ㌔二‡力）‾1  

and that   

（カーr）！‾1（r！）‾町′叫′）≦（叫‾榊′叫′）  

∑2瑚（4・2叶〃m2」（）朋）lβ】≦2〃（4・2押m2月。朋）力‾r，  
lβl≦／仁一r   

we obtain  

ムー1  

∑帖仙府，り淵  
r＝0  

≦d之′刀（4・2叶〃椚2」。dβ）回十圃十勅（回十I∂け2坤〟   
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・（叫‾叫〆＋ヴ′）〈り〉州‾力くγ〉‾l∂トカexp【（c＋1）〈わp〈γ〉ヴ恒州  

f＝0  
Iγ巨閻＋鋸－1  ∑ 〈め仰）〈γ〉仰）虹互           ∫！  

カー1  

・4・2〃∑（2〟β）h＋1（4・2〃両肌2月。dβ）3（r‾力）  

r＝0  

354  

ffom which，in particular，We deduce that   

ん一1   

∑恥紬冊（T，∫；γ潮I  
r＝0  

≦（4・2仲川2月o叫…岬カ（回＋圃＋2力）！〃  

・（明‾柑叫′）〈め‾lγトカ〈γ〉－l∂トカ 
exp［（c＋1）〈り〉p〈γ〉ヴト翔  

た0  
け什l∂け3月ーl    ∑ くヴ〉仰）〈γ〉仰）虹互                ∫！  

（4．36）  

fbr all（y，77）∈R2n withく71〉≧h8and〈y〉≧hO and fbr allて，SinトT′，T／］，  

γ，∂∈Nn・Letusnowestimate（4・35）．Byapplying（4・19），（4．27）andtheinductive  

hypothesis，We Obtain   

カー1   

∑l帰れ√，た（T，∫；γ，州  
r＝0  

≦d2〝7く〃〉‾けトムくγ〉‾1∂ト月 
exp【（け1）〈〝〉ク〈γ〉ヴ‡仁∫l】  

lγ回∂け3ルー1 

月ー1    ∑ くり〉〆′〈γ〉す′セニ虹4∑（4・2〃巾椚2月。叫州町仙1  
f＝O  f！  r＝0  

・βか叫1（バ）－柑叫′） 州＋閻＋力＋r＋1）！〟 ∑1・  
脾＝／巨－r十1   

In view ofthe factthatく71〉≧hO and〈y〉≧hO，it fbllowsthat   

（r！）‾桝〆＋ヴ′） （‡γけl∂け力＋r＋1）！〟≦（lγ川∂け2坤〟（カー1）！一町叫′）  

≦（けl＋l句＋2坤〟（明‾恥′叫′）〈〃〉〆〈グ〉曾′．   
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Moreover，aSSuming A。Su凪cientlylargein（4．27）and（4・28）and arguing as  

befbre，ltis easy to prove that   

／卜1  

4∑（4・2〝十〃m2月。A軒冊十仙十1  

′ニ0  

・月か叫1∑  
脚＝小一r十l  

（4・2叶〃研2d。月β）恒l叶刷  
1く J 

8」〃72   

Then，lt turnS Out that   

か」  

∑lJ｝湘′・，′，れ∫；γ，州  
J・＝0  

≦（4・2′什け桝2」β甥…十4′～  

・（回＋‡∂け2力）！ノ‘（町≠叫′）く〝〉、】｝トカ〈γ〉‾町′】 exp【（ご＋1）〈わβ〈γ〉ヴ恒∫fi  

け卜可∂1十3万一l  妄〈り〉州〈が（叫㌔互  
（4・37）  

Arguingasinthecaseh＝1，by（4．33），（4，36）and（4．37）weobtain（4．30）．The  

estimate（4・31）directly fb110WS from（4．25）and（4．30）．  □   

LEMMA4・5・助力≧l，血ル机・′加j㌘）（′，∫；γ，〝），∫β加加∫扉’（4・25い・〟′ゆ  

湧ピノわノわ妙血ダ〟／血〟／揖二  

明割符）（描ノ潮J≦刈4・2…′772」。弼州十舶 （Jαf＋I剖十封項隼叫一柑項  

・く〝〉」叶」くγ〉‾距ん 
e叩炬守りく〝〉クくγ〉竹－∫り  

ヒ  

長O  
l∝十剤十帥    ・∑〈〝〉（州生            f！  

α〃d  

l上）言♪拘留）（r，∫；γ湖t≦」Fけlβl＋仙1 （l∝回βけ叫！〃（町舶瑚  

・く〝〉～冊〈γ〉珊‾力 
expt（け1）〈叩〉クくγ〉伸一∫11  

（4・38）  

lエ十βけ3月＋1   

∑ くり〉（〆十頼   

J■＝1  

lト∫！ト1  
（4．39）   

（ト1）！  
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カrαJJ（γ，り）∈R加一再湧く叩〉≧㍍α撼くγ〉＜力β8乃d♪rαJJf，∫加トr′，r′j，∝，β  
加〃”，Wカgre〆，ヴ′〟re血∫α刑ど好一ェピ研削〟4．4．  

PROOF・Asin Lemma4．4，itis su托cient to prove（4．38）byinduction on  

h，Observingthat，fbr〈q〉≧hOand〈y〉＜hO，Wehave〈q〉P’〈y〉q′≦〈q〉P’＋q′  
Then，arguingasinLemma4・4andapplying（4・30）andtheinductiveassumption  

（4・38）fbr r＝l，‥・，hhl，We deduce that   

万一1   

∑lAγ柵，′，た（T，∫；γ，柚  
r＝0  

≦（4・2〟＋〝椚2基A吋小柳刷 （回＋閻＋加〃  

・岬「町十ヴ′）〈り〉－けトカくγ〉‾】∂トム 
exp［（c＋1）〈り〉p〈γ〉ヴl上州  

∫＝O  
回可叶り／卜1  ∑ 〈〝〉（〆十腑1）更正   g！  

（4・40）  

Furthermore，Observlng that   

（町側W） （lγ回∂け力＋r＋1）！〟≦（困＋閻＋加）！〃（カー1）！一札打イ）  

≦（夙＋l∂け2月）！〟（坤‾軋軒叫′）く〝〉〆旬′  

fbrく77〉≧hO and arguingasinLemma4．4，We have   

カー1  

∑れ∂両′油∫；γ，州  
r＝0  

≦（4・2叶〃椚2月β瑚…け勅  

・（回＋圃＋加γ（叫‾町叫′）く〃〉‾けト克くγ〉－】∂トムexp［（け1）〈り〉クくγ〉ヴト翔  

】γl＋l∂什3カー1   

妄〈〃〉（州十1止碧  
（4・41）  

The estimates（4・33），（4・40）and（4．41）imply（4．38）．  □  

REMARK6・頻り毎∫α〝好αr伊以棚納q／エビ椚椚α4．5，fJf∫eα叩rOクrOひ＝厄r血  

／iJ仙川一座＝刑血J／ビ．＼・力（J／〔／：   
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l埠畔紆（′，∫；γ，州≦d（4・2四川2月けA坤棚十4′榊 ＋1βけ2坤照！）湘′叫′）  

・くり〉鵬軒力くノケ脚」∫exp［（ぐ＋1）〈〃〉♪くγ〉伸一．用  
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】∝十βけ帥  

巨O  
∑〈γ〉（〆十抽』           J！  

〟〃d  

】叩糎ガ（川ユ州≦郎l＋仰4頼 （回＋lβけ2力）叩）‾町叫′）  

・〈〃〉‾冊〈γ〉‾肝′】exp【（c＋1）く〝〉βくγ〉伸一∫t］  

（4．42）  

亘りれり／＝1  

∑ 〈γ〉（〆十  
ト」  

一 可卜1  
飢u6R：包   

（4．43）  
（ト1）！  

ノわr‘～／／（γノ7）∈尺加油力〈J′〉≧力Jノ‘招〟〈〝〉＜がノ〟′－d♪げ〟／／い・血トr′，r′】，  

∝，β∈〃’T，げ力どJ■ビ〆用′〟rビデ力p∫（Jナナ柑q／’ェ〝〃〃7〟∫4．4甜㍑J4．5．  

T＝EOREM4・6・乃どrピビガ血〟〃椚×研椚α什′∬坤，l－）＝沌た）ノ：1＝lq／■凡粕rJビ′■  

血相r‘J／叩ビr〟J肱川油p厄∫ピル〃ぐ血〃紳，∫；ズ，り）〟lゞ呵わrど〟′7〟叩′7血在？甚（J，∫；・て，〃）  

加Cl（トr′，r′］2，ー笛十11日（尺加））♪…／り，た＝1，‥・，〃川抽力l－〟榔ど∫（4・13）・  

PROOF．Weobservethatthecondition（2／巨0）／針≦p／＋q′＜1／OinLemmas  

4．4and4．5andRemark6impliesthat2／L－0（pl＋qJ）≦0．Then，it fbllowsthat  

there exists C＞O such that fbr everyど＞O and r＝0，1  

sup sup sup sup r湖雄卜2h （岬）1L（h！r〃  
ノほ〃∝・β∈〃”（T・巾∈クエ〃′、吋－r′・丁リ1  

・〈け帖′－くズ〉榊expト榊り〟＋l〃ll／β）昭坤嗅抑制潮＜＋弧（4・叫  

Furthermore，by（4．23），reCallingthat亘hasorder（0，0）andarguingasinLemma  

4．2，itiseasytoshowthat，eVentuallyenlargingtheconstants，theestimates（4．44）  

i．  
・ 

，。。冒崇。ごよ三三 
isin「誉。．トp，。（R2n），j，k＝1，…，mifRissufRcientlylarge・Moreover，thefunc－  

tions甲′凝）belongtoC（トTJ，T／円筒＋ト〃．。（R2n））fbreverh≧0，j，k＝1，‥・，   
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m・Then，itiseasytoprovethatalsoりk∈C（トT／，T′］2，Ⅰ箭．1＿P，。（R2n））fbrall  
j，k＝1，・‥，m・The same argument can be used to prove that also Dt類1Sin  

C（トT／，T′］2，ー箭＋l＿拓。（R2n））fbrallj，k＝l，…，m・Fina11y，WeCanconClude  
that E（t，S）satis丘es（4．13）．  □  

We eonclude giving a theoreTn of existence of a solution for the Cauchy 

PrOblem（4．3）．  

THEOREM 4．7・エビ∫′∈C（卜r，r］，∫g（慮〃））α〃d鋸∈郎岬乃），た＝0，‥リ  

〝トー1」血効用厄が甜叩血糊（4．1），（4．2），血reeズ∫∫才ぶαpO∫油ビア′＜r∫以CカJゐαf，  

♪r eびピサ∫∈トr′，r′］，血クrβ抽椚  

♪（J，ズ，仇，か∫）〟＝′（′，∬）（J，∬）∈トr′，r′】×R”  

♪デ以（∫，ズ）＝鋸（ズ）   ん＝0，…，研一1，ズ∈虎月  〈  

α加～f∫α∫OJ以血＝∈C憫（トr′，r′］，ぶg岬乃））・加α乃α軸0〟∫re∫〟JJ加）仏－γ加〃Wピ  

呼加ピ∫g（点〃）血月郎′（R〃）・  

PROOF．Obviously，itis su組cient to prove that the problem（4・12）has a  

solution U（t，X）∈Cl（卜T′，TJ］，（Sg（Rn））m），Wherewedenoteby（Sg（Rn））m the  

cartesian product of m copies ofS8（Rn）・We start by considering the case  

Ub（x）＝0．Welook fbr a solution ofthe fbrm  

I: 
g（ど，て）匿（て，ズ）＋〃（て，ズ）】dて  U（r，ズ）＝  （4．45）  

fbr a suitable H（T，X）∈C（トTf，Tl］，（Sg（Rn））m）・To this end，denote，fbr any  

G∈C（トr′，r′］，（瑠（R〝））椚）  

l；  
利い）G（T，ズ）dT  虜G（f，ズ）＝  

WhereR（t，T）＝（Fjk）蒜＝1isthematrixofO－regularizingoperatorswithkernelin  

C（［J′，T′］2，Sg（R2n））appearingin（4．13）．ThefunctionU（t，X）de蝕edby（4．45）  

is a solutionifand onlyifthefunction H（t，X）satis鮎s the relation  

〝（g，ズ）＋虜〃（J，ズ）＋虜ダ（J，ズ）＝0  （4．46）  

fbrevery（t，X）∈トT／，T′］×Rn．Toprove（4・46），WeCanlimitourselvestoshow  

thattheNeumannseries∑芸1（－1）V虜VF（t，・）convergesunifbrmlywithrespectto  

t∈トT／，T／］in（Sg（Rn））m・Let us prove the convergence ofthe single com－  

ponerltS．   
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With reftrence to the normsin（1．1），there exist positiveintegers A，Bsuch  

that  

‖（町兆鋤≦輔有畑冊）か  

WhereK＝maW＝1，…、刑Supt、呵pTJ，T′］IIKFjk（t，S，・，・）lFA，B，2n，WithK旦k kernelofthe  

OPeratOrl章ik，j，k＝l，‥・m・In particular，it fbllows that  

】脚）ノ…‖伸≦∬′●三 
吋r′】 

fbr some positive K／＞K．Suppose that  

吐  

‖（叩ノ（′†ル，〃≦（畔呵三軍r′］‖州帖β，〃  
and prove（4．47）true fbr v＋l．We have  

】l（顔吋1勒（りル，β，〃  

（4．47）  

－－－‡i  

勒（らT）（虜l芋）／（い）  

≦〟引ニ  lニヒ詳 
Itz ‖卵）′（T，・）‖仙dT≦（碓）叶1 三 

ほⅠr′】 

lg－∫l叶1  

≦（′甘だ′）叶1 supl困りル働  
ほ卜r′，r′j   （v＋1）！  

Hence，the convergence ofthe seriesis proved and we have a solution fbr the  

PrOblem（4・12）when仇＝0．Arguing asbefbre，We Can prOVe thatthere exists  

jI∈C（トrI†r′］，（Sg（Rn））m）suchthat  

む（J，∫）＝仇（ズト   

is a solution of the problem  

g（J，て）［エ仇（T，ズ）＋カ（で，瑚dT  

〈   

エU（J，ズ）＝0 い，∬）∈トr′，r′】×月”  

む（∫，ズ）＝仇（∫）．  

Combining the two solutions，We Obtain a solution fbr（4．12）．   
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