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ISOTROPICIMMERSIONS AND PARALLEL  

IMMERSIONS OF SPACE FORMSINTO SPACEFORMS  

By   

Nobutaka BouMUKI  

Abstract．Itis welトknown that every parallelisometricimmersion  

OrSPaCefbrmsinto space fbrmsisisotropICin the senseofO’Neill．  

We characterize this para11elimmersion h●Om this polnt Ofview．   

1．Introduction   

Let f：Mn→舟呵 be anisometricimmersion of an f7－dimensional  

Riemannian manifbld Mltinto an（n＋p）－dimensionalRiemannian manifbld  
hft＋［， withmetric〈，〉．Wereca11thenotionofisotropicimmersions（［01）：Letq  

be the second ftlndamentalfbrm of fis said to beiwtrqpi（lat X∈MTtir  

11q（X．X）IL／＝XII2isconstantfbrallvectorsX（≠0）onMnatx．Iftheimmersion  
isisotropIC at eVery pOlnt，then we nnd a functionlon MT7 defined by  

．r（∈Ml牛→llo・（X，X川／‖XH2andtheimrnerSionfissaidtobeんisotropicor  
Simply，isotropIC．   

On the other handitis known that a11parallelimmersions or compact  

Symmetricspaces MofrankoneintospacefbrmsareisotropIC・InthispaperWe  
pay attention to the case that the submanifbld Mis a space fbrm・   

SpacefbrmsMn（c）areRiemannianmanifbldsorconstantcurvaモureCWhich  
arelocallyisometrictoeitheroneorthestandardspheresSn（c），Euclideanspaces  
RJt and hyperbolic spaces Hn（c）・   

We characterize allparallelimmersions or space fbrms Mn（c）into space  

fbrmshn＋p（～）byusingthenotionorisotropicandtwoinequalitiesrelatedtothe  

meancurvatureH（：＝佃I）ofMn（c）in hn＋p（F），Whereb：＝（1／n）traceq・   
The purpose orthis paperis to prove the fb1lowlng‥  

THEOREM．⊥ピJ′毎〟J7血什叩ね油川Pr∫わ〃扉、（7′7′ト繭”肌再州〟J〔℃〝岬〟‘－J  
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（i）H2≦呈吐土圭c－～， 〃  
（ii）0≦（1－〃）AH2＋〃〈り，Aり〉・  

侮〃〟〃（c）ねαpαrα抽／∫〟占∽α〃節足げお叫（け肋r紺脚血わ7∽どr血〃ノ、ね  

／…て〟亘‘叩J／川／州＝り（珊√イ血・ノJノ／わー1イ′岬  

（Ⅰ）′～∫αr摘／レ“祓／gc加てムビ〟和げ〟〝（（l）血0お叫（～），ll血「ピぐ≧～・鮪「ピ  

H2＝ピー～．  

（ⅠⅠ）ノ、＝．乃。ム：〟乃（ぐ）土ぶ叫叶l）／ユーl （（2（頼1）／〃）ど）土舟呵（～），lt加ノi  
ねα∽加わ7α／∫仰？碓γぶb〃，カねαJoJ〟坤〟椚占〃ねわれ占e〟吻α〃〟（2（〃＋1）／〃）ぐ≧～・  

ガぞrピH2＝（2（乃＋1）／中一～．  

Notethat ourtheoremisnolongertrueifwe omit thecondition（ii）inthe  
hypothesis（fbr details，See SeCtion4）・   

The authoris gratefu1to Proftssor Sadahiro Maeda fbr his valuable sug－  

gestions．  

2．Basic TermiTIOlogy   

Here we recallteminologyin this paper．Let Mn be an n－dimensional  

Riemanniansubmanifbld ofan（n＋p）－dimensionalRiemannianmanifold  
withmetric〈，〉viaf．Wedenoteby∇（resp．や）thecovariantd騰rentiation  

OfMn（resp・hn＋p）・ThenthesecondRlndamentalfbrmqOffisdefinedby  
o・（X，Y）＝∇xY－∇xY，Where X and Y are vectorfields tangent to Mn・  
The curvature tensor R of Mnis defined by R（X，Y）Z＝∇x∇YZ叫∇Y∇xZ－  

∇tx，Y］Z，WhereX，YandZarevectorBeldstangenttoMn・Foravector6eld∈  

norrnalto Mn，WeWrite∇xE＝pAEX＋DxE，WhereXisavectorfieldtangent  

to M〝and－AEX（resp．DxE）denotes the tangential（resp・the normal）com－  

ponent of∇xE．The curvature tenSOr R⊥ofthe normalconnection D on the  
nomalbundleisdehedbyR⊥（X，Y）E＝DxDYE．DYDxEND［X，ポ，WhereX  

and Y arevectorfieldstangent to Mn and∈isavectorfieldnormalto Mn．We  

de丘ne the covariant di能rentiation∇′of the second ftlndamentalfbrm6With  

respect to the connectionin（tangent bundle）＋（normalbundle）as fbllows：  

（ViJ）（y，Z）＝βガ（J（y，Z）卜J（∇〝y，Zト♂（y，∇ガZ），  

Where X，Y and Z are vectorfields tangent to Mn．   

The second fundamentalfbrm qis said to be parallelif∇’cT＝0，namely  

（∇妄0）（Y，Z）＝Ofbralltangentvector鮎1dsX，YandZonM”・Wede魚nethe  

SeCOndcovariantdi能rentiationofthesecondfundamentalfbrmqwithrespectto  
the connectionin（tangent bundle）＋（normalbundle）as fb11ows‥   
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（∇♭∇五可（y，Z）＝βⅣ（（∇妄打）（y，Z）卜（∇妄α）（∇Ⅳy，Z）  

－（∇i可（y，∇ⅣZ卜（∇もけ．よrα）（y，Z），  

Where X，Y，Z and W are vectorfields tangent to Mn．   

Wechooselocalorthonormal丘amesiel，…，en）onMnanddefinethemean  

CurVatureVeCtOrBeldbasb＝∑たl（1／n）q（ei，ei）・ThemeancurvatureHofMn  

isdeBned by H＝‖blI．ThemeancurvaturevectorBeldbissaidto beparallel  

ifDb＝0，namely Dxt）＝O fbr alltangent vector鮎1ds X on M′7．We denote  

byl酬 thelength of the second丘1ndamentalfbrm o・，namely ＝cTIL2＝  
∑：：ノ＝1く0．（e，一り），q（ei，？ノ）〉・lI∇′0．1lis thelength ofthe derivative ofthe second  

fundamentalfbrm cT，namely   

〃  

ll∇棚＝ 
． 

IIDt）lldenotesthelength ofthederivative ofthemeancurvaturevectorneld b，  

namely  

〃  

l】瑚t2＝∑〈鋤，瑚〉・  
∫＝1  

3．Proof of Theorem  

First ofallwe review the fbllowinglemma due toJ．Simons［Si］．We here  

Write the proofofthelemmain detailfbr readers・  

LEMMA．〝－〟′～ゐピα〃〃－dわ7ど乃∫わ乃〟J尺ね〃てα〃乃加∫〟占Ⅲ〟〃拘Jdげα〃（月＋ガト  

d血〃∫わ〃〟／岬〟‘・ピ♪仰7励〃＋照），血〃Ⅵノどぐ〟′7紳血ノわ／J州軸ビ押‘汀加：  

（3・1）帥＝ヱ＝‖叫ト～〃2H2＋榊l2  

〃  

＋∑〈かど′（勒（J（どん，ピ々））），J（ピ周）〉  
り、Aニ1   

〃  

＋∑【2く伊（軋り），巾∫，ビ′）〉く巾′，ピ々），巾′，り）〉  
り，ん．／＝1  

－2〈巾々，り），巾尤，ビ／）〉くα（ピ／，ピf），打（ピf，り）〉  

＋〈J（恥ピん），α（ef，ビJ）〉〈α（e／，り），α（どhり）〉  

－く恒～，り），J（ビJ，ピん）〉〈α（e／，どた），α（gf，り）〉］，   



120  Nobutaka BouMUKl  

1・t，here A denofes the Laplacian on M′′and†el，‥．，en）ure k）Ca／orJhonor〃7al  

／什〃‖ハ 川～．1J〃．  

PROOF・Wede触elocalorthonorrnaln・ameS（el，．・・，e”）aroundapoint．YOr  

M”byusingparalleldisplacementfbrthevectorei（i＝1，…，n）ahalongeach  

geodesicwithoriginx・Thenweeasilyfindthat（∇‘′．り）（ユ・）＝0（i、j＝1，．‥，n）．By  

direct computation，uSlng the notationin section2、We have   

〃  

主帥‖2＝；∑どょ（ど府（ピ′心中′、醐）         － 
り止＝l   

JJ    ＝ 
． 

〃   ＝ 
． 

〃  

＝l世が十∑〈β｛湖∫（α（榊））），恒叫）〉  
り，た＝1   

〃  

＝膵′扉＋∑【〈♪ピ潤一′（α（てハピん））），恒′，り）〉  
り，ん＝】  

－くβ‘J′岬ど人（α（り，ピん））），巾ノ，り）〉＋〈βビ′岬‘・人（可町現）））、坤′，？／）〉］  

〃  

＝ll∇′αl‡2＋∑［〈J（月（ピ′，ど頼ハピん），巾∫、り）〉  
り，舟＝1  

＋〈J（？ノ，月（ピ′，ピ々）eん），α（ど′，ギノ）トくか（ピ′，ピ川α（り，ピ川，巾′，ヴ′）〉  

＋〈かど′岬り（α（妬ピん））），巾′，？／）〉］・   

Herewecomputeeachtermintheright－handsideinthethisequation．Wefirst  

get   

〃  

∑くげ（柚，e々）り，e々），巾∫，り）〉  
り．んニ1   

／J  

＝∑〈α（予（∂挿－∂抑）＋d巾A、小ど′一月可叫，ピ々，どん），巾′，り）〉  
り、斤＝1   
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〝  

＝榊ト～乃2H2＋∑［〈J（軋り），α（g刷）〉〈巾′，e々），α（gf，り）〉  
り，んノ＝1  

－〈J（ピ∫，り），巾ん，ビア）〉〈巾／，eた），巾f，り）〉］・  

We compute similarly  
JJ  

∑〈α（ざノ，月払，ピん）ピん），巾′，り）〉  
り．ん＝1   

〃  

＝州卜掴l2＋ 
． 

－〈巾／，ピ々），恒ん，ど／）〉〈恒ノ，り），巾′，り）汁  

Next，We have  
JJ   

∑〈か（どf，ピん糎（り，どん）），α（ど′，どノ）〉  
り．A＝l   

〃  

＝ 

． 

〃  

＝∑【〈やど．岬ど人（汀（り，e斤））），項∫，り）ト〈やだA（かど．（J（り，g々肛α（ビ硝）〉］  
り，ん＝l   

〃  

＝∑【〈やど′やど人（α（り，ビ川，α（ピ′，り）〉十〈やど．（d〝輌）ど々），抽，り）〉  
り．々＝1  

－〈やど人ウビ′（J（り，e〟）），巾f，マノ）ト〈やp尤（dα（。心ピf），巾∫，り）〉］  

〃  

＝∑［く姉，g川α（り，どた）），巾∫，り）ト〈ん（。，β誹，やど∫（♂（e硝））〉  
り，ん＝l  

＋〈」巾′，現）ビ′，やビA（亡中′，り））〉］  

（where点isthecurvaturetensorofhn＋p（E））  

〃  

＝∑［く」勅、ビ㈱月れ。）ピ′トく4勅湖）ビf，4両刃協〉】  
り、ん＝1  

（because R（ei，ek）（q（ej，ek））＝F（〈ek，0，（q、ek）〉e，一〈ei、U（り，ek）〉ek）＝0）  

／I  

＝∑［〈α（布帰洒溝），巾f，り）〉－〈♂（月咄，ビÅ）ピ′，ど斤），巾f，り）〉】  
り．々＝1  

121   
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JJ  

＝ 

． 

－くJ（り，e々），ロやノ，ビ∫）〉〈げ（ど／，ピた），恒f，？／）〉ト   

Therefbre by virtue ofthe above computation，We Obtain equation（3・1）・  

Q．E．D．   

122  

Inthefbllowingwestudyaんisotropicallyisometricimmersionf：Mn（（・）→  

hn＋p（E）．Itisknownthatthefbllowingequationholds（fbrdetails，Seepage46in  

［Su］）：   

（3．2）くα（ガ，y），J（Z，Ⅳ）〉  

ニ（2く弟y〉〈Zルト〈∬，Z〉〈yルト〈侶γ〉〈ylZ〉）  

十（〈弟y〉〈Zル〉＋〈ガっZ〉〈yル〉＋〈川〉〈y，Z〉）、  

Where X，Y，Z and W are vector負elds tangent to M〃．   

Equation（3・2）yields the fbllowing：  

（3．3）  利J（ガ，y川ヱ十‘・－～＝Å2，   

Where X and Y are orthonormalvector頁elds tangent to Mn．  

2（〃－1）（ぐ－～）＋Aユ（′7＋2）  
H2   

3J7  

l酬ヱ＝〝2H2－〝（〃－1）（ぐ－け   

Here we compute the fburth term of the right－hand sidein ourlemma．  

In order to compute this term easily we use agaln the condition that∇t＞l＝O at  

thepointx，i∈il，…，n）・ItfbllowsftomtheCodazziequation（∇ユ・q）（Y、Z）＝  

（∇i，CT）（X，Z），（3．2）and（3．4）that   

〃 ∑〈かど．（恥（打（拓ビ川），α（ビ′，り）〉  
り、た＝1   

J7   

＝∑［e∫（〈勒（♂（拓ピた）），J（ピ周）〉卜くかどノ（巾友，ビ々）），βど′（恒flり）刷  
り、点＝1   
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〃  

＝∑【ピf（り（〈可靴，どた），頼f，り）〉）ト埼（〈巾ん，どん），勒（項f，り））〉）  
り，た＝1  

－〈かり（α（恥ど川，βq（‘中メ，ビJ））〉】  

〃  

＝ 

． 

－2くβり（叫ん，ピた）），巧（ロやJ，ビ／））〉］  

3J－H2－2（〃－1）（ぐ－～）  
＝ 

． 

ト（り［÷玩一勒）＋   
l   

（∂〃＋お人勅）  
坤1＋2）  

ーく可叛，軋）、βぐ∫（仇r（打（？／，り）））〉－2〈仇′（α（紬ピ拙かど，（坤／，Pノ））〉  

＝′仏Hユー′72〈l），朗〉」項困Il2  

＝＝〃AHヱ＋′7コ〈b，Ab〉－〃2（2＝叫lヱ＋2くt），Aり〉）  

＝′7（ト′7）AH2＋′72〈り，Aわ〉．   

Therefbre we can get the fb1lowlng equation：   

JI  

（3・6） ∑く仇．（恥（坤友，ビ刷），函，誓／）〉＝項1－〃）AH2＋可b，Ab〉）・  
り．ん＝1   

Using ourlemma，（3．2），（3．4），（3・5）and（3・6），We Obtain the fbllowing  

equation：  

〃3（〃－1）  

（Hヱ小～）（H2一生謹 
（十～ 
）  

榊1lヱ＝‖∇′αlト   
乃＋2  

＋〃（（ト〃）△H之＋〃〈り，Aり〉）．  

Hereit fbllows ftom（3．3）and（3・4）that  

H2－「＋∂＝ 
〃 聖j（Aユーr＋～）＝聖リ11α（ガ，y）tl三組 J7   

fbr each orthonormalpalr Ofvectors X and Y・   

This，tOgetherwiththeinequalities（i），（ii）intheassumptionorourtheorem  

and a well－known Hopf，slemma，yields that∇／q＝0・Moreover we have  

H2≡C－EorH2≡（2（n＋l）／n）c－E．Therefbrewe getthe conclusion（［F］）・   
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4．Remarks  

（1）We comment on theinequality O≦（1－n）AH2＋n〈り，Ab〉．By easy  

COmPutationweknowthatthisinequalitymeansthatthemeancurvaturevector  

bis para11elwhen themean curvature His constant．   

Infact，WhenHisconstant，丘omtheinequalityO≦（1－n）AH2＋n〈b，△b〉  

WeknowthatO≦〈b，Aり〉．Again，byusingtheconditionthatHisconstant，We  

getItD別2＝－くb，Ab〉．ItfbllowsffomthesetwoinequalitiesthatDb＝0．   
（2）As animmediateconsequence ofourtheorem we obtain the fbllowing：  

CoROLLARY・加J／毎α〝如け叩ね細別ビr∫ね〃げ〟〃〃一成用ビ〃∫わ乃α／ぐOJ叩〟rJ  

OrねJl抒d甲αCe♪r〃つ〟〃（r）扉’c〟rび抽げeぐ血0α〃（〃＋p）－d加1ど那わ〃〟J甲αrピ♪r〝7  

泊叫（～）げc椚血re否．∫仰β∫e血′  

（i）H2≦聖上坦〔・＿∂ 
，  

〃   

（ii）伽〃把α乃C乙げUα加βびe〃orい∫クαrαJJeJ．  

乃e′－〟′－（ぐ）豆αダαrα肋∫〟占用α乃拘揖げカ叫（～）．肋r紺睨γ血血刀〝血〃．r由  

／…叫l、‘・‘／′√J…／川／いりmJ（て／、血ノノ〟／「川叫／：   

（Ⅰ）′由α∫or叫〟椚占眈加血〟和げ〟〃（ぐ）血∂カ叫（～），仲毎r＝・≧～．月初  

H2＝仁一～．  

（ⅠⅠ）′＝かノi‥脚竹）土∫叶〃伸）／2－1 （（2（〃＋1）／〃）。）王府叫（～），，′－壷rピノi  
∫∫（JJ刀加血dJ細れer血〃，カ由αねJα砂〟∽占〟ね血占β（肋7g〟〃d（2（〃＋l）／〃）ぐ≧～．  

〟どrビH2＝（2（〃＋1）／〃）c㌦～．   

（3）仲七血w血ro〟r血org椚由乃0わ〃9er加ピグー岬Om′J血ぐβ〃肋加（ii）血  

血力〝O才力ピ血・肋rec〟／J血♪Jわ什物ビズα〝軍Jg血どgO肋ピ血（［M］）．  

ExAMPLE・Let xl：Sn（n／（2（n＋1）））→Sn＋（n（n＋1）／2）－1（1）be the second  

Standardminimalimmersionandx2＝Sn（n／（2（n＋l）））→Sn（n／（2（n＋l）））bethe  

identitymapping・Usingtheseminimalimmersions，fbrt∈（0，7r／2）wedefinethe  

fbllowlng minimalimmersion：  

‘4 

三ユ＝（…2））‥∫〃臨）→∫叫帖（よト∫〝（   

Here the difftrentialmap（x，）＊Ofxtisgiven by（xt）＊X＝（cost・（xl）＊X、  

Sinl・（x2）＊X）fbreachX∈TSn（n／（2（n＋l）））．The product space ofspheresin  

（4・1）can beimbeddedinto a sphere as a Cli恥rd hypersurface：   
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（4．2）  

ぶ′H叫′什1）／ユー1  ‖   

（
 
 

〔
J
 
 （よ）×  

〃
 
 

→∫叶′函＋3）／2  
2
 
 
 n
 
 

．
 
S
 

）
 
 
 

l
 
 

＋
 
 
 

〃
 
 

（
 
 
ヘ
ノ
】
 
 
 

〃＋（〝＋2）sin2   

Combining（4．1）with（4．2），We Obtain thefbllowingisometricimmersionj；：  

（4・3） ノ；：∫′7（㌫）→∫叫＋5）′2 

（  
〃＋（／つ十2）sin2   

By virtue ofthe resultin［M］、We Obtain the fb1lowing properties ofj；fbr  

each（∈（0，7r／2）：   

（a）the mean curvature Ht ofj；is given by  

（J7十2）sinJcosJ  
H′＝仲川＝   

2（n＋l）（n十（n＋2）sin2t）   

（b）the mean curvature vector t），Ofj；is not parallel．Thelength or the  

derivative ofb（1S glVen by：  

〃（〃＋2）  

l困′ll2   ．つ sln－Jcos2J≠0．  
4（〃＋l）2  

（c）j；is constantl，－isotropic・ltis given by  

where～．＝1／cos2tandF2＝n／2（n＋1）sin2t．   

Now，inpaticularweetOSt＝l／市7andsint＝仰・Thenwe  

have the fbllowlngisometrlClmmerSion f：  

→ぶ叶棚l 
（4－4｝・‥ぶ〃（㌫） （叫1）×∫欄→∫〃醐（㌫）・   

We shallshow that thisisometricimmersion f given by（4．4）satis魚es the  

inequality（i）but not the equality（ii）in the statement ofourTheorem・   

In fact，We have  

（〃＋2）2  
－1＋   H2＿聖上セ 〔斗～＝  

〃   2（2乃＋3）（〃十1）2  

乃（乃＋2）  

＜0，  
2（〃＋1）2   
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（ii）   （1－〃）AH2＋〃〈り，△b〉＝〃〈b，Aり〉  

＝一項l上期l2＝  
〃3（〃＋2）ヱ  

＜0．   
4（〝＋1）4  

This shows that our Theorem does not hold without theinequality（ii）・   

Wefinallynote thattheisometricimmersionfgivenby（4・4）is a counter－  

example to theorem5．1in［IO］・  
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