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ANALYTIC SMOOTHING EFFECTS FOR A CLASS OF  

DISPERSIVE E（〕UATIONS  

By  

Hideki TAKUWA 

Abstract．We study the analytlC SmOOthing effヒct fbr a class of  

dispersive equations．In this paper we consider the microlocalan－  

alytlCSmOOthnessfbrthesolutionsofaclassordisperSiveequations  

including not only the Schr6dinger equation but also thelinearized  

KdV equation．We make use or the笥6strand theory of the FBI  

transfbrm asin RobbianorZuily’s worksin the case ofSchr6dinger  
equations．   

1．Introduction and the Main Resu）ts  

In this paper we consider the analytic smoothing properties fbr a class of  

dispersive operatOrS・The typICalexample ofthese operatorsis the Schr6dinger  

OperatOr，and another exampleis thelinearized KdV operator・   

Letusdescribeourproblem．Letmbeanintegergreaterthanorequalto2・  

Let P（y，D 

（1・l）  P（ノ，♪γ）＝∑宣（γ）巧・  
回≦加   

We assume that P（y，Dy）has analytic coe錦cientsin Rn and a realprincipal  

Symbol．WealsoassumethatP（y，Dy）isofrealprincipaltype（inastrongsense）・  

Forsomeintegerjwithl≦j≦nwehave∂qpm（y，q）≠0，Wherepm（y，q）＝  

∑陣mC∝（y）〃∝istheprincipalsymbolofP（y，Dy）・   

We consider theinitialvalue problem  

か′〟＋P（γ，βγ）“＝0，  

叫′＝0＝恥（グ）・   
（l．2）  
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Inthispaperwerestrictourproblemtoasimplecase，Wherethedimensionnis  

equalto one．In this simple caseit su伍ces to treat the operator，   

（1・3）  P（γ，かγ）以＝ ∑c直）かヱ，  
0≦／≦／乃   

Where cm（y）＝land c［（y）are analyticin R，thatis，the coe伍cient of the  

PrlnCIPalpartisconstant・Weconsideronlythebackwardinitialvalueproblem  
（1，2）in order to simplifynotationin the proof盲．   

We make the fbllowlng aSSumPtlOnS：   

Onecanfindpositiveconstants Cb＞0，Ro＞0，Ko＞O andqo∈（0，1）such  

that fbr y∈R with fyl＞Ro andk∈NU（0），  

q∬錘  
＼▲‥ノ  －‾γ）ハ川J ・  

。≦＿l 缶lγIl＋小片●  

Let p＝（y，q）∈T＊R＼0，andlet（Y（s；y，q），0（s；y，T7））be the solution to the  

equation  

†  

d  

表  

d  

y（∫）＝（y（刷）），y（0）＝γっ  

忘  

（1．5）  

In ourcase pm（y，q）＝Pm（71）＝qm．Therefbre  

y（∫）＝γ＋椚叩椚‾1，  

0（∫）＝⑳（0）＝り・  
（1．6）  

We remark that fbrり≠0  

（1・7）  
1imly（∫；γ，矧＝＋の． ∫ 
－→0〇   

Letu（t，・）∈C（R，L2（R））bethesolutionoftheinitialvalueproblem（1．2）．Let  

usintroduce the space oftheinitialdata  

（1・8）   端＝（び∈エ2（点）；］∂0＞0，e∂刷り‘椚‾1’ぴ（γ）∈エ2（㍍）ト  

Where  

（1・9）  ㍍＝（y（∫；ルり0）∈勘≧0）・   

Our main result about themicroIocalsmoothing e能ctis the fb11owlng；   
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T肥ORヱMl．1．エビJP（γ，巧）占e瑚乃ed血（1・3）∫αr出動軸（1・4）朗d伽＝  

（ル恥）∈r＊R＼0・エビ書的∈エ2（虎）占e加端・撤〃♪rα〃J＜0，伽ゐ即乃β‖相加g  

わ血α乃〟少血wαUg♪〃〃r∫eJ晰払［〟（り］げ血∫∂加わ〃〟（上目伽（1・2）・  

IfoneconsidertheGevreyswaveftontset，itsu疏cestochangetheweight  

ofthedecayoftheimitialdataffome60Jy［り恒＝toe∂ol｝・l冊卜l）・Fromthetheorem  

above we can easily get Corollaryl．1．  

CoROLLARYl．1．ゲJゐe加地J血α叫∈エユ（点）∫αJょがe∫  

（1・10）  
J三e削り… 帖）－2み＜∞，  

♪r∫0椚ビタ0∫〟加ビOJl∫J朗J∂0，才力e〃血∫♂J以血〝Jo血加汀由／uα血ビタ和地〃－（1・2）  

占ero椚e∫α〃αレ扉w油rg甲gCJねJ反軍以仁・どひ〟rん適才gγ♪＝≠0・  

The result orTheoreml．1in the case m＝2was obtained by L．Robbiano  

and C．Zuilyin［15］．In fact，they have st11died Schr6dinger operatorswith  

Variable coefhcients near the Aat Laplacian．It was remarkedin［15］that their  

methodcanbeappliedtothesecondorderoperators ofrealpnncIPaltype．The  

purpose of the present paperis to show that their methodis applicable to  

OPeratOrS Ofa higherorder．The dimcultyln the higher ordercasecomes ftom  

estimating the phase function globally（Seethe detailsinLemma3・2below）・  

We remark that underdi能rent conditions on theinitialdata theproperties  

Ofthe analytic smoothing e鮎cts fbr the Schr6dinger operators are obtainedin  

【13】，［161．Smoothing e能ctsin the disperSive operatOrS，eSpeCially Schr6dinger  

OPeratOrS，havebeenstudiedbymany authors（See［3】）．Thoughtherearemany  

results even fbr Schr6dinger equations withvariable coe氏cients or nonlinear  

Schr6dingerequations，there areftw resultsinhigherordercasesincomparison  

With the second order case．For generalorder operators S．Doistudied the  

microlocalsmoothinge舵ctsbyusingthecommutatormethodint51and回．This  

methodis completely di拝もrent ftom ours．Recently T．6kajihas studied the  

SmOOthing properties by using the Wigner transformationin［14】．His method  

does not cover thelinearized KdV operatOr Whichis treatedin this paper．K．  

Kqjitaniand S・Wakabayashistudied the we11－POSedness and the smoothing  
e飴ctsfbrSchr6dingeroperatorswithanalyticandGevreycoe伍cientsin【10】and  

【11］（cflS．Tarama［17］）．Theirmethodusesanintegraltransfbrmation．However  

their methodis qulte di鮎rent ftom ours．   

FornonlinearSchr6dingerequations，therelationshipbetweentheproperties   
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oftheinitialdata andthe smoothnessofsolutionhasbeenstudied，fbrexample，  

in【71，［8］and［12］．Theirresultsarebasedonthecommutatormethodintems  

Ofthelinear theory・Recentlyin［1］and【2］H．Chihara has studied the case  

the nonlinear termincludes the derivatives of the solution．We remark that S．  

Taramain［18］studiedtheanalytic smoothingpropertiesfbrthe KdVequation  
by means oftheinverse scatterlng methodinstead ofthe commutatormethod，  

Where the condition similar to（1．8）was given．   

Ourplan ofthispaperis asfbllows：In Section2werecallthe relationship  

between the analytic wave ffont set and the FBItransfbrm．In Section3we  

COnStruCt the phasefunction and the amplitudefunctionin the FBItransfbrm  

inordertotransfbrmtheoriginaloperatorP（y，Di・）intothearstorderoperator・  

Tocompletethistransfbrmationwe soIvetheeikonalequationandthetransport  

equations globa11y・In Section4we prove Theoreml・1by uslng the resultsin  
Section3．  

The author would like to express his sincere gratitude to Professors Yujiro 

Ohya and Shigeo Tarama fbr their valuable advices and conversations．The  

authoralsothanksProfもssorsY．Morimoto，T．6kajiandH．ChiharaforglVlng  

infbrmationabouttheirresultsandtheirpreciousadvices．Andtheautherwould  

like to thank the reftree fbrthecarefhlreadings ofthe manuscript，COrreCtions  

and usefu1comments．  

2．The Analytic Wave Front Set and the FBITransfbrm  

Inth主s sectionwedefinethe FBItransfbrmandtheanalyticwave丘ontset，  

Which are reftrred to［15］and［19］・   

Let po＝（yo，qO）∈T＊R＼0，Let 甲（x，y）be a holomorphic functionin a  

neighborhood Uoxり。Of（0，yO）in CxCwhich satisBes  

（2・1）  （0，γ0）＝一恥  

（2・2）  Ⅰ（OJ扉＞0，  

（2・3）  佃）≠0・  

For the phasefunction p（x，y）above we can define  

（2・4）  ◎伺＝（‾Im締助   
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fbrx∈Uo・Letf（x，y，l）＝∑k2。jk（x，y）l，kbeananalyticsymboIoforderzero，  
ellipticinaneighborhoodor（0，yO）・Letx∈C箭beacutofffunctionwithsupport  

in a neighborhood ofyo，0≦x≦l，andx＝lnear yo．   

The FBItransform ofa distribution u∈9／（R）is defined by  

（2．5）  m（ズ，A）＝〈ズ（・）町担帖サ（ズ，・，ス）〉，A＞1．  

Accordingto t19lwecan characterize the analyticwave ftont set ofu∈9r（R）  
by uslng the FBItransfbrm．We have the fbllowlng equlValence：  

（2・6）  曲折叩湖．  

（2．7）  ］C＞0，］〃＞0，∃Ao≧1such tbat  

ビ‾川中） ‡m（ズ，州≦α‾′∫A ゎr甑∈仇，∀ユ≧Ao．   

Assume that u（t，・）is a払mily ofdistributions on R depending on a real  

Parameterl，Let to∈R．We sha11say that apointpo∈T＊R＼O doesnotbelong  

～ tothelocallyunifbmlanalyticwavefねntsetIn㌔【u（to，・）】ifthereexistanFBI  

transfbrm T，POSitiveconstants C，P，Ao，8andaneighborhood Ub ofOsuchthat  

（2．8）  e‾叫彗 九（∬｝A）t≦α‾扉  

払r∀ズ∈仇，∀A≧ん，∀J∈（Jo－£，わ＋£）・  

3．Construction ofthe Phase Function and the Amplitude Function  

Let R＞ObeasufncientlylargepositiveconstantwithR＞Ro，Where Rois  

givenin（1．4）．Let po＝（yo，qO）∈T＊R＼O be a point such thatlyol＞2R and  

yoq3Tpl≧0・WedefinethehoIomorphicfunction po（y）‥C－→C，  

（3・1）  勒（γ）＝－恥γ＋芸（γ－γ0）2・  

We sha11soIve the eikonalequation by thegeometricalwayln Orderto get  

the globalproperties．  

THEOREM3．1．丁伽rビビズ如才cβ乃∫r馴J∫gl，どユ相浦0＜ど1＜g2α〃dα加わm∂甲旋  

ル相加叩（ズ，Z）加血∫e′  

（3．2）  茸＝i（ズ，ヱ）∈CxC；Reズ≧一句，毒Imズl＜どl，  

lヱーy（ズ；γ0誹0）l＜匂（1＋回）），  

甜ビカ 才力（汀   
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芸（ズ，Z）＝伽卜富（ズ，Z））仰  

望（0，γ小一恥   
Im慧仙）＞0，  

（0，扉≠0・   

（3■3）  

（3・4）  

（3・5）  

（3・6）  

PROOF OF THEOREM3．1．From the definition ofpo（y）we have  

（γ）＝一徹十イレー邦）・  

Weintroduce the submanifbldofC4whosedimensionisequaltol，  

（3・7）人0＝〈（0，川”（γ，一驚（γ）），箸（γ））∈C4；一両＜ヰ  
Where83＞O wi11be determinedlater．For the2－fbrm q＝dE＜dx＋dq＾4y we  

have  

Jl人。＝0・  

Weintroduce the symbol  

ヴ（ズ，γ，ど，〃）＝∈－b′”（γ，れ  

where bm（y，〝）＝Pm（y，－q）＝トq）mis the principalsymbolofthe transposed  

OPeratOr（P（y，D）fbr P（y，D）．   

Let（X（s），F（s），＝（s），G（s））be the solution to the equations，  

瑚＝1，  印）＝0，  

ダ（∫）＝一 ，印）＝γ，  

三（車0， 印）＝伽（γ，瑠（γ）），  
G（∫）＝ 

，G（0）＝（γ）・   

（3．8）  
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We have  

（γ，瑠（γ）），  ∫（∫）＝∫，三（∫）＝三（0）＝轟  

and（F（s），G（s））is the solution of一  

芸瑚＝（咽，瑚））＝叫坤））〝巨1一  

瑚＝（瑚瑚））＝0，  

珊＝γ，G（0）＝（γ）≡－ヴ・  

Thatis，  

ダ（∫）＝y（∫；γ，〝）＝J′＋棚り肘1，  

り （＝晋（γ））・  

G（ぶ）＝－㊤（∫；γ，J7）＝－   

By uslng these solutions we de魚ne  

（3．9）  人＝  ∪  ビ叫八0  

∫∈C，Re∫＞一句、けm∫lくだl  

＝（（ズ（∫），顆），三（∫），G（翔∈C4；（∫，γ）∈呵  

（  ＝〈（巧｛瑠（小一（γ，一驚ヰ  

ー中γ，瑠（γ）））∈C4両）∈♂〉，  
Where we set x＝S，and  

♂＝（（ズ，γ）∈CxC；Re⊥方＞－gl，けmズl＜£l，lγ－邦】＜g3）・  

Here81，e之ande3areSmallpositiveconstantswhichsatisfy0＜El＜e2＜83・Since  

Hiistransverseto＾0，thesubmanifbld∧ofC4isLagranglan・  

LEMMÅ3．1．乃ビrビビ∬由∫α加わ仰草旋ル〃CJわ〃甲（ズ，ヱ）如」E∫抑止∴兢剖  

（3・10）  ∧＝〈トニ新，欄ズづ∈C4両）∈ヰ   
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IfLemma3．1wi11beproved，thepropertiesstatedinTheorem3．1willfbllow  

丘om Lemma3．1．The fact that  

榊），柑，恥瑚）＝0，  

implies that fbr∀s∈R  

ヴ（方（∫），ダ（∫），三（∫），G（∫））＝q（∬（0），ダ（0），三（0），G（0）），   

thatlS，  

≡（∫）－せm（ダ（∫），G（∫））＝三（0）－b〃了（ダ（0），G（0））  

＝伽（γ，瑠（小伽（γ，〃）  
＝0．   

Since F（s）＝Z，＝（s）＝（ap／ax）（x，Z）and G（s）＝G（x）＝（∂q，／∂z）（x，＝），We have  

the property（3．3）  

望（拍＝伽（ヱ一都，Z））・  
It fbllows丘om the proof ofLemma3．1  

（3・11）   z＝ダ炬y（ズ；γ，一驚（γ）），  
Which shows the existence ofa holomorphicfunction7C Satisfying   

（3．12）  グ＝打（ズ，Z），γ0＝打（0，γ0）・   

Theotherthreeproperties ofTheorem3・1fbllow丘omthesame argumentasin  
the proofofTheorem3．3in［15］・  

PROOF OF LEMMA3．1．Let7T be the prqjection on the base space，7T（l）＝  

（ズ，y（ズ；γ，－（∂勒／み）（刃））hr A∈人・   
First we show that the map7T：＾→Eis bdective．When m≧3，   
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y（ズ；プ，り）－y（ェ；邦，勒）   

＝（γ＋用叩〃卜1ト（γ0十m瑠‾1）   

＝（）ノーγ0）十〃t芳（り川‾l－り訂卜1）   

＝（γ－γ0）十叫（和一f（γ－γ0））′γ卜l－膵‾1】  

打Jl）  
膵ナ1（」）ノ（γ－γ。）ノ  ＝（ナ，－γ0）＋椚ズ  

＝（ト血（〝巨け7J卜2可（γ－γ0）  

抽  
ノ＝2  

（∵）軒ノーーl卜腑－γ0）ノ・  

Itsu代cestoshowthatfbra触edx∈CwithRex＞－El，JImx‡＜どIandz∈C  

With t＝－Y（x；y，－（∂po／毎）（y））i＜どヱ（l＋fxl）there exists a unique y∈C with  

lyqyoJ＜c3SuCh that  

（3・13）  yトり′、一驚（小y軌侮）＝ニーy恒心  
We define  

（3・14）〃し1り＝ナ，（）＋  
ト加申”－1湘卜2ズ  

1 

Ifどl＝どl（m，‡T7。f）＞Ois sma11enough，We have  

×（ご】y柚恥ト〃鳶（∵）灯刃（船山ノ）・  

11－血（椚－1）り言上2．てl≧ぐふl（1＋回），in（㌣  

For y∈Cwith．y－yOl＜E3，  

附）一拍≦（トy（ズ胴0）冊（－川£言）  

≦r川頼ニー古書  

≦称（0＜β1＜ど2＜£ヨ《1）．   
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Hence H（y）is a map from the ba11B（yo，83）intoitself・Onthe otherhand  

圃（γ1）－〝（γ2）l  

別図  

ll一触（m－1）灯勺l  

宕（椚‡1）  
膵ナ1（－りノ（（γ1－γ0）ノー（γ2一γ0）ノ）  

≦一如1－γ2－  

≦た‡γ1－γ2巨 0＜た＜1■   

Then H（y）is also a contraction mapin B（yo，e3）・   

Itmeansthat（3．14）hasauniquesolution，inotherwords，themap7T：＾－→E  

is suりeCtive．Whenm＝2，theprqectionmapof花：＾→Eislinear，SOWeCan  

also define H（y）and get the same conclusion・   

We shallprovethatthedi能rentialmap d7T（l）：Ti＾→Tk（l）Eis surjective・  

Let usconsiderthemap F：0→＾，（x，y）t．（x，Y（・），0（・），－0（・））．Itsu侃cesto  

PrOVe that the map冗OF：0→Eis sudective（7TOF（x，y）＝（x，Y（x；y，77）））・In  

fact，We have  

≧C（1＋柚（ズ，γ）∈仇  
笥  

（3・15）   

because  

r（ズ；γ，〃（力）＝γ＋〝7芳‡恥㍉砂－γ。））肘1  

Now we obtain the desired fhnction甲（x，＝）asin the proofofCorollary3・6in  

【15】・  
1  

As stated after Lemma3．l，We have completed the prooforTheorem3．l．  

WeremarkonthechoicesoftheconstantsEl、£2and£3．Whenweconsiderthe  

COntraCtionmapH（y）intheproofofLemma3・1，WeCanChoose81＝El（m，I71ol）  

ande3＝e3（m）independently．Thechoice ofe2depends one3aS2c′”e2≦e3・So  

we can choose e2Which satisfies c6‡≦E2≦（1／2cm）e3・These choices areim－  

POrtantWhenweconsidertheglobalpropertiesofthephasefunction甲＝甲（・て，＝）・   

Here we present the globalproperties ofthe phasefunction pln Order to  

COnStruCt the amplitudefunction f along the set Eglobally．   



AnalytlC SmOOthing e能cts fbr a class ofdispersive  ll  

In the proofofLemma3．l，theprq】eCtionmap花isadi飴omorphismftom  

7T－1（E）（＝∧）toE．Forthemap＝＝Y（x；y，－（∂po／ay）（y））thereexiststheinverse  

map f（：E→C’such that y＝Ⅳ（x，＝）．The fhnctionJ（is holomorphicin E and  

f（（0，yO）＝yo．We have seen   

（3・16）  l打（ズ，ニ）一山＜軋（∬，ヱ）∈g．  

By theidentification of（3．9）with（3．10）we have  

（3・17）  諾（ズ，二）＝一町；油＝珊＋由一J恥（．け  
From（3．14）  

〈  

（3．18） 叶Y、ニ）－ノノ（I  ニ・－）′い：＿l、いり．．）  
ト血（′刀－1）り音トコ・Y  

ー′ 増ぐ7‡l）′7肯卜′佃ノ（項，…）う・  
We have 

（3・19）  （Jっニ）  ト〃 
〈増（椚Jl）  ト血（〝仁一1湘トヱ・Y   

l 

≦T，Wehave  

膵十1卜舶ニトリ0）ト諾して，ヰ  
Since  

トJ川頼卜l）昭二Y  

芸（・Y，ニ）l≦孟（1十′両群‡1 ）・折W駆，ニ）け・  
Sincee3is smallenough，thesecondtermcanbe absorbedinthele丘handside，  

We get   

C  

l＋lズ1  
（．Y，ニ）∈g．  

In the same way we have   

（∬，ニ）∈g．  
（1＋回）コ1  
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It fbllows丘om these estimates that  

（3．20）  （ズ、ニ）∈g．   
（1＋l可）’  

Now we shallstate thekeylemma ofthe main theorem．It should benoted  

that theinequality（3．21）is valid onlyin the region where＝is a realvariable，  

Whichis difftrent什om Lemma3．7in［15］．  

LEMMA3．2・エビ′〃∫（頓乃ピ  

塵＝  （J，ニ）∈rX凡Re．Y＞－ど1，lIm」Yl＜鉦  

巨y（∬り刷＜圭g2（1小■）〉・  

mど〃ll、ビ／J〟l、ピ  

（3．21）  Im（ズ，Z）≧  （ズ，ヱ）∈鼠  
（1十回）Z’  

PROOF OF LEMMA3．2．Since y＝7C（x，Z）is theinverse function of  

g＝yト一驚（γ））  

＝γ＋椚∬（和一山一γ0））′”‾1，  

we have  

z＝申，ヱ）＋附（和一～（可撫才ト∵川））〃トー1  

By settlng  

∬（ズ，ニ）＝恥√」（γ－γ0）し＝申、。），（∬、ニ）∈g（⊂CxC），  

this function X（x，＝）is the simple root fbr the equation  

（3．22） 〝㍑（ガ（ズ，ニ））′？卜1十ば（ズ，ヱ）十γ。∵廟－ニ＝0，（ズ，ニ）∈g，  

Which satisnes fX（x，＝）－f70i＜c3・By takingthedi能rentiationwith respectto＝  

in（3．22），We have  

（両川‡拙z））′”－2＋（エウニ卜l＝0・   
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Since Rex＞M8l，tImxl＜£landIX（x，＝）－770l＜83in E，We have  

叫椚－1）ズi方（ズ，ニ））〃卜2十f≠0，  

fbr（．r，＝）∈E．On the other hand we have丘om（3．17）  

諾（拍＝ヰ；γ，瑠（刷 軸。，  
（力  

Jヒ叶Y，ニ）  

＝一勒右（γ一正帰巾．。）  

＝－∬（ズ，Z）   

Using these properties we have  

lm（河＝－Im（∫，ニ）  

＝－tm  
m（椚－1）ズ（ガ（ズ，ニ）‡〃卜2十   

First weconsiderthecase that回islarge enough■Let usintroduce the set  
EIWhich satisfies E⊂ElaS  

ふ＝  ∪  

J・1∈凡r‖∈r、Ir‥くどコ，l両＜β：  

‡（∫，ヱ）∈Cx凡  

Re＿て＞一町川m．Yl＜拓ニ＝y（・Y；細り0）＋rトY＋「（））・   

We write  

ニ＝y（∬；グ鋸り。）＋rlズ＋ro  

＝ナ，0＋〝呵㌻‾1＋rl∫＋ro  

＝（〝叩訂‾1＋rl）J十γ0＋ro  

＝ノて可．  

Since f（．て）is a holomorphic function andl＝－Y（x：yo，qO）l＜C2（l十［x‡）fbr  

（r（，，r一）．wecande餌etheholomorphicfunctionX（x）＝X（x，f（x））fbrx∈Cwith  
Rex＞－El，［ImxJ＜el．From（3．22）廠（x）isthesimplerootoftheequation  

（3．23）  ′”∫Ⅳ肝】＋〃γ－（叩g卜l＋㌢由一（ro＋妬）＝0，   
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wherel史（x）－qol＜83．Wechange thevariable t∈Cwith t＝l／x．Insteadof  

（3．23）we considerthe equation  

（3・24）   鞠ro，rl，「）＝F〃卜1＋⊥〝 〃7  

－（〝ぶ仁1・慧卜去（ro＋如）′＝0・  

Thisequationiswelldefined fbr t∈C，rO∈C and rl∈R．ByRouch畠’stheorem  

thereexistsapositiveconstantFLoindependentor82SuChthattheequation（3．24）  

has the simple root V（t）＝V（t，rO，rl）near T70fbr t and（ro，rl）with ftl＜FLo，  

ro＜FLo and rl＜FLo．So V（t）is given by the residue theorem as  

r∂リアい，rO，rl，「）  
I十＝ニ   （ル＼  

）・P（J，rO，rl，γ）   

Whereγisasimpleclosedpathenclosingthedistinctroot V（t），Wenotethatwe  

CanChoosethesameγfbrtand（ro，rl）withltf≦FLo，frol≦FLoandlrlJ≦FLo．Since  

P（f，rO，rl，V）≠00nγand P（t，rO，rl，V）is an analytic fhnction oft，it fbllows  

什omtheexpressionof V（t）that V（l）isalsoananalyticrunctionof［．Wewrite   

二に  

r（り＝‘・0＋（・l什∑り′ノ，如けl≦凡  
ノ＝2   

Where R＝R（FLo）＞O does not decrease when／Lo tends to zero．De触ing the  

COnStant  

慧（りト  
D＝ maX  SuP  

O≦ノ≦2【り＜凡い・（ll≦祢帖≦仙   

We also have the estimate  

l町卜ぐ0－（叫≦♪J2，brけ1≦凡  

Therefbre廠（x）can bewritten as  

（3．25）  毎）＝（・0＋ぐl十♂  
．Y  

fbrx∈C with Rex＞－Cl，IImxl＜qandIxI＞M，Where M＝l／月＞Ois a  

large enough constant and co＝Co（ro，rl），Cl＝Cl（ro、rl）are constants．We note  

thattheremainderterminC．，（1／x2）isestimatedunifbrmlywithrespectto（ro、rl）  

as above・By using（3．25），   
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｛柚｝〃卜l＝が 

〈 
1＋（〝7－1）三三＋ピ′】（訓  

and（3．23），Weget   

肌軒〈1伸一1）三三十ぐ・（去）〉十トぐ1‡十¢1（去）〉  

－（明訂卜1＋「由一（ro＋廟）＝0．   

From this expansion we obtain  

靴㌃1一明㌃1－rl＝0、  

〃中上1）rJ卜2ぐ1十れ）…わ7。－r（－＝0．  

Sincerl∈Randlr11＜F：2，Coistherealrootorthenrstequationnear77（）．Otheト  

Wise th箪Other choices or（・o COntradict the fhct FX（xJ’（，r））－77（｝1≦£3．Clearly   

（ヰ√7卜l十慧〉1伽1’＝′ヰ十蒜〉り‘肝†  

／（（・－1J／‖）－－ノ－1I  

′ナ申”【1）ぐ蒜卜2●  

The choice of c（）and the fhct ro∈C and Frol＜ど2imply that cl∈C satisfies  

IcJ＜Cど2．1r（．r，＝）is restricted to theset丘1，We have  

叫〝巨1）．てガ（∬，ニ）肘2＋′  

＝巾叫咋＋（〃7－2）記‡＋ピ（去）ト  

We note that  

ー1  β  

」＋／β d2＋β21  
Im  ねrノ4，β∈尺．  

In our case  

A巨）＝′｝申”－1）〔・蒜トコRe．Y＋〝申7上川〃卜2）（・音卜3Re〔・l＋Rer  

（三）・   

B（x）＝1＋m（m－1）cHトニImx＋m（m－1）（m－2）ぐH卜3lm｛▲l＋Ime 
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The sma11ness of［ImxlandlImcllimplies B（x）≧1／2・Therefbre we have  

（3・26）   

Im（刷））≧  

fbrx∈Cwith Rex≧M，lImx［＜81，Where M＝M（FLo）＞Oisindependent of  

£1andど2．   

NextweconsiderthecaselxI≦M．Wenotethatwecanchoosetheconstant  

£1independentlyof£2，e3andM．For（x，＝）∈EwehavetX（x，＝卜qol＜e3・This  
shows f（X（x，＝））m．2 －〝H7－2I ＜CE，．Ifwechoose elandど3Sma11enough，We  

have   

l       けm（両肌－1）∫（町ニ））′”うl≦ラ，  

fbr（X，＝）∈EwithJxl≦M，Rex＞－ど1andlImxJ＜El．Wehave  

（3・27）  Im（ズ，＝）≧C，  

わr（ズ，ニ）∈点with回≦〟．   

From（3．26）and（3．27）we have  

（3・28）   Im（∬，ニ）≧  

fbr（x，＝）∈E．This completes the proofofLemma3．2．  ■   

Let x∈C be such that Rex＞－81，IImxJ＜el，andlet ＝∈R，  

l＝－Y（Rex；yO，qO）】＜（l／2）e2（1＋回）．We set  

9（∬，Z）＝Im（∬，ニ）・  

Since   

g（Rex，Y（Rex；yo，q。））＝Im≡（Rex，Y（Rex；y。，q。））＝Imト勒）＝0、  

it fb1lows ftom Lemma3・2that there exists a function＝（x）‥C→R such that  

ダ（ズ，中））＝Im（項））＝0，  

ヱ（Reズ）＝y（Re．Ⅴ；外侮）．   
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Letuscheckthepositionof＝（x），Whenxvariesintheregionmentionedabove・  

InfhcttherepeateduseoftheimplicitnlnCtiontheoremshowstheexistenceofa  

unique realpoint＝（x）ifwe check  

（3・29）   tz（車y（ReJ；胴。）l＜去£2（1＋柚  

fbrxbelongingtotheregionspeciBedabove．Thepointz＝＝（x）ischaracterized  

by  

Im（J，刷＝Imト机∫帖朝一刷  

＝Re（叶Y，ニ（可）－γ0）＝0・   

Sincelf（（．Y，＝）－yOl＜c3，WeCanPut7（（x、＝（x））－yO＝i∂，∂∈R withlL5l＜E3，By  

（3・18）  

［り＋叫〝巨拗′”－2lm∬‡2＋〃一之（研一1）2り言恒ヱ）（Re∫）2】  

×（灯（ズ、ニ（∫））－γ0）  

＝［（1＋椚（研一1）り′｝卜2 Im方）＋血（研一1）膵‾コRe∫】  

〉〈  

ご（ズト（邦＋明㌃1（Reカ）一助叩青卜1（Imズ）  

一岬e刷mズ） 訂Jl）り㌻十1（項）ノ 

Since Re（f（（x，＝（x））－yO）＝0，We have  

］・  

ヱトトy（Re∫；ル〝。）＝d．∂2Re∫＋  （め（Im可（Reズ））  
1＋めImズ   

Whereヰ（1≦j≦3）arerealconstantsdependingonqoandm・Wehave（3・24），  

becauselImxl＜どl＜（1／8）82anddl∂2＜d18喜＜（1／4）ど2・   

For x∈C with Rex＞p8l，［ImxI＜ellet us set   

（3．30）  ◎（ズ）＝－Im甲（．Y，ヱ（∬））．  

As provedin r15］（See Lemma3．8in t15］）we have  

）＝0・   （3．31）  
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Inthispaperwedon，t repeattheproofofthisproperty・Wehaveobtainedthe  

sameglobalpropertiesofthephasefunctionpasthosein【15］exceptfbr（3・21），  

infact（3，21）isvalidinthecase＝isrestrictedinR・Thisrestrictionisharmiess  

because（3．21）willnotbeusedinconstructingtheamplitudefunction，butonlyin  

Section 4．   

Let u（t，＝）be the solution oftheinitialvalue problem  

［β′＋ア（z，β＝）1〟（r，Z）ニ0，  

〟し＝0＝〟0（ヱ）・  

（3・32）   

（  

Letx∈（昔（R）with O≦x≦land  

州＝〈と：  

We set  

…′・i≦主∫‥二、  

Irl≧圭ど2・  

（3．33） ∫〟（J，ズ，A）  

＝J慮  ）  

y（Re∫り加恥  ピ叫小，ニ） 
ノー（ズ，Z，A）ズ  〟（r，＝）虎，  

トーい－l  

wheref＝f（x，Z，Å）＝∑是。j妄（x，＝）Å‾kistheanalyticsymboloforderO，elliptic  

near the support ofthe cutolrfunctiorl．We have  

（3・34） 

We set 

（孟＋〃肝l誹恒，A）＝fÅ川（主伸一去肌）・   

（3・35）  丹刃）＝耕一肌  

＝J点（去かズー妄′桝））（ビ擁ノ仙欄  

Where  

ノ乃 ′〃－1  

や（ヱ，β。）け＝∑トβ。）′（勘（ヱ）項））＝ト町′”げ＋∑頼）β三・  
J＝0 ／＝O   

The coe侃cients also satisfythe condition（1・4）．We define  

恥z，A）＝（；β∫一宗榊ニ））（ビ鮪   （3．36）  
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We have  

ど‾′A叩巨，ニ，A）  

＝拒Yり諾卜宗ヰ，βニり紗、   

窯ノ・＋主監一姫βニー騨  

＋帰）（佃訂 1′＋宕坤ニ＋瑚′〉   

＝〈諾｛抑十三〈‡£ノ・  

卜1 

一計訂 （瑚（し訃・）一帖）（訂1ノ・〉  
＋（…）・… ＋宗′榊ヱ）ノ・   

呵訂1芸  ＝〈窯一和一（ニ，朝′・十去〈監申  
之 

l 

－トl）川主項－1）（訂（卦一札誹（訂ノ・〉  

＋去（…）什‥＋宗′p（こ，抑  

By Lemma3．lwe have  

窯一恥卜割＝0・  

We de丘ne the change ofvariables V：Cl→E by  

ニ＝車両yトり7、瑠（ヰ  
We have  

19   
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（′。Ⅴ）＝（拍，申，州  

‾ ＝（孟什げ”脚初0V・  

This calculus，PrOPerties ofpo，（3．20）and（1・4）imply  

（3・37） 

踊0V＝（孟坤ヰ蕃紬J′鋤  
whereg（x，y，l）＝f。V＝∑寝。l－kgk（x，y）and  

C  

l十l可’  
】d（J，州≦  

ノ十1  

¢直，γ，巧）＝∑頼，γ）埠  
ノ＝0  

（3．38）  

（’／／  

l¢（ズ，州≦   
（1＋回）1＋J8  

From this expression，We COnStruCt a nice amplitudefunction・  

LEMMÅ3．3．乃erピビガ由7∫〟J7α〃〟かJjr叩∽占0けq／or（おrzどrO（榔乃ビd加古∫〟〔・乃  

才力〟J  

（3．39）  l∫（方，Z，A）1≦α畑（両叫 1＋回）勅，  

仲毎rビ鞠＞0‘7乃d〃b豆α〝血ピg〝・  

PROOF OF LEMMA3．3．From（3．37）we shallconstruct（gk‡inductively  

軸0  
＋勾0＝0，90し＝0＝1，  

（3．40）  
〃  

警＋勾㍉∑紬－′，鋸し＝。＝0，（ね1），  
J＝l  

Where  

〟＝‡急＿i7≦（冒三ご；．   



Analytic smoothing e能cts fbr a class ofdispersive  2l  

We set  

ズ J二  

刈ズ，γ）＝∂．こ1d（ズ，γ）＝   d（は，γ）df・  

From the fhct that A（x，y）is holomorphicwith respectto yand（3．33），Weget  

t∂ニd（右耳‖≦Clog（ピ十ト≠  

（ズ，γ）∈¢）1⊂⊂♂，∀J∈〃，   

where   

We set  

伊l＝巨，ノり∈CxC；R…ト去gl，・Im小量だl，一両＜打  
毎＝ビバトリり 

紬   

Then the analytic symbol h should be constructed by the equations 

塾 
＝0，柚渕＝l，   

∂ズ  

〟  

砦＝∑帆′†相調叫（た≧1）－      ／＝1  

（3．41）  

where  

／十l  

町＝〆慢′ピー」＝∑け鮎γ）咋  
ノ＝0  

（、’J／  
巨小ズ，州≦   log（ど＋l可）．  

（1＋回）1＋恥   

The solutions of the equations above are given by 

i
 
 

l
 
 

ニ
 
 

（3．42）  〃
∑
届
 
 

－
1
 
 
 
 
0
 
 

「
J
 
 

∫
 
 
 

ニ
 
 

、
 
 
 

l析月々＿／（J∫，JJ）れ（五≧1）．  

Theexistenceandboundednessorthesolutionin CzlarenOtSOdi疏cult．However  

itis not clear that we have the estimates   
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l鋸（ズ，州≦GCFたた．  

To prove these estimates we make use ofthe technique，“neSted open set”，aS  

describedin［15］and［19］．Forj∈（0UN）wede丘nethesequences（斗），（Fj），（り）  

by  

斗＝2ノ，旦＝2ノ（l＋（り2）卯），ノ≧1，  

り＝り－1一岩（…一1），ノ≧1，  
ぶ0＝0，月0＝2（1／堰（－，rO givenin（0，ど1）．  

（3．44）  

Themonotonedecreasingsequence（Tj），昌oconvergestorヱ＞0・Wedefinethe  

Open Set   

（3・45） nブ＝（（∫，γ）∈CxC；Iγ－J′0け喝して）＜り－′牒e・Y≧Jけ   

Where t∈（0，T）］and  

叫回＝Reズー州Ⅰ叫・  

Wenote that（斗，y）∈呵implies（5i，y）∈f2！－1fbrj≧1．Letp be apositive  

number・WedenotebyAp，jthespaceorfbrmalanalyticsymboIsh＝∑脚ARkhk  

SuCh that   

（3・46）  sup侮l≦ん（坤石下 0＜′≦り，  
吋   

Wherej左J（h）is the best constant and the series∑芸ojk．j（h）pkis convergent▲  

Thenl桃、j＝∑是。j左）（h）pkisanormonA。J・   

Thesolutionof（3・41）givenby（3．42）givesrisetothefbrmalsymbolhwhich  

is a solution of the Cauchy problem 

芸一望A－′町瑚Re呵， ／＝l  
軋＝斗＝柚，γ）・  

（3・47）  

We denotebyhjthevalue ofthe solutioninn去・hj satis鮎s   
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J〃¶1  

－－∑ハ・り′ノ＝什   

／＝1  

㍉／7ノ  

∂∫  

叫、＝乃＝カノー1し ＝．T′，  

Where we de蝕eh－1し＝0＝1・We setβj＝hj－hj‾1卜r＝S］・The system can be  

written  

（Id一朗βノ＝坤ノーItT＝．、・′），  

れ＝．勺＝0，  
（3．48）  

where  

J和一1 メナ卜l  

β＝打∑Å‾′町＝A吋∑A叫1）町 
／＝1  Jニ1  

（3．49）  

and小〕＝J二Y：一巾）‘わ・   

We sha11show that Bis a co11traCtion mapin A／，Jfbr smallp＞0・  

LEMMA3．4．乃椚′ピど∫′∫J∫〟タ〃∫〟涙ぐ〃乃∫J〟〃′ r㍊化一力JんJJノわJ一ノ≧1αJld  

β∈ん十岬ん研  

log（l＋▲？／）  

′て l卜即ルノ≦C   （3．50）  
（1＋斗）1十〝り′  

PROOF OF LEMMA3．4．First we shallprove  

・■吋ル≦言号…伸  

ノ，   

肋フノ＝∑ス」…））晶∈」′′．ノ・  

た＝l  

（3．51）  

lndeed  

∂∴・…（∫．ユ，）＝（．Y一斗）  γ…（斗＋α巨一斗）り′）ゐ・   

If（x，y）∈fV，then  
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lγ－γol＋叫（芳十α（ズー斗））  

＝レー邦けJ叫（ズ）  

＜り－（け（1－α）叫（ズ）），  

thatis，（5i＋q（x－5i），y）∈呵where T＝t＋（1Mq）叫（x）・We note that T≦  

け叫（ズ）＜りわr（ズ，γ）∈ロブ，and  

lズー斗I≦lReズー斗l＋けmJl  

≦2若舶  

because叫（x）＝（rj／F／）lRexI＋fImxland Fj／り≧1．From the definition or  

尤j（h）we have  

刷＝去。≡笥〈′々  
For（x，y）∈f2fandO＜t≦り，Wehave  

匿lγ腑（ズ，州  

ズ，．1り∈吋 ′′ 荒腑ヰ  （   

≦lズー斗l  lγれ1（芳＋J（ズー斗），州ゐ  

≦lズー斗l  Sup tγれ1（z，州ゐ  
（＝，γ）∈呵  

王  

王  

≦‡ズー斗lん1，ノ（γ）（ん＋1）腑   

＝lズー斗lん1，ノ桝（た＋1）腑  

r－（れl）ゐ  

（け（トJ）叫（可‡‾（れりゐ  

＝ト仙，ノ（γ）（…）拙 ［志 佃1一伸）｝冊鬼 

≦ト晰ノ（γ）（…）細石′～々  

］  

（た十1）頼  
≦2ん1・勅   才一々  

We obtain   
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帆1γ‖両＝嗅㌦  
際  

い、ノ ＝差紘〈′点誓㌔軌1（ズ，州 〉  
≦真宗。ミ讐り〈rた・2苛んり（γ）  
＝差2苦柚γ）（l・釦＋去）〆  

＜吉詰ん1肋…  

＜tル  

This completes the estimate（3．51）．   

Next we shall prove 

王墓ル≦剛しノ，如γ∈」両・  （3・52）   

If（x，y）∈f2！an（＝＝－yt＝トJl．then  

lニー舟＋叫（ズ）≦1z－γl十lγ一両＋叫（方）  

＜（トJl）十（り－J）＝り－Jl，  

thatis，（x，：）∈嘲・For（x，y）∈fVitfb1lowsn．om Cauchy’sfbrmula  

γ鬼＿1（ズ，ヱ）  

J  …＝け一′1】（Jノーが  

嘉しT 一叫  

F、′1 ト→車再ユ項  

1  

く －・ －  

2花  

1  

（ズ，州  
≦F盲；了（荒吾  
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去諸宗γん＝差妄∂ん＝∂，  
l∂  

：－   

‡モ，・   

Where∂k＝∂yγk－1，We have   

エ  

牌し，ノ＝∑ん（∂）〆  
た＝1  

しY，′′ ＝裏紙〈′たミ？㌔… 〉  

刷 ≦軌警鐘（．器．十 
ズ，＝）－ 

〉  

愕（． ＝〈盲 ）  

（た舟1  十差鎧。…讐り〈ふ詰  

（ズ，′． ′rlミ器柚ニ）・）・  

For k＝lwechoose tlaS tl＝（1／3）t・Itfbllows什om tl＜（1／3）巨≦1j that  

ニー∴二 
ズ，＝）∈呵  

）  

3Jl  
β Sup   
O＜r≦り  

（  

≦…愕〈し即ヰ芸舶  

For k≧2we choose tlaS  

′1＝ ′＝（ト‡）′1  

then we have   
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Jん  
tk 1 （ん叶1  
け－Jl】  

J人  んトl  
（た－1）々‾l＝ん尤．  

右（ん－1）ん‾1rた－1 ／  

We have  

軋≦…勅十酔。…笠〈  ′仁1 

（．Y， 〉  
（ん－1）か」∵1 （．Y，1  

・γた凧 
，二）∈叫 ∴ 〉  

。ご軒  〆‾l  
∝  

J2r川′、′ノ■r缶 た‾1   

（た－1）   

ノニ  

≦旬∑んl，バγ）〆‾l  
人，Ⅰ  

≦旬Ilγル．／・   

Thisimplies（3．52）．   

In the same way we have   

（・Y   

批≦C州ル如γ∈月山・  
（3．53）  

In our case  

β＝吋主宕去町，  
where   

／＋1  

町＝∑lγ£（ズ，γ）β一ぎ，  
ヱ＝0  

q、ヱ  
l廿・£（ズ，州≦   log（1十斗），br（∫，γ）∈n7・  

（1＋▲り）l巾0   

It fbllows ftom（3．52），（3．53）and the expressions above that we have  

log（1＋斗）  

／）コ≡軋′・  （3．54）   
（l＋斗）l＋α0   

The estimates（3．51）and（3．54）give the required result ofLemma3・4・   t   
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The same calculation shows  

ll即lし，0≦qβl酬β，0・  

For j≧1we set  

log（1＋斗）  些 
β．  勾＝C   

（1＋芳）1十Joり  

Ifwe choose a sma11enough p，We have   

≦
 
 
≦
 
 
 

＆
ノ
 
凡
″
 
 

′
l
 
 

l
 
 
 

＜
 
 

空
音
 
 
 C2－（り3）げt，ノ，  

fbrj≧1and Ko＝Cbp＜1．From（3．48）we have  

llβノlし，ノ≦酬βノル，ノ＋刷（カノ■1しこ川ノ．ノ，  

SO  

勾 ‖β≠ノ≦「頂‖（町Y＝・跳ノ伽ノ≧0・  
（3．55）  

Since（5i，y）∈f2iimplies（芳，y）∈吋‾1，Wehave  

軒】（斗，州≦ Sup 
． 

fbrO＜t≦r／（＜ri－1），and   

し′ 帆＝耽＝差紘（r片器帖州 〉  

≦差雲。三笠｛′‰1（畔′－た｝  
〔仁  

＝∑拘レ1（カノ‾1）  

た＝0  

＝腑‾1‖れトl・   
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Sinceβj＝hj－hJ‾lし＝．り，WeObtain  

l  

ll〃ルノ≦T＝ 
石 
l軒‖症1・  

and hence  

帆≦（自長） 帖≦C・帖  （3．56）   

Sinceh‾1L．＝。＝l，itfbllowsftom（3．55），（3．56）andthedefinition ofthenorm  

that  

supl矧≦印‾んんたJ‾鬼，0＜J≦り．  
吋   

Sincehiisthe restriction ofthe solutionhk tOf2！we have  

陶（．て，州≦ sup軌t≦印 
‾んた人  

n（ノ仰′  

Sothesystem（3・41）hasasolutionh＝∑k2。A‾khkSuChthatfbrk≧Owehave  

悔しり′）l≦Cんた人，   

in the set（′2＝（（x，y）；ly－yOl＋IImxl≦（1／2）rc（，Rex≧0）．   

It fbllows n・Om the de丘nition A（x，y），hk and the estimates above that the  

system（3．40）hasasolutiong＝∑k2。A‾kgkWith  

（3．57）  ‡鋸（ズ，川≦C尤ん尤（1十回）坤，（ズ，γ）∈¢｝2，   

Where Nlis a負xedinteger．  

CoNTINUÅTIONOFTHEPR00FOFLEMMA3．3．Letustakeg＝∑た。gkWhere  
gk have been fbundin（3．40），andK∈Nischosenlater．Then by（3．37），（3．57）  

and Cauchy’s fbrmula we have  

軒旬呵 ≦弄c〟細川）勅  （3・58）   

（部1＋冊   
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WetakekoandAowithO＜ko≦1／2CandAo≧2／ko respectively．Definingthe  

integer K＝K（A）with kolo－1＜K＝［koA】≦koA fbrl≧lo，We have  

log（笥＝log（言［kol］）≦log（言koス）  

≦log  ＝一拘＜0・  

軒無明≦去ビ掴C〟′A） （1＋剛勅  

≦ビ刷 
（1＋酬〃l  

l  ≦ど‾′刷彗 

言 
1十剛勅  

ビハ          ≦e‾〟彗 l＋剛〟1  

The proofofLemma3・3iscompleted by setting a positive numberFLo＝FLlkot  
■  

4．Proof of the Main Theorem  

We sha11prove the main theorem・Thanks to Proposition4・1and（1・7）it  

Su魚ces to prove Theoreml・1fbr a specialpoint po＝（yo，770）∈T＊R＼0．  

PROPOSITION4・1（Theorem6・1・in［15］）・Letpo＝（yo，qO）∈T＊R＼Oand）′p。be  

血旺ゐα用CJerfぶ抽げp川pα∫ぶ吻班r∂以9ん伽．エビ∫わ∈R（∽d封∈C（月；エ2（R））毎  

血∫0／〃血刀げ（1．2）．  

（4・l）   一■一■■、■■■■・■   ケ伽≠附㌔［〟（Jo，・）］，伽〃I叩ル（わ，・）］∩γ伽＝β・   

This theoremis alocalone・The di能rence between the orders ofthe operators  

doesnotappearaslongasweconsidertheproblemslocally．IndeedwecansoIve  

theeikonalequation（∂p／∂x）（x，＝）＝Pm（＝，一（∂甲／∂＝）（x，＝））andthetransportequa－  

tionsloca11y・So theproofofTheorem6．1・in［15］workswellevenin ourcases  

用≧3．   

ItisenoughtoshowTheoreml．1inthecasethatp。istheoutgolngPOlnt，  

thatis，Po＝（yo，qO）∈T＊R＼O with yo＞2Ro，and yo膵－1≧0・We shallshow   
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Po≠伸二亀【u（to．・）］fbranyto＜OunderthehypothesesofTheoreml．1．Wedeane  
the set   

（4・2）  仇＝（（ズ，ヱ）∈Cx凡Reズ≧－恥lImズ暮＜恥  

lエーy（Reズ；邦，恥）1＜£0（1＋回）），   

fbreo＞0・Letustake80SuChthat80《（1／2）el＜（l／4）c2，eO＜（1／2）rcc andthe  

initialdatauo∈端・Ifeoissmallenough，thenwehaveEo＝E⊂E・Letx∈  

Ct（R）with O≦x≦1and  

lr‡≦圭恥  

Irl≧恥   
州＝〈と二  

LetlJ（［，・）bethesolution or（1．2）．Letusapply thetransfbrmation Sintro－  

ducedin（3・33），Where the phase fhnction甲（x，y）and the arnplitude function  

f＝∑f＝Ol十尤aregiveninLemma3．land3．3，reSPeCtively．Thenwehave   

（4．3）  し助（0，ズ，A）＝ぶ叫 助J（J，ズ，A）＝∫人用Jい，ズ，A），′＜0，  （ズ，ユ）・   

We obtain   

（4．4）  助（′，∬，ス）＝助（0，∫一人用‾lり）  

Jい，ズ＋A〃卜Ⅰ（T－り，Å）dT．  ＋fÅ川   

We have  

助（0、∫一見〃卜IJ誹  

＝∫杓い－Å”卜1り）  

ピノ勅－A”卜l′J′（ズーA′”－1J，ニ，ユ）  

）  

ニーy（Re∫一人肝lり′。、′7。  ピ～（∂〟瑚ニ】巨酬ビ（∂0／…伽」）叫（＝）血  

1＋lズーA川‾1才一  

Ife。andll～［。）aresmal1enough，Wegetl＝J≧（1／4）l77。rl困Im，10nthesupport  

Ofx．Then we have   
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l助0（ズーÅ〝7‾1り）l   

≦α畑（車（1ノ16）t伽凧l川副∂oA  

Jβ  

嘉ズ（…）ビ（∂0／4肘り…叫（ニ）l虎  

≦α畑帖1／l梱偏Il′い’卜1）鋸腑柚ll′… 〟ル（「六，い  

On the other hand we write  

J（才，ズ，A）＝Jl（い，A）＋ム（J，ズ，A），   

where  

ん（J，J，A）＝  ん（ズ，ヱ，A）〟（J，ヱ）ゐ，（た＝1，2），  

頼，Z，Å）＝〈（去か∫一如哺）（朽）〉ズ，  
柚A）＝［（去β∫一鉢ヰ伸輔  

（4・8）  

Where［P，Q］＝PQ－QP．To estimateIIWe uSe Lemma3．3，   

（4・9） け1（J，ズ，A）l  

（
 
 
 V人
 
 

∫
 
 

八
U
 
 
〃
 
 

）
 
 

．
 
 
叫
 
 

0
 
〃
り
・
 
 

爪
U
 
 

V
一
 
 

石
 
 

e
 
R
 
 

（
 
 

y
 
 

ア
】
 
 

≦α瑚小仙A 
（1＋  

1＋lズl  

≦α畑（小′叫 ＋剛裾（り2） l帖靴ヱ町  

The terrn12Can beestimated by Lemma3．2．Forx∈Cand＝∈Rwe have the  

Taylor’s expansionwith respect to z，   

（4．10）R坤甲（ズ，Z））  

＝－Im締（ズ）トIm望（ズ，ヱ（∬））（ニー瑚）  

一芸（エーZ（が王（ト仲慧伸）欄項）））dβ，   
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Where∂／∂＝istherealdi能rentiationand＝（x）istherealvaluedfunctiongivenin  

Section3．On the support ofx Lemma3．2implies  

（ニー中）） 
2  

（4・11）  Re（ゆ（∬，Z））≦◎（∬）－   

Since we have  

（4・12）  ト申）l≧去ど0（叫舶  

On the support ofa derivative ofx，there exist∂＞O andFLl＞O such that fbr  

l（－t（）‡＜∂we have  

上  

J（T、J＋A′”－1（T－J），A）dT  （4．13）  

≦α叫両・ス 

supll〟（…lェ明，）・                          lト項くJ   
Itfbllows什om（4．4），（4．5）and（4．13）thatthereexist C＞OandFL2＞Osuchthat  

（4．14）  ‡助（J，ズ，刷≦α畑トト′′ニュ  

Let us set  

．l、〟  
ど／旬小、ニ） ノ’（ズ，ニ，A）ズ（ニーJノ，0）〟（／，ニ）血  （4．15）  m（J，∬，A）＝  

In view orProposition5．3in［15］，it fb1lows ftom（4・14）that  

THEOREM4・1・エビrわ＜0・血工澗＝0∈彗；こ，血〃血rピe血C＞0，£＞01  

∂＞0‘J〃〟／ノ＞0∫〟ぐ力才力〟し伽l∫l＜£〟′7dけ－ねl＜∂，－t，g厄uど  

（4．16）  l九（い，州≦Cピ畑（ニトノ‘A  

Now the proof of Theoreml．1is completed because of（4．15）and the  

definition ofthe unifbrm analytlC WaVe ftont set．  
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