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的探究に焦点をあてた場合，証明する活動はど  

うあるべきかを，何よりも明らかにしなければ  

ならない。だが，そのことを対象とした研究は，  

筆者の知る限か）では行われていない。   

そこで，本研究では，証明する活動の－－一つの  

あり方を，数学的探究に焦点をあてて明らかに  

することを目的とする。  

2．研究の方法   

本研究では，まず，一般に数学的探究を捉え  

る視点を抽出する。次に，証明や問題解決に関  

する研究を参考として，証明と証明する活動の  

相を考察する。そして，数学的探究を捉える視  

点から，証明する活動の相を検討することによ  

って，証明する活動のあり方を数学的探究に焦  

点をあてて指摘し，さらにその意義を議論する。   

ここで，本研究では，数学的探究を捉える視  

点に関しては，RaffaellaBorasi（1992，1994，  

1996）の研究に依拠することにする。その理由  

は次の通りである。   

Borasiは当時のアメリカにおける数学教育を  

改善することを意図して，「ヒューマニスティツ  

タな探究という観点から学校数学ヘアプローチ  

すること（ahumanisticinquiryapproachto  

schoolmathematics）」（以下，探究的アプロー  

チとする（2リ を提案した。その彼女の研究は大  

きく次の二つに分けることができる。第一一は，  

探究的アプローチの前提となる数学観，知識観，  

学習観，指導観（以下，数学観等とする）を理  

論的に考察したことである。第二は，探究的ア  

プローチの具体例として，定義の構成やエラー  

の利用を題材に，高校生のペアを対象として自  

ら教授実験を行ってその様子を分析したことや，   

1．研究の意図，目的   

学校数学において，多くのチビもが証明を記  

述できない，証明の必要性やよさを認めないな  

ど，証明の学習状況が望ましくないことは周知  

の事実である。清水（1994b）は，そのような  

背景に関して，「討三明は研究すなわち学習活動や  

探究活動における方法であるという視点が見失  

われ，その形式に拘泥してしまったことがある  

のではないか」（p．77）と指摘している。   

～一方，2008年3月に告示された新学習指導要  

領では，その基本方針として，引き続き「生き  

る力」の育成が挙げられている（文部科学省，  

2008）。その「生きる力」の知の【一部分である  

「自ら学び自ら考える力」を育成するためには，  

探究聖の教育が重要となる。実際，新学習指導  

要領への改訂の途中経過を示す『審議経過報告』  

r中央教育審議会，2006）では，「探究的な活動  

を行うことは，子どもの知的好奇心を刺激し，  

学ぶ意欲を高めたり，知識・技能を体験的に理  

解させたりする上で重要なことであり，自ら学  

び自ら考える力を高めるため，積極的に推進す  

る必要がある」（p．16）と述べられている。   

したがって，今後は，証明の学習状況を改善  

するためにも，また，証明指導を通じて自ら学  

び自ら考える力を育成するためにも，学校数学  

において，証明する活動（proving）を数学的探  

究（mathematicalinquiryう に位置づけること  

がますます重要となる（一以下では，学校数学に  

おける証明，証明する活動，数学的探究を，そ  

れぞれ単に証明，証明する活動，数学的探究と  

呼ぶこととするⅢ）。そのためには，まず，数学  
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CouncilofTeachersofMathematics）やNRC  

（NationalResearchCouncil）から，学校数学  

を改善するための勧告がいくつか提起された。  

Borasi（1992）は，これらの勧告では，既存の  

知識体系を伝達することではなく，よりよく問  

題を解決したり批判的に考えたりする人間を育  

成することなどが強調されていると述べ，これ  

らの勧告に同調している。   

しかし，これまでアメリカの典型的な数学の  

授業は，「宿題を確認する，教師が新しい題材を  

提示する，生徒が個々に練習する，似た課題が  

宿題として出される」といった「想像力に乏し  

いルーティン」で展開されてきたとBorasiは批  

判し，そのような授業を「伝達モデル」と称し  

ている（Borasi，1996，PP．15－16）。彼女はさら  

に批判的に，そのような授業では，「生徒に，推  

測をしてその推測について議論したり，真正な  

問題解決を経験したり，数学の本性を理解した  

りする機会が与えられていない」（Borasi，1992，  

p．2）と指摘している。   

Borasiによれば，その「伝達モデル」の背景  

には，数学の指導に関するある特定の見方があ  

る。その特定の見方とは，「一方では，数学を文  

脈や価値に依存しない不変な事実や規則の体系  

と見なすことによって，他方では，学習を主に  

記憶や練習を通じて断片的な情報や技能を連続  

的に苗穂していくことと解釈することによって，  

正当化されている」（Borasi，1992，p．2）もので  

ある。そして，彼女は，現在の数学の授業を改  

善し，NCTMやNRCの勧告で述べられている  

数学教育を実現するためには，伝達モデルの背  

景にあるこのような見方から根本的に変えてい  

かなければならないと考え，探究的アプローチ  

とその前提となる数学観等を提案したのである。  

（2）Borasiの探究的アプローチ   

Borasiは探究的アプローチの概念を明示的に  

規定することは避けている。言い換えれば，ヒ  

ューマニスティツクな探究やその観点から学校  

数学ヘアプローチすることの意味を，彼女は明  

確には述べていない。それは，探究的アプロー  

チの前提にある数学観等を示した後に，次のよ  

うに述べていることから読み取ることができる   

実際の授業を検討したことである。   

前者の数学観等は，数学的探究について考察  

するための基本的な考え方を示したものである。  

これらは特定の数学的な内容や方法に依存しな  

いものではあるが，後者の定義の構成やエラー  

の利用を視野に入れて構成されたものであると  

思われる。ここで，この定義の構成やエラーの  

利用は，いずれも本研究の対象である証明する  

活動と関わりが深い。例えば，Fawcett（1938）  

は，「証明の本性」に関して四つの事柄を挙げて  

いるが，そのうち二つが定義に関するものであ  

る（3）。また，Borasi自身，学校数学においてエラ  

ーを利用することを支える数学の認識論の一つ  

として，Lakatos（1976）の可謬主義（fallibilism）  

を挙げている。このLakatosの研究も，「非形  

式的で準経験的な数学は，（中略）証明と論駁の  

論理によって，推測を絶え間なく改良すること  

を通じて成長する」（Lakatos，1976，p．5）とい  

う数学観が展開されているように，証明する活  

動について議論したものである（4）。それゆえ，  

Borasiの探究的アプローチの前提にある数学観  

等は，証明する活動に深く関わりのあるもので  

あると言える。   

しかし，Borasiが示した数学観等は，学習者  

だけでなく指導者の側までも考察の対象とする  

広範なものである。その一方で，本研究では，  

「数学的探究という場合，子どもの証明する活動  

はどうあるべきか」という学習者の側を問題と  

している。換言すれば，「教師の指導はどうある  

べきか」という指導者の側までは考察の範囲と  

していない。したがって，Borasiが示した数学  

観等の中でも，指導観は本研究の関心とは直接  

関係しない。   

以上の理由から，本研究では，証明する活動  

と関わりの深いBorasiの探究的アプローチに着  

日し，彼女が探究的アプローチの前提として示  

した数学観，知識観，学習観の部分に依拠して，  

数学的探究を捉える視点を抽出することにする。  

3．数学的探究を捉える視点  

（1）Borasiの問題意識   

アメリカでは，1990年前後に，NCTM（National  
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（3）Borasiの探究的アプローチの前提   

Borasiは探究的アプローチに関して，その前  

提となる数学観等を明示している。その表現は  

三つの文献で微妙に異なっているが，1996年の  

文献にある次の部分が，最も端的に述べられて  

いるものである（Borasi，1996，pp．23－24）。  

・数学をヒューマニスティツクな草間と見  

る。すなわち，数学的知識は社会的に構  

成され，可謬的であり，文化的及び個人  

的価値によって形成されると考える。  

・知識を，より一般的に，探究のプロセス  

を通じて構成されるものと見なす。その  

探究のプロセスでは，不確かさ，葛藤，  

疑念によって，世界をよりよく理解しよ  

うと継続的に追求する動機が生まれる。  

・学習を，意味を作り出す（meaningmaking）  

創造的なプロセスと見る。その創造的な  

プロセスは，社会的相互作用と個人によ  

る構成の両方を必要とし，文脈や目的に  

よって特徴づけられる。  

・指導を，生徒自身の探究を刺激して支え，  

そのような探究が行われやすい学習環境  

を確立することであると見なす。  

本研究では，2節で述べたように，これらの  

数学観等の中でも，指導観を除く数学観，知識  

観，学習観の三つを考察の対象とし，数学的探  

究を捉える視点を抽出する。ここで，これらの  

数学観，知識観，学習観を概観すると，可謬性  

と不確かさや，社会的橋成と社会的相互作用な  

ど，それぞれの見方に類似している要素がある  

ことがわかる。したがって，これらの数学観，  

知識観，学習観を区分して数学的探究を捉える  

視点を抽出しようとすれば，重複する部分が生  

じることになる。そこで，本研究では，これら  

の数学観，知識観，学習観を区分せずに考察す  

ることで，数学的探究を捉える視点を抽出する  

ことにする。加えて，Borasi自身，探究的アプ  

ローチでは，先述のNCTMやNRCの勧告では  

軽視されている部分も，これらの数学観等から  

付加的に強調されることになると述べている。  

しBorasi，1992，p．3うc  

筆者は，これらの前提（引用者注：数学観   

等のこと）に満ちた革新的な実践例を分析   

する際に得た洞察から，「ヒューマニステ   

ィツクな探究」という言葉が数学教育を再   

考するための価値あるメタファーであると   

考えている。筆者はこの概念を規定しよう   

とするのではなく，ある指導経験の物語を   

語りながらその意味を明らかにすることに   

した。その指導権験でほ，生徒は学校数学   

の文脈の中で，この種の探究に取り組んだ。  

したがって，Borasiが探究的アプローチその  

ものをどのように捉えていたのかは，その「あ  

る指導経験」から解釈することが必要である。   

彼女はこのように述べた1992年の文献では，  

その指導経験として，高校生二人を対象とした  

定義に関する教授実験を描写している。彼女は  

定義を題材として適訳した理由を，「生徒が寅正  

（genuine）な数学的探究に取り組み，「寅（real）」  

の数学者として行動するのに適した文脈が，数  

学的定義に関する学習によって生まれると信じ  

たからである」と述べている（BoI†aSi，1992，p．  

3）。ここで，「窺正」や「炎」という言葉が使わ  

れているように，数学の本性や数学の学問的な  

研究を反映した探究に子どもが取り組むことを，  

Borasiは目指しているのであるc，   

そして，Borasiは数学そのものに関する自身  

の見方を，「ヒューマニスティツク」という言葉  

で表現している。さらに，彼女はその見方の詳  

細について，「数学は可謬的であり（fallible），  

社会的に構成され，文脈や文化に依存しており，  

不確かさ（uncertainty）を完全に消すことがで  

きるとは期待しないものの，それを減少させた  

いという人間の願いによって突き動かされてい  

る学問と見るもの」（Borasi，1992，p．163）と述  

べている。   

以上から，Borasiの探究的アプローチとは，  

学校数学において上述の数学のヒューマニステ  

ィツクな側面を反映した探究に子どもが取り組  

むことを志向したものであると言える。  
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本研究ではその点も考察の対象に含める。  

（4）数学的探究を捉える視点   

前述の数学観，知識観，学習観を概観すると，  

それらの内容は不確かさや疑念（数学観と知識  

観），構成主義（数学観と学習観），目的や文脈  

の関わり（数学観と学習観）の三つに大別する  

ことができる。ここで，目的や文脈の関わりは，  

「人間の営みはその営みが行われる目的や文脈に  

影響される」と総括できるものである。これは，  

あるべき姿のような規範的な意味ではなく，あ  

りのままの姿といった記述的な意味が強いもの  

である。一方，本研究では，証明する活動のあ  

り方という規範的な事柄を問題としている。そ  

こで，以下では，まず，目的や文脈の関わりを  

除いた不確かさや疑念と構成主義の二つについ  

て考察することによって，数学的探究を捉える  

視点を抽出する。  

① 不確かさや疑念   

Borasiは数学観の部分で，数学的知識は可謬  

的であると述べている。彼女はこの数学観に関  

して，非ユークリッド幾何学の創始や，証明と  

論駁の繰り返しによる数学的知識の構成という  

Lakatos（1976）の解釈に触れている。そして，  

「数学的知識は絶対的に正しいものでも完全に確  

証可能なものでもなく，他の科学と同様に，可  

謬的であり，絶え間ない修正に開かれていると  

数学者は結論づけた」（Borasi，1992，p．162）と  

彼女は述べている。この可謬性とは誤りうるこ  

とであるから，Borasi自身が知識観の部分で言  

及している不確かさの一種であるとも言える。   

Borasiはこの数学の不確かさを負の要素とし  

ては捉えていない。それは先述の知識観にも表  

れており，その背景にはPeirceの探究やDewey  

の反省的思考に関する研究がある。例えば，  

Borasi（1996）は「人間の知識に浸透している  

不確かさは，我々の周囲の世界をより洗練され  

た形で説明しようと継続的な探究を促進する一  

種の「疑念」を引き起こすから，それには積極  

的な意味がある」（p．18）というPeirceの考え  

方に依拠している。したがって，Borasiは，数  

学は不確かであり疑念を引き起こすものである  

がゆえに，よりよいものを追究しようとする人  

間の動機が生まれると考えているのである。   

このようなBorasiの考え方は，「探究のため  

の踏み切り板（springboardsforinquiry）」とし  

てエラーを利用するという，彼女の教授実験に  

具体化されている（Borasi，1994）。例えば，16  

歳の高校生二人（KatyaとMary）を対象とした  

教授実験では，円や多角形に関する不正確な定  

義や曖昧な定義を，いわば叩き台として検討し，  

その検討を通じてより的確な定義を追究し続け  

る過程が展開されている。   

ここで，数学的知識には驚きを引き起こすも  

のもあり（5），その驚きによっても探究は促進さ  

れるであろう。実際，Borasi自身も，Deweyや  

Peirceの知識観の中では，「「異常さ（anomalies）」  

は（中略），探究の過程を動かす疑念を作り出し  

そうであると見なされるから，重要な役割を果  

たす」（Borasi，1994，p．168）と述べている。そ  

して，彼女はその「異常さ」を，「理解できない  

事柄，知覚的判断，予想外に思える観察」（前  

掲）と具体的に換言している。この中でも予想  

外の観察が，何かある事柄に驚きを感じること  

に該当するであろう。したがって，驚きもまた  

探究を促進する要素であると言える。   

以上より，数学的探究を捉える視点として，  

視点①「数学的知識は不確かであり，疑念や驚  

きを引き起こすものであるからこそ，人間は常  

によりよいものを数学的に追究しようとする」  

が挙げられる。  

② 構成主義   

Borasiは，先述の「伝達モデル」の背景にあ  

る行動主義的な学習観を批判し，「探究的アプロ  

ーチでは，（中略）急進的構成主義の認識論を前  

提とする」（Borasi，1994，p．168）と述べてい  

る。この急進的構成主義は，認識主体による能  

動的な知識の構成を前提とするとともに，客観  

的知識の存在を否定しようとするものである  

（中原，1994）。しかし，客観的知識の存在が否  

定されるからといって，社会的次元が無視され  

るわけではない。実際，急進的構成主義者とし  

て知られるvonGlasersfeld（1990）は，適合性  

（Rt）や生存可能性（viability）といった概念に  

基づいて，個人の営みは社会的相互作用などに   
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部分とは，カリキュラムに数学史等の内容を位  

置づけること，探究における不確かさの重視，  

子ども自身の問題設定の重視，生徒の探究を支  

える学習環境を教師が設定することの四つであ  

る（pp．24－26）。本研究では，数学的探究や証  

明する活動という数学のプロセスについて，学  

習者の側に着目して議論を展開している。また，  

不確かさの重視は既に言及した通りである。し  

たがって，四つの中でもここで特に関わりのあ  

るものは，子ども自身の問題設定である。   

Borasiが子ども自身の間遠設定を重視するこ  

とは，特に，Wha卜iトnotストラテジHで著名  

なStephenBrown（例えば，Brown＆Walter，  

1990）から強い鮎響を受けていると思われる。  

なぜなら，Borasiは1996年の著作の謝辞におい  

て，自身の博士論文の主査がBrownであった  

ことと，ヒューマニスティツタな数学観やチビ  

も自身の問題設定を促進するwhat－iトnotスト  

ラテジー をBrownが紹介してくれたことに，  

感謝の葱を示しているからである。   

ところが，高校生二人を対象としたBorasiの  

教授実験では，各セッションの初めに子どもが  

自ら問題を設定することは見られない。セッシ  

ョンの途中に子ビもが自ら問題を設屈すること  

についても， 次の二つしか見られない。一つは，  

「n辺多角形の内角の和は180（n－2）度である」  

を証明した後に，Maryが「星型五角形の内角  

の和はどうなるか」と考えてそれを調べたこと  

である。もう一つは，タクシー幾何学として，  

ユークリッド距離に基づく円の定義をマンハッ  

タン距柾の場合に適用して検討した後に，二人  

が自ら「ダイヤモンド」と名付けたものを定義  

しようとしたことである（6）。したがって，子ど  

も自身の問題設定は，不確かさや疑念と構成主  

義に比べると，Borasiの教授実験のレベルには  

強く具体化されていない。   

Lかし，Borasiは，理念的なレベルでは，探  

究的アプローチにおいて子ども自身の問題設定  

が重視されると考えている。このことから，数  

学的探究を捉える視点として，視点③「子ども  

が考察の対象とする問題を自ら設定する」が導  

出される。  

よって制限されたり先導されたりすると述べて  

いる。   

この点に関しては，Borasi自身も，「学習に関  

する構成主義的な見方が教授学的に重要である  

ことは，数学的知識は社会的に構成されるとい  

う点も認めない限りは，完全には評価されるこ  

とができない」（Borasi，1992，p．175）と述べて  

いる。加えて，彼女はVygotskyの研究にも触  

れながら，子どもたちが結果や解釈を共有した  
り，議論や説明の妥当性を集団で吟味したりす  

ることなど，学習の社会的次元の重要性をさら  

に強調している。したがって，彼女は，構成主  

義の中では，急進的構成主義よりも，むしろ社  

会的構成主裁に近い立場に立っていると言える  

（構成主義の立場については中原（1994）を参  

照）。，   

子どもたちが他者と相互作用しながら議論や  

説明の妥当惟を能動的に吟味することも，前述  

のBorasiの教授実験に表れている。例えば，  

Katyaが，正五角形の内角の和を求める際，「二  

等辺三角形の域角は等Lい」ことを利用したが，  

Maryはそれが成り立つことに納得しなかった。  

その後，二人はお互いに議論しながら，それを  

証明したケ），二等辺三角形の定義を検討したり  

した（Borasi，1992）。また，Borasi（1996）は  
高等学校におけるある授某の梯子も報告してい  

る。その授業では，ある条件が与えられた場合  

の三角形の作図方法を，子どもたちが互いに主  

張し，論駁し，洗練していく梯子が描写されて  

いる。   

このように，Borasiは行動主義を背景とした  

受動的な学習観を否定し，子どもが他者と相互  

作用しながら能動的に学習を進めることを重視  

しているのである。したがって，数学的探究を  

捉える視点として，視点②「人間は他者との相  

互作桶の中で能動的に知識を構成する」を抽出  

することができる。  

③ 子ども自身の問題設定   

Borasi（1996）は，探究的アプローチでは，  

先述のNCTMやNRCの勧告では軽視されてい  

る部分も，前述の数学観等から付加的に強調さ  

れることになると述べている。その強調される  
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れた場において証明である。   

また，aCtionproof（例えば，Semadeni，1984；  

小松，2007a）のように，必ずしも数学的な記号  

や文字で表現されなくても，具体物に対する諸  

行為に基づきながら，命題が真であることを演  

緯的に導くものもある。このような具体物に対  

する諸行為などが正しいものとして認められ，  

具体物に対する諸行為によって清掃的な推論を  

表現することが認められる場では，aCtionproof  

も証明であると言える。  

（2）証明する活動の相   

本研究では，証明する活動の相を指摘するに  

あたって，問題解決に関する研究をまず参考と  

する。その理由は証明する活動は広い意味での  

問題解決に含まれるからである。例えば，問題  

解決に関する研究で著名なPolya（1957／2004）  

は，問題を「決定問題」と「証明問題」に分け  

ている。この中でも，証明問題の解決は，まさ  

しく証明する活動に関係するものである。した  

がって，本研究では，問題解決の相を証明する  

活動の場合に限定することによって，証明する  

活動の相を指摘する。   

Polya（1957／2004）は，教師や教科書から問  

題が与えられた文脈を想定し，問題解決を，問  

題の理解，解決の計画，計画の実行，振り返り  

の四つの相（phases）に分けている。それに対  

して，文部省（1991）は子どもが自ら問題を設  

定することも想定し，問題解決の要素として，  

問題の構成（設定），問題の理解（把握），解決  

の計画，解決の実行，解決の検討の五つを挙げ  

ている。   

ここで，以下の二点について注意が必要であ  

る。第一に，これらの研究において「相」や  

「要素」という言葉が用いられているように，こ  

こで挙げた各相や各要素は必ずしもその順番通  

りに進むとは限らず，一連の過程の中で繰り返  

し現れるものである。実際，文部省（1991）も，  

「問題の構成に始まって解決の検討まで各要素を  

順番に述べたが，問題解決は必ずしもこの順序  

で行われるとは限らない」（p．封）や，「一連の  

問題解決の中で先に述べた問題解決の各要素は，  

繰り返し何度も現れるものである」（p．35）と   

最後に，これまでに抽出した数学的探究を捉  

える三つの視点を総括する形で，本研究におけ  

る数学的探究の概念を規定する。まず，視点③  

は子ども自身の問題設定について述べたもので  

ある。このことから，数学的探究は基本的に問  

題解決の形で展開されることも導き出される。  

さらに，視点②を考慮すれば，他者との相互作  

用の中で能動的に問題解決に取り組む活動が求  

められる。ここで，活動（activity）とは「いき  

いきと行動すること」（新村，2008，p．556）であ  

り，本来的には，能動性（activity）を前提とし  

た主体の働きである。その一方で，視点①から，  

不確かさや疑念は問題解決の契機となるととも  

に，よりよい数学的な問題解決を追究し続ける  

ことによって，その不確かさや疑念の解消を目  

指すことになる。以上より，本研究では，数学  

的探究を，子どもが他者と相互作用しながら，  

不確かさや疑念の解消を目指して，問題を設定  

してその間題のよりよい数学的な解決を追究し  

続ける活動と捉える。  

4．証明と証明する活動の相  

（1）証明   

証明（proof）とは，一般に，其であると既に  

認められた事柄を根拠にして，命題が真である  

ことを演樺的に示したものである。証明という  

概念をこのように捉えると，中学校第二学年か  

ら「証明」という言葉で学び始めるもののみが，  

学校数学における証明であるとは限らない。言  

い換えれば，何を根拠にするのか，また，どの  

ような表現様式で演樺的な推論を表すのかなど  

に応じて，様々な証明の種類があるはずである。   

例えば，現行の学習指導要領では，小学校第  

五学年において，三角形の内角の和が180度で  

あることを経験的に確かめた上で，それを根拠  

として，四角形や五角形などの内角の和の性質  

を演樺的に説明する学習が行われる。このよう  

な説明が行われる場では，三角形の内角の和が  

180度であることは，正しい事柄として認めら  

れている。したがって，その説明は，正しいと  

認められた事柄を根拠にして命題が真であるこ  

とを横棒的に示しているから，その説明が行わ  
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走へと向かう「解析的な方法」にも光を当てる  

ことの重要性を指摘している。よl）具体的には，  

清水は，解析的な方法が総合的な方法よl）も証  

明を構想しやすいことから，証明を構想し構成  

する基本的な方法として解析的な方法を生かし  

たいと述べている。したがって，証明をよりよ  

く構成するためには，「解析的な方法」と「総合  

的な方法」の両者を駆使した証明の構想が，非  

常に大きな役割を果たすのである。   

一方，振り返りについてさらに分析すると，  

その【F一位相として，命題や証明の検証と新たな  

命題とその証明の生成の二つを挙げることがで  

きる。実際，Polya（1957／2004）自身も，振り  

返りの内容について，結果や議論の検証だけで  

はなく，別な方法でその結果を導いたり，その  

結果や方法を他の問題に利用したりすることを  

挙げている。また，杉山（1986）は証明を見返  

す価値に関わって，「証明を振り返って，奥なる  

ことを保証する要素と命題との関係を調べてみ  

る（中略）ことによって，証明は厳密になり，  

命題をより一般的にしたり，新しい問題を発見  

したりして，発展的に学習を進めることができ  

る」（p．134）と述べている。このように，それ  

までの行為を掘り返ることは，単なる検証にと  

どまらず，新たな命題とその証明の追究など，  

より創造的な学習の契機になりえるものである。   

以上より，証明する活動を分析すれば，その  

相として，命題の推測，命題の把握，証明の構  

想，証明の構成，命題や証明の検証，新たな命  

題とその証明の生成の六つを指摘することがで  

きる。ただし，前述の通り，一連の過程におい  

て，これらの相はこの順番の通りに進むとは限  

らず，各々の相は繰町返し何度も現れるもので  

もある。   

ここで，証明する活動を最も広義に捉えたも  

のは，命題の推測から新たな命題とその証明の  

生成までの一連の相を含むものである。しかL，  

証明する活動が常にこの広義の意味で行われる  

とは限らない。例えば，子どもが教師や教科書  

から与えられた命題を証明する場合があるが，  

その場合には命題の推測の相は欠けていること  

になる。また，子どもがそれまでの行為を振り   

述べている。第二に，振り返りや解決の検討の  

対象は，「解決の実行だけでなく，問題の構成や  

理解，解決の計画などにも及ぶ」（文部省，1991，  

p．35）ものである。   

証明する活動の場合，解決の対象となる問題  

は命題であり，証明を構成して命題の真偽を示  

すことで問題は解決されることになる。したが  

って，問題解決の相を参考とすれば，証明する  

活動の相として，命題の推測，命題の把掘，証  

明の構想，証明の構成，振り返りの五つをまず  

挙げることができる。ここで，前項において証  

明に関わって証明の構成について検討したため，  

以下では残りの四つの相について考察する。   

教師や教科番などから命題が与えられるので  

はなく，子どもが自ら命題を推測することは，  

チビもの能動的な証明の構成につながると期待  

される。例えば，清水（1994a）は，数学の学  

問的な研究とその研究における証明との関わり  

に基づいて，「子どもたちにおいて論証の必要性  

や必然性を明確にするためには，事実の推測・  

発見を伴う想像的・生産的な活動の過程に論証  

を位置づけ，そこにおいて論証が力を発揮する  

ことを具体的に明らかにすることが必要であろ  

う」（p．225）と述べている。このように，証明  

の対象となる命趨を子どもが自ら推測すること  

により，子どもは証明の必要性や必然性をより  

明確に意識できるようになると思われる。   

また，Polya（1957／200射 は，問題の理解に  

関わって，「理解していない閉篭に答えることは  

愚かである」（p．6）と述べている。そして，証  

明問題の理解において，「仮定は何か」，「結論は  

何か」，「仮定をいくつかの部分に分けてみよ」  

といった問いや注意が重要であることを彼は指  

摘している。   

証明の構想に関わって，清水（1994a）は，  

町ユークリッド原論』に代表される古代ギリシャ  

の幾何学について，新しい事実や証明の方法の  

発見には実験的な方法が深く関わっているとと  

もに，厳密な証明ではそのことが表面には現れ  

ないことに言及している。そして，『ユークリッ  

ド原論j に見られるような仮定から結論へと向  

かう「総合的な方法」だけでなく，結論から仮  
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（B）をそれぞれ結んだとき，∠ABD，∠DBE，  

∠EBCの大きさの関係を調べて説明せよ」とい  

う問題に，動的幾何ソフトウェアを用いて取り  

組んだ様子が報告されている（図1）。二人の子  

どもは，当初，「それら三つの角度は等しくなる  

に違いない」と推測した。だが，動的幾何ソフ  

トウェア上において，常に三つの角度が等しく  

なるとは限らないどころか，それらが等しくな  

る場合を一つも見つけられないことに彼らは驚  

いていた。それから，彼らはなぜ三つの角度が  

等しくなりえないのかを，以前に学習した「二  

等辺三角形の底角は90度より小さい」を利用し  

て横棒的に説明した。Hadas＆Hershkowitz  

は，この結果に関して，二人の子どもは三つの  

角度が等しくなる場合を一つも見つけられない  

という事実に驚きを感じたために，その事実に  

対して納得できる議論を得たいと考えるように  

なったと分析している。そして，子どもたちは  

「なぜ三つの角度が等しくなりえないのか」を横  

棒的に説明することによって，その事実に完全  

に納得するようになったと述べている（Hadas  

＆Hershkowitz，1998，P．28）。   

ここで，人が証明を通じて「なぜ命題が真で  

あるのか」を捉えることができるのは，証明に  

「説明」の機能があるからである（DeVilliers，  

1990）。このように，証明を通じて「なぜ命題  

が真であるのか」を捉えることは，数学的に価  

値がある営みとされ，数理哲学の研究において  

もそのことについて議論が展開されている（′ト  

桧，2007b）。また，「なぜ命題が真であるのか」  

を捉えることば，命題の理解を深めることにつ  

ながるという点で，数学教育においても重要で  

ある（例えば，Hanna，1995）。それに加えて，  

「なぜ命題が真であるのか」を捉えて説明するこ  

返って検証することはあっても，その証明を通  

じて新たな命題とその証明を生成することが行  

われない場合もある。その場合には，新たな命  

題とその証明の生成の相は欠けることになる。  

5．証明する活動のあり方   

本節では，3節で抽出した数学的探究を捉え  

る視点から，4節で指摘した証明する活動の相  

を検討することによって，証明する活動のあり  

方を数学的探究に焦点をあてて明らかにし，さ  

らにその意義を議論する。  

（1）子どもが疑念や驚きを感じるような命題を  

自ら推測すること   

数学的探究の特徴として，視点（卦より，考察  

の対象となる問題を子どもが自ら設定すること  

が挙げられる。これを証明する活動の相に照ら  

して考察すれば，子ども自身が命題を推測する  

ということになる。また，視点①に関わって，  

その推測した命題から疑念や驚きが生まれれぼ，  

それらがその後の取り組みの動機となる。以上  

より，証明する活動のあり方として，「子どもが  

疑念や驚きを感じるような命題を自ら推測する  

こと」を指摘することができる。ただし，当然  

ではあるが，どのような推測に対して子どもが  

疑念や驚きを感じるのかは，絶対的に定まるも  

のではなく，子どもやその推測が行われる状況  

等に依存する。   

子どもが自ら命題を推測することは，Brown  

＆Walter（1990）が意図しているように，子ど  

もの能動的な学習につながるであろう。特に，  

前述の清水（1994b）が指摘するように，子ど  

もが証明の必要性や必然性をより認めるように  

なると期待される。それに加えて，その推測か  

ら疑念や驚きなどが生まれれば，子ビもは，単  

に「命題が真である」という事実だけでなく，  

「なぜ命題が真であるのか」という理由を捉える  

ために証明を構成するようになることが，先行  

研究から示唆されている。   

例えば，Hadas＆Hershkowitz（1998）で  

は，第九学年（日本では中学三年生に該当）の  

子ども二人が，「△ABCの辺ACを三等分  

（AD＝DE＝EC）し，等分点（D，E）と対角  

A ∠去公㌔  
図1：辺を三等分する点とその辺の対角をそれ  

ぞれ結んだ三角形  
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証明とを比較することが電要となる 凋row王1＆  

Walter，1990）L。このような学習を通じてこそ，  

物事を解決Lたらそれでよしとせずに，よりよ  

い解決を追究し掛ナようとする態度が育成きれ  

るであろう。   

例として，「二つの合同な正方形風食りこつい  

て，正方形①の対角線の交点と正方形度）の一・つ  

の頂点とを重ねて正方形①を回転させるとき，  

どのような場合に正方形①，①の重なる部分の  

面積が一番大きくなるだろうか」という問いに  

ついて考えてみよう（㌔ ここで，試行錯誤を通  

じて，命題A「二つの合同な正方形①，①につ  

いて，正方形①の対角線の交点と正方形②の・“一  

つの頂点とを重ねて正方形①を回転させるとき，  

どんな正方形①，ぼ）でもそれらの盛なる部分の  

面柁は常に等しい」を推測し，その命題が虞で  

ある理由を図2のように説明したとする。，   

このとき，その説明が行われた場において，  

もしも「∠AOB＝∠CODより△AOB≡△COD」  

が正しいと認められているのであれば，この説  

明は真であると認められた事柄を根拠にして命  

題が寅である理由を演繹的に示しているため，  

その説明が行われた場において証明である。   

ここで，「正方形（正四角形）だけでなく正五  

角形の場合も同様だろうか」と問い，iE五角形  

という新たな場合について，命抱とその証明を  

とは，数学教育だけに限定されることなく，「根  

拠となることを明らかにしそれに基づいて述べ  

ること」（清水，2008，p．18）に深く関わりのあ  

るものである。この「根拠となることを明らか  

にしそれに基づいて述べること」は，「自他とも  

によりよく分かるように工夫して述べたり，相  

互に納得と説得をもたらしたりするために重要  

なこと」（同，P．19）の一つである。   

したがって，子どもが疑念や驚きを感じるよ  

うな命題を自ら推測する場合には，子どもは  

「なぜ命題が真であるのか」という理由を捉える  

ために証明を構成するようになり，上述の価値  

ある学習が実現されると期待されるのである。  

（2）チビもは証明を構成した後でも，それまで  

の行為を振り返って，命竃や証明を検証し  

て必贅に応じて修正したり，新たな命題と  

その証明を追究したりすること   

数学的探究を捉える視点として，視点（カ「数  

学的知識は不確かであり，疑念や驚きを引き起  

こすものであるからこそ，人間は常によりよい  

ものを数学的に追究しようとする」を指摘した。  

したがって，数学的探究という場合，証明する  

活動では，証明を構成したらそれで終わりでは  

ない。証明は誤りうるものであるから，命題や  

証明を検証して，必要に応じてそれらを修正す  

ることが重要となる。また，証明に誤りがなく  

ても，さらによりよいものを求めて，新たな命  

題とその証明を追究していくことも重要となる。  

よって，証明する活動のあり方として，「子ども  

は証明を構成した後でも，それまでの行為を振  

り返って，命題や証明を検証して必要に応じて  

修正したり，新たな命題とその証明を追究した  

F）すること」が挙げられる。   

数学の学問的な研究においても，証明を構成  

した後に，その命題に暗黙の前提が隠されてい  

ることや，その証明において不確かな事柄が根  

拠として用いられていることに気づき，より明  

確な命題やより確実な証明を新たに構成し直す  

場合がある（Lakatos，1976）。また，ある命題  

とその証明についてよりよく理解するためには，  

それらから新たな命題とその証明を作り出し，  

既有の命題及びその証明と新たな命題及びその  

左図のとき，重なる部分の面横は正方形のl／4  

である。ここで，中央の図のように正方形②を  

ある角度だけ回転させると，∠AOB＝∠CODで  

あるから，「増える部分」（△AOB）と「減る部  

分」（△COD）の三角形は合同になる。よって，  

「増える部分」と「減る部分」の面積が等しい  

から，墓なる部分の面積は常に等しくなる。こ  

れは正方形②をどのように回転させても，また，  

二つの合同な正方形がどのような大きさであっ  

ても成り立つ8 よって，この命増は轟である。  

図2：命題Aが真である理由の説明  
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命題とその証明を指していることがわかる。そ  

の場合にも，子どもが証明を通じて発展的に学  

習を進めたり，証明を生産的・創造的な活動の  

起点として捉えたりするなど，価値ある学習活  

動が展開されるであろう（杉山，1986；宮崎，  

2002）。  

（3）子どもは命題の推測から新たな命題とその  

証明の生成までの一連の行為に，他の子ど  

もと相互作周しながら能動的に取り組む  

こと   

数学的探究を捉える視点として，視点①「人  

間は他者との相互作用の中で能動的に知識を構  

成する」を指摘した。それゆえ，証明する活動  

では，命題の推測や新たな命題とその証明の生  

成だけでなく，命題の把握，証明の構想，証明  

の構成，命題や証明の検証も含めて，チビもが  

一連の行為に，他の子どもと相互作用しながら  

能動的に取り組むことが盛要となる。よって，  

証明する拍動のあり方として，「子どもは命題の  

推測から新たな命題とその証明の生成までの一  

連の行為に，他の子どもと相互作用しながら能  

動的に取り組むこと」を指摘することができる。   

他者と相互作用しながら取り組むことで，一  

人だけでは得られなかった事柄を発見できるよ  

うになるだろう。例えば，ある子どもが図2の  

ような説明を行った場合を考えよう。このとき，  

実際は正方形②の回転角度を0度から90度の範  

囲までしか想定せずに（つまり，過程3におい  

て00＜∠AOB＜900），図2のような説明を行  

う子どももいると思われる。しかし，その説明  

を他の子どもに示すことによって，その説明に  

気づいていなかった他の子どもから，「なるほ  

ど，基準とする直角二等辺三角形を適切に選べ  

ば，その説明は正方形（むをどれだけ回転させて  

も成り立つね」（図4）というフィードバックが  

追究しようとしたとする。ただし，正五角形で  

は，正方形の場合とは異なり，対角線が一点で  

交わらない。そのため，正方形の対角線の交点  

が正方形の重心であると見て，正五角形に関し  

ても，一方の正五角形の重心に他方の正五角形  

の頂点を重ねて回転させる場合を考える（図3）。   

しかし，正五角形の場合，図3のように，正  

方形の場合と同様に∠AOB＝∠CODであるが，  

国の見た目から，「増える部分」（△AOB）と  

「減る部分」（△COD）の三角形が合同にならな  

いことに気づく。そこで，正方形と正五角形の  

場合を比較すると，それらの遠いとして，両者  

の過程1において，正方形の場合には，一方の  

正方形の重心から各頂点に引いた線分上に他方  

の正方形の辺が重なるものの，正五角形の場合  

ではそうならないことを見出すことができる。  

このことから，正方形の場合には，正五角形の  

場合とは異なり，∠AOB＝∠CODに加え，  

AO＝COと∠OAB＝∠OCDも成り立つゆえに，  

三角形の合同条件から△AOB≡△CODが成り  

立つということを捉えることができる。このよ  

うに，新たな命題とその証明を追究していく中  

で，既有の証明を検討して構成し直すことや，  

既有の命題とその証明の理解を深めることも可  

能になるであろう。   

以上の例では，既有の命題に変更を加える形  

で新たな命題や証明を追究することについて議  

論した。それに対し，既有の証明の方を見返す  

ことによって，新たな命題や証明を考察する場  

合もあろう。例えば，DeVilliers（1990）によ  

れば，証明に「発見」の機能があるゆえに，人  

は証明を通じて新たな結果を発見または発明で  

きる。DeVilliersは発見の対象を広く結果と述  

べているが，彼が発見の機能を例証している部  

分を解釈すると，その結果という言葉は新たな  

図4：正方形②を様々な角度で回転させた場合  図3：正五角形の場合  
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帰ってくるかもしれない。このように，お互い  

の考えを伝え合うことで，お互いが当初は所持  

していなかったアイデアが生まれ，より数学的  

に涜締された説明が創発される可能性もある  

（江森，1997）。逆に，図2のような説明を聞い  

て，「それって正方形②の回転角度を0健から90  

度の範囲までしか想定していないよね」と批判  

する子どももいると思われる。そして，そのよ  

うな批判や論駁が契機となり，正方形②の回転  

角度を大きくした場合も含めた，よりよい説明  

を追究する機会が生まれることもあるだろう  

（Lakatos，1976）。このような学習を通じてこそ，  

学校数学だけに限らず，他者と相互作用しなが  

ら物事に取り組む姿勢が番われると期待される。   

ただし，社会的な相互イ乍用が必ずしも数学的  

に望ましい方向につながるとは限らない。例え  

ば，Stylianides（2007）は，ある試論が証明と  

して認められるかどうかは，社会的次元を考慮  

した上で検討する必要があるとした上で，ある  

小学三年生の授業を分析している。そ・の授業で  

は，子どもたちは「奇数と奇数の和は偶数にな  

る」と推測し，その推測が成り立つことを様々  

な方法で検討していた。その際，Betsyという  

子どもが，その推測が成り立つ理由を，7＋7  

を例としながら，「どんな奇数でもペアを作ると  

州一一つ余り，奇数と奇数の和では余ったもの同士  

で再びペアを作ることができるから，番数と番  

数の和は偶数になる」と議論した。この議論は，  
中学校で学ぷ文字式を用いた証明を言葉で表現  

したものであり，数学的には価値のある証明で  

あると言える。しかし，Betsyの議論を聞いた  

子どもの中には，その議論に納得する子どもも  

いれば，すべての番数の場合にその議論を適用  

できるかどうかはわからないなどと，その議論  

に納得しない子どももいた。その後も，それぞ  

れの子どもが自分の考えを主張するが，Betsy  

の議論は最終的にはそのクラスで受け入れられ  

なかった（捌c Stylianidesはこの結果に関して，  

そのクラスがまだ数学的に成熟しておらず，  

Betsyの議論を証明として認めるために必要な  

事柄が，そのクラスでは社会的に共有されてい  

なかったと結論づけている。   

したがって，他の子どもと相互作用すること  

は，それ自体は目的ではなく手段である。換言  

すれば，単に子どもたちが社会的な相互作用を  

行えばよいのではなく，社会的な相互作用を通  

じて数学的に価値のあるものを互いに生み出す  

ことが必要なのである。  

6．研究のまとめと今後の課題   

本研究の目的は，証明する活動の一つのあり  

方を，数学的探究に焦点をあてて明らかにする  

ことであった。この目的を達成するために，ま  

ず，Borasiの探究的アプローチに着目して，数  

学的探究を捉える視点を抽出した。次に，証明  

や問題解決に関する研究を参考として，証明す  

る活動の相を指摘した。殴後に，数学的探究を  

捉える視点から，証明する活動の相を検討する  

ことによって，証明する活動のあり方に関して  

三点を指摘し，さらにそれらの意鶉を議論した。   

本来であれば，数学的探究を捉える三つの視  

点と証明する活動の六つの相を組み合わせると，  

証明する活動のあり方とその意義について，単  

純に計算すれば18個の点が議論されなければな  

らない。しかし，本研究では，証明する活動の  

あー）方を議論する際には，必要に応じて，複数  

の視点や相を総括して検討してきた。例えば，  

三点目のあり方については，視点②から証明す  

る晴動の六つの相をそれぞれ個別に検討するよ  

りも，簡潔さのために総括して考察することを  

選択した。そのため，証明する活動のあり方の  

三点を細かく分割すれば，各視点と各相の組み  

合わせを見出すことができるであろう。   

本稿の冒頭で触れたように，2008年3月に告  

示された新学習指導要領において，探究型の教  

育はますます重要となる。本研究で指摘した三  

点は，証明する括動が数学的探究たりえている  

のかを判断する際に，その判断の指針の一つと  

して役立ちうるものである。   

もちろん，これらの三点はそれぞれが独立し  

ているものではなく，相互に重なり合ったり，  

相互に関係し合ったりする部分もある。しかし，  

それらの関係については考察が及ばなかったた  

め，今後の検討が必要とされる。また，このよ  
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（5）例えば，MaryとKatyaを対象としたBorasi   

の教授実験では，三点を通る円に関する間鍾解   

決の際，MaryはKatyaの誤りを検討する中で，   

二点を通る円は無数にあり，その円の中心の軌   

跡は直線になることを発見して，大きな驚きを   

示している様子が措かれている。  

（6）複雑さを避けるため，平面Rご上の場合で，ユ   

ークリッド距離とマンハッタン距離を説明する。   

二点Pl＝（∬1，γ1），P2＝（ズ2，プ2）について，二   

点Pl，P2間の距離を次の右，右で定義すると   

き，それぞれの距離をユークリッド距椎，マン   

ハッタン距離と言う。  
‾  

dl＝刷てす；二1㌘：  

d2＝けl－∬2けlツl一夕2‡  

（7）この間いと図2はいずれも梅川（2002）を参   

考とした。  

（8）同様の結果は，小学校の一岬・斉授業に限らず，   

中学生のペアを対象としたBalacheff（1988）の   

教授実験によっても報告されている。  
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注  

（1）本研究では，証明（proof）と証明する活動  

（proving）を区別する。具体的には，証明を，   

4節で触れるように，真であると既に認められ   

た事柄を根拠にして，命題が真であることを演   

緯的に示したものとし，作り出された所産  

（product）として捉える。一方，証明する活動   

はその証明の構成に関わる活動とし，過程  

（process）を表すものと碇える。数学的探究の   

定義については3節の最後に述べる。  

（2）実際，Borasi自身も，1992年の文献ではa   

humanisticinquiry approachと述べている   

が，1994年と1996年の文献では単にaninquiry   

approachとしている。しかし，後述の数学観，   

知識観，学習観，指導観は，それら三つの文献   

で大きな相違は見られない。  

（3）Fawcettは，「子どもは次の事柄を理解して   

いるとき，清掃的証明の本性を理解している」   

と仮定した（Fawcett，1938，p．10）。   

1．あらゆる命題を証明する際の無意義概念  

の位置と重要性  

2．明確に定義された用語の必要性と，命題  

に対するその影響  

3．前提または証明されない命題の必要性  

4．いかなる論証も，前提から含意されない  

事柄を証明できないこと  

この中でも，定義に直接関わる記述は，山番  

目と二番目に見出すことができる。  

（4）Lakatos（1976）は，オイラーの多面体定理   

について推測，証明，論駁，改良などを行う過   

程を，数学史もふまえながら，教室における生   

徒同士や生徒と教師の試論という形で展開して   

いる。  
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WhatProvingshouldbeinSchooIMathematics：  

FbcuslngOnMathematicalInqulry  

Kotaro KOMATSU  

ThepurposeofthisstudyistoelaboratewhatprovlngShouldbeinschoolmathematics，eSPeCially  

focuslngOnmathematicalinqulry．First，aCCOrdingto“ahumanisticinqulryapprOaCh”toschoolmathematics，  

WhichRafEaellaBorasidiscusses，VleWpOintsforgrasplngmathematicalinqulryareSpeCiBed．Next，basedon  

literatureonprovingandproblemsolving，prOOfandphasesofprovingareexamined．Last，byanalyzingthe  

phasesofprovingh’OmtheviewpolntSforgrasplngmathematicalinqulry，threepointsonwhatprovlngShould  

beinschoolmathematicsareelaboratedasfollows，and thesigniBcanceofeachpointisdiscussed．  

－PupilsconjecturestatementsbythemselvestowhichtheyfeeldoubtorsurprlSe．  

－AfterconstruCtingproofs，pupilslookbackattheiractions；theychecktheirstatementsandproofs，and  

modifythemifnecessary；theypursuenewstatementsandtheirproofs．  

N Pupilstackleallphasesofproving（＆omconjecturingstatementsto pursuingnewstatementsandtheir  

proofs）interactivelyandactively．  

InthenewJapaneseNationalCurriculum，inquiry－basedteachingandlearningare emphasizedmorethan  

before．Therefore，WhenwejudgewhetheracertainprovlnglSmathematicalinqulryOrnOt，theabovethree  

pointscouldbeusefu1asabasisofthisjudgment．  

－14－   


	0002.tif
	0003.tif
	0004.tif
	0005.tif
	0006.tif
	0007.tif
	0008.tif
	0009.tif
	0010.tif
	0011.tif
	0012.tif
	0013.tif
	0014.tif
	0015.tif
	0016.tif

