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加速されたイオンを物質に入射させると, 弾性・非弾性原子衝突を通じて多様な形態のエネル
ギー・運動量移行が起きる．その全体像を把握しようと思えば, 原子分子物理, 物性・固体電子論，
原子核物理, 放射線工学等の複数の教科書を並列に読み，既存の知識をいわば再構成することが
必要になる．そのため, 大学においても, イオンビームと物質の相互作用に関しての体系的な講義
を組む機会は少なく, 必要に応じて市販のハンドブック等による概略説明に触れる程度で済ませ
るのが現状であろう．しかしながら, 核子あたり 103 ∼ 106 電子ボルト (keV∼ MeV) の加速イオ
ンによる最新の計測・分析・照射技術は応用物理分野のみにとどまらず, 生物，医療，環境，宇宙
関連分野にまで及んでいる．そこで, 本テキストでは関連研究の最近の進歩を踏まえて, 応用原子
物理の視点から, 汎用性の高い基礎的事項を体系として学べるように大学院修士課程の水準で構
成した．
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図 1: サファイアの “結晶格子像”．7MeV H+イオンの衝突によって生成された高速２次電子を
用いて 1◦ × 1◦の角度走査により観測された [1, 2], §8.3.

1



目 次

1 2体の弾性衝突 5

1.1 重心運動と相対運動の分離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 実験室系における関係式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 実験室系と重心系の角度変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 散乱断面積 10

2.1 微分散乱断面積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 微分散乱断面積の変数変換と全散乱断面積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 剛体球による散乱 12

3.1 重い剛体球 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2 同種の剛体球間の衝突 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 クーロン場による散乱 14

4.1 重心系におけるラザフォード (Rutherford)散乱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.2 実験室系におけるラザフォード散乱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

4.3 ラザフォード微分散乱断面積の変数変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4.4 散乱計測と微分散乱断面積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.5 原子核半径とクーロン障壁 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5 量子力学による散乱の扱い 20

5.1 中心力場による球状波の生成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

5.2 クーロン場による散乱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5.3 古典力学近似との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

6 原子の静電ポテンシャル 24

6.1 水素原子と水素様イオン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

6.2 原子のトーマス・フェルミ (Thomas–Fermi)モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

6.2.1 原子ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

6.2.2 電子の密度分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

6.2.3 電子の運動量分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.3 原子衝突における相互作用ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.3.1 モリエールポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.3.2 ZBLポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7 荷電ビームとクーロンシャドー 33

7.1 古典力学によるクーロンシャドー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.2 古典力学による反転シャドー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

7.3 量子力学によるクーロンシャドー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

7.4 剛体球散乱との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2



8 結晶によるイオンビームの散乱 38

8.1 シャドーコーンの干渉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

8.2 遮へいクーロン場のシャドー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

8.3 イオンチャネリングと関連現象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

8.4 イオンチャネリングの連続モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

8.4.1 連続ポテンシャルと軌道のスケーリング . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

8.4.2 チャネリングの臨界角 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

8.4.3 チャネリングイオンの粒子性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

8.4.4 チャネリングイオンの統計平衡分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

9 イオンの固体内荷電状態 44

9.1 平衡荷電状態と平均電荷 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

9.2 平均電荷の半経験式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

9.3 特別な条件下での荷電状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

10 結晶場による共鳴干渉励起 47

10.1 共鳴干渉励起の条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

10.2 RCEの遷移確率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

10.3 RCEの観測 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

11 物質の阻止能 51

11.1 阻止能の概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

11.2 高速荷電粒子の阻止能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

11.2.1 半古典的考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

11.2.2 Betheの阻止能公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

11.3 低速荷電粒子の阻止能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

11.4 荷電粒子の核的阻止能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

11.5 阻止能の補足事項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

11.5.1 阻止能の Bragg則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

11.5.2 イオン荷電状態と阻止能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

11.5.3 阻止断面積の Z1, Z2振動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

12 イオン後方散乱分析 62

12.1 後方１回散乱過程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

12.2 ラザフォード後方散乱分光 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

12.3 180◦散乱強度の異常増加 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

13 イオン誘起電子放出 67

13.1 イオン・原子衝突による電子放出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

13.2 運動学的電子放出の 2体衝突モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

13.2.1 静止電子へのエネルギー移行 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

13.2.2 エネルギー移行と軌道速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

13.2.3 軌道電子の電離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

13.2.4 水素様原子の電離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

13.2.5 非水素様原子の電離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3



13.2.6 電子スペクトルの Z2
1 スケーリング . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

13.3 固体ターゲットと Z2
1 スケーリング . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

13.4 0◦ 電子分光 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

14 荷電粒子と固体の誘電応答 76

14.1 固体中のプラズマ振動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

14.2 振動電場と誘電関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

14.3 誘電応答とフーリエ変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

14.4 荷電粒子の物質透過と誘電応答 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

14.4.1 誘電応答による阻止能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

14.4.2 非弾性散乱の平均自由距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

14.4.3 ウェイク . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

14.4.4 分子・クラスター入射における近接効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

14.5 Lindhardの誘電関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

14.5.1 自由電子気体と一次摂動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

14.5.2 電荷の生成と ε(k, ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

14.5.3 ε(k, ω)の解析表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

14.5.4 プラズマ振動の分散関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

15 付録 93

15.1 固体原子の熱振動変位 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

15.2 孤立原子と固体原子によるイオン散乱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

15.3 水素様イオンの軌道電子速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

15.4 実験室系から入射イオン静止系への断面積変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

15.5 等速で直進する点電荷のつくる電磁場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

15.6 加速器による元素・物質分析のミニ技術史 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

あとがき 106

4



1 2体の弾性衝突

我々が見たり触れたりする日常的な世界 (‘マクロ’的世界)では，完全弾性衝突は存在しないと
言っていい．ビリヤード球どうしの衝突ですら運動エネルギーの一部は球の内部振動へと移行し，
音あるい熱として発散する．ところが，電子あるいは原子核などの核子間の衝突では，移行エネ
ルギーよりも核子内部の量子化された振動エネルギー間隔 (核準位間エネルギー)がずっと大きけ
れば，衝突前後で内部エネルギーは不変であり，したがって完全弾性衝突が起きる．この意味で
古典力学で最初に習う弾性衝突の理想形は，マクロ的世界ではなく原子・核子を対象とするミク
ロな世界で実現されている．

1.1 重心運動と相対運動の分離

図 2に示すように，位置ベクトル r1，r2の 2質点間に働く力が f(|r1 − r2|)と書けるとき，2

質点の運動方程式は

　M1
d2r1
dt2

= f(|r1 − r2|) , (1)

　M2
d2r2
dt2

= −f(|r1 − r2|) (2)

である．(1)，(2)を辺々加え，あるいはそれぞれをM1，M2で割って辺々引くと

d2(M1r1 +M2r2)

dt2
= 0 , (3)

d2(r1 − r2)

dt2
=

(
1

M1
+

1

M2

)
f(|r1 − r2|) (4)

が得られる．2質点の重心Rgが

Rg =
M1r1 +M2r2
M1 +M2

(5)

で与えられることに注意し，さらに換算質量 (reduced mass)Mrを

　
1

Mr
=

1

M1
+

1

M2
(6)

で定義する．これらを用いれば (3)および (4)はそれぞれ
 

r1 r2 Rg 

r= r 1− r2 M1 M2 

O 

重心 

図 2: 2質点の位置ベクトル．Rg = r2 +M1r/(M1 +M2) =[(5)]
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d2Rg

dt2
= 0 , (7)

　Mr
d2r

dt2
= f(|r|) (8)

と書ける．ここで r = r1 − r2は図 2に示される相対位置ベクトルである．
(7)は dRg/dtが一定，すなわち重心が等速直線運動することを意味する．特に重心速度が 0の

系（観測者が重心に位置する系）を重心系という．(5)の時間微分から明らかなように，重心系で
は 2質点の運動量の和は常に 0である．また，(8)は相対運動が換算質量Mrの仮想質点の運動方
程式に従うことを示している．
次に運動エネルギーの関係について考える．図 2で

r1 = Rg +
M2r

M1 +M2
, (9)

r2 = Rg −
M1r

M1 +M2
(10)

であるから，2質点の速度はそれぞれ

dr1
dt

=
dRg

dt
+
Mr

M1

dr

dt
, (11)

dr2
dt

=
dRg

dt
− Mr

M2

dr

dt
(12)

である．(11)，(12)により実験室系における全運動エネルギーEkinは

Ekin =
M1

2

∣∣∣∣dr1dt

∣∣∣∣2 + M2

2

∣∣∣∣dr2dt

∣∣∣∣2
=

M1 +M2

2

∣∣∣∣dRg

dt

∣∣∣∣2 + Mr

2

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣2 (13)

のように書き換えられる．(13)の第 1項は重心の運動エネルギー，第 2項は重心系における運動
エネルギーを表す．後者は紛れもなく相対運動の運動エネルギーであり，さらにこれは重心上か
ら見た 2質点の運動エネルギーの和に等しい (問題 1–2参照)．
以上は古典力学による扱いであるが量子力学の場合も同様であり，2体問題を相対運動と重心

運動に分けることができ，さらに相対運動は換算質量Mrの 1体問題に帰着する．実際，2体間の
相互作用ポテンシャルを V (|r|)，重心運動と相対運動の波動関数をそれぞれ ψg，ψr，それらに対
応するエネルギー固有値をそれぞれEg，Erとすれば，Schrödinger方程式は

− h̄2

2(M1 +M2)
∇2ψg = Eg ψg , (14)

− h̄2

2Mr
∇2ψr + V (r)ψr = Er ψr (15)

で与えられる．全運動エネルギーはEg +Erである．これは古典力学の場合の (13)に対応する．
一般に “重心系での”運動，“重心系での”運動方程式，“重心系での”運動エネルギー. . .という

表現がよく用いられるが，これらは散乱現象に関しては相対運動の (4)，(15)などと等価 (図 3で
θc = θ)であるため，実際上は相対運動に置き換えて理解することも可能である．

問題 1.1–1 (13)を導け．
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(b)標的静止系(相対運動) 

θ1  

ϕ 

u1 

M2 (静止 )  

 

Mr = M1 M2 /(M1+ M2) 

 

υ 

 

υ∗ 

(υ∗=υ) 
 

θ 

M1  

 

M2  

 
u2 

(a)実験室系 

重心 M1  

 

×  

 

θc=θ  

 θc 

M2  

 

V c = Mrυ /M1 

 
υ c = − Mrυ /M2  

 

υ c
 ∗  (υ c

 ∗ =υ c) 

 

V c
 ∗  (V c

 ∗ = V c)
 

 

υ 

 

(c)重心系 

図 3: 2質点の弾性散乱 (2質点は紙面上を運動している)．(b)ではM1の運動は換算質量Mrの仮
想質点の運動方程式で扱われる (§ 1.1)

問題1.1–2 (11)，(12)より重心系におけるM1,M2の速度V c, vcはそれぞれMrv/M1, −Mrv/M2

であることを示せ．ただし v = dr/dtである．
問題 1.1–3 図 3(c)において２質点の運動エネルギーの和が相対運動のエネルギーに等しいこと
を確かめよ．

1.2 実験室系における関係式

実際の衝突実験に対応する実験室系では，図 3(a)のように，衝突前に静止していたM2は衝突
後に跳ね飛ばされ (反跳され)，M1は散乱される．図 3(a)において，エネルギーおよび運動量保
存則は

M1v
2

2
=

M1u
2
1

2
+
M2u

2
2

2
, (16)

M1v = M1u1 cos θ1 +M2u2 cosφ , (17)

0 = M1u1 sin θ1 −M2u2 sinφ (18)
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と書ける．u1，u2，θ1，φの 4個を未知のパラメータと考えれば，(16)–(18)式から次のような関
係式が得られる．

• θ1と φの関係 (図 4)

tan θ1 =
M2 sin 2φ

M1 −M2 cos 2φ
(19)

ただし, 0 < θ1 ≤ π, 0 ≤ φ < π/2.

(
d
e
g
)

(deg)

θ 1

ϕ

α = M / M
1 2

α

α

α

α

α

=0.1

=0.5

=1.0

=1.5

=3.0

0 15 30 45 60 75 90
0

30

60

90

120

150

180

図 4: θ1と φの関係

• M2の得る運動エネルギー（u2と φの関係）

T =
M2u

2
2

2
=

4M1M2

(M1 +M2)2
E cos2 φ (20)

ただし, E =M1v
2/2.

• M2の得る最大運動エネルギー (φ = 0 ◦)

Tm =
4M1M2

(M1 +M2)2
E (21)

• 散乱後のM1 の運動エネルギーE ′（u1と θ1の関係）

E ′ =
M1u

2
1

2
= kE , (22)

k =

M1 cos θ1 ±
√
M2

2 −M2
1 sin

2 θ1

M1 +M2

2

(23)

ここでM1 ≤M2のときは根号の符号は+，M1 > M2のときは+，−どちらも有りうる．

問題 1.2–1 (23)でM1 =M2のとき k = cos2 θ1 (0 ≤ θ1 ≤ π/2)であることを確かめよ．
問題 1.2–2 (23)でM1 > M2のとき根号の+，−はどのような場合に対応するかを調べよ．
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1.3 実験室系と重心系の角度変換

重心系では観測者は 2質点の重心に位置していて，衝突前後の状況は図 3(c)に示されている．
実験室系および重心系における角度の関係は，図 3(b)に示す標的静止系を仲介役として速度ベ
クトルの関係から求められる．実験室系 [図 3(a)]で，散乱後のM1をM2から見ればその速度は
u1 − u2であるが，これはM2を基準にしたM1の相対運動 [図 3(b)]そのものであるから，

v∗ = u1 − u2 (24)

の関係が得られる．
次に，重心系 [図 3(c)]において散乱後のM1をM2から見ればその相対速度は V ∗

c − v∗
c である

が，これもまた図 3(b)の標的静止系で見る散乱そのものである．重心系では 2質点の運動量ベク
トルの和が 0であることから，V ∗

c と v∗
c は常に一直線上にあるので，明らかに θc = θである．す

なわち重心上で見た散乱角は標的上で見た散乱角に等しい．したがって，以降は，重心系の散乱
角も θと書くことにする．
結局のところ，実験室系と重心系の角度の変換は (24)から得られる．実際，(24)を水平，垂直

成分に分ければ，

v cos θ = u1 cos θ1 − u2 cosφ , (25)

v sin θ = u1 sin θ1 + u2 sinφ (26)

の関係が成立する．(25)，(26)，および式 (16)–(18)から次の関係式が得られる．

• θ1と θの関係

tan θ1 =
sin θ

M1
M2

+ cos θ
(27)

• φと θの関係

cot
θ

2
= tanφ ,すなわち φ =

π − θ

2
　 (28)

問題 1.3–1 (27)および (28) を u1,u2,vc,v
∗
c ,V

∗
c(図 3を参照)に関するベクトルの関係図を書く

ことにより求めよ．
問題 1.3–2 (28)により (20) のもう一つの表現として

T = Tm sin2
θ

2
(29)

が得られることを示せ．
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2 散乱断面積

一方向に次々に飛来する電子，イオン等のビーム（粒子束）が空間の力の場，例えばクーロン
場で散乱される場合，そこから十分遠方における散乱粒子の角度分布は「微分散乱断面積」とい
う物理量で与えられる．また，散乱粒子の総量は微分散乱断面積の積分値である「散乱断面積」
で与えられる．荷電粒子のみならずフォトン，中性子の散乱現象の議論においても (微分)散乱断
面積の概念は必須の基礎事項である．

2.1 微分散乱断面積

ここでは中心力場による散乱を扱うことにより，微分散乱断面積を説明しよう．ビーム方向に
垂直な面の単位面積内を単位時間に通過する粒子数でビーム強度 I0を表すことにする．したがっ
て I0の単位は例えば [(cm2・秒)−1]である．

 

b C θ 

検出器 

（受容立体角ΔΩ） 

z軸 

図 5: 中心力場 Cによる粒子の散乱

図 5に示すように，中心力場Cから十分離れた距離で z軸から θ (0 ≤ θ ≤ π)の角度に受容立体角
∆Ω(≪ 4π)の検出器を置く．単位時間内にこの検出器に入る粒子数を∆N(θ)（単位は例えば [粒子
数/秒])としよう．∆N(θ)は I0および∆Ω に比例するので，実質的な散乱強度は∆N(θ)/(I0∆Ω)

である．これを微分散乱断面積 (differential scattering cross section)と呼び，(dσ/dΩ)で表す．
すなわち，図 5の場合， (

dσ

dΩ

)
=

∆N(θ)

I0∆Ω
(30)

と書ける．微分散乱断面積は単位ビーム強度の粒子が散乱される際，ある角度方向の単位立体角
内を単位時間内に通過する粒子数である．なお，(30)の次元は [長さ]の 2乗であり，このことが
“断面積”と呼ばれる理由のひとつである．
古典力学による扱いでは粒子の位置を確定できるため，図 5に示される衝突係数 (impact pa-

rameter) bと θは通常 1:1の対応関係にある．1 衝突係数が bと b+ db (db≪ b) の間の値をとるよ
うな入射粒子は 2πb dbの面積内を通過してくる．これらの入射粒子は散乱後に θと θ+dθの間の
角度，すなわちこの２つの角度で定める立体角

dΩ = 2π sin θ dθ (31)

1核力の関わる条件でのクーロン散乱は 1:1の対応にならない場合がある（Rainbow scattering）
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内に散乱されるとする．入射粒子数は散乱後の粒子数に等しいから，

I0 × 2πb db = I0dΩ×
(
dσ

dΩ

)
(32)

である．このことから次の表式が得られる．

dσ

dΩ
= 2πb

∣∣∣∣ dbdΩ
∣∣∣∣ = b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ
∣∣∣∣ . (33)

なお，絶対値を付けたのは微分散乱断面積が (30)により正の値で定義されたためである.2さらに，
(dσ/dΩ)の括弧を取った理由は，dσあるいは dΩのように微分形式で扱うことが多いためである．

2.2 微分散乱断面積の変数変換と全散乱断面積

実験室系，重心系の微分散乱断面積の間には微分の変数変換の関係

dσ

dΩ1
=

dσ

dΩ
· dΩ

dΩ1
=

dσ

dΩ
· sin θ

sin θ1
· dθ

dθ1
(34)

が成り立つ．ただし

dΩ1 = 2π sin θ1 dθ1 (35)

は実験室系における立体角である．
微分散乱断面積を全方向について積分すれば，単位ビーム強度の入射条件に対して単位時間あ

たりの全散乱粒子数を表す全散乱断面積 σが得られる．全散乱粒子数は観測する座標系に依存し
ない一定量であるから，重心系と実験室系に対して次式が成り立つ．

σ =

∫ 4π

0

dσ

dΩ
dΩ =

∫ 4π

0

dσ

dΩ1
dΩ1 ． (36)

2一般に bの小さい衝突ほど散乱角は大きくなる (dθ/db < 0)，すなわち db/dΩ < 0．
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3 剛体球による散乱

中心力場による散乱の簡単な例として，粒子ビームが剛体球によって弾性散乱される様子を古
典力学で扱う．簡単のため，剛体球表面における摩擦は無視する.

3.1 重い剛体球

入射粒子の半径は剛体球の半径 R0に比べて非常に小さく，その質量も剛体球に比べて無視し
うるほど小さいとする．図 6に示すように角度 α, θをとると，θは重心系 (あるいは標的静止系)

での散乱角である (§1.3参照)．距離 bは衝突径数 (impact parameter)と呼ばれる．なお，粒子の
入射・散乱軌道および剛体球の中心は紙面上にあることに注意．

 

θ 

α 

α 

α 

Projectile 

Hard sphere (radius R0) 

b 

 

図 6: 剛体球による粒子の古典力学的散乱

図 6において

α = (π − θ)/2 , (37)

b ＝ R0 sinα (38)

であるから，bと θの関係は

b＝R0 cos
θ

2
(39)

で与えられる．したがって

2πb db＝− πR2
0

2
sin θ dθ＝− R2

0

4
dΩ (40)

となる．(40)，(33)より微分散乱断面積は，

dσ

dΩ
=
R2

0

4
(41)

と表される．微分散乱断面積が θに依存しないことから πR2
0の面積内に入射した粒子は散乱後に

全方位に均等に分布することがわかる．このことは，図 5のような実験を行った場合に，検出器
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に入る散乱粒子の計数率が θに依存しない一定値になることを意味する．また，(41)を全立体角
で積分すれば全散乱断面積 σが得られる．実際，

σ =

∫ 4π

0

R2
0

4
dΩ = πR2

0 , (42)

すなわち全散乱断面積は幾何学的な断面積に一致することがわかる．
これらは重い剛体球による古典力学的な弾性散乱の特徴である．さらに付け加えれば，散乱断

面積が入射粒子の速度に依存しないことも特徴といえる．

問題 3.1–1 入射粒子の半径 rを考慮する場合には，(38)–(42)中のR0をR0 + rに置き換えれば
よいことを示せ．

3.2 同種の剛体球間の衝突

図 6において，入射粒子が標的と同種の剛体球であるとする．散乱を重心系で扱えば結果は (41)

と同じく

dσ =
(2R0)

2

4
dΩ = R2

0 dΩ (43)

である．ここで問題 3.1–1の結果を用いた．(43)を実験室系で表してみよう．入射粒子と標的が
同質量であることから (27)より

tan θ1 =
sin θ

1 + cos θ
= tan

θ

2
, すなわち θ = 2θ1 (44)

になる．したがって

dΩ = 2π sin θ dθ = 4 cos θ1 2π sin θ1 dθ1 = 4 cos θ1 dΩ1 (45)

を得る．(45)，(43)より

dσ = 4R2
0 cos θ1 dΩ1 (46)

となる．実験室系においては，π(2R0)
2 = 4πR2

0の面積内に入射した粒子は散乱後に cos θ1に比
例して前方へ多く分布することがわかる．
φを変数として (43)を書くこともできる．(28)により変数変換を行うと

dσ = 4R2
0 cosφdΩ2 (47)

ただし

dΩ2 = 2π sinφdφ (48)

である．(47)は反跳された剛体球の角度分布を表す．(46)と (47)が同じ角度分布になったのは，
入射粒子が標的と同種の剛体球であることから当然の結果と言える．

問題 3.2–1 (46)を積分して全断面積 σを求め，その値が (43)の積分から得られる値 4πR2
0 に一

致すること，すなわち (36)が成立していることを確かめよ．
問題 3.2–2 (47) を導け (dσ/dΩ2 > 0に注意)．
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4 クーロン場による散乱

クーロン場による荷電粒子の散乱をまず古典力学で扱ってみよう．これはラザフォード散乱断
面積を求めることに他ならない．古典力学による近似の妥当性は §5で議論される．

4.1 重心系におけるラザフォード (Rutherford)散乱

質量 M1，電荷 Z1e の粒子と質量 M2，電荷 Z2e の粒子が遠方から相対速度 v で近づき，相
互のクーロン反発力によって散乱される場合を考える．ここで e = 1.602 × 10−19Cは電気素量
であり，Z1, Z2 は実際には原子番号 (原子核の電荷)を表す．Z2eを基準とする相対座標におけ
るクーロン散乱の様子を図 7に示す．このときの Z1eの軌道は §1.1で扱ったように，換算質量
Mr = (M−1

1 +M−1
2 )−1 の仮想粒子の運動方程式から求められる．実際，その軌道は X 軸上の

F，F ′を焦点とする双曲線の一方である．また，衝突径数 bに対応する散乱角を θとする．なお，
クーロン引力の場合には標的粒子は F ではなく F ′にあるとすればよい．

 

X軸 

Y軸 

b

θ 

焦点 F′ 

焦点 F 

Z1e 

Z2e 

b

L2 

L1 r

Φ 

(π− θ ) /2   υ 

υ∗
 

p
∗=Mrυ∗

 

p=Mrυ 

∆p  

θ 

図 7: 相対座標上のクーロン散乱．Z1eの双曲線軌道は紙面上にあり，L1，L2は双曲線の漸近線
を示す (X 軸を水平に置いて見るとわかりやすい). |v| = |v∗|, したがって |p| = |p∗|であること
に注意．

図 7における粒子の軌道はX 軸に関して対称であることから，散乱前後の運動量変化∆pは，
力積のX 軸方向成分の総和 (時間 tについて−∞ < t <∞で積分)に等しい.3　すなわち

|∆p| = 2Mrv sin
θ

2
=

∫ ∞

−∞

Z1Z2e
2

4πε0r2
cosΦdt (49)

3軌道が X 軸に関して対称であることは，時間反転しても軌道が同一であることと等価である．もちろん Y 方向
の運動量の寄与は Y > 0, Y < 0で相殺してゼロになる.
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の関係が得られる．ただし，ε0 = 8.854× 10−12C2N−1m−2は真空の誘電率である．4 また，中心
力による運動では角運動量は保存されるので

Mrvb =Mrr
2dΦ

dt
, すなわち dt =

r2

vb
dΦ (50)

が成り立つ (問題 4.1–1参照)．(50)により (49)の積分変数を tから Φへ変換する．積分区間は
−(π − θ)/2 ≤ Φ ≤ (π − θ)/2であることに注意して計算すれば，θと bの関係として

cot
θ

2
=

4πε0Mrv
2b

Z1Z2e2
=

2b

Rc
(51)

を得る．ただし,

Rc =
Z1Z2e

2

2πε0Mrv2
(52)

は正面衝突の場合の最近接距離 (distance of closest approach)で力学的エネルギー保存の関係

Mrv
2

2
=
Z1Z2e

2

4πε0Rc
(53)

から得られる．(51)，(33)より

dσ

dΩ
=

(
Z1Z2e

2

8πε0Mrv2

)2
cosec4

θ

2
=

(
Rc

4

)2
cosec4

θ

2
(54)

すなわち重心系 (あるいは標的静止系)におけるラザフォード微分散乱断面積が得られた．
(54)を 0 ≤ θ ≤ πで積分して全散乱断面積 σを計算しようとすると θ = 0で発散してしまう．

すなわちラザフォード散乱では全散乱量を議論できない．これは，例えば剛体球による散乱 (42)

の場合と対照的である．

問題 4.1–1 図 7で入射粒子が t = −∞において漸近線 L1上を速度 vで運動しているとき，Z2e

から見た角運動量がMrvbであることを示せ．

4.2 実験室系におけるラザフォード散乱

(54)の実験室系における表現は変換式 (34)により導かれる．実際，(27)から得られる関係式5

cos θ = −s sin2 θ1 +
√
1− s2 sin2 θ1 cos θ1 ,

sin2
θ

2
=

1

2

(
1 + s sin2 θ1 −

√
1− s2 sin2 θ1 cos θ1

)
,

dθ

dθ1
=

1

cos2 θ1
· (s+ cos θ)2

1 + s cos θ
,

ただし s =M1/M2, により (34)を計算すると実験室系でのラザフォード微分散乱断面積

dσ

dΩ1
=

(
Z1Z2e

2

4πε0M1v2

)2 [cos θ1 +√1− (M1/M2)2 sin
2 θ1

]2
sin4 θ1

√
1− (M1/M2)2 sin

2 θ1
(55)

4ここでは国際単位系 (SI)を用いている．cgs系の場合は形式的に e2/4πε0 を e2 に置き換えればよい．
5第一式の根号の符号は s → 0で θ1 → θ の条件より +のみになる．
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が得られる．
上記の導出方法における代数計算は多少手間がかかるので，次の関係式を利用する方法で (55)

を求めてもよい．(51)，(27)より実験室系における散乱角 θ1と bの関係は

2 cot θ1 =
b

ρ
+

[(
M1

M2

)2

− 1

]
ρ

b
(56)

と表される (問題 4.2–1)．ただし ρ = Z1Z2e
2/4πε0M1v

2である．(56)から (55)が得られる (問題
4.2–3)．

問題 4.2–1 次の手順により (56) を導け．
(i) (51) より tan (θ/2) = ρ(M1/M2 + 1)/bを示せ．
(ii) tan (θ/2) = αとおけば，sin θ = 2α/(1 + α2)，cos θ = (1− α2)/(1 + α2) である．これらを

(27)に代入して (56)を得よ．
問題 4.2–2 M1 ≪M2のとき (56)は (51)に一致することを確かめよ．
問題 4.2–3 次の手順により (55) を導け．
(i) (56)の両辺を 2乗し，b2を θ1で表せ．
(ii) (34)の右辺に (33)を代入すると dσ = (b/ sin θ1) |db/dθ1|dΩ1 = (2 sin θ1)

−1 |db2/dθ1|dΩ1

が得られる．これを用いて dσを計算せよ．このとき，(55)の分子の根号に±が付くことに
注意．

(iii)M1 ≪M2のとき dσは (54)に一致すべきことから分子の根号の符号は+であることを示せ．

4.3 ラザフォード微分散乱断面積の変数変換

微分散乱断面積を表す変数として θ, θ1以外に §1で導入された φ,T などを用いることができる．
これは (34)と同様な単なる変数変換であるが，実測される物理量に対応している．

• 微分反跳断面積（ラザフォード微分散乱断面積を φで表現したもの）

dσ

dΩ2
=

dσ

dΩ
· dΩ

dΩ2
=

(
Z1Z2e

2

4πε0M1v2

)2 (
1 +

M1

M2

)2 1

cos3 φ
(57)

ただし, dΩ2 = 2π sinφdφ.

• 微分反跳エネルギー断面積（ラザフォード微分散乱断面積を T で表現したもの）

dσ

dT
=

dσ

dΩ
· dΩ
dT

=

(
Z1Z2e

2

4πε0

)2
2π

M2v2T 2
(58)

(57)は反跳された標的粒子の角度分布を表す．(58)は標的粒子の反跳エネルギー分布を表す．
後者はM1に依存しないことに注意．したがって，同じ速度の同位体粒子，例えば陽子と重陽子
では標的粒子の反跳エネルギー分布は同じである．
応用面から付け加えれば，(57)は固体内水素の分析法であるERDA(弾性反跳検出分析)で用い

られる．また，(58)は物質に入射した荷電粒子が生成する２次電子のエネルギー分布を論ずる場
合の基本となる．

問題 4.3–1 (28)を用いて (57)を導け．
問題 4.3–2 (29)を用いて (58)を導け．
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4.4 散乱計測と微分散乱断面積

衝突における粒子の一方あるいは双方が原子の場合，§4で説明したラザフォード散乱断面積は，
衝突の際の粒子と標的原子との最短距離が原子の内殻電子の平均半径 (0.1 Å程度)よりも小さく，
かつ原子核半径 (10−5–10−4 Å) よりも大きいときには良い近似となる．これは 106 eV程度の運動
エネルギーを持つ α粒子等の軽イオンが比較的重い原子によって後方へ散乱を受けるときに相当
する．このような条件では，散乱断面積は入射イオンの荷電状態 (例えばHe+とHe2+) にほとん
ど依存しない．
それ以外の場合，すなわち低エネルギーイオンの散乱あるいは小さい散乱角における測定では，

標的原子の核電荷が内殻電子によって遮へいされるために実際の散乱断面積はラザフォード散乱
断面積の値よりも小さくなる．また入射粒子のエネルギーが高くなって衝突時に双方の原子核が
接触するような条件では，クーロン力以外に核力を考慮する必要が生じる．
なお，固体を対象とする散乱計測の実験では，粒子エネルギーの単位として eV(電子ボルト)，

長さの単位としてÅ(= 10−10m)を用いることが多い．したがって散乱断面積の計算の際に，

e2

4πε0
=

(1.602× 10−19C)2

4π × 8.854× 10−12C2N−1m−2

= 2.307× 10−28 [J ·m]

= 14.4 [eV · Å] (59)

を用いると便利である．
以下の例題ではラザフォード散乱断面積の使用できる条件が設定されている．微分散乱断面積

が散乱計測においてどのように使われるかを見てみよう．

例題 4.4–1 厚さ 2000Åの金箔に入射した 5MeVの α粒子が π/2以上の角度へ散乱される確率
はいくらか．

M1 = 4,M2 = 197よりMr = 3.92 ≃ M1であるから，重心系の微分散乱断面積 (54)を用いる
ことにする．まず，θから πの間の積分断面積 σ(θ)は

σ(θ) =

∫ π

θ

(
Rc

4

)2

cosec4
θ

2
· 2π sin θ dθ = πR2

c

4
cot2

θ

2
(60)

と表される．またM1v
2/2 = 5MeVであるから (52)により

Rc ≃
e2

4πε0
· Z1Z2

M1v2/2
=

14.4 eV · Å× 2× 79

5× 106 eV
= 4.55× 10−4 Å　

である．これより σ(π/2) = 1.63× 10−7 Å
2
を得る．金箔を α粒子の入射方向から見た場合，図 8

のように金原子を中心として σ(π/2)の面積内に入射する α粒子の割合が求める確率 Pπ/2である
から，この金箔の単位面積あたりの原子数をNs とすれば Pπ/2 = σ(π/2)×Nsと表される．金の
原子数密度 5.90× 1022 cm−3を用いれば，Ns = 5.90× 1022 × 2000× 10−8 = 1.18× 1018 [cm−2]

であるから

Pπ/2 = 1.63× 10−7 × 10−16 × 1.18× 1018 = 1.92× 10−5

が得られる．すなわち，背面方向に散乱されるのは入射した α粒子の約 5万個について 1個であ
る．
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σ(π/2) 

ビームの当たる範囲 

図 8: 金箔中の原子を中心に σ(π/2)の面積に入射した α粒子が π/2以上の角度へ散乱される．こ
の図で，[σ(π/2)×原子数]/[α粒子ビームの当たる面積]が Pπ/2 である．

例題 4.4–2 電流値 20 nA，運動エネルギー 15MeVの酸素イオンO4+の細いビームが厚さ 500 Å

の炭素膜 (密度 2.25 g/cm3)に入射し，散乱されたOおよび反跳された Cが膜を透過して飛び出
している．ビーム軸から 30◦方向に置かれた面積 0.25 cm2の粒子検出器で計数されるOおよびC

は毎秒いくつか．ただし炭素膜上のビーム照射スポットと粒子検出器の距離は 10 cmとし，検出
器の計数効率は 100%とする．

(55)，(57)にM1 = 16,M2 = 12, Z1 = 8, Z2 = 6, e2/4πε0 = 14.4 [eV · Å], θ1 = φ = 30◦を代入
すると

dσ/dΩ1 = 2.96× 10−8 Å
2
および dσ/dΩ2 = 4.45× 10−9 Å

2

となる．さらに

• 単位時間当たりの入射粒子数 Jin = 20×10−9C · s−1/(4×1.60×10−19C) = 3.13×1010 s−1

• 炭素膜中の原子数密度は2.25 g · cm−3×6.02×1023mol−1/(12 g ·mol−1) = 1.13×1023 cm−3．
これより炭素膜の単位面積あたりの原子数 Ns = 1.13 × 1023 cm−3 × 500 × 10−8 cm =

5.65× 1017 cm−2．

• 検出器の立体角∆Ω = 0.25/102 = 2.5× 10−3

を用いると，散乱されたOおよび反跳された Cの計数率 ΛO,ΛCはそれぞれ

ΛO = Jin (dσ/dΩ1)Ns∆Ω = 130カウント/秒 ,　

ΛC = Jin (dσ/dΩ2)Ns∆Ω = 20カウント/秒　

のように求められる．

問題 4.4–1 この節 (§4.4)の最初に述べたラザフォード散乱断面積の適用条件を，電磁気学のガウ
スの法則を用いて説明せよ．
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4.5 原子核半径とクーロン障壁

質量数Aの原子核の半径Rnは，高エネルギー電子の弾性散乱データあるいは µ中間子原子の
分光データに基づいて

Rn = 1.25× 10−5A1/3 (Å) (61)

と表される [3]．A1/3の依存性は原子核の密度が核種によらず一定であることを意味する．
加速イオンが原子と衝突する際，最近接距離が両者の原子核半径の和程度かそれ以下になる条

件では，クーロン反発力に加えて核力 (引力)が働くため，微分散乱断面積はラザフォード公式で
は表されなくなる．このような条件では，§1で扱った弾性衝突以外に核励起，核反応が起きうる．
2つの原子核 “1”, “2”が触れ合う距離でのクーロン斥力によるポテンシャル障壁

Un =
Z1Z2e

2

4πε0 (Rn1 +Rn2)
(62)

をクーロン障壁 (Coulomb barrier)と呼び，原子衝突における核力の関与についての判定条件を
与える．
(61)によれば，例えば Heおよび Siの核半径はそれぞれ 1.98 × 10−5, 3.80 × 10−5 Åであり，

したがって (62)より Un = 6.98MeVになる．加速された Heイオンが Siに衝突する場合，こ
の 6.98MeVは図 3(b)に示す標的静止系における入射 He (換算質量数 [1/4 + 1/28]−1 = 3.5)の
運動エネルギーであることに注意したい．6 実験室系での入射 He (質量数 4)の運動エネルギーは
Ein = 6.98 × (4/3.5) = 7.97MeVになる．逆に加速された Siイオンが Heに衝突する場合は
Ein = 6.98× (28/3.5) = 55.8MeVになる．同様に，H→C, He→H, O→Si 等に対応するEinの値
はそれぞれ 2.28, 4.45, 36.5MeVなどと求められる．Einは核力相互作用が起きるための閾エネル
ギーとみなせる．加速器施設における放射線管理などでは，Einは核励起，核反応による放射線
発生の目安になる．

[核弾性衝突] クーロン障壁を超えるような原子 (イオン）の弾性衝突では，散乱あるいは反跳の
断面積はクーロン力よりも核力の寄与が顕著であるため核弾性衝突 (nuclear elastic collision)，核
弾性散乱 (nuclear elastic scattering)等の表現が用いられる．核弾性衝突では，180◦近傍での散
乱断面積あるいは 0◦近傍での反跳断面積がラザフォード散乱の場合の 10 ∼ 102倍になることが
あり，これを利用した固体中の軽元素の非破壊分析が行われている [4]．

6図 3(c)の重心系における He, Siの運動エネルギーでもある．
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5 量子力学による散乱の扱い

荷電粒子線の散乱現象には波動としての性質を反映した回折・干渉効果が存在する．通常これ
らの効果は加速イオンビームでは極めて小さく実際上は問題にならないが，電子ビームではいわ
ば日常的な事柄であり，電子顕微鏡による結晶回折像の観測はその一例である．このような量子
ビームに対して，古典力学はあくまで量子力学の近似であり，散乱現象に粒子の波動としての振
る舞いが関わる場合には古典近似ではなく量子力学による議論が必要である．量子力学による粒
子線散乱の扱いについては多くの教科書があるので [5, 6]，ここでは的を絞り「§3，§4では剛体
球散乱やクーロン散乱を古典力学で扱ったが，その結論は正しいだろうか」という設問に答える
観点から概略を述べることにする．

5.1 中心力場による球状波の生成

量子力学の扱いでは，図 9に示すように入射粒子を平面波，散乱粒子を球状波で表す．これら
の波は Schrödinger方程式を満たす確率波であるが，その振る舞いは例えば水波や音波の反射・
干渉・回折，あるいは光の散乱 (振動電子からの双極子放射)と類似のイメージで捉えることがで
きる．

 y 

 r 

 O 
θ  

 

 

exp(iKz) 

P(z, y) 

 z 

図 9: 量子力学による粒子ビーム散乱の概念図 [中心力場 (中心O)による散乱]

§1.1に述べたように，量子力学による扱いにおいても重心系で散乱を議論することができる．
すなわち中心力場に対する入射粒子の相対運動を考え，図 9のように座標をとる．散乱は z軸に
関して軸対称であるから，散乱波は方位角 φに依存しない．入射波の波数ベクトルは換算質量を
用いてK =Mrv/h̄と書けるので，z方向への入射波は exp(iKz)となる．散乱によって生じた散
乱波は遠方 (r → ∞)では f(θ) exp(iKr)/rの形の球状波になると考えられる．ここで，f(θ)は球
状波の (確率)振幅の θ依存性を表す項であり，f(θ)が θに依存しない一定値であれば，散乱は等
方的 (球対象)である．
すでに §3で見たように古典力学では剛体球による微分散乱断面積の計算は簡単な幾何学であっ

た．クーロン散乱の場合には，剛体球散乱ほどではないにしても，微分散乱断面積の解析的な表
現を比較的簡単に求めることができた．しかし，量子力学ではそれらの扱いの難易度は逆転する．
すなわち，剛体球散乱では微分散乱断面積および全断面積を解析的に求めることはできない．わ
ずかに，入射粒子の低速および高速極限における断面積の近似的な振る舞いを解析的に表すこと
ができるのみである．他方，クーロン散乱に対しては，物理数学の既存の知識により，数学的に
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も厳密でかつ見通しのよい結果が得られる．このような事情があるので，まずクーロン散乱から
始めることにする．

5.2 クーロン場による散乱

クーロン散乱における全波動関数 (入射波＋散乱波)Φは Schrödinger方程式

− h̄2

2Mr
∇2Φ+

Z1Z2e
2

4πε0r
Φ = EΦ (63)

を満たさなければならない．ここで E= h̄2K2/2Mrは重心系における運動エネルギーである．も
ちろん，図 9の極座標において Φは rと θの関数であり，z軸に関して回転対称であるため方位
角 φには依存しない．極座標 (r, θ, φ)から放物線座標 (ξ, η, φ)への変換式

ξ = r − z = r(1− cos θ) ,

η = r + z = r(1 + cos θ) ,

φ = φ

により (63)を書き換えると

− h̄2

2Mr

4

ξ + η

[
∂

∂ξ
(ξ
∂Φ

∂ξ
) +

∂

∂η
(η
dΦ

∂η
)

]
+

Z1Z2e
2

2πε0(ξ + η)
Φ = EΦ (64)

を得る．
ここで Φを

Φ = exp(iKz)χ(r, θ) = exp[−iK(ξ − η)/2]χ(ξ, η) (65)

と書くことにする．実際には，散乱の効果を表す χは ξのみの関数であることが以下の考察から
わかる．まず，Φは遠方で Φ ∼ exp(iKr)/rすなわち外向きの球状波に漸近するべきであるから，
(65)により χは遠方で exp[iK(r − z)] = exp(iKξ)という項に比例して振舞うはずである．とこ
ろで，(64)したがって Φは ξ, ηを交換しても不変であることから，もし χが変数 ηを含むとす
れば，χは遠方で exp(iKη) = exp[iK(r + z)]という項に比例して振舞う部分を持つことになる．
(65)より，それが逆向きの入射波 exp(−iKz)に対する散乱に相当することは明らかであり，した
がって χは ηを含まない．
(65)を (64)に代入し，χが ξのみの関数であることを考慮すると χの満たす方程式

ξ
d2χ

dξ2
+ (1− iK ξ)

dχ

dξ
− κK

2
χ = 0 (66)

が得られる．ここで

κ =
Z1Z2 e

2

2πε0h̄v
(67)

は Bohrのクーロン散乱パラメータと呼ばれる無次元数であり，ボーア速度

v0 = e2/4πε0h̄ = 2.2× 106m/s (68)

を用いると
κ = 2Z1Z2

v0
v

(69)

21



と表すこともできる．さらに，(52)の最近接距離Rcおよびドブロイ波長 λD = h/Mrvを用いて

κ = 2πRc/λD (70)

と書くこともできる.7

ところで，一般にA,Bを定数として

X
d2F

dX2
+ (B −X)

dF

dX
−AF = 0 (71)

の解 F は合流型超幾何関数 (confluent hypergeometric function)と呼ばれ，X = 0で物理的に意
味のある解は

F (A,B,X) =
∞∑
j=0

Γ(A+ j)Γ(B)Xj

Γ(A)Γ(B + j)Γ(1 + j)

= 1 +
A

B 1!
X +

A(A+ 1)

B(B + 1) 2!
X2 +

A(A+ 1)(A+ 2)

B(B + 1)(B + 2) 3!
X3 + . . . (72)

で表される．ここで，ΓはRe (z) > 0のとき

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1 dt (73)

により定義されるガンマ関数である．
(66)を

iK ξ
d2χ

d(iK ξ)2
+ (1− iK ξ)

dχ

d(iK ξ)
− −iκ

2
χ = 0 (74)

と変形し，(71)と比較すれば

χ = F

(−iκ

2
, 1, iKξ

)
(75)

が得られる．入射ビーム強度が 1 (§2で I0 = 1) であるように規格化した (63)の解は

Φ = exp

(
−πκ

4
+ iKz

)
Γ

(
1 +

iκ

2

)
F

(−iκ

2
, 1, iKξ

)
= exp

(
−πκ

4
+ iKr cos θ

)
Γ

(
1 +

iκ

2

)
F

(−iκ

2
, 1, 2iKr sin2

θ

2

)
(76)

と表される．クーロン場から遠ざかるにつれて Φがどのように変化するかを見てみよう．以下，
数学の詳細に立ち入らなくても物理の理解は可能なので結果のみを記すが，Kr ≫ 1，すなわち
入射粒子のドブロイ波長 (2π/K)に比べて rが十分大きいときの Φの漸近形は

Φ =

(
1− iκ2

8Kr sin2 θ2

)
exp

(
i [Kr cos θ +

κ

2
ln (2Kr sin2

θ

2
)]

)
+

κ

4Kr sin2 θ2
exp

(
i [Kr − κ

2
ln (2Kr sin2

θ

2
) + π + 2η0]

)
(77)

であることが示される．ただし，exp (2iη0) = Γ(1 + iκ/2)/Γ(1− iκ/2)である．
(77)の第 1項はクーロン場で歪んだ透過波，第 2項は球状波に近づきつつある散乱波とみな

せる．なお，Kr → ∞としてしまうと Φ = exp (iKr cos θ) = exp (iKz)，すなわち第 1項の入

7クーロン散乱パラメータとして κ/2が用いられることもある．
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射 (透過)波のみとなって散乱波は無視されてしまうことに注意．散乱波が遠方においても球状
波になりきれないのは長距離にまで影響が及ぶクーロン場の特徴である．しかしながら，遠方で
Kr ≫ lnKrであるから (77)は

Φ ∼ exp (iKz) + f(θ)
exp (iKr)

r
(78)

の形になっている．8 ここで，

f(θ) =
Z1Z2 e

2

8πε0Mrv2
exp

(
i [−κ

2
ln (2Kr sin2

θ

2
) + π + 2η0]

)
cosec2

θ

2
(79)

であるから，

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 =

(
Z1Z2 e

2

8πε0Mrv2

)2
cosec4

θ

2
(80)

となる.すなわち，dσ/dΩの表現ではプランク定数を含むパラメータ κは消えてしまい，古典力
学による結果 (54)と一致している．このように，長距離にわたるクーロン場は，遠方における波
動関数の位相には影響を及ぼすが，振幅には及ぼさない．

5.3 古典力学近似との比較

§5.1により，§4で得た古典近似による断面積は正しい結果を与えることがわかった．付け加え
れば，クーロン散乱に関しては，量子力学のボルン (Born)近似を用いても同じ結果が得られる
(問題 5–2)．このような事情はクーロン散乱に特有なものである．
対照的に，量子力学で計算された剛体球の微分散乱断面積は限定された条件下でしか古典力学

による計算結果と一致しない．実際，入射粒子のドブロイ波長を λDで表すとき，(i)粒子が高速
度すなわち λD ≪ R0で，かつ (ii)前方 (頂角∼ λD/R0の円錐内方向)以外の散乱角である場合に
限り，微分散乱断面積は古典力学による計算結果に一致する．9 この場合，全断面積は古典力学的
断面積 (=幾何学的断面積) のほぼ 2倍になる．古典力学的断面積との差は，入射波と散乱波の前
方における干渉効果によるものであり，前方に散乱された粒子は回折効果のために散乱角が不確
定である (入射波と散乱波が区別不能であるため微分散乱断面積の意味が失われる) ことに起因し
ている．このような前方散乱については古典力学との比較自体があまり意味を持たない．

問題 5–1 一般に散乱後の Schrödinger波が

　ψs = eiKz + f(θ)
ei(Kr+α0)

r

と書けるとき，微分散乱断面積は |f(θ)|2で与えられることを示せ．ただし，α0は実定数である．
問題 5–2 弾性散乱のボルン近似の式

f(θ) = − Mr

2πh̄2

∫
exp (−iK ′r)V (r) exp (iKr) d3r (81)

ただし, |K| = |K ′|, d3r =dx dy dz，をクーロン散乱に適用して微分散乱断面積を求めよ．その
際，V (r) = Z1Z2 e

2 exp (−r/α)/4πε0rとして f(θ)を求め，その後に α→ ∞とせよ．
8(77)の第 1, 2項それぞれの遠方における漸近形を個別に求めて加えれば (78)の形になるのであって，この対応

は物理的には意味があるが，(78)の形が数学的に導かれた訳ではない．
9Mott & Masseyのテキストに λD/R0 ≃ 0.3 (KL = 20)の場合の計算例が示されている [5]．
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6 原子の静電ポテンシャル

原子の周囲の静電場は，原子核による正のクーロン場と軌道電子による負のクーロン場の重ね
合わせによる遮へいクーロン場である．水素原子から考察を進め，トーマス・フェルミ原子モデ
ルの導入により一般の原子へと議論を展開しよう．

6.1 水素原子と水素様イオン

基底状態の水素原子を考える．陽子の質量をMp，電子の静止質量をmeとする．meと換算質
量mr =Mpme/(Mp +me)の違いはわずかであってほとんどの場合問題にならないので，ここで
はmr = meとして扱うことにする．
原子核からの距離を rとすると，1s電子の規格化波動関数 ψ1sはボーア半径

a0 =
4πε0h̄

2

mee2
= 0.529 Å (82)

を用いて

ψ1s =
1√
πa30

exp

(
− r

a0

)
(83)

で表される．したがって，電子密度 ρ(r)は

ρ(r) = |ψ1s|2 =
1

πa30
exp

(
−2r

a0

)
(84)

と書ける． ∫ ∞

0
ρ(r) d3r =

∫ ∞

0
ρ(r) 4πr2 dr = 1 (85)

であるから，パラメータ rに関する電子の分布を実質的に表すのは ρ(r)よりもむしろ 4πr2ρ(r)で
あることに注意．
次に，静電ポテンシャル V1s(r)を求める．ρ(r)と V1s(r) は Poisson方程式

∇2V1s(r) = −−eρ(r)
ε0

(86)

で関係付けられている．(84)，(86)より V1s(r)は

1

r

d2 [rV1s(r)]

dr2
=

e

πa30ε0
exp

(
−2r

a0

)
(87)

を解けば求まる．V1s(r)の一般解は，2個の積分定数 C，V∞を用いて

V1s(r) =
e

4πε0a0

(
1 +

a0
r

)
exp (−2r

a0
) +

C

r
+ V∞ (88)

と書ける．通常は r = ∞で V1s = 0にとるので，V∞ = 0である．C は境界条件を考慮すること
から決まる．まず (88)は r ≫ a0のような遠方では V1s(r) ≃ C/rであるが，そこから見た 1s電
子の分布 (84)は原子核とほぼ一体であり，したがって水素原子による正負のクーロンポテンシャ
ルは打ち消しあっていなければならない．このことから C = 0が結論される．
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V1s(r)をH+によるクーロンポテンシャル V+(r) = e/(4πε0r)と比較すれば，核電荷 (H+)が 1s

電子によって電気的に遮へいされる状況が分かる．これらのポテンシャルの比

f1s =
V1s(r)

V+(r)
= (1 +

r

a0
) exp (−2r

a0
) (89)

を図 10に示す．f1sは遮へい関数とも呼ばれ，遮へいの程度 (1のとき遮へいなし，0のとき完全
な遮へい)を表す．r = a0のとき f1s ≃ 0.3であり，a0は遮へいが有効になる距離の粗い目安とい
える．

r / a0

f 
  1
s

0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

図 10: 水素原子とプロトンの静電ポテンシャル比 f1s．横軸はボーア半径 a0を単位としたH原子
核からの距離

He+のように電子を 1個だけ持つイオンは水素様イオン (hidrogen-like ion)あるいは水素様原
子 (hidrogen-like atom) と呼ばれる．電子が基底状態にあるときの水素様イオンの静電ポテンシャ
ルは (88)の a0とCの値を変更するだけで得られることを，He+の場合について示しておく．He+

は核電荷が+2eであるから (82)で e2を 2e2に置き換えればよい．すなわち (88) において a0を
a0/2に置き換えればよい．また，He+では電荷の総和は +eであるから境界条件は “ r ≫ a0 に
おいて V1s(r) ≃ e/4πε0r ”であり，したがって C = e/4πε0である．

問題 6.1–1 (85)を確かめよ．
問題 6.1–2 (87)を解いて (88)を求めよ．
問題 6.1–3 電子の換算質量mrを用いた厳密な扱いでは (88)はどのような修正を受けるか．
問題 6.1–4 水素原子およびHe+の静電ポテンシャルは r ≪ a0においてそれぞれHおよびHe原
子核のクーロンポテンシャルに一致することを確かめよ．これを境界条件としてCを決めても良
い．もちろん，この条件は r ≪ a0で 4πr2ρ(r) ≃ 0であることに対応する．
問題6.1–5 水素様イオンLi2+，B4+が基底状態にあるときの静電ポテンシャルをそれぞれ求めよ．

25



6.2 原子のトーマス・フェルミ (Thomas–Fermi)モデル

6.2.1 原子ポテンシャル

一般に原子 (あるいはイオン)の核からの距離 rにおける電子密度 ρ(r)は，原子内の各電子の
動径 rについての規格化波動関数 rRn,ℓ(r) [(n, ℓ)は量子数]を用いて

ρ(r) =
∑
n,l

Nn,ℓ | rRn,ℓ(r)|2 (90)

と書ける．ここでNn,ℓは量子状態 (n, ℓ)を占める電子数である．rRn,ℓ(r)はHartree-Fock法によ
り計算された数値を用いることができる．一例として，Ar(Z = 18)の結果を図 11に示す．

1s

2s

2p

3s

3p

r / a0

r
 R

n
,l
 (

r
)

0 1 2 3 4
-2

-1

0

1

2

3

4

図 11: Arの動径方向波動関数．横軸の単位は a0(ボーア半径) [7]

(90)の ρ(r)を使って §6.1に示した手順により静電ポテンシャルを求めることは原理上は可能
である．しかしながら，(88)のような解析的な形が得られることは稀であり，ほとんどの場合は
数値的にしか結果が得られない．もし，原子番号 Zの原子の静電ポテンシャルと電子分布を十分
良い近似で解析的に表現できるモデルがあれば，原子あるいは物質による荷電粒子や光の散乱に
ついて一般的な議論を展開できるであろう．原子のThomas–Fermiモデルはこの要請に応じたも
のと言える．
求めるべき原子内ポテンシャルを U(r)とする．原子内電子の運動量を p とすれば全エネル

ギーは

Ee =
p2

2me
− eU(r) (91)

である．電子が原子外に逃げないためにはEe < 0 ,すなわち

p ≤ pm =
√
2me eU(r) (92)

の条件が必要である．原子核から rの位置に微小体積∆V の領域を想定すると，この中には最大
何個の電子を詰め込むことができるだろうか．その数を∆Neとしよう．原子内の各位置 rにおい
て pは 0 ≤ p ≤ pmの範囲の値をとりうるが，ここに自由電子をぎっしり詰め込むとすれば，pm
はフェルミ運動量に他ならない．この場合，位置と運動量の位相空間の体積は (4πp3m/3)∆V であ
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るから，統計力学によればこの体積を h3で割った数の運動状態があり，さらに各運動状態につい
てスピン状態が 2つあるので，

∆Ne =
4π[2me eU(r)]3/2

3

2

h3
∆V (93)

が得られる．
Thomas–Fermiモデルでは原子内電子を基底状態の自由電子気体，すなわち可能なエネルギー

状態を低いほうからすべて占有した自由電子の集団と仮定する．そうすれば，位置 rにおける電
子密度は

ρ(r) =
∆Ne

∆V
=

8πe3/2

3h3
[2me U(r)]3/2 (94)

と書ける．このように原子内電子を自由電子とみなす扱いは，個々の原子内電子の空間的な広が
りすなわちドブロイ波長が原子の大きさに比べて小さい場合に意味を持つ．これは平均的に高い
束縛エネルギー (したがって短いドブロイ波長)を持つ重原子にあてはまる．
電子密度とポテンシャルはポアソン方程式

∇2U(r) = −−eρ(r)
ε0

(95)

で関係付けられているので，(95)を U = 0 (r → ∞) および U = Ze/4πε0r (r → 0)を境界条件
として解けば U(r)が求まる．これを行うため

U(r) =
Ze

4πε0r
ϕ (96)

とおく．ϕは rの関数であって，電子による核電荷の遮へい効果を表し，Thomas–Fermi関数と
呼ばれる．このとき，上述の境界条件は ϕ = 0 (r → ∞)および ϕ = 1 (r → 0)に置き換わる．
∇2U = r−1[d2(rU)/dr2]を用いると (95)は

d2ϕ

dr2
= α · ϕ

3/2

r1/2
, (97)

α =

(
Ze

4πε0

)1/2 8πe5/2
3h3ε0

(2me)
3/2 (98)

となる．さらに，(97)は

d2ϕ

d(α2/3r)2
=

ϕ3/2

(α2/3r)1/2
(99)

と変形できる．ここで長さの次元を持つパラメータ α−2/3 は Thomas–Fermiスクリーニング長
(screening length)，あるいはThomas–Fermi遮へい半径 (screening radius) と呼ばれ，以降は a1

で表すことにする．実際，a1は

a1 =

(
9π2

128

)1/3
4πε0h̄

2

mee2
Z−1/3 = 0.8853 a0 Z

−1/3 (100)

と書かれる．a1の値は §6.3.1の Firsovスクリーニング長 a2, §6.3.2の ZBLスクリーニング長 a3

とともに図 15 (原子番号 Z は Z2と表示)に示されている．
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図 12: Thomas-Fermi遮へい関数 ϕ(実線)，および水素の正確な遮へい関数 f1s(破線)．

(99)で rの代わりに α2/3r = r/a1 = xを変数にとればZに依存しない扱いができる．差分法に
より (99) を数値的に解いて求められた ϕ(x)を図 12に実線で示す．x = 1で ϕ ∼ 0.5であり，し
たがって a1は遮へい距離の粗い目安として用いられる．先に述べたように，Thomas-Fermiモデ
ルは重原子にはあてはまるが，軽原子ではどの程度不適切なのだろうか．これを確かめるために，
水素原子の正確なポテンシャル (§6.1)との比較は興味深い．(100)より Z = 1 (水素原子)の場合
は a1 = 0.8853a0であり，図 12には x = r/a1 = r/0.8853a0を横軸として (89) を破線で表してあ
る．ϕを f1sと比較すると，遠方 (特に r >∼ 2a1)において値が過大であり，遮へい効果を実際より
も弱く見積もっていることがわかる．重原子でも事情は同様であることが知られており，§6.3に
述べるように遠方での遮へい効果をより強く修正したポテンシャルが利用されることが多い．

6.2.2 電子の密度分布

次に Thomas–Fermiモデルにより電子密度を求める．(94)，(96)より

ρ(r) =
Z

4π

(
ϕ

a1r

)3/2
, あるいは ρ(x) =

Z

4πa31

(
ϕ

x

)3/2
(101)

と書ける．rの代わりに xを変数として電子密度を表せば

4πx2ρ(x) =
Z

a31
x1/2ϕ3/2 (102)

になる．あるいは新たに規格化電子密度 ρ∗(x) = (a31/Z)ρ(x) を導入すれば

4πx2ρ∗(x) = x1/2ϕ3/2 (103)

と表すことができる．(103)は電子密度をZに依存しない形式で書いたものであり，そのグラフを
図 13に示す．このように，Thomas-Fermiモデルによる電子密度すなわち原子内電子の分布は a1

に比例して r方向へ広がる，言い換えれば，Z−1/3に比例して r方向に収縮する，というスケー
リング則に従うことがわかる (図 14のArとAgの例参照)．
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図 13: Thomas–Fermiモデルによる電子密度 (103)
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図 14: Hartree–Fock法 [7]およびThomas–FermiモデルによるAr，Agの電子密度．横軸の単位
は a0 (ボーア半径)で，面積がそれぞれ 18, 47(Ar，Agの電子数)になるように規格化されている．
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量子力学的な数値計算に基づく Hartree–Fock法および Thomas–Fermiモデルによる電子密度
の比較をAr，Agの場合について図 14に示す．Hartree–Fock法による電子密度 (実線)には，rの
小さいほうから順にK, L, M . . .のそれぞれの殻に対応するピークが見られる. Thomas–Fermiモ
デルでは原子の殻構造が無視されているため，対応するピークは現れない (鎖線). この違いは軽
原子では顕著に見えるが，重い原子になるにつれて殻構造が平均化されてくるとThomas–Fermi

モデルが良い近似になることがわかる．

問題 6.2–1 (103)の右辺を 0 ≤ x <∞で積分すると 1になることを示せ．すなわち ρ∗(x)は規格
化された電子密度を表している．

6.2.3 電子の運動量分布

Thomas–Fermiモデルでは，電子密度以外にも原子を特徴づける種々の物理量，例えば電子の
運動量分布あるいは全運動エネルギーの期待値などを Z に依存しない規格化形式で表すことが
でき，したがって電子密度と同様にそれらの Z 依存性は簡単なスケーリング則に従う．ここで
はThomas–Fermi原子中に束縛された電子の運動量 (あるいは速度)の分布を求めよう．それには
§6.2.1の議論において，位置と運動量の役割りを入れ換えれば良い．まず，運動量 pを持つ粒子
に対して可能な rの最大値 rmは

p =
√
2meeU(rm) (104)

である．したがって，運動量空間で原点から pの位置にある微小体積∆V ∗(= d3p)の中に詰め込
まれている電子数∆N∗

e は [(93)に相当して]

∆N∗
e =

4πr3m
3

2

h3
∆V ∗ (105)

と表される．(96)により，(104)は

p =

√
2me

Ze2

4πε0rm
ϕ =

√
meZe2

2πε0xma1
ϕ (106)

と書ける．ここで xm = rm/a1であり，ϕは xmの関数であることに注意．(100)より，a1 ∝ Z−1/3

であるから，(106) は

p

Z2/3
= (xmの関数) (107)

の形になることがわかる．(107)を xmについて解き，

xm = f̂(p/Z2/3) (108)

と書くことにすれは，(105)より，電子の運動量分布として

dN∗
e

dV ∗ =
8πa31 [f̂(p/Z

2/3)]3

3h3
(109)

が得られる．
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(109) において，運動量として p のかわりに P = p/Z2/3 を導入し，P 空間における体積素
dV∗(= d3P ) = dV ∗/Z2を用いれば，P を変数として表現した運動量分布

dn∗e
dV∗ =

8π [f̂(P )]3

3h3
(110)

となる．ここで n∗e = N∗
e /a

3
1Z

2 である．a31Z
2 ∝ Z であるから，(110)は電子 1個あたりに規格

化した運動量分布に相当していて，原子の種類 (Z)に依らない表現になっている．このことから，
(110)は，Thomas–Fermi原子内の運動量分布あるいは速度分布がZ2/3に比例して p軸方向 (p空
間での径方向)に拡がることを意味する．例えば，全電子の平均速度 Vavは (68)のボーア速度を
用いて

Vav = AZ2/3v0 , A ≃ 0.7 (111)

と表される (Coulson, 1950)．

問題 6.2–2 Thomas–Fermi原子内の１電子あたりの平均運動エネルギーは Z にどのように依存
するか (答: Z4/3に比例)．

6.3 原子衝突における相互作用ポテンシャル

本節では，∼keV/u以上のエネルギー領域におけるイオン・原子の相互作用を扱う際によく利
用される，２つの代表的なポテンシャルについて述べる．

6.3.1 モリエールポテンシャル

Thomas–Fermiポテンシャルは，原子による電子あるいはプロトンなどの点電荷の散乱を扱う
場合の相互作用ポテンシャルとして妥当な近似である．しかし原子の遠方での電子分布に敏感な
現象に用いる際は若干の注意が必要である．実際，図 14に見られるように，Thomas–Fermiモデ
ルは遠方での電子密度が過大，つまり核電荷の軌道電子による遮へい効果を過小に見積もる傾向
がある．
そこで，図 12の Thomas–Fermiポテンシャルの遮へい関数 ϕ(x)を

ϕm (x) = 0.35 e−0.3x + 0.55 e−1.2x + 0.1 e−6x (112)

と近似表現したもの，すなわち

U(r) =
Ze

4πε0r
ϕm (r/a1) (113)

をモリエールポテンシャル (Molière potential)と呼ぶ．この近似では，上記のThomas–Fermiモ
デルの欠点 (遠方での遮へい効果が弱い)が改善されており，解析的な表現のために扱いが容易な
こともあって広範囲に利用されてきた．
原子との衝突相手が原子あるいは束縛電子を持つイオンであって点電荷と見なせないときはど

のような相互作用ポテンシャルを使えばよいのだろうか．Firsovは理論計算に基づいて，双方の
粒子の原子番号 Z1, Z2を用いるポテンシャルの近似表現を検討し，Thomas-Fermiスクリーニン
グ長を単に (100)の a1から

a2 = 0.8853 a0
(
Z

1/2
1 + Z

1/2
2

)−2/3
(114)
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に置き換えればよいことを見出した (Firsovスクリーニング長).10 実際，固体内に打ち込まれた
重イオンと固体内原子との相互作用を扱うのに，x = r/a2と置いたモリエールポテンシャルが利
用される．

6.3.2 ZBLポテンシャル

Ziegler, Biersack, Littmarkは，スクリーニング長を

a3 = 0.8853a0
(
Z0.23
1 + Z0.23

2

)−1
(115)

と表し (ZBLスクリーニング長)，x = r/a3を用いて遮へい関数を

ϕZBL (x) = 0.1818 e−3.2x + 0.5099 e−0.9423x + 0.2802 e−0.4029x + 0.02817 e−0.2016x (116)

で与えることによって，モリエールポテンシャルよりも広範囲に利用できるポテンシャルを提案
した [8]．これを ZBLポテンシャルと呼ぶ．現在，ZBLポテンシャルは実験データとの整合性と
いう点で最も良好なポテンシャルといえる．こうした理由から，最近のイオンビーム関連の計算
コードあるいは数値計算では ZBLポテンシャルが利用されることが多い [9]．
He (Z1 = 2)およびO(Z1 = 8)との相互作用ポテンシャルのスクリーニング長 a1, a2, a3の比較

を図 15に示す．通常の原子 (原子番号約 80以下)どうしの組み合わせでは，スクリーニング長は
およそ 0.1–0.2 Åの範囲にあることがわかる．
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図 15: スクリーニング長 a1(Thomas-Fermi), a2(Firsov), a3(ZBL)の比較．

10スクリーニング長として 0.8853 a0(Z
2/3
1 + Z

2/3
2 )−1/2 が用いられることもあるが，両者の違いは実質上問題にな

らない程小さい．
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7 荷電ビームとクーロンシャドー

荷電粒子の平行ビームがクーロン場で散乱される現象を考える．例えば，プロトンあるいはア
ルファ粒子が重原子核で散乱される場合，原子核の反発クーロン場の後方にはビームが入り込ま
ない空間ができる．これをクーロンシャドーあるいはシャドーコーンと呼ぶ．反対に，電子，π−

等の散乱ではクーロン場の引力により，その後方に散乱粒子が回り込むであろう.

7.1 古典力学によるクーロンシャドー

ここでは非相対論の範囲で話を進めることにする．クーロンシャドーは主に小角散乱で形成さ
れるので，(51)により，重心系での小角クーロン散乱の散乱角 θを

θ =
Z1Z2e

2

2πε0Mrv2b
(117)

と表すことにする．ここでMr=M1M2/(M1+M2) は換算質量である．小角散乱に対しては，実
験室系における散乱角 θ1と θとの関係は (27)により

θ1 =
M2θ

M1 +M2
(118)

である．(117)，(118)より

θ1 =
Z1Z2e

2

2πε0M1v2b
=

Z1Z2e
2

4πε0E1b
(119)

が得られる．E1=M1V
2
1 /2は入射粒子の運動エネルギーである．(119)はM2に依存せず，実質

的には (117)においてM2→∞, すなわち Mr=M1とした場合に相当する．これは実験室系にお
ける小角クーロン散乱の特徴である．
図 16に示したパラメータを用いると，クーロン場の中心 (y = z = 0)から遠方における散乱粒

子の位置 yは

y = b+ zθ1 = b+
Z1Z2e

2z

4πε0E1b
(120)

と表される．したがって位置 zにおけるシャドーコーン半径Rは，bを変化させたときの yの極
小値，すなわち

R(z) = 2

√
Z1Z2e2z

4πε0E1
=

√
Z1Z2e2z

πε0E1
(121)

で与えられる．
図 16に示すように，点 P(z, y)に対応する 2つの値 b = b1, b2を考慮すると，入射フラックス

を 1に規格化した場合の散乱強度 I+は b = b1, b2における |2πb db/2πy dy|の和として，以下の
ように求められる [10, 11]．

I+(s) =


0 (s ≤ 1) ,

1

2

[
(1− s−2)1/2 + (1− s−2)−1/2

]
(s > 1)

(122)

ただし s は規格化された距離

s = y/R(z) (123)
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図 16: 反発力クーロン場 (中心は z = y = 0)の周囲における粒子軌道の概略図．破線で示された
シャドーコーンの外側の点 P(z, y)を通る軌道は２本 (b=b1, b2)存在する．

である．I+(s)はシャドーコーンの端 (s = 1)では∞になるが，sが増大するにつれて 1に近づく
(図 17参照)．

問題 7–1 シャドーコーン周囲のフラックスの増加分，すなわち I+ ≥ 1の積分値は∫ ∞

1
(I+ − 1) 2πs ds = π/2 (124)

であることを示せ．シャドーコーン内の “欠損”フラックスは π × 12 = πであるため，フラック
スの増加分は欠損部分の 50%しか補填しておらず，粒子数の保存が成り立っていない．その理由
は，上記の扱いで小角散乱近似を用いているために，大角度散乱が正しく記述されていないから
である．なお，遮へいクーロンポテンシャルを用いると補填の割り合いは高くなる [10].

7.2 古典力学による反転シャドー

電子等の負の荷電粒子ビームが原子核のクーロン場で散乱される場合には，入射粒子はクーロ
ン場の引力により原子核の後ろ側へと曲げられるため，強度が実質的に反転したクーロンシャドー
が形成される．反転シャドーの古典力学近似による扱いは，(120)において θ1を−θ1に置き換え
れば良い．この場合の散乱強度 I−(s)は

I−(s) =

(
s+

√
s2 + 1

)2
4s
√
s2 + 1

(125)

である．I−(s)は s = 0で∞であり sの増加とともに単調減少して１に近づく (Fig. 18参照).

ところで，固体に高速イオンが入射した場合，イオンに固定された座標から見ると固体中の (準)

自由電子がイオンと同速度で入射し，クーロン引力によってイオンの後方に回り込んで電子密度
が局所的に高くなる．これは §14で述べるウェイク現象にほかならない．I−(s)は電子間の相互
作用を無視した場合のウェイク (したがって電子密度の時間・空間振動が無い)の表現に相当し，
特にクーロンウェイクということがある．

問題 7–2 §7.1と類似の扱いにより，(125)を示せ．
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7.3 量子力学によるクーロンシャドー

量子力学によるクーロンシャドーの扱いについて述べ，古典力学近似による計算結果，すなわ
ち (122)がどのような条件で良い近似になるかを示そう．
小角度散乱のみを考慮すればよいので，§7.1で述べたことを利用する．すなわち，重心系での

小角クーロン散乱を量子力学で扱う際に，M2→∞, すなわち Mr =M1と置くことにより実験室
系でのクーロンシャドーの表現を導くことにする．以下，詳細は文献 [2]にあるので，要点のみを
簡略に述べる．
§5.2においてMrをM1に置き換えると，粒子の運動エネルギーE1は

E1 =M1v
2/2 = h̄Kv/2 (126)

と表される．このことから，(121)すなわちシャドーコーン半径は (67)のクーロンパラメータ κ

を用いて
R(z) = 2

√
κz/K (127)

と書くことができる．小角散乱 (y ≪ z)の場合には ξ = y2/2zと近似できるので，(127)により，

Kξ = 2κ [y/R(z)]2 = 2κs2 (128)

の関係が得られる．
ところで，古典論の場合の (122)に相当する規格化散乱強度 I は (76)の絶対値の二乗から

I = |Φ|2 = I0

∣∣∣∣F (− iκ

2
, 1, iKξ

)∣∣∣∣2 (129)

のように表される．ここで，s = 0すなわち z軸上における I の値 I0は

I0 = exp

(
−πκ

2

) ∣∣∣∣Γ(1 + iκ

2

)∣∣∣∣2
= πκ/ [exp(πκ)− 1] (130)

である．(130)より，反発クーロン場 (κ > 0)では I0 < 1，引力クーロン場 (κ < 0)では I0 > 1に
なり，古典力学との定性的な対応が成り立っている.

(129)より，シャドーコーンの形は 2個のパラメータ κとKξに依存することがわかる．(128)

により，Kξは κと sで表されるから，結局，量子力学的シャドーコーンの形を決めるのは 2個
のパラメータ κと sである．I の数値解を，古典力学の場合とともに図 17に示す．結果が規格化
距離 sの関数になることは古典力学の場合と同じである．また κは量子効果の強さの目安を示す．
実際，κの値が減少するにつれ，入射波と散乱波の回折・干渉効果によってシャドーコーンの内
側へ粒子が入り込み，(0 <)κ ≪ 1の条件ではクーロンシャドーは消滅する．逆に κ ≫ 1では回
折・干渉効果による I の (s方向に関する)振動が激しくなり，各 sの位置についての振動の平均
値すなわち I の実効値は，古典近似で説明される．
本節での議論は κ < 0の場合にもそのまま適用できる．この場合の I の数値解を，(125)の古

典力学の場合とともに図 18 に示す．実際，|κ|の値が減少するにつれ，入射波と散乱波の回折・
干渉効果が強くなり，|κ| ≪ 1の条件では反転クーロンシャドーは消滅する．逆に |κ| ≫ 1では I

の実効値は，古典力学近似で説明されることは κ > 0の場合と同様である．
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図 17: 計算で求められたクーロンシャドー（シャドーコーン）[2]．
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図 18: 計算による反転クーロンシャドー（クーロンウェイク）[2].

問題 7–3 図 17および 18に示されている κ = ±0.1,±1,±10の場合の散乱強度について s = 0

の値が (130)から得られることを確かめよ．
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7.4 剛体球散乱との比較

§5.3で述べたように，剛体球による粒子の散乱では粒子が高速度の場合に古典力学近似が有効
になった．しかし，§7.3で見たように，クーロン散乱では古典力学近似が使えるのは |κ| ≫ 1す
なわち低速度領域である．一見パラドックス的なこの事実は以下のように説明される．
クーロンポテンシャルの特徴として，その表式にはポテンシャルの芯のサイズを示すパラメー

タ，すなわちスクリーニング長 (§6.2)のように長さの次元を持つ定数が含まれていない．そこで，
クーロン力の場合の芯のサイズを (52)で与えられる最近接距離Rcとみなせば，半径 Lの剛体球
の場合の古典力学近似の条件 λD ≪ L(§7.3)に対応する不等式は

λD ≪ Rc (131)

である．ここで λD ∝ v−1, Rc ∝ v−2 であるから，(131)が成り立つのは低速領域であり，剛体球
の場合とは逆になることがわかる．すなわち，この対照的な状況は，剛体球ではポテンシャルの
芯のサイズ (L)は一定であるのに対し，クーロンポテンシャルの芯のサイズは一定ではなく速度
に依存 (∝ v−2)することに起因している．
それでは，両者の中間と見なせるThomas-Fermiポテンシャルのような遮へいポテンシャルで

はどうなるだろうか．実際，遮へい原子ポテンシャルでは古典力学近似の条件はクーロンポテン
シャルの場合と同じく低速度領域であることが示されている [10]．
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8 結晶によるイオンビームの散乱

結晶に入射したイオンビームの散乱過程あるいは電子励起効果には §7で述べたクーロンシャ
ドーが重要な寄与をする場合が多い．イオンチャネリング効果はその一例である．

8.1 シャドーコーンの干渉

図 19のように，等間隔 dで並んだ原子列へイオンビームが入射する際に，シャドーコーンの干
渉が起きる条件を考察しよう．原子列方向に対してビームの入射角 ψを小さくしていくと，ある
角度 ψ = ψA以下では各シャドーコーンが隣接原子を隠してしまう状況になる．図中の ψ = ψA

は，シャドーコーンのこのような幾何学的干渉が起きる臨界角を示す．実際，イオンビームが結
晶へ入射したときにこのような状況が起きる．例として，keV領域の低エネルギーイオン散乱分
光では結晶表面の整列原子，MeVエネルギーのイオン散乱分光ではサブミクロン深さ領域の結晶
原子についてシャドーコーンの干渉が起き，チャネリングあるいはその関連現象が観測される．

ψ
• • •

• • •
ψ = 0

ψ =ψΑ

• • •

Atom row

Ion beam
direction

図 19: シャドーコーンの干渉の模式図．

イオンビーム散乱の応用はほとんど古典力学近似が使える条件 (κ≫ 1)で行われるので，以下
では量子力学的回折・干渉効果は無視する (問題 7–4参照)．11 図 19および (121)により，臨界角は

ψA ≃ R(d)/d =

√
Z1Z2e2

πε0E1d
(132)

と表されることがわかる．

11後述のように，チャネリングとその関連現象は κの値にかかわらず古典力学近似で扱えることを Lindhardが示
している
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8.2 遮へいクーロン場のシャドー

高速イオンが原子で散乱される際には，遮へいクーロンポテンシャルを使うのが妥当である．
遮へいクーロンポテンシャルはスクリーニング長 0.1–0.2 Å(§6.3)より遠方では急激に弱まるので，
対応する散乱角度も小さくなる．その効果を小角度散乱について示しておく．ポテンシャルの遮
へい関数が衝突径数とスクリーニング長の比 b/aに依存することを考慮すれば，散乱角と衝突径
数の関係は (119)を修正した形で

θ1 =
Z1Z2e

2

4πε0E1b
fsc(b/a) (133)

と書ける．0 < fsc ≤ 1は遮へい効果を表す項で b/aの関数であり，fsc = 1はラザフォード散乱
(クーロン場)に相当する．Molièreポテンシャルについて計算された fsc(b/a)を図 20 に示す．こ
の場合，aは (100)の a1または (114)の a2である．衝突径数 b = aでは散乱角度はクーロン散乱
の場合の 61％になる．

b / a

f s
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図 20: Molièreポテンシャルの fsc(b/a)

実際，結晶場（遮へいクーロン場）におけるシャドーの干渉の臨界角は (132)の 50–70%にな
る．また，結晶原子は熱振動により平衡位置から平均して 0.1Å程度変位しているので臨界角には
不確定性が生じる．これらの効果を考慮した臨界角の正確な議論には数値シミュレーションが利
用される (§8.4.2)．

問題 8–1 イオンビームによる物質分析では，MeVエネルギー領域のH, 4Heビームがよく用い
られる．1MeVの H, 4Heビームが Si原子に入射するときの κの値をそれぞれ求めよ [答: 4.38,

17.5 ]．
問題 8–2 1MeVの 4Heビームが Si⟨100⟩原子列 (d = 5.43 Å) に入射するときのシャドーコーン
半径R(d)および ψAはいくらか [答: 0.092 Å, 0.017 rad ]．

8.3 イオンチャネリングと関連現象

クーロンシャドーの干渉条件，すなわち臨界角より小さい角度でイオンビームが単結晶の原子
列方向へ入射したとき，ほとんどの入射イオンは結晶原子による臨界角以下の小角前方散乱のみ
を受ける．このときイオンは原子列に近ずくほど強いクーロン反発力を受けるので，原子列に囲
まれたトンネル状の空間 (channel, チャネル)を横方向に往復しながら通り抜ける．結晶の原子面
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(面チャネル)についても類似な現象が起きる [12]．前者を軸チャネリング (axial channeling), 後
者を面チャネリング (planar channeling)と呼ぶ．このようなチャネリング軌道の存在は，実験で
はなくコンピュータシミュレーションを用いて最初に見出されたことは注目に値する [13]. それ
以降，多種類のイオン (原子) について，また広いエネルギー領域についてチャネリング効果が観
測されている．極限的な例として，低速では 50 eVのHe，高速では相対論領域の∼400GeV陽子
についての観測がある．さらにイオン以外にも陽電子，パイオン，ミュオンのチャネリングが観
測されている.12

結晶原子は熱振動により平衡位置から∼0.1 Å程度変位している (§15.1)．すなわち結晶の原子
列あるいは原子面は ∼0.1 Å程度の太さあるいは厚さを持つことになる．このことから，一般に
チャネリング粒子は原子列あるいは原子面に対して ∼0.1 Å以下には近づかない．したがってイ
オン・原子衝突にともなう現象，すなわち，照射損傷，スパタリング (イオンビームエッチング)，
特性 (内殻)X線の発生，2体衝突による 2次電子生成，ラザフォード後方散乱，核反応などはチャ
ネリング入射条件では実効生起断面積が減少する．本書の冒頭，図 1はイオン誘起 2次電子で観
測した単結晶サファイアの軸および面チャネリングを示している．チャネリング入射条件ではイ
オン・原子衝突にともなう効果が弱まるために，チャネリング粒子に対する阻止能は低下し，飛
程 (range)は最大 2倍程度長くなる．最近のFIB(Focused Ion Beam)による表面加工においても，
使用される 5–50 keVのGa+イオンのチャネリング効果は無視できない [14]．
チャネリング粒子特有の往復軌道は，固体内原子の熱振動変位あるいは固体内電子との多重衝

突によって乱される．その結果，原子列に対する粒子の進行方向が臨界角を越えると往復軌道は存
在しなくなり，原子による粒子散乱の実効断面積は非チャネリング入射の場合と同じになる．こ
の過程をディチャネリング (dechanneling) と呼ぶ．ディチャネリングにより，チャネリング粒子
は深さとともに減少し，対照的に非チャネリング粒子 (ランダム粒子)が増加する．ディチャネリ
ングは結晶内の格子欠陥によっても起き，したがってチャネリングの測定から結晶内の格子欠陥
を検出することもできる (§12.2参照)．

8.4 イオンチャネリングの連続モデル

結晶中をチャネリングする荷電粒子の振る舞いはコンピュータシミュレーションによって再現
することが可能である．しかし，チャネリングとその関連現象の物理の本質は Lindhardによる
連続モデルで言い尽くされていると思われる [10]. 以下にこのモデルの要点を述べる．

8.4.1 連続ポテンシャルと軌道のスケーリング

連続モデルでは，結晶軸あるいは結晶面に対するイオンのチャネリング運動を，イオンの進行
方向 zに垂直な面上に投影された 2あるいは 1次元運動としてそれぞれ記述する．それらに対応
する連続ポテンシャルは結晶軸あるいは面上の原子による静電ポテンシャル V(r)をそれぞれ結
晶軸あるいは面上で平均化することにより得られる．すなわち，軸チャネリングの場合，原子間
隔 dの原子列からの距離 rにおける連続ポテンシャル Ua(r)は

Ua(r) =
1

d

∫ ∞

−∞
V(
√
r2 + z2 ) dz (134)

12イオンチャネリングの概念の説明に結晶の原子構造模型を使用することが多いが，その際の盲点を認識しておく
必要がある．原子構造模型で結晶軸や結晶面のチャネル方向を示すことはできても，チャネリング現象の本質がクー
ロンシャドーの干渉であること，したがって臨界角が存在すること等は説明できない．
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と表される．また，面チャネリングの場合，原子面からの距離 yにおける連続ポテンシャルUp(y)

は，

Up(y) = Ndp

∫ ∞

0
V(
√
y2 + η2 ) 2πηdη (135)

と表される．ここで，N, dpはそれぞれ結晶の原子数密度，結晶面間隔であり，したがってNdpは
結晶面内の原子数密度である．Thomas-Fermiポテンシャルに基づく連続ポテンシャルのLindhard

による近似表現として

Ua(r) =
Z1Z2e

2

d
ln

(
3a2

r2
+ 1

)
, (136)

Up(y) = 2πZ1Z2e
2aNdp

√(y
a

)2

+ 3− y

a

 (137)

が知られている．rあるいは yが 0に近づいたとき，Ua(r)は Up(y)よりも急激に増加すること
は，一般に軸チャネリングが面チャネリングよりも強い効果であることに対応する．
V(r)としてMolièreあるいはThomas-Fermiポテンシャルのような遮へいクーロンポテンシャ

ルを用いれば，Ua(r)は

Ua(r) =
Z1

d
G(r/a) (138)

のように書ける．ここで，G(r/a)は r/aの関数を表す. イオンが結晶表面 z = 0へ入射してから
の時間 t1 = z/V1を用いれば運動方程式は

M1
d2r

dt21
= −Z1

d
∇G(r/a) (139)

となる．(139)はさらに
d2r

dζ2
= −∇G(r/a) (140)

と書き換えられる．ただし，

ζ =
(
Z1/M1V

2
1 d
)1/2

z (141)

である．

 

• Ion 

Surface 

∝ V1 (M1 d / Z1)
1/2   

 

z  

•  •  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  •  • 
r  
→  

図 21: 連続ポテンシャル場中の軸チャネリングイオン (模式図)

全電離イオン (fully stripped ion)の場合，(100)のように aは原子固有のパラメータであり Z1

に依存しない．したがって，(140)，(141)より，このときのイオンの軌道 r(z)は模式図 21のよ
うに z方向に関して (Z1/M1V

2
1 d)

−1/2 = V1
√
M1d/Z1 に比例して伸縮することがわかる．

41



以上は１本の原子列の連続ポテンシャル内で運動する全電離イオンに関してのスケーリングの
議論であったが, 次のような結論が導かれることは明らかであろう．

• イオンが複数の原子列による連続ポテンシャル内を運動する場合でも，同じスケーリング
則が成り立つ．

• 面チャネリングの場合，イオンの軌道 y(z)は z方向に関して V1
√
M1/Z1dpに比例して変化

する (面チャネリングのスケーリング則)．

• 部分電離イオン (partially stripped ion)では，一般に a, したがってGが Z1に依存するた
め [(114)式あるいは図 15参照], y(z)の Z1依存性は全電離イオンの場合とは異なる．この
ことを考慮して，部分電離イオンに対するスケーリングパラメータは軸では V1

√
M1d，面

では V1
√
M1/dpになる．

8.4.2 チャネリングの臨界角

連続モデルでは，トーマス・フェルミの遮へいポテンシャルの近似形に基づいて，チャネリン
グの臨界角は

ψ1 =

√
Z1Z2e2

2πε0E1d
, (142)

ψp =

√
Z1Z2e2aNdp

2ε0E1
(143)

と見積もられている．(142)，(143)は定量性には欠けるものの，パラメータ依存性については正
しい形式であり，その意味で臨界角の本質的な表現と言える．
ここで，すでに述べたクーロンシャドーの干渉条件すなわち (132)と (142)との関係は等価であ

ることを強調しておきたい．実際，(132)はビーム方向を結晶軸方向へ近づけたときにシャドーの
干渉 (したがってチャネリング)が始まる値であるのに対して，(142)はビーム方向が結晶軸方向
から遠ざかり連続ポテンシャルによる記述が破綻する条件として導入されているのであって，そ
れらは同等である．両者の

√
2倍の差は，ポテンシャルにおける遮へいの有無に起因するのでチャ

ネリング現象の本質には関わりない．
なお，結晶面方向におけるクーロンシャドーの重なりは，軸方向の場合に比べて不完全であり，

したがって面チャネリングの臨界角を結晶軸方向の場合のように解析的に導くことは困難である．
しかし，結晶内におけるイオン軌道の数値シミュレーションを用いれば面チャネリングの臨界角
の詳細を知ることができる [15, 11, 2]．
実際の結晶では結晶原子の格子位置は熱振動により平衡点からずれている．したがって，チャ

ネリングの臨界角の扱いにおいても熱振動変位を考慮する必要がある．熱振動を取り入れた数値
シミュレーションの結果は Barrettによって半経験式の形にまとめられ，それらは臨界角等の観
測結果を良く説明できる [15, 12]．

8.4.3 チャネリングイオンの粒子性

イオンチャネリング現象に特有の性質であるが，イオンの原子による一回散乱を古典力学で扱
えない場合，すなわち §7.3で述べた (κ<∼ 1)の条件下においても古典力学に基づく粒子のチャネ
リング軌道を考えることができる．これは以下に示すようにチャネリングが実質的に 2あるいは
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１次元空間の運動であることに起因している．実際，臨界角で入射するイオンの横方向空間 (2あ
るいは１次元)における速度 V⊥ = V1ψ1(軸チャネリングの場合), ドブロイ波長 λ⊥ = h/M1V⊥，
およびこの場合の最近接距離 a1 ≃ a0Z

−1/3
2 [(100)式] を用いると，(70)に対応する表現として

κ⊥ = 2πa1/λ⊥ =
[
4(M1/me)Z1Z

1/3
2 (a0/d)

]1/2
(144)

が得られる．
(144)に含まれるM1/me (≥ 1800)の項のために，κ⊥は常に 1より十分大きな値になることが

わかる．面チャネリングについても同様な結果が得られる．このことから，たとえ κ<∼ 1であっ
てもチャネリング粒子の運動は古典力学で扱えることが結論される．実際，κの値に制限される
ことなく，数値シミュレーションによってチャネリング粒子の古典力学的軌道を扱い，実験デー
タを解析することが可能である．

8.4.4 チャネリングイオンの統計平衡分布

結晶チャネル内におけるイオンの密度分布は一般に表面からの深さに依存するが，イオンは結
晶内電子との衝突あるいは熱振動変位した結晶原子による散乱によってチャネリングの振動軌道
の位相は混ざり合い，密度分布は深さに関して一定とみなせる状態になる．このような定常状態
における密度分布は, 位置 rと運動量 p に関して統計力学のミクロカノニカル分布に相当すると
考えるのは自然と思われる．
一般に，n次元空間 (チャネリングでは n = 1, 2)におけるポテンシャル Un(r)にしたがって運

動する全エネルギーEtの粒子の統計平衡分布を運動量について積分することにより，位置に関す
る密度分布 Fnd

nrは

Fn(r) d
nr =

[∫
δ
(
p2/2M1 + Un(r)− Et

)
dnp

]
dnr (145)

と書ける．ここで δはデルタ関数であり，Unはチャネルの中央で 0にとられている．積分を行う
と (問題 8.4.4–1参照)，

Fn(r) d
nr = Cn [Et − Un(r)]

(n−2)/2 dnr (146)

が得られる．ここで Cnは規格化定数であり rに依存しない．
(146)によれば，面チャネリング (n = 1)では軌道の折り返し点Et = Un, すなわちUp(y) = E⊥

で与えられる yにおいてイオンの密度は最大となる．これに対し，軸チャネリングの場合 (n = 2)

は Un(r) ≤ Et, すなわち Ua(r)≤E⊥ を満たす rに対して密度は一定であり，これは 2次元運動
の特徴である．
統計平衡分布の仮定は，チャネリングによる格子欠陥の解析においてしばしば利用されてきた．

実際，結晶内の格子欠陥の近傍を走るイオンのチャネル内密度は表面からの深さに依存するため，
その相互作用 (格子欠陥のディチャネリング断面積)も厳密には深さの関数として扱わなければな
らない．しかし，統計平衡分布を仮定すれば深さに関する相互作用の平均化が自動的に行われる
ことになり，扱いを簡略化できる利点がある.

問題 8.4.4–1 (145)において，dnp = dp (n = 1のとき), 2πp dp (n = 2のとき)に注意して (146)

を導け．その際，デルタ関数の ( )内を例えばX と置き，変数X に関する積分に書き換えること．
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9 イオンの固体内荷電状態

9.1 平衡荷電状態と平均電荷

物質に入射したイオンは電子の損失あるいは捕獲過程を経て，両者の釣り合いに相当する固有
の荷電分布へと移行する [16]．これを平衡荷電状態と呼ぶ．一般に平衡荷電状態はイオン速度で
決まり，イオンが高速になれば，物質内でのイオンの荷電は全電離状態 (fully-stripped state)に
近づき，低速になれば中性あるいは部分的に −1価に近づく. 平衡荷電状態は物質にはあまり依
存しないため，カーボン膜の透過実験による豊富なデータが参考になる [17, 18]．
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図 22: カーボン通過時の Cイオンの平衡荷電分布 (イオンエネルギー依存性) [17]

一例として Cイオンの平衡荷電分布 Cn+(−1 ≤ n ≤ 6)のイオンエネルギー依存性を図 22に
示す．88 keVにおいては Cは主に中性および 1価 (n = 0, 1)であるのに対して，36MeVでは約
80%が全電離状態になる．荷電数 nに対する分率 (fraction)Feq(n)を用いて，平衡荷電状態にお
ける平均電荷 q̄を

q̄ = ΣnFeq(n) (147)

で定義しよう．カーボン膜についての測定で得られた q̄のイオン種およびエネルギー依存性の結
果を図 23に示す [18]．縦軸は平均電荷のイオン原子番号 (全電離時の荷電 Z1)に対する比 q̄/Z1

を示す．一般傾向として，同速度のイオンでは Z1が増加すると q̄/Z1は減少し, より中性に近づ
くことがわかる．Thomas-Fermiモデルによれは，原子内の 1電子あたりの平均運動エネルギー，
したがって平均束縛エネルギーは Z

4/3
1 に比例するため (§6.2.3,問題 6.2–2)，Z1の増加に対して

相対的に電離が起こりにくくなることで上記の一般傾向が説明される．
注目すべき点として，q̄/Z1 = 1− 2/Z1, 1− 10/Z1を表す (a), (b)の曲線の位置で平均電荷の極

大が見られる．これらは束縛電子数がそれぞれ 2, 10の場合に相当し，それぞれHe, Ne原子に類
似の閉じたKあるいは L殻の電子配位に起因している．例えば，束縛電子数が 9, 11の場合には，
それぞれ 1個の電子捕獲，電子損失によって 9 → 10, 11 → 10のように q̄の低下および上昇が起
き易くなる．すなわち閉殻電子配位となる q̄の近傍では q̄が横軸 Z1に関して増加する効果が働
き，これが Z1に関して単調減少する曲線に加算された結果，図 23のような平均電荷の極大がも
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図 23: カーボン通過時の平均電荷のイオン種およびエネルギー依存性 [18].

たらされる．なお, 殻構造がK, Lほど明確でないM殻の場合に対応して, 束縛電子数が約 30で
類似の効果が見られる．実際, 曲線 (c)は束縛電子数 28, すなわち q̄/Z1 = 1− 28/Z1を示す．

9.2 平均電荷の半経験式

平均電荷がほぼイオン速度 V で決まることから，V をパラメータとして平均電荷を半経験式で
表すことができれば便利である．実際，Arより軽いイオンに対して，非晶質カーボン中における
平均電荷 q̄は

q̄ = Z1

[
1− exp (− V

Z
2/3
1 v0

)

]
(148)

で近似的に表され，重イオンの阻止能の議論にも適用可能である [19]. (148)中のZ
2/3
1 v0はThomas-

Fermi原子内の全電子の平均速度 (111)に相当し，したがってこの半経験式は，イオンと (イオン
に束縛された)軌道電子との平均的な速度比 V/Z

2/3
1 v0によって q̄を表している．

非晶質カーボン中でのより詳細な経験式として，速度比X = 0.608V/Z0.45
1 v0 < 2.4に対して

q̄ = Z1

[
1− exp (−1.25X + 0.32X2 − 0.11X3)

]
(149)

が Shimaにより提案されている [20]．この式により，図 23に示されていないイオン速度につい
ての q̄/Zを見積もることができるが，q̄/Zの Zに関する振動の大きい部分については平均値 (平
坦化した値) を与えていることに注意すべきである．
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9.3 特別な条件下での荷電状態

単結晶へ入射したイオンの荷電状態の扱いには注意を要する．一般に，チャネリング条件で結
晶へ入射したイオンは，結晶原子の内殻電子に近づくことなく進行する (§10)．その場合の平均的
な衝突径数，したがって荷電状態は個々のイオンのチャネリング軌道に依存する [21, 12]．イオン
の単結晶内での荷電状態は，2体衝突過程で生成される 2次電子のスペクトルにも反映される [2].

また，共鳴干渉励起により，イオンの荷電状態が単結晶への入射方向と速度に対して共鳴的に変
化する場合がある (§10)．
入射粒子が分子・クラスターの場合には，表面へ入射直後にそれらは分離されて個々の構成

原子 (イオン)として進行するが，同速度の単一イオン入射時に比べて平均電荷は下がることが
見出されている．実際，炭素薄膜の透過実験により，１原子あたり 1∼4MeVの炭素クラスター
Cn (3 ≤ n ≤ 10)に対して，平均電荷は 10∼15%低下することが観測された [22]. その理由として，
近接クラスター原子の及ぼすポテンシャル，近接クラスター原子の電離した電子の捕獲，分子軌
道等の効果が考えられるが，結論には至っていない.
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10 結晶場による共鳴干渉励起

電子を捕獲しているイオンが結晶内を通過する際，結晶原子による周期クーロン場によって捕
獲電子が共鳴的に励起される場合がある．この現象は共鳴干渉励起 (resonant coherent excitation,

RCE)と呼ばれる [23]．

10.1 共鳴干渉励起の条件

RCEは相対論領域のイオンで観測されることがあるので，ここでは共鳴条件の導出に相対論を
用いることにする [24].　イオンの速度を V とし，特殊相対性理論の表式

β = V/c, γ =
1√

1− β2
(150)

を使用する．イオンが原子間隔 dの結晶軸方向に走行するとしよう．これをイオンの静止系で見
ると, ローレンツ収縮によって原子間隔が d/γになっている原子列が速度 V で通過するので，イ
オンは振動数 V γ/dの周期電場 (擬似光子場)を感じることになる．イオンに束縛されている電子
があって，その励起準位のエネルギーを I とする．この電子が共鳴的に励起される条件 (RCE条
件)は

I = Nh
V γ

d
=

Nhcβ

d
√
1− β2

(N = 1, 2, 3 . . .) (151)

と書ける.13 (151)を 2乗し, β2について解くと

β2 =
1

1 + α2
, (152)

α =
Nhc

Id
=

1.2396× 104N

I(eV) d(Å)
(153)

が得られる.14 静止質量M のイオンに対して，β2と運動エネルギーEの関係は

E =Mc2(γ − 1) (154)

であるから, (150), (152), (154)より

E =Mc2
(√

1 +
1

α2
− 1

)
(155)

となる．1u(原子単位)= 931.50MeVを用いれば，RCE条件における核子あたりの運動エネル
ギー E は

E = E/M = 931.50×
(√

1 +
1

α2
− 1

)
[MeV/u] (156)

と表される.

問題 10–1 RCEを実験室系 (原子列の静止系)で扱っても，RCE条件は (151)に一致することを
確かめよ [ヒント: 相対論的時間の遅れ]．

131 < γ < ∞であるから，(151)によればどんなに大きい I の値についても RCEを起こす V の値が存在する．こ
のことは非相対論で扱うと間違えやすい.

14微細構造定数 e2/4πε0h̄c = 1/137.036,および e2/4πε0 = 14.400 eV/Åを用いる．
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10.2 RCEの遷移確率

イオンが原子列に沿って n個の原子の近くを通過する場合のRCEの n依存性を，時間 tに依存
する１次摂動により考察する．ここではMeV/u領域のイオンのRCEを対象として，非相対論の
範囲 (γ ≃ 1)で扱うことにする．イオンに固定された座標系で, イオンに束縛された電子を RCE

によりエネルギー準位差 I = h̄ω0の量子状態へ励起するとしよう．摂動の始まる時間 (イオンが
結晶表面に入射した時刻)を t = 0とすれば，１次摂動による確率振幅 a(t)は

a(t) =
1

ih̄

∫ t

0
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ (157)

と表される [25]．ただし，ϕ1, ϕ2は電子の励起前後の波動関数をそれぞれ表す．
ここで，摂動が働く時間内には原子列とイオンの距離は一定,したがってH ′は一定周期T = d/V

の周期関数であると仮定する．この仮定は原子列にほぼ平行に進むイオンに対しては妥当と考え
られる．したがって，

H ′(t+ T ) = H ′(t) , すなわち ⟨ϕ2|H ′(t+ T )|ϕ1⟩ = ⟨ϕ2|H ′(t)|ϕ1⟩ (158)

と書ける.

t = nT (n≫ 1)の関係から∫ t

0
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ =

n∑
j=1

∫ jT

(j−1)T
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ (159)

のように積分範囲を分けて τ ′ = τ − (j − 1)T と変数変換し，(158)を用いると∫ jT

(j−1)T
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ = exp[(j − 1)iω0T ]

∫ T

0
⟨ϕ2|H ′(τ ′)|ϕ1⟩ exp(iω0τ

′) dτ ′ (160)

が得られる．以降は変数として tのかわりに T = t/nを用いることにする．(160)の積分変数 τ ′

を再度 τ と書けば

a(T ) =
1

ih̄

 n∑
j=1

exp[(j − 1)iω0T ]

∫ T

0
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ

=
1

ih̄

1− exp(niω0T )

1− exp(iω0T )

∫ T

0
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ (161)

と表される．遷移確率 q(T )は

q(T ) = |a(T )|2 = D(n, T )

h̄2

∣∣∣∣∣
∫ T

0
⟨ϕ2|H ′(τ)|ϕ1⟩ exp(iω0τ) dτ

∣∣∣∣∣
2

(162)

で与えられる．ここで q(T )の n依存性を与える項D(n, T )は

D(n, T ) =

∣∣∣∣1− exp(niω0T )

1− exp(iω0T )

∣∣∣∣2 = sin2(nω0T/2)

sin2(ω0T/2)
(163)

である．(163)は変数こそ異なるが, 結晶原子によるX線回折強度を与える回折関数そのものであ
る.15 参考のため，図 24に n = 5, 10の場合の回折関数を示す．実際，D(n, T )は，N = 1, 2, . . .

を用いて

ω0T/2 = Nπ ,すなわち I = h̄ω0 = NhV/d (164)

15(163)の T, ω0 は，X線，電子線の回折における格子定数および逆格子ベクトルの大きさにそれぞれ対応している．
そのため「RCEとは擬似フォトンの時間に関する回折現象である」という捉え方ができる．
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のとき，すなわち (151)のRCE条件を満たすときに高さが n2のピークになる．ピークの半値幅
∼π/nを不確定値として “±”により表示すれば (164)は

ω0T

2
= Nπ ± π

2n
,　すなわち I = h̄ω0 =

NhV

d

(
1± 1

2nN

)
(165)

と書ける．すなわち，共鳴速度および共鳴エネルギーの相対半値幅はそれぞれ

∆V

V
= 2× 1

2nN
=

1

nN
,　 (166)

　
∆E

E
= 2× ∆V

V
=

2

nN
(167)

と表される．一般に，次数N が大きいRCEピークは幅が狭くなる傾向を持つことが理解される．
RCEの摂動H ′は結晶原子の静的な遮へいクーロン場および動的ウェイクポテンシャル (§14)

によってもたらされる．したがって，RCEは光による励起とは異なる遷移を起こし，光に対して
は禁制遷移であってもRCEでは許容遷移になりうる．

x

D
(n

, 
x
) 

/ 
n

2

n=5

n=10

π/2π/4−π/2 −π/4 0
  0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

図 24: 回折関数D(n, x) = sin2(nx)/ sin2 x．周期関数 (周期 π)であるため横方向は 1周期を示し,

縦軸はピーク値が 1になるように，D(n, x)/n2で表示してある．また，中央の主ピークの半値幅
は∼π/n (厳密には，π/nはピーク高の 50%ではなく∼40%に対応する幅)である．

10.3 RCEの観測

RCEは，単結晶薄膜を通過したイオンの荷電分布を測定する方法により，事実上最初に観測さ
れた [26]. すなわち共鳴励起で緩い束縛状態に遷移した電子は容易に電離され，これが荷電分布
に現れる. この方法以外にも，RCEは電離された電子の検出あるいは共鳴励起後の脱励起に伴う
X線測定等により観測されている.
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図 25に電子分光測定による RCEの観測例を示す [27]. この例では Si単結晶の ⟨110⟩軸方向
(d = 3.84 eV)に O7+を入射させ，後方 180◦ への放出電子を測っている. O7+の n = 1 → 2の
励起は I = 653.05 eVであり，N = 2の共鳴条件を満たすイオンのエネルギーは (156)によれば
4.753MeV/u である. RCEで励起され電離された直後の電子はほとんどがイオンと同速度である
から，2.59 keVの運動エネルギーを持つ．これらの電子は結晶内を移動しながら運動エネルギー
を失ない結晶背面から放出されて 2次電子スペクトルに重なる. したがって 2.59 keV以下のエネ
ルギーの電子収量に RCEが反映されている.　実際，1.9, 2.2, 2.5 keVの電子収量の入射イオン
エネルギー依存性において，RCEピークは計算値 4.753MeV/uに一致している.16　
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図 25: 結晶後方への放出電子の測定による RCEの観測. 共鳴を起こすO7+の入射エネルギーは
4.753MeV/u.

これまでの議論は原子列すなわち１次元の RCEであったが，結晶面に沿ったイオン入射に対
応する 2次元の RCE [28]，結晶格子への任意の入射方向に対応する 3次元の RCEが観測される
[29]. これらは §10.2における 1次元の回折強度を 2, 3次元へ拡張することに対応している.

16非相対論の計算 (γ = 1)では共鳴エネルギーは 4.766MeV/uであり，実験結果を正確に説明できない.
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11 物質の阻止能

荷電粒子を加速して物質に入射させると，物質内原子系との相互作用によって運動エネルギー
を失い，やがて止まる．荷電粒子の進行方向に沿って単位長さあたりの損失エネルギーをその物
質の阻止能 (stopping power)と呼び dE/dxで表す.阻止能は力の次元を持ち，力学における摩擦
力に相当する. 17 また阻止能を標的物質の原子密度で割った量，すなわち単位原子密度あたりの
阻止能は [エネルギー×面積]の次元を持ち，阻止断面積 (stopping cross section)と呼ばれる．荷
電粒子の検出器は例外なく阻止能をなんらかの形で利用しており，その動作原理を理解するには
阻止能の知識が不可欠である．また，現在では高度な計算機コードにより必要なパラメータを入
力するだけで阻止能を求めることができるが，物理現象としての阻止能の理解なくして計算結果
を使いこなすことは容易ではない．
非相対論領域の荷電粒子に対する物質の阻止能は，荷電粒子の相互作用の主な相手が物質中の

電子であるか原子核であるかによって，それぞれ電子的阻止能と核的阻止能に分けて考えること
ができる．粒子のエネルギー損失はこれら 2種類の阻止能の和である．さらに電子的阻止能につ
いては，物質内の原子に束縛されている電子の平均軌道速度∼ Z2/3v0 [(111)式]を粗い基準とし
て，荷電粒子の速度 V が低速 (低エネルギー)であるか高速 (高エネルギー)であるかによって粒
子から物質へのエネルギー移行のプロセスは異なる．ここでは荷電粒子として主にイオンを扱う
が，それ以外の荷電粒子もこれに準ずる．
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図 26: 0–1000 keVのH, Arに対するアルミニウムの電子的および核的阻止能 (TRIMコードによ
る)．一般に，電子的阻止能は低エネルギー領域ではイオン速度 V にほぼ比例し，高エネルギー
領域では近似的に V −2の依存性を持つ (Arでは 1000 keVを超える領域)．

個々の議論に入る前に非相対論領域の阻止能の概略を，図 26に示す例とともに以下にまとめて
おく．

１．電子的阻止能 (Electronic stopping power)

17そのため，“stopping force”を用いる研究者もいる [30].
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• イオンが物質中の電子を励起あるいは電離することによって運動エネルギーを損失する過程．

• 高速イオン (V ≫ Z2/3v0)は物質内の電子を反跳することによって運動エネルギーを損失す
る．阻止能はほぼ V −2に比例する．

• 低速イオン (V ≪ Z2/3v0)のエネルギー損失の主なプロセスは，物質内電子の捕獲と損失，
言い換えれば物質内の電子を引きずる効果であり，その結果イオンは物質中の電子に運動
量を与え，その分だけ自身の運動エネルギーを失う．阻止能は V に比例する

• 低速イオンでは，電子的阻止能以外に次に述べる核的阻止能によるエネルギー損失のプロ
セスが重要になる．

２．核的阻止能 (Nuclear stopping power)

• 物質中の原子核 (＋束縛電子)を反跳することによってエネルギーを損失する過程．

• 低速重イオンでは核的阻止能が支配的である (電子的阻止能は相対的に無視できるほど小
さい)．

• 中高速イオンの阻止能にはほとんど寄与しない．

• 物質を直接的に “壊す”（照射損傷）

11.1 阻止能の概念

荷電粒子は物質を通過する際，励起，電離，原子核の反跳などによってエネルギーを損失し，そ
れらの総和が観測される阻止能に相当する. 阻止能を議論する際に注意すべき事柄を弾性散乱を
例にとって考察してみよう [31].

すでに (58)で示したように微分エネルギー移行断面積 dσa/dT が分かっていれば，全断面積 σa

は

σa =

∫
dσa
dT

dT 　 (168)

であるから，移行エネルギーの平均値 ⟨T ⟩は

⟨T ⟩ = 1

σa

∫
T dσa =

1

σa

∫
T
dσa
dT

dT 　 (169)

と書ける．エネルギー移行が２体衝突の繰り返しによる場合，気体分子運動論との類似性に基づ
く “平均自由距離”の概念を導入できる. すなわち，物質の原子数密度N を用いれば，荷電粒子は
平均自由距離 λ = 1/Nσa進むごとに ⟨T ⟩だけエネルギーを失うので，阻止能は

dE

dx
=

⟨T ⟩
λ

= N

∫
T
dσa
dT

dT (170)

と書き表される．平均自由距離の概念を使用できる条件として，λが物質中の原子間隔よりも十
分大きいことが必要である. また，阻止能が定義できるためには，２体衝突による移行エネルギー
が粒子の運動エネルギーよりも十分小さいことも必要である. 後者の条件は，弾性散乱による阻
止能が小角度の散乱のみに対して定義されることを意味する.
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11.2 高速荷電粒子の阻止能

11.2.1 半古典的考察

捕獲電子を持たない全電離状態の高速イオン (高速の点電荷)に対する物質の阻止能を Bohrの
半古典的扱いによって計算しよう．イオンの核電荷および質量を Z1e, M1 とし，速度を V とす
る．まず，このイオンの通過によって衝突径数が bの位置にある物質内電子の受け取る運動エネ
ルギーを求める．イオンは一瞬で通過するので，電子はイオンからの引力の結果としてイオンの
進行方向に対してほぼ直角方向へ引力を受けるとする．イオンの方向変化は小さいので θ, θ1とも
0付近を考えれば十分である．(51)により

θ =
2Z1e

2

4πε0MrV 2b
　 (171)

であり，さらに (27)により

θ1 =
θ

M1/me + 1
(172)

であるから

θ1 =
2Z1e

2

4πε0M1V 2b
(173)

が得られる. (173)は既に導出された (119)でZ2 = 1の場合に他ならない．電子へ移行した運動量
∆pはM1V θ1に等しいので，電子の受け取る運動エネルギーすなわちイオンの損失エネルギー E
は

E =
(∆p)2

2me
=

2Z2
1e

4

(4πε0)2meV 2b2
(174)

となる.ところで，(174)でmeをM2/Z
2
2 に置き換えれば原子核へのエネルギー移行になるが，こ

れは電子の場合に比べて無視しうるほど小さいことは明らかである．

∆x 

 b 

∆b 

 Z1e, V 
x 

図 27: 衝突径数 bの電子へのエネルギー移行．円筒内の電子は内向きの運動量を与えられる．

図 27 に示すように，イオンの走る軌道を軸とする半径 b，厚さ ∆b，長さ ∆x の円筒を考え
る．標的物質の原子番号を Z2 とすれば，電子密度は NZ2 であるから，この円筒中の電子数は
2πb∆b ·NZ2∆xとなり，円筒内の電子が受け取るエネルギーは

∆E(b) = 2πb∆b ·NZ2E∆x (175)
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と表される.18　 (175)より∆E(b)/∆xを bについて積分すれば阻止能が得られる．すなわち

dE

dx
=

Z2
1e

4NZ2

4πε20meV 2
L , (176)

L =

∫
db

b
= ln (bmax/bmin)

と書ける．積分の下限 bminおよび上限 bmaxは古典力学のみでは議論できない．以下，半古典的
な考察から Lがどのように書き表されるかを推論してみよう．
イオンの通過時に電子が感じるパルス電場の実質的な時間幅は bの増加とともに bに比例して

広がるので (問題 11.2–2参照), 「小さい b」↔「短波長光」，「大きい b」↔「長波長光」のように
対応させることができ，したがって電子の励起には bの上限が存在する．実際，パルス電場 (ある
いは光)で励起エネルギー Iexの電子遷移を起こさせるためにはパルス幅は h/Iex (エネルギー Iex

のフォトンの振動数の逆数)程度以下でなければならない．このことに対応して，bmaxは物質内
電子の励起を起こすことのできる衝突径数の上限と見なせる．その際の衝突時間は bmax/V 程度
であるから

bmax

V
∼ h

Iex
,　すなわち bmax ∼ hV

Iex
(177)

を得る．これに対し，bminは位置の不確定性から見積もられる．電子の静止座標系 (相対座標系)

からイオンを見ると，イオンの運動量はMrV ≃ meV である．したがって，イオンは進行方向に
ドブロイ波長 h/meV 程度の広がり (位置の不確定性 δx ∼ h/δp)を持つことになる．これがイオ
ン・電子間距離の決定精度の限界であり，bの最小値とみなすことができる．すなわち，

bmin ∼ h

meV
(178)

となる．(177)，(178)より

L ∼ ln
meV

2

Iex
(179)

が得られる．Iexは標的原子の電子構造を反映する励起エネルギーであるが，その値したがってL

の詳しい議論には次節 §11.2.2の量子論による扱いが必要になる．

問題 11.2–1 (173)を導出せよ．その際，me ≪M1を用いる必要がないことに注意．
問題 11.2–2 図 27において，イオンが通過するときに電子に働くクーロン力は xに関して最大
値 (∝ b−2)を中心とするパルス状になり，その半値幅は 2b であることを示せ.

11.2.2 Betheの阻止能公式

高速イオン衝撃による原子の励起・電離をBorn近似で扱うことにより，Betheの阻止能公式を
導出しよう．§11.2.1と同じく，点電荷すなわち捕獲電子を持たない全電離状態の高速イオン (核
電荷 Z1e, 速度 V )を対象とする．以降では電離を連続エネルギー準位への励起とみなし, 励起・
電離をひとまとめにして “励起”と呼ぶことにする．

18この扱いでは移動電子間の相互作用が入っておらず，これは §14で述べる荷電粒子の誘電応答におけるエネルギー
移行の高速極限と見なすこともできる．
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標的原子の励起を伴う高速イオンの非弾性散乱では，弾性散乱の場合とは異なり，散乱後の確
率波の波数は減少する．すなわち，§5.1の概念図 9において，入射波，球状散乱波の波数ベクト
ルをそれぞれK,K1 とするとき，イオンの運動エネルギーが励起に費やされるために, 一般に
K1 < Kになる．このときの球状波の散乱振幅を f1とすれば，|f1|2はこの非弾性散乱の微分断面
積を与える．なお，この関係は弾性散乱の場合と同様であることに注意したい [(81)およびその前
後を参照]．この非弾性散乱により原子の電子系が最初の状態 (始状態)から励起状態 (終状態)“n”

へ遷移するときの微分励起断面積 dσnは

dσn = |f1(θ, ϕ)|2 dΩ (180)

で与えられる．ここで，イオンの散乱方向は散乱角 θと散乱の方位角ϕで表され，dΩ = sin θ dθdϕ

である．
ところで，入射イオンと標的原子 (原子番号 Z2)の相互作用ポテンシャル U は

U =
Z1Z2e

2

4πε0r
−

Z2∑
j=1

Z1e
2

4πε0|r − rj |
(181)

と書ける．ここで r, rjは標的原子の核から見た入射イオンおよび原子内の j番目の電子の位置ベ
クトルである．U を摂動と見なして Born近似によって f1(θ, ϕ)を求めれば最初に Betheが示し
た式

f1(θ, ϕ) = −2me

h̄2
Z1e

2

4πε0q2
⟨ψn|

Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩ , (182)

⟨ψn|
Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩ =

∫
· · ·
∫
ψ∗
n


Z2∑
j

eiqrj

 ψ0 dr1dr2 · · · drZ2 (183)

が得られる [6, 32]．ここで q = K −K1(図 28) であり，電子系の始状態および終状態の波動関
数 ψ0, ψnは Z2個の電子の位置座標 (r1, r2 . . . rZ2)の関数である．なお，イオン・電子衝突では
換算質量は電子質量とみなせるので (Mr ≃ me)，(182)の右辺ではmeを用いている．
まず，f1の ϕ依存性について検討しておく [6]．(182)において ψ0, ψnが球対称な波動関数 (例

えば水素原子の 1s, 2s状態)であれば，f1は q = |q|の関数であり，θには依存するが ϕ依存性は持
たない (図 28参照)．実際，ϕ依存性は ψ0, ψnのいずれかが角運動量を持つ状態 (例えば水素原子
の 2p状態)であるときに問題となる．しかしながら，阻止能の計算では励起断面積と励起エネル
ギーの積の総和のみが分かればよいので，各励起準位への遷移の割りあいは知る必要がない．そ
こで，|f1|2を求める際に，始状態の角運動量の向きで平均し，終状態の角運動量の向きに関して
和をとる操作を行うことにすれば，|f1|2は ϕに依存しなくなることが示される (詳細は文献 [6]).

この操作は，|f1|2を qの向きで平均化して均一物質の励起を扱うことに対応している．以上のこ
とから，(180)で ϕについての積分を行ってdΩ = 2π sin θ dθと書ける. K1 ≃ K の条件では

q2 = K2 +K2
1 − 2KK1 cos θ (184)

の関係から q dq = K2 sin θ dθしたがって dΩ = 2πq dq/K2 と表される．ここで新たなパラメー
タとして波数 qの自由電子の運動エネルギーQ，すなわち

Q =
h̄2q2

2me
(185)
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を導入して，dΩ = (2πme/h̄
2K2)dQと表し，h̄K =MrV ≃ meV の関係を用いれば

dσn =
Z2
1e

4

8πε20meV 2
|⟨ψn|

Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩|2
dQ

Q2
(186)

が得られる．§11.1で述べた事柄により，(170)に相当する阻止能の表現は

dE

dx
= N

∑
n

(En − E0)

∫ Qmax

Qmin

dσn
dQ

dQ (187)

である．ここで E0, Enはそれぞれ ψ0, ψnに対応する準位エネルギーであり，QminおよびQmax

は各EnについてのQの最小値と最大値を表す．(186), (187)により, 阻止能は

dE

dx
=

Z2
1e

4N

8πε20meV 2

∑
n

∫ Qmax

Qmin

Fn(q)
dQ

Q
(188)

と表される．ここで，Fn(q)は

Fn(q) =
2me(En − E0)

h̄2q2
|⟨ψn|

Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩|2 (189)

で表される無次元の量である. 前に述べたように (189)では |f1|2の ϕ依存性を回避するために，
始状態の角運動量の向きで平均し，終状態の角運動量の向きに関して和をとる操作が施されてい
ることに注意したい. Fn(q)は一般化振動子強度と呼ばれる.

K 

K1 q 

θ 

εn/hV 

半径 K1=K－εn/hV の円 

図 28: 与えられた εn = En − E0の値に対して可能な qを求めるための作図．ベクトルK1の先
端は半径K1の円周上 (鎖線)を動くことができ，それに応じて qが決まる．

次に (188)中のQmin，Qmaxを求める．電子の励起エネルギーはイオンの運動エネルギーから供
給される，すなわち

En − E0 =
h̄2(K2 −K2

1 )

2me
(190)

であるから，K1 ≃ K を用いれば

K −K1 =
me(En − E0)

h̄2K
=
En − E0

h̄V
(191)
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と書ける．ここで，K,K1, q, θの関係は図 28のようになるので，qは θ = 0, πのときそれぞれ最
小値 (En − E0)/h̄V , 最大値K +K1 ≃ 2K になる．したがって (185)により

Qmin =
(En − E0)

2

2meV 2
， (192)

Qmax = 2meV
2 (193)

が得られる．Qmaxは自由電子との衝突におけるエネルギー移行の最大値に等しい [(226)参照].

Qmin，Qmax が決まったので (188) の積分を行うことになるが，その時に利用する一般化振動
子強度 Fn(q) の性質をまとめておこう (詳細については文献参照 [6, 33])．まず，q → 0のときの
Fn(q)は原子による光の吸収・放出を摂動論で扱う際に，原子の各準位の関与の比率を表す物理
量である光学的振動子強度，

fn =
2me(En − E0)

3h̄2
|⟨ψn|

Z2∑
j

rj |ψ0⟩|2 (194)

に一致する (例題 11.2–1)．さらに，Fn(q)をすべての可能な終状態について加えると原子内の電
子数に等しい，すなわち ∑

n

Fn(q) = Z2 (195)

という総和則 (sum rule)が成り立つ．その特別な場合 (q → 0) として，fnに関しても∑
n

fn = Z2 (196)

という総和則が成り立つ．
準備が整ったので (188)の計算に入る．その際のQの積分区間,およびEnの和をとる範囲を図 29

に模式的に示す．ここであらためて “高速”の意味を (192), (193) により表すとQmin ≪ Qmax,あ
るいは En − E0 ≪ 2meV

2である．したがって，En − E0には上限値が存在し,19その値とQmin

の曲線との交点を Pとすれば，図 29に示すようなQ0という値が存在する．なお，Q0は計算の
便宜上導入された量で，最終的には阻止能式に入ってこない．これらの条件下で (188)の nに関
する和と積分を

∑
n

∫ Qmax

Qmin

Fn(q)
dQ

Q
=
∑
n

∫ Q0

Qmin

Fn(q)
dQ

Q
+

∫ Qmax

Q0

∑
n

Fn(q)
dQ

Q
(197)

のように 2つに分けて扱うことにする．(197)の右辺第 1項ではQminが nに依存するので，第 2

項のように nに関する和と積分の順序を入れ替えられないことに注意．まず，第 1項の積分区間
ではQ ≃ 0 (q ≃ 0) であるから

∑
n

∫ Q0

Qmin

Fn(q)
dQ

Q
=
∑
n

fn

∫ Q0

Qmin

dQ

Q
=
∑
n

fn
[
ln (2meV

2Q0)− ln (En − E0)
2
]

(198)

のように表される. ここで，(196)の総和則を用いると，(198)の括弧内の第 1項は∑
n

fn ln (2meV
2Q0) = ln (2meV

2Q0)
∑
n

fn = Z2 ln (2meV
2Q0) (199)

19本節の冒頭で述べたように，ここでの En は連続状態を含むことに注意．
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図 29: (188)のQの積分区間, およびEnの和をとる範囲の模式図．

と書ける.　さらに，“平均励起エネルギー”I を

ln I =
1

Z2

∑
n

fn ln (En − E0) (200)

で定義すれば，(198)の括弧内の第 2項は∑
n

fn ln (En − E0)
2 = 2Z2 ln I (201)

と表される．次に，(197)の第 2項については (195)の総和則を用いると∫ Qmax

Q0

∑
n

Fn(q)
dQ

Q
= Z2 ln

Qmax

Q0
(202)

が得られる．こうして (188)から Betheの阻止能公式，

dE

dx
=

Z2
1e

4NZ2

4πε20meV 2
L , (203)

L = ln
2meV

2

I
(204)

が得られた．この公式はパラメータQ0には依存しないことに注意したい．(204)は半古典モデル
による (179)の正確な表現に相当する．なお，相対論効果まで含めた阻止能式は Bethe-Bloch公
式と呼ばれ

L = ln
2meV

2

I
− ln(1− β2)− β2 (205)

と書かれる．ただし, β = v/cである．
ここで I の値を考察しておく [34]．§6.2で述べたように，重い原子に対してはトーマス・フェ

ルミモデルが適用できるであろう．このモデルによれば，原子内電子の平均半径 r̄および平均速
度 v̄はそれぞれ r̄ ∝ Z

−1/3
2 (§6.2.2), v̄ ∝ Z

2/3
2 (§6.2.3)のような依存性を持つ．原子の平均固有振

動数は v̄/r̄の程度であるから，I ∼ h̄v̄/r̄ ∝ Z2となることが導かれる．計算によれば，重い原子
に対して I ≃ 10Z2 (eV)であることが示されている [8, 35]．
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高速荷電粒子の阻止能が物質の性質を表すパラメータN,Z2, I によって書かれること，あるい
はM1に依存しないこと等は半古典的な扱いによっても理解できることに注目したい．後者の性
質は (174)に見ることができる．(204)において 2meV

2 ≤ Iでは dE/dxは 0または負になる．こ
れは高速近似が不適切なためである．このような速度領域における阻止能の計算では次節で述べ
るような扱いが必要になる．

例題 11.2–1 eiqrj = 1 + i qrj(双極子近似)により, (189)から (194)を導け．

波動関数の直交性により ⟨ψn|ψ0⟩ = 0であるから

⟨ψn|
Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩ = ⟨ψn|
Z2∑
j

iqrj |ψ0⟩ = iq ⟨ψn|
Z2∑
j

rj |ψ0⟩ (206)

と表される．ここで ⟨ψn|
∑Z2

j rj |ψ0⟩ はベクトルであるが，その方向に対する qの角度を αとお
けば

|⟨ψn|
Z2∑
j

eiqrj |ψ0⟩|2 = q2 cos2 α |⟨ψn|
Z2∑
j

rj |ψ0⟩|2 (207)

と書ける．さらに，cos2 αを方位の平均値，すなわち

1

4π

∫ π

0
cos2 α× 2π sinα dα =

1

3
(208)

で置き換えれば (194)を得る．

11.3 低速荷電粒子の阻止能

低速荷電粒子は物質を通過する際に電子の捕獲と損失を繰り返し，平均的にほぼ中性原子の状
態で運動している (§9)．この様子はベルトコンベアで小石を移動させたり，あるいは「動く歩道」
が人を運ぶのに似ている．すなわち，最初静止していた電子 (小石)は荷電粒子 (ベルト)から離れ
るときには荷電粒子と同じ速度 (V )になっているので，運動量meV を連続的に持ち去ることに
なり，これに単位距離進む際の損失電子数を掛ければ，イオンのエネルギー損失 (ベルトコンベ
アの仕事量)になる．したがって捕獲と損失による電子の入れ替えが V に強く依存しなければ阻
止能 (=ブレーキ力)はほぼ V に比例することが予測される．
実際，Firsovは上記のような考え方に基づき Thomas–Fermiモデル (§6.2)を使って V に比例

する形の阻止能公式を最初に導いた [36, 20]．しかし，Firsov公式は実験値を正確に再現できな
いため，例えば半導体などへのイオン注入技術ではThomas-Fermiモデルに基づく低速イオンの
LSS阻止能公式20

dE

dx
=

8πe2a0N

ε0
· Z

7/6
1 Z2(

Z
2/3
1 + Z

2/3
2

)3/2 · V
v0

(209)

が用いられることが多い [37]．
低速イオンの阻止能の理解には，物質中の自由電子あるいは外殻電子との相互作用に関して

Firsov, LSSの扱いよりも一般性を持つ，すなわち低速から高速領域まで使用できる誘電応答モデ
20公表された論文の著者 Lindhard, Scharff, Schiϕttのイニシャルから命名された．
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ルが重要である．このモデルについては §14.4, 14.5で取り上げるので，ここでは簡単に触れるに
留める．荷電粒子は物質中を通過する際に，そのクーロン場 (あるいは遮へいクーロン場)で物質
中の自由電子あるいは外殻電子の集団的な移動を起こさせる．その結果，イオンの周囲にはイオ
ンの運動を減速させる電場が誘起され，阻止能の原因となる．このような過程は物質の誘電応答
という概念で扱われ，イオン・電子相互作用を誘電関数 (動的な誘電率)によって記述することが
できる [38, 20]．誘電応答モデルによれば，低速イオンに対する自由電子気体の阻止能は，Firsov,

LSSの場合と同じく V に比例することが導かれる [例題 14–2]．

11.4 荷電粒子の核的阻止能

低速イオンでは，衝突時に電子系をあまり励起することなく，運動エネルギーは相手原子の並
進運動エネルギーへ移行する．したがって，低速領域では核的阻止能は電子的阻止能よりも大き
い値となる．重イオンの衝撃による金属・半導体の損傷あるいは物理的スパタリング現象 (ある
いはイオンビームによるマイクロ・ナノ切削加工)の多くは核的阻止能と関連付けられる.21

核的阻止能はThomas–Fermiポテンシャルあるいは §6.3に述べた遮へいポテンシャルを用いて
計算することができる．重心系の散乱角が衝突径数とスクリーニング長の比 b/aに依存すること
と，小さい散乱角が阻止能に主な寄与をすることを考慮すれば，重心系の散乱角と衝突径数の関
係は (51)を修正した形で

θ

2
=
Rc

2b
gsc(b/a) (210)

と書ける.22 0 < gsc ≤ 1は遮へい効果を表す項で b/aの関数であり，gsc = 1のときクーロン散乱
[(51)で小角の場合]になる.

ϵ =
a

Rc
=

4πε0aE

Z1Z2 e2
· M2

M1 +M2
(211)

により無次元の “還元されたエネルギー” ϵを導入すると

ϵ θ

2
=

1

2
· gsc(b/a)

b/a
(212)

となるから，(212)を b/aについて解き

b/a = F(x) , (213)

x = ϵ θ/2 (214)

と表すことにする．(33)を用いれば

dσ = 2πb db = 2πa2(b/a) d(b/a) = 2πa2F(x)F ′(x) dx (215)

が得られる．さらに (29)により

T = Tm · (θ/2)2 = Tm · (x/ϵ)2 (216)

21散乱カスケードが線形 (熱スパイクを伴わない)であれば核的阻止能で説明される．
22(210)は，実験室系の散乱角 θ1 に関する (133)を，重心系の散乱角 (θ)に関して書いたものに相当する.
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であるから，(170)，(215)，(216)より

dE

dx
= N0

∫
Tm · (x

ϵ
)2 dσ

= N0Tmπa
2 · H(ϵ) (217)

ただし，

H(ϵ) =
1

ϵ2

∫ ϵ

0
x2

d[F(x)]2

dx
dx (218)

となる．F(x)は用いたポテンシャルの遮へい関数 [例えば (112)]のみによって決まる関数である
から，パラメータ Z1, Z2,M1,M2, Eに依存しない．したがってH(ϵ)を一度計算して数表化して
おけば，核的阻止能 (217)は簡単に求められる．実際このような数表 (グラフ) を Lindhardらが
作成している．
核的阻止能は低速重イオンでは顕著である．図 26で，HとAr入射の場合を比較すれば，低速

重イオンに対する核的阻止能の大きさが理解される．

11.5 阻止能の補足事項

11.5.1 阻止能のBragg則

一般に，高速領域のイオンに対する化合物の阻止能は個々の原子の阻止能を加えたものになる．
例えば 3元素化合物AmBnCℓの阻止能 (dE/dx)ABCは, 個別の阻止能 (dE/dx)A等を用いて(

dE

dx

)
ABC

=
1

m+ n+ ℓ
·
[
m

(
dE

dx

)
A
+ n

(
dE

dx

)
B
+ ℓ

(
dE

dx

)
C

]
(219)

と表される．これを阻止能のBragg則と呼ぶ．低速イオンの阻止能はBragg則を満たさない．こ
れは価電子の阻止能への寄与が相対的に大きいためである．

11.5.2 イオン荷電状態と阻止能

阻止能は物質中でのイオンの荷電状態 (§9)に依存する．核子あたり 1MeV以下の軽イオン (H,

He等)では平衡荷電状態に達する距離はナノメータ程度であるから，これより長い距離を扱う際
には，阻止能は平衡荷電状態での値とみなすことができる．一般に，平衡荷電状態が部分電離状
態であれば，イオンの周囲は遮へいクーロン場 (§6.3)になる．特に遮へいが内殻電子のみによる
場合は，イオンの核電荷 (Ze)をこれより小さい “有効電荷”に置き換えたクーロン場とみなす扱
いが可能である. イオン後方散乱分析 (§12)において，平衡荷電状態に達する距離よりも浅い表
面近傍を問題にする場合は，阻止能がイオン荷電状態に依存することを考慮する必要がある．

11.5.3 阻止断面積の Z1, Z2振動

低速イオンに対する物質の阻止断面積はイオンの原子番号 (Z1) に関して元素の周期律表と同
じ周期で変化する [39, 19]．特に，チャネリング入射したイオンでは結晶の外殻電子との相互作用
が支配的であるため，阻止断面積の顕著なZ1振動が見られる [40]．また阻止断面積の振動は標的
の原子番号 (Z2)に対しても観測される [20, 19]．
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12 イオン後方散乱分析

12.1 後方１回散乱過程

物質にイオン等の荷電粒子を入射させ，後方の大きい角度 αで散乱粒子を観測するとき，粒子
は物質中でどのような経路を経て外に出るのだろうか．図 30は物質内における粒子の経路につ
いて一回散乱過程と多重散乱過程の概念図を示す．図 30(a)のような後方１回散乱過程はイオン
ビームの後方散乱を利用する物質分析の基本原理として重要なので，ここでは後方１回散乱過程
が成立するための条件を考察する．まずラザフォード散乱断面積が使用できるMeV/u程度の軽
イオンを念頭に置いて話を進めることにする．

(a) (b) 

α α 

図 30: 物質に入射した荷電粒子の後方散乱過程の概念図．(a)１回散乱，(b)多重散乱．

散乱角度が θから πの間の重心系ラザフォード積分断面積 σ(θ)が (60)により

σ(θ) =
πR2

c

4
cot2

θ

2

のように与えられているので，これを用いることにする．(27) により，θを実験室系での散乱角
θ1に変換すれば σ(θ1)は実験室系で θ1から πの間の積分断面積に等しい．
原子数密度N の物質中にイオンが入射したとき，微小な角度∆θ1よりも大きい角度の散乱に

注目する．このとき

λs(∆θ1) =
1

Nσ(∆θ1)
(220)

は，角度∆θ1より大きい角度の散乱を受けることなく物質中を通過できる平均直進距離 (平均自
由距離)である．したがって，図 30(a)における入射経路長と (後方散乱後の) 出射経路長の和を
Lとするとき

∆θ1 ≪ α ，かつ L < λs(∆θ1) (221)

であれば，大角度へ放出されたイオンは物質内でただ 1回の後方散乱 (生起確率は非常に小さい
が)を受けたことになる．すなわち，それは図 30(a)のような後方１回散乱過程とみなせる．なお，
∆θ1はイオンの軌道をどの程度まで直進とみなすかの許容度を与えるパラメータであって，その
設定には任意性がある．∆θ1 → 0のとき λs(∆θ1) → 0となることは明らかである．
例えば，1MeV Heが Siに入射する場合∆θ1 = 1◦ (θ = 1.14◦)にとると，λs ≃ 1.2µm となり，

これは飛程 (Range)の 20%程度である．このような状況では固体中でのイオンの軌道を扱う際に
エネルギー損失あるいは原子による多重散乱の影響を考慮する必要があるにしても，ほとんどの
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後方散乱イオンは Si中での 1回散乱によって放出されると結論できる．他のイオン，物質の組み
合わせに対しても類似の扱いが可能である．
以上の議論ではクーロンポテンシャルを用いたが，低速イオンの散乱あるいは小角度の散乱で

は遮へいクーロンポテンシャルを使う必要がある．その場合には，微分散乱断面積はラザフォー
ド散乱の場合より小さくなるので，λsは上記の見積もりより大きい値となる．

12.2 ラザフォード後方散乱分光

イオンの後方１回散乱過程に基づくラザフォード後方散乱分光 (Rutherford Backscattering Spec-

troscopy, RBS)に触れておく. RBSは核子あたり 0.1–1MeVの He+等の軽イオンを物質に入射
させ，後方散乱測定によって表面あるいは表面近傍の元素分析，原子構造解析を行う標準的な方
法である．RBSの特徴として，

• イオン・原子衝突が原子ポテンシャルの遮へい長 (∼0.1Å)より短い距離で起きるので，散
乱強度はラザフォード散乱断面積で与えられる．

• したがって，散乱強度はイオンの荷電状態や電子状態によらない．

• イオンと標的原子の２体の弾性散乱を利用するので，標的原子の固体内結合状態について
の情報は原理的に得られない (§15.2参照)．

等が挙げられる．

θ1  

θα  

θβ  

入射イオン 
(Energy E0 ) 

厚さ t0 

エネルギー 

強度 

Ea Eb 

深さ 
t0
     

0 

Y 

図 31: ラザフォード後方散乱分析法の測定原理

RBSの測定原理を薄膜試料の場合について図 31に示す．角度 θ1の方向で測定されたイオンの
エネルギースペクトル上でEA, EBはそれぞれ薄膜の表面原子および背面原子によって後方散乱を
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受けたイオンのエネルギーである．後者は試料を通過した分だけエネルギーを損失している．深
さ t (0 ≤ t ≤ t0)で角度 θ1の後方散乱を受けて外部へ出たイオンのエネルギーE(t)は

E(t) = k

[
E0 −

t

cos θα

(
dE

dx

)]
− t

cos θβ

(
dE

dx

)

= kE0 −
(

k

cos θα
+

1

cos θβ

)(
dE

dx

)
t (222)

で表される．ここで kは (23)で与えられている．図 31においてEa = E(0), Eb = E(t0)であり，
後方散乱エネルギーと試料深さは 1：1に対応している．スペクトルの面積は薄膜内の原子数密度
(N)および (55)のラザフォード微分散乱断面積を用いると，

(Ea − Eb) · Y ∝ (散乱イオンの数) ∝ N · dσ

dΩ1
, (223)

すなわち

Y ∝ N

Ea − Eb
· dσ

dΩ1
∝ N

dE/dx
· dσ

dΩ1
(224)

の比例関係があるので，スペクトル強度 Y は阻止能に反比例することがわかる．
以上は単原子種で構成される薄膜の場合であるが，複数の原子種を含む試料の後方散乱スペク

トルは，複数の kの値に対応するスペクトルの単純な重ね合わせである．試料が単結晶の場合，
ビームを結晶軸方向に入射させると入射イオンのほとんどが結晶格子のすき間に沿って進行する
ため，後方散乱は起きにくくなる．これは §8.3で述べたチャネリング効果である．このような条件
では，結晶中に格子欠陥があれば後方散乱強度が増加するので，結晶性の評価 (characterization)

にイオンチャネリングを用いることができる.
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図 32: サファイア (α–Al2O3)の (0001)面上にエピタキシャル成長した rutile型 TiO2 膜 (厚さ
5000 Å)のRBSスペクトル．2.0MeV 4He+の 165◦後方散乱測定 [41]．
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図 32はサファイア上にエピタキシャル成長した光触媒材料TiO2膜 (厚さ 5000 Å)のRBSによ
る側定例で，⟨100⟩チャネリング入射および非チャネリング (ランダム)入射の場合のスペクトル
を示す．この実験条件での Ti, Oに対する kの値 [(23)式]はそれぞれ 0.720, 0.366であり，した
がって表面に存在するこれらの原子からは，kE0 = 1.44, 0.731MeVに散乱収量が得られること
になる．1.2–1.5MeVの収量はTiO2膜中のTiにより散乱されたHeによるものであり，0.9MeV

より低エネルギーの収量は TiO2膜中のOからの散乱のほかにサファイア基盤中のAl, Oによる
ものを含む．Alに対しては，kE0 = 1.11MeVであるが Heは TiO2 層通過によるエネルギー損
失分 (約 0.2MeV)だけ低エネルギー側にずれている．アルミナ中のOはランダム入射のスペクト
ルでは明確に見えないが，チャネリング入射ではTiO2中のOからの収量が相対的に低下するた
め，0.55MeV付近の段差として認められる．特にチャネリング入射のスペクトルにより，TiO2

の ⟨100⟩軸方向はサファイアの ⟨110⟩軸方向と一致し，チャネリングの規格化収量は χmin ≃ 3%

であることから，良質な TiO2単結晶が成長していることが結論される．
RBSの深さ分解能は，図 32のような半導体検出器を用いる通常の計測方法では 100 Å程度で

あり，これで十分な場合も多い．高分解能が必要な場合には磁場あるいは電場による偏向分析器
が用いられる．特に，斜入射測定等の実験条件を適切に設定すれば，深さ分解能は 1原子層に達
し，基盤表面上に形成された薄膜の表面・界面分析が可能である [42]．

12.3 180◦散乱強度の異常増加

アモルファス固体，多結晶 (あるいは結晶の非チャネリング方向)にMeVイオンを入射させ，後
方 180◦付近の狭い角度領域 (180±0.1◦程度)で後方散乱スペクトルを測定すると，表面層近傍か
らの実効散乱断面積がラザフォード散乱微分断面積の 2–3倍になることが知られている [43]．図
33に 0.5MeV Heイオンの多結晶 PtによるRBS測定例を示す．なお，スペクトルは横軸を散乱
深さとして表示されている．測定方向 178.5◦(図の ψ = 1.5◦)ではイオンの後方 1回散乱過程によ
る典型的なスペクトル形になっているが，179.918◦(図の ψ = 0.082◦)では表面近傍からの散乱強
度は最大約 3倍に増大している．

 

図 33: 多結晶 Ptによる 0.5MeV Heイオンの 180◦近傍における後方散乱スペクトル [44].
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この現象は，表面付近の原子によるクーロンシャドー形成の結果，表面層近傍において入射イ
オンフラックスが空間的に不均一になることに起因する．すなわち，イオンの入射方向から表面
近傍を見たときに，原子相互のすき間では入射時よりも実効的に強いフラックスが生成され，し
たがって表層下の多くの原子には収束されたイオンが入射している．このとき，入射方向と逆向
きの経路を辿って 180◦ 方向へ放出されるイオンを考えると，それらは 2体衝突の場合とは異なっ
て図 34に示すような複数の経路が可能である (180◦以外の方向ではこのような可逆経路は形成さ
れにくい)．そのため 180◦方向では散乱強度が増大する．試料の深い位置 (MeVイオンに対して
数 100 Å以上の深さ)ではシャドーは相互に重なり合う状況になって消滅するため，イオンフラッ
クスは固体内で均一になり，散乱強度の増大効果は見られなくなる．

Surface 

180° backscattering  
by the atom “A” 

A 

 

図 34: 後方 180◦におけるRBS強度増大の説明図

 

図 35: 後方 180◦強度増大ピークの入射エネルギー依存性．縦軸は増大ピークの無いスペクトル
(ψ ≥ 1.5◦)に対する比 [44]．

図 35は多結晶 Ptの ψ = 0.082◦における散乱強度増大ピークの入射エネルギー依存性を示す．
ピークはHe入射エネルギーの増加とともに，試料の深い位置へ移動することがわかる．これは，
He入射エネルギーの増加につれてクーロンシャドーが細くなって [§7]，イオンフラックスはより
深い位置で収束するようになり，このことを反映して散乱強度増大ピークは表面から深い位置で
観測されることで説明される．このような効果の詳細はコンピュータシミュレーションによるイ
オン散乱軌道の解析により解明されている [45].
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13 イオン誘起電子放出

加速イオン (あるいは原子)が原子に衝突して電離が起きれば，電子が原子外に放出される．そ
の際，イオンから相手電子への直接の運動エネルギー移行によって電離が起きる場合を運動学的
電子放出 (kinetic electron emission), イオンまたは相手原子のエネルギー準位差のみで電離が起
きる場合をポテンシャル電子放出 (potential electron emission)と呼ぶ．オージェ電子放出は後者
の例であり，オージェ電子放出の過程自体には入射イオンのエネルギー等は無関係である．相手
が固体の場合には，フェルミ準位近傍の固体内電子の遷移を介したポテンシャル電子放出が起き
る．一般にボーア速度 (68)を大体の境界として，それ以上の速度領域のイオンでは運動学的電子
放出が支配的であるのに対し，それに比べて十分遅い速度領域ではポテンシャル電子放出が主要
となる．本書で扱う対象は前者である．
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図 36: 240 keVの C+(ボーア速度の 0.9倍)の衝突により，高配向層状グラファイト (HOPG)表
面から試料後方 (180◦)へ放出された電子のエネルギースペクトル [46].

固体からのイオン誘起 2次電子放出 (主に運動学的放出)の一例として，ボーア速度程度の C+

の衝突によってグラファイトから放出された２次電子のスペクトルを図 36に示す．一般に，試料
の後方で測定される 2次電子スペクトルは測定角度にあまり依存せず，2–5 eVにピークを持ち，
高エネルギー側に単調減少する長い尾を引いている．2次電子の総数のほとんどを占めるのは数
10 eV以下の放出電子であり，したがって 2次電子電流値はそれらの低速電子放出に対応している．
長い尾の部分にはオージェピーク，イオン・原子衝突に特有な過程で生成された電子によるピー
ク，あるいはそれらが固体内で弾性・非弾性散乱を受けて変形したものが重畳している (§13.1)．

13.1 イオン・原子衝突による電子放出

イオン・原子衝突に特有な電子放出の過程は，気体ターゲットによる単回衝突条件下での実験か
ら詳細を知ることができる．そのような実測例として，30MeV O5+の衝突により，O2気体ター
ゲットから発生した電子のエネルギースペクトルの測定角度依存性，および測定角 25◦における
スペクトルの入射イオン電荷依存性を図 37に示す．図中の (T), (P)はそれぞれターゲット，イ
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オン (Projectile)から放出された電子であることを示す．イオンから発生するK–shellオージェ電
子ピークはドプラー効果によって測定角依存性 (前方ほど高エネルギーにピークを持つ)を示すの
で，測定角依存性を持たないターゲット O2からのオージェ電子ピークと区別できる．オージェ
電子ピーク以外にも，イオンとO2の外殻電子との２体衝突 (Binary collision) によるピーク，お
よびO5+自身の電離によって放出された電子による電子損失ピーク (Electron loss)が見られる．
２体衝突ピークのエネルギーは後述の (225)で与えられる．また電子損失ピークのエネルギーは
イオンとほぼ同速度の自由電子の運動エネルギーに等しい [§13.4参照]．なお，図 37(b) から明ら
かなように，O6+に比べてO4+，O5+の損失電子は急激に増加しており，それらが主に電離エネ
ルギーの小さい L殻の電離に起因することを示している．

 

(a)   (b) 

図 37: 30MeV O5+と気体 O2との衝突により発生した電子の (a)エネルギースペクトルの測定
角度依存性，および (b)測定角 25◦におけるスペクトルの入射イオン荷電依存性．[47, 48]．

13.2 運動学的電子放出の 2体衝突モデル

加速イオン誘起による原子からの運動学的電子放出をイオン・電子の 2体衝突で近似するモデル
(Binary encounter model)は，大きい運動量移行の結果として生じる 2次電子の生成過程の記述
に適している [49, 50, 51]．実際，希薄な気体に加速イオンを入射させて測定される放出電子スペ
クトルとその角度依存性，すなわち２重生成断面積 (double–differential production cross section)

の概略を説明できる．標的が固体の場合には，電離された電子は固体原子による弾性，非弾性散
乱を受けた後に表面から放出されるので観測されたエネルギースペクトルを 2体衝突モデルによ
る計算と直接比較することはできないが，固体内原子の電離過程についてはこのモデルを使用で
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きる．2体衝突モデルの詳細については多くの文献があるので，ここではその概要を述べること
にする.

13.2.1 静止電子へのエネルギー移行

最初に，入射イオンと静止した自由電子との弾性衝突を実験室系で扱う．簡単のため，イオン
は捕獲電子を持たないとし，原子番号をZ1，質量をM1，速度は V1，したがってE1=M1V

2
1 /2の

運動エネルギーを持つとする．me≪M1であるから，(20)により，電子の得る運動エネルギーは

T =
4meM1E1

(me +M1)2
cos2 φ ≃ 2meV

2
1 cos2 φ (225)

で与えられる．なお，電子の反跳角 φ は 0 ≤ φ ≤ π/2の範囲にある．T の最大値EBは φ = 0の
ときで

EB = 2meV
2
1 (226)

と書ける．EBを 2体衝突ピークエネルギー (Binary-encounter peak energy)と呼ぶ．これは，イ
オンが気体あるいは薄膜を通過する際に前方 (0◦) へ放出される電子のエネルギー分布が EB に
ピークを持つことによる [48]．(58)により，反跳された電子のエネルギー分布 Y0は

Y0(T ) =
dσ

dT
=

Z2
1e

4

4πε20EBT 2
(227)

と表される．ただし，静止電子に対しては 0 ≤ T ≤ EBである．MeV/u 領域のイオンから見れ
ば，固体内の価電子あるいは外殻電子は静止電子とみなされるので，これらの電子への移行エネ
ルギーは近似的に (227)で与えられる．

問題 13–1 (28)，(51)を用いると，(225)の “古典力学風”表現 (bで表す) として

T =
2G2

meV 2

1

b2 + (G/meV 2)2
=

4G2

b2EB + 4G2/EB
(228)

が得られることを示せ，ただしG = Z1e
2/4πε0である．

13.2.2 エネルギー移行と軌道速度

軌道速度の大きい内殻電子への移行エネルギーは EBを超えることがある．その理由はイオン
との相対速度が軌道速度よりも大きくなりうるためである．その際，電子が自由電子ではなく，内
殻に束縛されている効果を考慮しなければならない．ここでは，２つの代表例すなわちイオン・
電子の正面衝突および追突を考察しよう．イオンと軌道速度 v2の電子が互いに反対方向に走って
来て正面衝突する場合，電子への移行エネルギー T+は

T+ = me(2V1 + v2)
2/2−mev

2
2/2

= EB + 2meV1v2 (229)

で与えられる．対照的に，イオンが電子に追突する場合の移行エネルギー T−は

T− = EB − 2meV1v2 (230)
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となる．もちろん，T− は V1 > v2のときだけ意味を持つ．電子は原子から離れる際に，束縛エネ
ルギー I に相当する運動エネルギーを失うので，例えば，観測される最大運動エネルギー Emax

は
Emax = T+ − I (231)

と書ける．
前方 0◦への反跳の際の移行エネルギーに，T+，T−の 2つの値があることからわかるように，

一般に電子が軌道速度分布を持つ場合，移行エネルギーと電子の反跳角の間には静止電子に対す
る (225)のような 1：1の対応関係は成立しない．したがって，軌道電子の放出強度は T と φにつ
いての 2重微分断面積で表現される．2重微分断面積を φ，すなわち立体角について積分すれば，
全放出方向についてのエネルギースペクトルを求めることができ，これより内殻電離断面積等を
求めることができる．
静止電子とは対照的に，軌道速度を持つ電子はイオンの進行方向に対して π/2以上の角度へも

放出されうることに注意したい．この効果は，速い軌道電子が遅いイオンによって電離される場
合に顕著であり，大きな運動量変化 (方向変化)と小さいエネルギー移行が特徴である [52]．

13.2.3 軌道電子の電離

2体衝突モデルでは，軌道電子の電離を，軌道速度と同じ速度の自由電子が入射イオンによっ
てクーロン散乱される過程とみなす．したがって，相手の原子核によるクーロン力を無視してい
るため，イオン・電子の近接衝突に起因する高エネルギー電子の放出に対して良い近似である．
図 38において，加速イオンに固定された座標系から相手原子中の電子を見たとき，電子の速度は
軌道速度とイオン速度とのベクトル差 V rで表される．もちろん，このときの電子の散乱はラザ
フォード微分散乱断面積で書かれる．

Ion  V1

ElectronVr

υ� υ�∗

Θ

図 38: 入射イオン (速度 V 1)と軌道電子 (速度 v2) の 2体衝突

加速イオンに固定された座標系では散乱後の電子の速度は散乱前と同じ (弾性散乱) であるが，
実験室座標系に変換すれば一般には衝突前後で運動量移行が生じるので非弾性散乱となる．運動
量移行によって運動エネルギーが増せば原子軌道から飛び出る (電離)ことが可能になる．実際の
計算においては，実験室座標系への変換は数学的に極めて込み入っているが，解析的な結果が得
られる.23

23その計算には複数の研究者がチャレンジした経緯があり，計算ミスあるいは先人の公表結果に気づかずに公表され
た論文等々の指摘がある [51]．(236), (237)は，それらの研究者の共同成果とも言える．
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まず，原子から放出される軌道電子のエネルギー Eeは，電子への移行エネルギーから I を引
いたもの，すなわち

Ee = T − I (232)

と表される．軌道速度 v2が方位に依らないとすれば，全放出方向についてのエネルギースペクト
ル Y1(Ee)は

Y1(Ee) =



0 (T < I, T > T+) ,

Y0(T ) fA(v2) (I ≤ T ≤ T−) ,

Y0(T ) fB(v2) (T− ≤ T ≤ T+)

(233)

のように表される [49, 51]．ここで，T+ and T− は，それぞれ (229)，(230) で定義されている．
また，fA(v2), fB(v2)は

fA(v2) = 1 +
2mev

2
2

3T
, (234)

fB(v2) =
mev

2
2

12T

(2V1
v2

)3
+

(
1−

√
1 +

2T

mev22

)3  (235)

で与えられる．当然のことであるが，I = 0，すなわち v2 = 0のときは，Y1(Ee)は Y0(T )に一致
する．
原子内電子の軌道速度の大きさは，束縛エネルギーに対応する期待値をほぼ中心としてその周

囲に分布している．速度分布をF(v2) とするとき，全放出方向についてのエネルギースペクトル
Y2(Ee) は，vc = |(1− T/EB)V1|を用いて

Y2(Ee) =


Y0(T )

[∫ vc

0
fA(v2)F(v2) dv2 +

∫ ∞

vc
fB(v2)F(v2) dv2

]
(I < T ≤ EB) ,

Y0(T )

∫ ∞

vc
fB(v2)F(v2) dv2 (T ≥ EB)

(236)

と表される.

13.2.4 水素様原子の電離

水素様原子の軌道電子に対しては，その速度分布 F0(v2)は解析的に表される [§15.3, (346)]．し
たがって，(236)においてF(v2) = F0(v2)とおき，積分を実行すれば水素様原子に対する Y2(Ee)

を求めることができる．結果を表示するために，2個の無次元パラメータ，αと ωを

α = T/I = 1 + Ee/I , ω = EB/I

により定義する．さらに，

β =
ω

4

(
1− α

ω

)2

, α1 = α− 1 , β1 = 1 + β , τ = α+ β
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と表すことにする．これらのパラメータを用いて，水素様原子に対する Y2(Ee)は

Y2(Ee) =


Y0(T ) (S1 + S2)/πα (I < T ≤ EB) ,

Y0(T )S2/πα (T ≥ EB)

(237)

と表現される．ここで，

S1 =
32β3/2α

3β31
+

(
4

3
+ α

)
(π − 2R1) ,

S2 =
16

3β31

(
4

3
ω3/2 − β3/2α+

ατ3/2

α1

)
+

(
4

3
+ α

)
R1 −

(
4

3
+

α

α1

)
R2

であり，さらにR1，R2はそれぞれ

R1 = arctanβ−1/2 +
β1/2

β31

(
1 +

8β

3
− β2

)
,

R2 = α
−3/2
1 ln

(
τ1/2 − α

1/2
1

β
1/2
1

)
+
τ1/2

β31

(
2 +

14β

3
+

8α

3

)
+
τ1/2

β1α1

を表す．
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図 39: 3.5MeV/u O8+による Si原子のK, L殻電子の電離 (反跳)断面積 Y2(Ee)．K, L殻それぞ
れの電子数 (2および 8個)を考慮した計算結果 [53]．

図 39に 3.5MeV/u O8+入射による Si原子のK, L殻電離に対するY2(Ee)[(237)式] を示す．こ
こで，Siの K電子 2個は I = 1839 eV, L電子 8個のうち 2個 (L1)は I = 149 eV，残りの 6個
(L2,3)は I = 99 eV である．したがって，(電子の軌道速度)：(イオン速度）の比は L殻電子に対
しては 0.2–0.3に過ぎない．このことを反映して，電離された L殻電子のエネルギーは主にEB以
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下の領域に分布し，ここでの Y2(Ee)の値は，Siの価電子 (速度軌道 ≪ イオン速度)の場合に相
当する (227)の値にほぼ一致する (問題 13–3)．これとは対照的に，K殻電子に対しては上述の速
度比はほぼ 1であり，軌道速度の効果により K殻電子の Y2(Ee)は EBを超えても急激には減少
しないことがわかる．

問題 13–2 Z1, α, ω を入力して (237)を計算するコンピュータプログラムを作成し，図 39に示さ
れた結果を再現せよ．
問題 13–3 問題 13–2において，L電子 8個を静止電子とみなして，(227)から 4 keVにおける電
子スペクトル強度 (L電子の電離による)を求め，図 39の結果とほぼ一致することを確かめよ [答:

1.09× 10−2 Å2/keV]．

13.2.5 非水素様原子の電離

中性原子を含めた非水素様原子の電離を扱う場合には，個々の軌道電子のF(v2)を求め，(236)

によりY2(Ee)を計算しなければならないが，一般には水素原子のような解析解は得られない．し
かしながら，非水素様原子に対しても，Iとして束縛エネルギーの値を用いて計算された Y2(Ee)

により，少なくとも水素から Arまでの気体のイオン衝突電離の実験結果を大略説明できること
が示されている [50]．

13.2.6 電子スペクトルの Z2
1 スケーリング

2体衝突モデルによる電子スペクトルの (236)，あるいは (237) は入射粒子と軌道電子を規定す
る 3個のパラメータ，Z1, ω, α，すなわち Z1，V1，I で書かれている．これらのうち，スペクトル
の形を特徴づけるのは V1と I である．なぜなら，Z1はスペクトルの形には無関係であり，単に
スペクトル強度を Z2

1 倍にする効果しか持たない．実際，同速度で電子を束縛していない全電離
イオン (fully stripped ion)の電離に対して，このような Z2

1 スケーリングが成立する．部分電離
イオン (partially stripped ion) の場合には，電離は遮へいクーロンポテンシャルを通じて起きる
ため Z2

1 スケーリングは成り立たない．

13.3 固体ターゲットとZ2
1 スケーリング

固体ターゲットでは，固体内原子の電離によって生成された 2次電子は固体内で弾性・非弾性
散乱を受けた後に表面から放出されるが，その際に，弾性・非弾性散乱によって更に生成された
2次電子も含まれる（カスケードによる生成）．また，それらの電子は固体表面から外部へ脱出
する際に，仕事関数 (3–5 eV) に等しい運動エネルギーを失う．しかしながら，観測されるスペ
クトルは Z2

1 スケーリングを示すことは注目に値する．一例として，図 40は，Siターゲットに
3.75MeV/uの種々のイオンビームを入射させ，180◦方向で測定された電子スペクトルを示す．縦
軸は入射イオン数で規格化された電子収量をさらに Z2

1 で割って示してある．Z
2
1 の値が 1(2H)か

ら 289(Cl)までの広い範囲に対して，これらのスペクトルは 20%以内の精度で良く一致し，特に
約 2 keV以上の領域ではスペクトルの形が同じであることは，縦方向にずらして重ねてみれば理
解される．この例は，Z2

1 スケーリングが固体ターゲットについても成り立つことを示す.24これ
は線形システムの入力と出力の関係そのものと言える．すなわち，固体内原子から電離された直

24Si, Cl等の重イオンは Si中で完全に電離していないため Z2
1 スケーリングから少しずれている．
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後の電子の運動量分布が §13.2.6で述べたZ2
1 スケーリングに従うために，弾性・非弾性散乱ある

いはカスケード生成等の過程があっても，表面から放出される電子のスペクトル強度はやはりZ2
1

に比例するためである．

図 40: 3.75MeV/uの重陽子, He, Si, Clイオンを Siに入射 (非チャネリング方向) させ, 180◦方向
で測定された規格化電子スペクトル．1.6 keV近傍のピークは SiのKLLオージェ電子による [54]．

13.4 0◦ 電子分光

すでに図 37に示した前方 25◦における電子スペクトルから予想されることであるが，気体ある
いは薄膜を標的としてイオンビームを入射させ，前方 0◦方向で電子スペクトルを測定すると，ス
ペクトルには∼EBのエネルギーに 2体衝突電子によるピーク，およびイオンと同速度の自由電子
の運動エネルギーEL，すなわち

EL =
meV

2
1

2
=
EB

4
(238)

にピークが観測される．後者は，イオンから電離した損失電子 (loss electron) あるいはイオンの
連続エネルギー帯に乗ってイオンと一緒に走るコンボイ電子 (convoy electron)によるものである．
図 41は，20MeVの Au15+ が He気体中を通過する際に，0◦ 方向で観測された電子のエネル

ギースペクトルである．図中，下の２つのスペクトルは He通過後の Auの電荷 (15+, あるいは
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図 41: 20MeVAu15+を気体Heに衝突させ，0◦方向で測定した放出電子のエネルギースペクトル．
下２つのスペクトルはそれぞれAu15+，Au14+とのコインシデンス測定によるもの (“TOTALS”

は非コインシデンス測定)[55]．

14+)とのコインシデンス測定によるものである (“TOTALS”は非コインシデンス測定による)．上
の２つのスペクトルではEL = 55.3 eVの鋭い損失電子ピークを中心に約±7,±20 eVに２対の電
離電子ピークが現れている．これらはAuの自動電離 (autoionization)のためである.25

Auに固定された座標において，電離電子の放出速度を viとするとき，0◦, 180◦方向に放出され
た電子の速度は，実験室系 (0◦ 電子分光測定系)ではそれぞれ V + vi, V − vi であり，これらに相
当する電子エネルギーが１対のピークを形成している．なお，Au14+とのコインシデンス測定に
はそのようなピークが見られないことから，これらのピークは

Au15+ +He → (Au14+)∗∗ +He+ → Au15+ +He+ + e− (239)

のように，まずHeからの 1電子捕獲によってAuの 2重励起状態が作られ，その後に自動電離によ
りAuの 1電子が放出される過程が支配的であることが結論される．すなわちAu15+によるHeか
らの 2電子捕獲 (Au15+ → Au13+)とその後の自動電離による 1電子放出過程 (Au14++He2++e−)

は極めて弱いことがわかる．
この例のように，0◦ 電子分光は入射イオン静止系 (イオンに固定された座標系)における，原

子衝突・散乱実験と等価である．また，∼EBのエネルギーに現れる 2体衝突電子によるピークの
0◦ 電子分光は，入射イオン静止系における電子衝突・散乱実験と等価である．このように 0◦ 電
子分光の実験から特に高電離状態にある原子による電子・原子・分子散乱データが得られること
は注目に値する [52]. 参考のため，電子のエネルギースペクトルを実験室系から入射イオン静止
系へ変換する表式を §15.4に示す．

25オージェ過程において，内殻空孔へ遷移する電子よりも外側の殻から電子放出が起きる場合を自動電離と呼ぶ．
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14 荷電粒子と固体の誘電応答

固体内に外部からイオン等の正荷電粒子を持ち込んで静止させると，その周囲には固体内電子
の一部 (金属では自由電子)が集まり，正電荷のクーロン場を弱めるであろう．逆に，負荷電粒子
が持ち込まれた場合には，周囲の電子密度が減少することによって負電荷のクーロン場を弱める
であろう．このような効果は固体内電子による静電遮へいと呼ばれる [56]．
これに対し，外部から持ち込まれた荷電粒子が固体内を運動する場合には，遮へいの効果は荷

電粒子の周囲の固体電子密度の “ゆらぎ”すなわち時間・空間変化を誘起することは想像できるだ
ろう．その変化のしかた, すなわち誘電応答は低速イオンの阻止能，分子イオンの物質透過等に
関わる基礎的なイオンビーム・固体相互作用のひとつであるが，その扱いは固体の光応答と本質
的に同じである．また運動するイオンの周囲の自由電子の時間・空間変化は水面を進む船の後方
に生成される波に似ていることから，ウェイク (wake，航跡)と呼ばれる．荷電粒子の誘電応答を
扱うにあたり，まず電場中での固体電子の運動から考察する．

14.1 固体中のプラズマ振動

図 42に示すように，固体内の板状の領域内の自由電子が板面に垂直な y方向に sだけ変位した
とする．固体の自由電子密度を n0とすれば，板の上, 下面にはそれぞれ分極電荷密度 ∓n0es が
生じるので，領域内には

E =
n0es

ε0
(240)

の電場が誘起される．電子の運動方程式は

me
d2s

dt2
= −eE = −n0e

2s

ε0
(241)

であるから，これらの自由電子は

ωp =

√
n0e2

ε0me
(242)

の角振動数 (プラズマ角振動数)で同位相の単振動をすることがわかる．

−n0 es 

+n0 es 

y 
s 

図 42: 自由電子の変位と分極電荷

荷電粒子のこのような集団運動をプラズマ振動という. なお，球形領域の電子変位に対しては
プラズマ角振動数は ωp/

√
3 となる [56]. また，誘電率の異なる物質の界面上では電子の面密度分

布の時間揺らぎに対応する界面プラズマ振動が存在し，特に真空に接した表面ではプラズマ角振
動数は ωp/

√
2であることが導かれる [例題 14–1]．
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例題 14–1 自由電子密度がそれぞれ n0, n1の 2種類の金属 A, Bの界面におけるプラズマの角振
動数 ωint, およびBの部分が真空のときのＡの表面プラズマの角振動数 ωsはどのように表される
か？
解答 界面での電場および電束密度の接続条件に基づく説明は関連文献に与えられているので [56]，
ここでは直感的に答を予測しておく．A, Bの界面上での電子密度は実質的に (n0 + n1)/2と見な
せるから，(242)で n0 → (n0 + n1)/2に置き換えれば，ω2

int = (ω2
p + ω′

p
2)/2 が得られる．ただ

し，ω′
p =

√
n1e2/ε0meは Bのプラズマ角振動数である．Bが真空の場合は n1 = 0，したがって

ω′
p = 0であるから，ωs = ωp/

√
2を得る.

14.2 振動電場と誘電関数

光 (電磁波)などの振動電場に対する誘電体中の電子の応答は，復元力と摩擦力の作用する古典
力学モデルで大略説明される．振動電場による電子の変位を uとし，復元力は uに比例し，さら
に摩擦力は時間 tにおける変位速度 du/dtに比例すると仮定しよう．これらの仮定は微小で緩や
かな振動に対応している．電子の運動方程式は

me
d2u

dt2
= −µu−meη

du

dt
− eE(t) (243)

と表される．ここで µ, ηは定数，E(t)は振動電場である．実際，光や運動する荷電粒子による誘
電応答は，振動磁場によるローレンツ力を無視した (243)で扱うことができる (例題 14–2, 例題
14–3)．角振動数 ωで振動する電場に対して，電子は追随運動すなわち同じ角振動数で分極する
と考えられる．したがって，定数 α, βを用いて

E(t) = E0e
−i(ωt+α) , (244)

u(t) = u0e
−i(ωt+β) (245)

のように複素数で表示しよう．ここでE0,u0は振幅を表す．E(t),u(t)は一般に位相が異なる (後
者は遅れて応答する)ので α ̸= βであることに注意したい．もちろん，これらの複素数表示にお
いて物理的に意味を持つのはそれらの実数部である．(244), (245)を (243)に代入してこの振動系
の固有振動数

ω0 =
√
µ/me (246)

を用いれば,

u(t) =
−eE(t)

me(ω2
0 − ω2 − iηω)

(247)

が得られる．
対象とする固体内領域では電場は位置によらず一定であるとして長波長 (波数 k = 0)の光の応

答を考察する．分極した電子の双極子モーメントは eu(t)であるから，固体中で分極を起こす電
子の密度を npとすれば，分極 P は (247)により

P = −npeu(t) =
npe

2E(t)

me(ω2
0 − ω2 − iηω)

(248)

と書ける．ところで，電束ベクトルDと固体の誘電率 εは

D = ε0E + P = εE (249)

77



で関係付けられている．(249)はもともと静電場に対する関係式であるが，時間に依存する電場
に対しても拡張して使用される.　 (249)により，εは ωの関数として

ε(ω) = ε0 +
npe

2

me(ω2
0 − ω2 − iηω)

(250)

と書かれる. このように角振動数の関数 (一般には波数ベクトルにも依存する) としての誘電率は
誘電関数と呼ばれる．εの実部と虚部をそれぞれ ε1, ε2 (ε = ε1 + iε2)とすれば

ε1 = Re{ε(ω)} = ε0 +
npe

2

me

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + (ηω)2

, (251)

ε2 = Im{ε(ω)} =
npe

2

me

ηω

(ω2
0 − ω2)2 + (ηω)2

(252)

となる．
特に金属中の自由電子や半導体の自由キャリアー (伝導帯の電子および価電子帯の正孔)に対し

ては復元力が働かないので，µ = 0すなわち ω0 = 0 であって，(250)は

ε(ω)

ε0
= 1−

ω2
p

ω(ω + iη)
(253)

となる．(253)による物質の光応答の扱いはドルーデ (Drude)モデルと呼ばれる．
誘電関数の虚部の持つ意味を示すために，電場が誘電体内で消費する仕事量W を求めてみよ

う．Maxwellの電磁気学によれば，振動電場は物質内に

Ip(t) =
∂D(t)

∂t
= ε

∂E(t)

∂t
(254)

で与えられる変位電流を生起する.26　複素数表示された Ip(t),E(t)のそれぞれの実部により，求
める仕事量は

W = Re {Ip(t)} · Re {E(t)}
= −ωE0 [ε1 sin (ωt+ α)− ε2 cos (ωt+ α)] ·E0 cos (ωt+ α)

= −(ω/2)E2
0 ε1 sin 2(ωt+ α) + ωE2

0 ε2 cos
2 (ωt+ α) (255)

と表される.27 振動の 1周期 T = 2π/ωについてのW の平均値Wavを求めよう．

1

T

∫ T

0
sin 2(ωt+ α) dt = 0 ,

1

T

∫ T

0
cos2 (ωt+ α) dt =

1

2

であるから

Wav =
1

2
ωE2

0 ε2 =
1

2
ωE2

0 Im {ε(ω)} (256)

が得られる．すなわち，誘電体の単位体積に対して振動電場が単位時間にする仕事，言い換えれ
ば誘電体が吸収するエネルギーがWavである．結局，(243)において摩擦力を与えるパラメータ
ηが Im{ε(ω)}を介してWavを決定づけていることがわかる．

26真空の場合 (D = ε0E)の変位電流が実質的な仕事をしないことは自明なので，最初から ∂D(t)/∂t = ∂P (t)/∂t
として計算しても (256)が得られる．

27一般に，複素数 Z に対して (Re {Z})2 ̸= Re {Z2}であり，W は E(t)の２次式なので複素数表示のままでは扱え
ない [57].
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例題 14–2 自由空間の電磁波に対して，(243)では電磁波の磁束密度B(t) による電子の運動の効
果は無視されている．その理由を示せ．
解答 自由空間の電磁波の関係 |E(t)| = c|B(t)| を用いると，電子に働くローレンツ力に関して

e|ve ×B(t)| ≤ e
|ve|
c

|E(t)| ≤ e|E(t)| (257)

を得る．ただし，du/dt = veと表した．物質内に閉じ込められた電子のとりうる運動エネルギー
は高々10 eV (|ve|/c = 0.00626)であるから，常に |ve|/c≪ 1 である．したがって，(257)より磁
気力は電気力に比べて無視できることがわかる．

14.3 誘電応答とフーリエ変換

一般に，波動は空間座標と時間座標が独立変数であり，それらに対応して波長 λと周期 T , ある
いは，λ, T の代わりに波数 k = 2π/λと角振動数 ω = 2π/T の組で波動が規定される．実際，フー
リエ変換によれば，座標 r(x, y, z)および時間 t における任意の波動の変位A(r, t)は　

A(r, t) =

∫
d3k

∫
Ã(k, ω) ei(kr−ωt) dω , (258)

Ã(k, ω) =
1

(2π)4

∫
d3r

∫
A(r, t) e−i(kr−ωt) dt (259)

と書ける．すなわち，A(r, t)はいろいろな k（kx, ky, kz）と ωの単振動の波を Ã(k, ω)の割合で
重ねたものに等しい．運動する荷電粒子の誘電応答の扱いでは，関連する物理量が単振動的に時
間・空間変化するフーリエ成分を用いることにより，議論を進めることができる．
空間電荷密度 ρextの荷電粒子が固体中を走るときに誘起される分極電荷密度，電場および電束

密度をそれぞれ ρind(r, t)，E(r, t), D(r, t) とすれば，それらはMaxwellの方程式より

∇D = ρext(r, t) , (260)

∇E = ρsum(r, t)/ε0 , (261)

ρsum(r, t) = ρext(r, t) + ρind(r, t) (262)

の関係を満たす．一般に，ρind(r, t)の符号は ρext(r, t)と逆になって，分極電荷は荷電粒子のクー
ロン場を弱める (遮蔽する)．ここで，ρsum(r, t), E(r, t)，D(r, t)（の各ベクトル成分)をフーリ
エ変換して (258)の形に書き，(260), (261)に代入すると

ikD̃(k, ω) = ρ̃ext(k, ω) , (263)

ikẼ(k, ω) = ρ̃sum(k, ω)/ε0 = [ ρ̃ext(k, ω) + ρ̃ind(k, ω)]/ε0 (264)

が得られる.

ここで新たに，誘電関数 ε(k, ω)を

D̃(k, ω) = ε(k, ω)Ẽ(k, ω) (265)

により定義する. (263), (264)を用いると

ρ̃sum(k, ω) =
ε0

ε(k, ω)
ρ̃ext(k, ω) (266)
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の関係が成り立つ．電子気体の密度ゼロの極限 (真空中) では ε(k, ω) = ε0 であるから，当然
ρ̃sum(k, ω) = ρ̃ext(k, ω) になることに注意．
この荷電粒子の周囲に誘起される電磁場に関して，ベクトル・ポテンシャルA(r, t)が∇A = 0

を満たすように定めると，スカラー・ポテンシャルはポアソン方程式を満たす (このようなポテン
シャル設定をクーロン・ゲージという [58])．そこで ρext(r, t), ρind(r, t)，ρsum(r, t)によって生起
されるポテンシャルをそれぞれ ϕext(r, t), ϕind(r, t), ϕsum(r, t)とすれば，それらのフーリエ成分
について

ε0k
2ϕ̃ext(k, ω) = ρ̃ext(k, ω) , (267)

ε0k
2ϕ̃ind(k, ω) = ρ̃ind(k, ω) , (268)

ε0k
2ϕ̃sum(k, ω) = ρ̃sum(k, ω) (269)

の関係が成り立つ．(266)および (264)を用いると

ϕ̃sum(k, ω) =
ε0

ε(k, ω)
ϕ̃ext(k, ω) , (270)

ϕ̃ind(k, ω) = ϕ̃sum(k, ω)− ϕ̃ext(k, ω) =

[
ε0

ε(k, ω)
− 1

]
ϕ̃ext(k, ω) (271)

の関係が得られる．(270)は，外部から電子ガス中に持ち込まれたポテンシャル ϕ̃ext(k, ω)が誘電
応答によって，真空中の場合の ε0/ε(k, ω)倍に弱められて ϕ̃sum(k, ω)になるという動的遮蔽効果
を表す.28 (271)は固体内電子の移動によって生起されるポテンシャルを表しているから，真空中
[ε(k, ω) = ε0]でゼロになることは明らかである．

例題 14–3 一定速度 vで直進する電荷が周囲につくる電場Eおよび磁束密度Bは，位置 rおよ
び時間 tの関数として §15.5に与えられている．この電磁場によって物質内の電子が運動すると
き，Bの効果は無視できることを示せ．
解答 電子が速度 veで運動するとき，電子に働くローレンツ力に関して次の不等式が成り立つ．

e|ve ×B(r, t)| = e

c2
|ve × (v ×E(r, t)| ≤ |ve|

c
· |v|
c

· |eE(r, t)| (272)

ただし，(370)の関係を用いた．例題 14–2で述べたように，物質内の電子は |ve| ≪ cを満たし，
かつ常に |v|/c < 1 であることから，磁気力は電気力に比べて無視できることがわかる．

問題 14–1 E1(r, t) = −∇ϕsum(r, t)とするとき，(270), (267)より

Ẽ1(k, ω) =
−ik ρ̃ext(k, ω)

k2ε(k, ω)
(273)

を示せ．なお，E1(r, t) = E(r, t) + ∂A(r, t)/∂tである．

14.4 荷電粒子の物質透過と誘電応答

ε(k, ω)の具体的な表式は次節 (§14.5)で扱うこととし，ここでは荷電粒子に対する誘電応答の
結果としての阻止能，非弾性衝突の平均自由距離，あるいはウェイクが ε(k, ω)を用いてどのよう
に表されるかを議論する. 実際に，中低速荷電粒子の場合，物質中の自由電子あるいは緩く束縛
された電子との相互作用が主要な物理過程である.

28ここの “動的”とは ω に依存するという意味である．
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14.4.1 誘電応答による阻止能

固体中を速度 V で運動する電荷 Z1eの粒子のエネルギー損失すなわち誘電応答による阻止能
を ε(k, ω)で表してみよう．粒子の電荷すなわち ρext(r, t)は

ρext(r, t) = Z1e δ
3(r − V t) (274)

と書ける．ただし，δ3(r−V t) = δ(x−Vxt) δ(y−Vyt) δ(z−Vzt)の意味である．(259)を用いると

ρ̃ext(k, ω) =
Z1e

(2π)3
1

2π

∫
ei (ω−kV )t dt =

Z1e

(2π)3
δ(ω − kV ) (275)

が得られる (問題 14–2参照)．ここで (273), (275)より

Ẽ1(k, ω) =
Z1e

(2π)3
· −ik

k2ε(k, ω)
δ(ω − kV ) (276)

となるので，フーリエ逆変換を行うと

E1(r, t) =
Z1e

(2π)3

∫
d3k

∫ −ik

k2ε(k, ω)
δ(ω − kV ) ei(kr−ωt) dω (277)

と表される. 　
粒子の位置 r = V tでは電場は進行方向と逆向きであり，阻止能は粒子が電場に抗して単位距

離だけ進む間の仕事W に相当する．すなわち，

W = −Z1e
V

V
· {E(r, t)}r=V t = −Z1e

V

V
· {E1(r, t)− ∂A(r, t)/∂t}r=V t (278)

と書ける．粒子の位置における電磁場は定常状態であるから ∂A(r, t)/∂t = 0として，(277)を用
いると

W =
(Z1e)

2

(2π)3V

∫
dω

∫
ikV

k2ε(k, ω)
δ(ω − kV ) ei(kV −ω)t d3k (279)

が得られる．kV = kV cos θ (0 ≤ θ ≤ π) と置いて θの積分を行うと δ関数のために tが消えて

W =
(Z1e)

2

(2π)2V 2

∫ ∞

0

dk

k

∫ kV

−kV

iω

ε(k, ω)
dω (280)

となる．なお，E1 の代わりに Eind = −∇ϕind(r, t)を用いても結果は変らない．実際，両者の
違いは (271)の右辺第 2項の−ϕ̃ext(k, ω)，すなわち粒子自身の電荷によるクーロン場の効果であ
る．その効果は結局 (279)，(280)で ε(k, ω)を ε0に置き換えたものになる．明らかに，この場合
の (280)の積分は 0になって阻止能には関与しないという当然の結果になる．
(280)において，ε(k, ω)したがってW は一般に複素数であり，W の実数部が誘電応答による

阻止能 dE/dxを与える．Re{i/ε(k, ω)} = Im{−1/ε(k, ω)}であるから

dE

dx
=

(Z1e)
2

(2π)2V 2

∫ ∞

0

dk

k

∫ kV

−kV
Im

{ −1

ε(k, ω)

}
ω dω (281)

と表される (SI単位系で [J/m])．すでに (256)で見たように，電磁波のエネルギー移行 (吸収）が
Im{ε}の形で表されるのと対照的に，(281)すなわち荷電粒子のエネルギー移行は Im{1/ε}の形
をとる．
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図 43: アルミニウム中を走る電子の阻止能 ⟨S⟩の誘電応答モデルによる計算結果 (実線)．プロッ
トは測定値を示す [59]．

(281)は Bethe-Bloch式の適用できない中低速電子 (∼10keV以下) に対する物質の阻止能 (電
子的阻止能)の計算にも利用される．図 43に，Aℓ(アルミニウム)中を走る電子の dE/dxの計算
例 (Lindhardの誘電関数 §14.5を使用)を示す [59]．この例では dE/dxの値は 30∼100 eVで最大
となり，Aℓはこのエネルギー範囲で電子的相互作用が強いことがわかる．約 25 eV以下ではプラ
ズモン励起が起きなくなるために dE/dxの値は減少する．また，10 keV近辺で Bethe-Bloch式
の値と接続することがわかる．重い物質，例えば金では電子の束縛エネルギー範囲が広いことに
対応して，電子的相互作用の強いエネルギー範囲は広がり，30∼1000 eVに及ぶ．
(281)を中低速イオン (∼50keV/u以下)の阻止能の計算に用いる際には，イオンの荷電状態（し

たがって核電荷の遮へい効果)を考慮する必要がある．なお，V → 0における dE/dx ∝ V の依
存性 (§11)を, 自由電子気体の誘電関数 ε(k, ω)から導くことができる [例題 14–4].

問題 14–2 aを正の実数とするとき, P(x) = (sin ax)/πxは

P(0) =
a

π
,

∫ ∞

−∞
P(x) dx = 1

を満たし, さらに |x|の増大とともに周期 2π/aの振動の振幅 |P(x)|は減衰することを示せ．した
がって, a → ∞ では P(x)はデルタ関数のすべての性質を持つ．こうしてデルタ関数のひとつの
表現として

δ(x) =
1

2π
lim
a→∞

∫ a

−a
eixξ dξ (282)

を得る．

14.4.2 非弾性散乱の平均自由距離

荷電粒子が自由電子気体中を単位長さ進む間に受ける非弾性衝突の平均回数を ⟨µ⟩ とすれば，
非弾性散乱の平均自由距離は 1/⟨µ⟩に等しい．ところで，(281)の ωに関する積分は，荷電粒子
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図 44: アルミニウム中を走る電子の平均自由距離 (逆数 ⟨µ⟩で表示)の誘電応答モデルによる計算
結果 (実線)．プロットは測定値を示す [59]

から自由電子気体へのエネルギー移行 h̄ωが，Im[−1/ε(k, ω)] の頻度で起きていると解釈できる．
このことから

⟨µ⟩ = (Z1e)
2

(2π)2V 2h̄

∫ ∞

0

dk

k

∫ kV

−kV
Im

{ −1

ε(k, ω)

}
dω (283)

と表されることがわかる．図 44に，Aℓ中での電子の ⟨µ⟩の計算例 (Lindhardの誘電関数 §14.5を
使用)を示す [59]．例えば，Al中を走る 100 eVの電子に対して 1/⟨µ⟩ ≃ 1/0.2 = 5 Åである．

14.4.3 ウェイク

(271)，(267)に固体中を運動する荷電粒子についての (275)を適用すると

ϕ̃ind(k, ω) =

[
ε0

ε(k, ω)
− 1

]
ρ̃ext(k, ω)

ε0k2

=
Z1e

(2π)3ε0k2

[
ε0

ε(k, ω)
− 1

]
δ(ω − kV ) (284)

が導かれる．(284)のフーリエ逆変換を行うと

ϕind(r, t) =
Z1e

(2π)3ε0

∫
d3k

k2

∫
ei(kr−ωt)

[
ε0

ε(k, ω)
− 1

]
δ(ω − kV ) dω

=
Z1e

(2π)3ε0

∫
eik(r−V t)

[
ε0

ε(k,kV )
− 1

]
d3k

k2
(285)

が得られる．(285)は，荷電粒子の飛跡近傍に誘起された電子密度に起因するポテンシャル (ウェ
イクポテンシャル)を表している．
(285)中の ε(k, ω)として (253) を用いれば，ウェイクポテンシャルのパラメータ依存性等の一

般的な性質を導くことができる [60, 35, 20]．例えば，粒子の静止系 (粒子に固定された座標系)で
見ると，粒子の軌跡上では ϕindが波長 2πV/ωp で周期的に空間変化することが示される．すなわ
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図 45: V = 3a.u.(原子単位)のイオンがC中 (h̄ωp = 25 eV)に誘起する (a)ポテンシャル ϕind，お
よび (b)電子数密度 nind = ρind/(−e) の計算例 [61].1原子単位の長さ，速度，エネルギーはそれ
ぞれ 0.5292Å(Bohr半径), 2.188× 106m/s (Bohr速度), 27.21 eV (水素原子の電離エネルギーの 2

倍)である．

ち，固体の静止系で見た電子密度は粒子の軌跡上の各位置でプラズマ振動数で時間変化している．
実際には (253)による扱いは十分ではない．より現実的に，プラズマ励起の分散 (§14.5.4)や 1電
子励起の効果を取り入れた形の誘電関数を用いて計算されたウェイクポテンシャルを図 45(a)に
示す [61]. この計算例では，V = 3a.u.(原子単位)であり, イオンの進行方向を z軸 (原点はイオ
ンの位置)，円筒座標の径方向を s =

√
x2 + y2にとってある．イオンの位置 (z − V t = 0, s = 0)

では−∂ϕind/∂(z− V t) < 0であるから，イオンには制動力が働き，これが (281)の阻止能を与え
ている．
荷電粒子の飛跡近傍に誘起される電荷密度すなわち ρind(r, t)は，(268)を用いて ϕind(r, t)の場

合と類似の計算から

ρind(r, t) =
Z1e

(2π)3

∫
eik(r−V t)

[
ε0

ε(k,kV )
− 1

]
d3k (286)

のように求められる．図 45(a)と同じ条件で計算された ρind を，電子数密度 nind = −ρind/eとし
て示したのが図 45(b) である．粒子のすぐ後ろにはウェイクによる高密度電子の領域が形成され
ている．
先に述べたように，誘起電子密度の時間変化はプラズマ振動そのものであり，したがって図

45(a), (b)に見られるポテンシャル，電子数密度の振動は本質的には粒子の静止系でみたプラズ
マ振動とみなせる．なお，ここで述べたウェイクの扱いは線形応答モデルに基づいており，適用
条件については注意が必要である．
ウェイクの効果の観測例として良く知られているのは，GemmellらによるMeV領域の分子イオ

ンの薄膜通過実験である [63, 62]．薄膜入射により，分子イオンは分子軌道電子の電離あるいは励
起を介して構成原子 (あるいはイオン)に解離する．解離した原子の背後にはウェイクが形成され，
そのポテンシャルに他の解離原子が捕獲されると，両者が進行方向に沿って並んで走ることが明
らかになっている．図 46(a)はその一例で，3MeVのHeH+の解離によって生成されたH+につい
て，運動エネルギーと入射方向からの角度を同時観測した結果 (リングパターン)を示す．なお，こ
の実験条件ではHe2++H+のような解離が支配的である．Hは薄膜入射時に 600 keV(15 × 3MeV)

84



Energy (keV) 

 (a) 

Angle (mrad) 

Energy  

(keV) 

Angle (mrad)

 (b) 

 

Angle (mrad) 

図 46: 3 MeV HeH+の衝突解離によって生成された水素の運動エネルギーと角度の同時観測結
果. (a)195Åの炭素薄膜ターゲット，および (b)He気体ターゲットの場合 [62]．

の運動エネルギーを持つが，膜通過後に前方 (0mrad)で観測される運動エネルギーは 609および
591 keV付近に局在している．これらのエネルギーは，入射方向に対して 0, 180◦ (Hがそれぞれ
Heの前後の位置)の方向を向いた HeHが He2+，H+に解離され，それらのクーロン反発力で加
減速された H+の運動エネルギーにそれぞれ等しい．すなわち，Hと Heは進行方向に並んで走
る確率が高いことがわかる. 比較のため，気体Heターゲットについての実験結果を図 46(b)に示
す．気体中ではウェイクは存在しないため，Heに対するHの向きは等方的であり，したがってエ
ネルギーと角度のリングパターンに異方性は見られない．ここで，リングパターンはHe++H+の
ように解離したH+によるものであり，中央のピークは解離後にH, Heのいずれかが中性であっ
た場合の寄与である．
ウェイクの存在を示す他の例として，共鳴干渉励起 (§10)の観測において，ウェイクポテンシャ

ルによる摂動のために，共鳴準位が Stark分裂することが知られている [26]．

14.4.4 分子・クラスター入射における近接効果

加速された分子あるいは原子クラスターが固体に入射すると，個々の入射原子 (あるいはイオ
ン)に対する固体電子系の応答は近傍を併走する隣接原子のクーロン場の影響を受ける．このよ
うな近接効果が阻止能にどのように現れるかを議論しよう．

r 

s 

O 
Zae  

Zbe 

図 47: 固体中を走る 2原子分子 (原子間隔 s)

まず，図 47のように電荷 Zaeから sの位置に電荷 Zbeがあり，両者が固体内を同速度 V で走
るとする．Zaeには，それ自身による生成電場に加えて，Zbeに起因する電場が働く．したがっ
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て，この場合の仕事を与える (279)は

Wa = −Zae
V

V

[
{Ea(r, t)}r=V t + {Eb(r, t)}r=−s+V t

]
=

e2

(2π)3V

∫
dω

∫
ikV

k2ε(k, ω)
δ(ω − kV ) ei(kV −ω)t[Z2

a + ZaZbe
−iks] d3k (287)

のように書き直される．ここで例えばEa(r, t)のように，その物理量に対する各電荷の関与を添
え字 “a”, “b”で表示した．同様に電荷 Zbeに対するWbは，(287)で “a”, “b”を入れ替え，さらに
s → −sと置き換えたものになる．こうして，この２体系に対する阻止能はWa +Wb，すなわち

dE

dx
=

e2

(2π)3V

∫
dω

∫
ikV

k2ε(k, ω)
δ(ω − kV ) ei(kV −ω)t Γ(ks) d3k , (288)

Γ(ks) = Z2
a + Z2

b + 2ZaZb cosks (289)

と表される．さらに，Γ(ks)に関して kに対する sの方位の平均値

⟨Γ(ks)⟩ = Z2
a + Z2

b + 2ZaZb
sin ks

ks
(290)

を用いれば (問題 14–3)，(281)に相当する表現として

dE

dx
=

e2

(2π)2V 2

∫ ∞

0
⟨Γ(ks)⟩dk

k

∫ kV

−kV
Im

{ −1

ε(k, ω)

}
ω dω (291)

が得られる．(291)において，2電荷間の相互作用すなわち s依存性は ⟨Γ(ks)⟩の sin ks/ksの項
で表されており，この項を特に近接効果の “干渉項”と呼ぶことがある．
原子数 3以上の分子・クラスターに対しては (290)を書き直せば，(291)をそのまま阻止能式と

して使用できる．実際，n個の電荷の系の場合には

⟨Γ(ks)⟩ =
n∑

i=1

Z2
i +

n∑
j(̸=i)

ZiZj
sin ksij
ksij

 (292)

と表されることは自明であろう．ここで sij は電荷間の距離である．

問題 14–3 関数 f(ks) = cosks, e±iks のそれぞれについて，ks = ks cos θ (0 ≤ θ ≤ π)と表す
ことにより，sの kに対する方位の平均値 ⟨f(ks)⟩は

⟨f(ks)⟩ = 1

4π

∫ π

0
f(ks) 2π sin θ dθ =

sin ks

ks
(293)

になることを示せ．

14.5 Lindhardの誘電関数

自由電子気体に対する ε(k, ω)の解析表現は，Lindhardの誘電関数として知られている [38, 64]．
Lindhardの原著論文では，電磁場のスカラーおよびベクトルポテンシャルにそれぞれ対応する 2

種類の誘電関数が扱われているが，前者は中低速荷電粒子の阻止能，ウェイクのみならず固体内
電子系の励起を扱う上で重要である．以下では，その導出過程，すなわち単振動摂動電場の誘起
する自由電子気体の密度揺らぎ (誘導電荷の生成)の計算をやや詳しく説明しよう．
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14.5.1 自由電子気体と一次摂動

量子力学によれば，自由電子の波動関数 ψn(r)は

ψn(r) = V−1/2eiknr (294)

と書かれる．ここで，ψn(r)は体積 V の立方体内で規格化 (Box normalization)されていて，波
数ベクトル knは，例えば x方向について (kn)x = 2πnx/V1/3 (nx = 0,±1,±2, . . .)であり，y, z
方向も同様に書けるので，自由電子の運動エネルギー固有値Enは

En = h̄2k2n/2me (295)

で与えられる [25]．自由電子の集合である自由電子気体はいろいろな nの値を持っていて，例え
ば絶対温度 0Kでは，その分布状態は，基底状態からフェルミエネルギー (あるいはフェルミ運動
量)に至るまですき間無く詰められた状態 (0Kのフェルミ分布)に相当する．
このような自由電子気体に荷電粒子が入射し，そのポテンシャル場 (§14.3)が (294)の電子状態

に対する摂動として作用すると考える．いま注目するのはポテンシャルのフーリエ変換の (k, ω)

成分であるが，後に (304)に示すように，ei(kr−ωt)の項だけでは実際の摂動にはなり得ず，摂動
ハミルトニアンH ′(r, t)は，反位相 (−k,−ω)の摂動が付加された実数型，すなわち

H ′(r, t) = −e ϕ̃sum(k, ω) ei(kr−ωt)eγt + (complex conjugate)

= −e ϕ̃sum(k, ω) [ei(kr−ωt) + e−i(kr−ωt)]eγt (296)

と置かければならない (e > 0: 電気素量)．ここで eγt (γ > 0)の項は t = −∞でH ′ がゼロになる
ように付加したもので，計算の最終段階 (§14.5.2, §14.5.3)で γ → 0とする．なお，ポテンシャル
は実数であるからフーリエ成分について ϕ̃sum(−k,−ω) = ϕ̃∗sum(k, ω)であり，(296)で ϕ̃sumは実
数であることから，結局 ϕ̃sum(−k,−ω) = ϕ̃sum(k, ω)であることに注意．
状態 ψnへ摂動H ′(r, t)が作用し，電子の状態がΨn(r, t) に変化したとする．時間に依存する

摂動の 1次近似によれば，摂動後の状態は

Ψn(r, t) = ψn(r) e
−iEnt/h̄ +

∑
m

am(t)ψm(r) e−iEmt/h̄ (297)

のように表される [25]．ここで，n→ mの遷移に対応する確率振幅 am(t)は 1次の微小量として

am(t) =
1

ih̄

∫ t

−∞
⟨ψm|H ′(r, τ)|ψn⟩ ei(Em−En)τ/h̄ dτ (298)

で与えられる．
まず (296)の第一項すなわち ei(kr−ωt) の項による摂動を調べよう．(298)の行列要素を計算す

ると

⟨ψm| − e ϕ̃sum(k, ω) e
i(kr−ωτ)eγτ |ψn⟩ =

−eϕ̃sum(k, ω) e−iωτ+γτ

V

∫
ei(k+kn−km)r d3r

= −eϕ̃sum(k, ω) e−iωτ+γτ (2π)3

V
δ3(kn + k − km) (299)

となるので [(282)参照]，(299)を (298)へ代入して τ に関する積分を行い，デルタ関数の性質
δ(x) = δ(−x) および (295)等の関係を使うと

am(t) = bm(t) · (2π)
3

V
δ3(km − kn − k) , (300)

bm(t) =
2mee ϕ̃sum(k, ω)

h̄2
· eih̄(k

2
m−k2n)t/2me e−iωt+γt

(k2m − k2n)− 2me(ω + iγ)/h̄
(301)
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が得られる．(300)のデルタ関数により，この場合の運動量遷移は km = kn + kに限られるから，
この遷移を “n+ k”と表記すれば (297)は 1次摂動の範囲で

Ψn(r, t) = ψne
−ih̄k2nt/2me + bn+k ψn+k e

−ih̄|kn+k|2t/2me (302)

すなわち，m = nおよびm = n + kの 2項の和で書かれる. (302)の第二項で an+k の代わりに
bn+k が現れたのは，最初に述べた波数の離散幅 2π/V1/3により，km空間の体積素が (2π/V1/3)3

とみなせるからである．実際，(297)において

∑
m

→ V
(2π)3

∫
d3km

のように置き換え，その後にデルタ関数の演算を行えば (302) が得られる.

反位相すなわち (296)の e−i(kr−ωt) の項による摂動は，上述の扱いにおいて k → −k, ω → −ω
のように置き換えれば得られる．したがって，この場合の運動量遷移は km = kn − kに限られる
ことに注意．

14.5.2 電荷の生成と ε(k, ω)

電子気体モデルで固体内自由電子を扱う場合，それらは固体内の正電荷 (固体内原子核による)

の間に一様に広がっているために電荷密度は実質的にゼロであるとみなせる. したがって，自由
電子気体に入射荷電粒子のポテンシャルが摂動として加わった際には，摂動前の電子分布からの
ずれが実効電荷 ρnを生起することになる．すなわち

ρn(r, t) = −e
[
|Ψn(r, t)|2 − |ψn(r, t)|2

]
= −e

[
Ψ∗

n(r, t)Ψn(r, t)− V−1
]

(303)

と表される. ei(kr−ωt)で変化する摂動に対しては，(302), (303), (294)より (bの 1次の項までを
残して)

ρn(r, t) =
−e
V

[
bn+k e

ikr e−ih̄(k2+2kkn)t/2me + b∗n+k e
−ikr eih̄(k

2+2kkn)t/2me

]
=

−2mee
2ϕ̃sum(k, ω)

h̄2V

[
ei(kr−ωt)

k2 + 2kkn − 2me(ω + iγ)/h̄

+
e−i(kr−ωt)

k2 + 2kkn − 2me(ω − iγ)/h̄

]
eγt (304)

が得られる．右辺の [ ]内の第 1項は摂動と同位相で振動するのに対し，第 2項は反位相で振動し
ている．e−i(kr−ωt)で変化する摂動についても同じような状況が生じる．このことから，摂動ハ
ミルトニアンが両方の位相項を (296)のような形で含んでいれば，摂動と応答に関して必然的に
フーリエ成分を 1:1に対応づけられることが理解できよう．
反位相の摂動に対する実効電荷 ρ′nは，(304)で k → −k, ω → −ωと置き換えたものになるか

ら，生起された全電荷 ρindは，ρn + ρ′nを電子気体中の全電子数について加えれば得られる．す
なわち，摂動前の全電子の knに関する分布関数を F (kn) d

3knとすれば

ρind =
−2mee

2ϕ̃sum(k, ω)

h̄2V

∫
F (kn)(Bne

i(kr−ωt) +B∗
ne

−i(kr−ωt)) eγt d3kn , (305)

Bn =
1

k2 + 2kkn − 2me(ω + iγ)/h̄
+

1

k2 − 2kkn + 2me(ω + iγ)/h̄
(306)
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となる．ρindによって誘起されるポテンシャル ϕind(r, t)を (296)と同様に

ϕind(r, t) = ϕ̃ind(k, ω) [e
i(kr−ωt) + e−i(kr−ωt)]eγt (307)

と置いてポアソン方程式∇2ϕind = −ρind/ε0に代入し，フーリエ成分を比較すると29

ϕ̃ind(k, ω) = −2mee
2ϕ̃sum(k, ω)

ε0h̄
2k2V

∫
F (kn)Bn d

3kn (308)

が得られる．その際，γ → 0の条件下では Bnは実数と見なせることに注意．摂動ポテンシャル
は外部から持ち込まれた電荷によるポテンシャル ϕext(r, t)と誘電応答によって生じたポテンシャ
ル ϕind(r, t)の和であるから，それらのフーリエ成分について

ϕ̃sum(k, ω) = ϕ̃ext(k, ω) + ϕ̃ind(k, ω) (309)

が成り立つ．(270)によれば，ε(k, ω)/ε0 = ϕ̃ext(k, ω)/ϕ̃sum(k, ω)であるから

ε(k, ω)

ε0
= 1− ϕ̃ind(k, ω)

ϕ̃sum(k, ω)
= 1 +

2mee
2

ε0h̄
2k2V

∫
F (kn)Bn d

3kn (310)

と表される．あるいは，(242)の ωpを用いれば

ε(k, ω)

ε0
= 1 +

2m2
eω

2
p

h̄2k2

∫
f(kn)Bn d

3kn (311)

が得られる．ここで f(kn)は F (kn)を全電子数 (n0V)で割った規格化分布関数で∫
f(kn) d

3kn = 1 (312)

を満たす．

問題 14–4 (311)は固体内電子に対して導かれた結果であるが, 正電荷 (平均以下の電子密度が対
応する)に対しても結果は同じであることを確かめよ [ヒント：(296), (303)で−e→ e]．

14.5.3 ε(k, ω)の解析表現

(311)の積分を計算することにより，ε(k, ω) の具体的な表式を求めてみよう．まず，f(kn)を
0Kのフェルミ分布で近似する．すなわちフェルミ運動量を kf として

f(kn) d
3kn =

{
C × 2πk2n sin θ dθ dkn (0 ≤ k ≤ kf)　 ,

0 (k > kf)
(313)

と置く．ここで θはknとkのなす角であり, C = 3/4πk3f は規格化定数である．(311), (313)により,

初等積分を行って ε(k, ω) の式が得られる (問題 14–5参照)．結果はフェルミ速度 vf = h̄kf/me,お
よび 2個の無次元パラメータ z = k/2kf , u

′ = (ω + iγ)/kvf により

ε(k, ω)

ε0
= 1 +

3h̄2ω2
p

4m2
ev

4
f z

2

(
1

2
+

1

8z
[1− (z − u′)2] ln

z − u′ + 1

z − u′ − 1

+
1

8z
[1− (z + u′)2] ln

z + u′ + 1

z + u′ − 1

)
(314)

29(305)の ei(kr−ωt), e−i(kr−ωt) は積分変数を含まないので，それぞれ積分の外に出せることに注意．
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と表される．なお，複素数をパラメータとする対数は主値をとるものとする．
ここで, (298)の積分の発散を避けるために導入されたパラメータ γを取り去ろう．γ → 0 の極

限に対して，u = u′γ=0 = ω/kvf を用いて

ε(k, ω)

ε0
= 1 +

3h̄2ω2
p

4m2
ev

4
f z

2
[ g1(u, z) + ig2(u, z)] (315)

のように実数部 g1と虚数部 g2を分けて表現すれば

g1(u, z) =
1

2
+

1

8z
[1− (z − u)2] ln

∣∣∣∣z − u+ 1

z − u− 1

∣∣∣∣+ 1

8z
[1− (z + u)2] ln

∣∣∣∣z + u+ 1

z + u− 1

∣∣∣∣ , (316)

g2(u, z) =


πu/2 (z + u < 1) ,

π[1− (z − u)2]/8z (|z − u| < 1 < z + u) ,

0 (|z − u| > 1)

(317)

であることが示される (問題 14–6参照). こうして，一連の解析表現すなわち Lindhardの誘電関
数が得られた．

例題 14–4 低速イオンに対する自由電子気体の阻止能がイオン速度 (V )に比例することを示せ．
解答低速 (V < vf)の場合には電子系はポテンシャルの緩やかな時間変化，すなわちu = ω/kvf ≃ 0

のみを感じるであろう．この場合，z+u ≃ k/2kf < 1すなわち微小な運動量移行を仮定し，(316),

(317)で uに関して 1次の項までをとれば

g1(u, z) ≃ 1

2
+

1

4z
[1− z2] ln

∣∣∣∣z + 1

z − 1

∣∣∣∣ = g1(0, z) , (318)

g2(u, z) =
πu

2
(319)

と表される．(316)が uの偶関数であるため，(318) では uの 1次項は現れないことに注意．(315)

において 3h̄2ω2
p/4m

2
ev

4
f z

2 = 3ω2
p/v

2
f k

2と書けるので，(318), (319)を用いると

Im

{ −1

ε(k, ω)

}
≃ 1

ε0
·

(3ω2
p/v

2
f k

2)πu/2

[ 1 + (3ω2
p/v

2
f k

2)g1(0, z)]2

=
3πω2

pvf

2ε0
· k ω

[v2f k
2 + 3ω2

p g1(0, z)]
2

(320)

が得られる．(320)を (281)に代入して ωの積分を行うと dE/dx ∝ V となることがわかる．な
お，高速イオンに対しては Lindhardの誘電関数は自由電子気体に対する Betheの阻止能公式を
与えることが示される [38]．

問題 14–5 (311)に (313) を用い，kkn = kkn cos θとして 0 ≤ θ ≤ π で積分し，次に knについ
ての積分を行って (314)を導け．
問題 14–6 一般に，複素数 w = x + i y に対して lnw = lnR + i θ (R =

√
x2 + y2, tan θ =

y/x,−π < θ ≤ π)であるから，|y| → 0として w を実軸に近づける場合には

Im {lnw} =


0 (x > 0, y → ±0) ,

π (x < 0, y → +0) ,

−π (x < 0, y → −0)

(321)

のようになる．(314)の対数項のそれぞれについて x, yに相当する部分を求め，上述の 3つの場
合を考慮しつつ γ → 0の極限をとって (316), (317)を導け．
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14.5.4 プラズマ振動の分散関係

(266), (262)によれば，電子系への摂動としての外部電荷 ρ̃ext(k, ω)がゼロであっても ε(k, ω) = 0

の条件が満たされていれば，ρ̃sum(k, ω) = ρ̃ind(k, ω) ̸= 0となり得るので，誘導電荷が存在でき
る．簡単な例として，(253)で ε(ω) = 0と置けば，ω = ωp, η = 0となり，これは §14.1で述べた
プラズマ振動に相当する．自由電子気体について，ε(k, ω) = 0を満たす k, ω の関係すなわちプ
ラズマ振動の分散関係を求めてみよう．
まず (315)で Im{ε(k, ω)} = 0すなわち g2 = 0の条件から考察する．(317)によれば，z+u < 1

あるいは |z − u| < 1 < z + uの場合には，g2 = 0を満たす u, zの関係が 1つ与えられる (前者で
は u = 0)．さらに Re{ε(k, ω)} = 0から u, zの関係がもう一つ与えられるので，これらを連立さ
せると {ε(k, ω)} = 0は (u, z)平面上の点になってしまい，分散関係は有限な範囲を形成しないの
で，物理的な意味を持たない．これに対し，|z− u| > 1の条件では常に g2 = 0であるから，この
場合のみを検討すればよいことが分かる．この条件のもとで，分散関係はRe{ε(k, ω)} = 0より

1 +
3h̄2ω2

p

4m2
ev

4
f z

2
g1(u, z) = 0 (322)

で与えられる．
(322)のままでは分散関係を解析的に表すことができない．特に重要であるのは遷移確率の大

きい，したがって運動量移行の小さい遷移の分散関係であるから，k ∼ 0すなわち z ∼ 0の場合
の uの z依存性を求めてみよう．
−1 < ξ < 1の場合の展開式

ln (1 + ξ) = ξ − ξ2

2
+
ξ3

3
− ξ4

4
+ · · · (323)

を用いると

ln |z − u± 1| = ln

∣∣∣∣(z − u)

(
1± 1

z − u

)∣∣∣∣
= ln |z − u| ± 1

z − u
− 1

2(z − u)2
± 1

3(z − u)3
− 1

4(z − u)4
+ · · · , (324)

ln |z + u± 1| = ln

∣∣∣∣(z + u)

(
1± 1

z + u

)∣∣∣∣
= ln |z + u| ± 1

z + u
− 1

2(z + u)2
± 1

3(z + u)3
− 1

4(z + u)4
+ · · · (325)

が得られる．(316), (324), (325)により

g1(u, z) =
1

3(z2 − u2)
+

z2 + 3u2

15(z2 − u2)3
+ · · · (326)

と表される．(326)を (322)に代入し，u2についての 3次方程式を解けば，z2の関数として表さ
れた u2すなわち分散関係が得られることが分かる．u2の z2に関する展開表現は

u2 =
β

z2
+

3

5
+ z2 + · · · , β =

h̄2ω2
p

4m2
ev

4
f

(327)

となるから (問題 14–7参照)，ω, kを用いて書き直せば

ω2 = ω2
p +

3

5
v2f k

2 +
h̄2

4m2
e

k4 + · · · (328)
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が得られる．すなわち，このようなプラズマ励起においては自由電子系へのエネルギー移行 h̄ω

と運動量移行 h̄kは (328)の関係を満たさなければならない．エネルギー移行が h̄ωpであっても
k ̸= 0の場合にはプラズマは励起されず，個別電子励起 (1個の電子へのエネルギーと運動量の移
行)になる．

問題 14–7 (327)を (326)に代入した結果を用いると，(322)の左辺は z2を変数として表される．
左辺を z2の冪で表示し，z4以上の項を無視すれば (322)が満たされることを確かめよ．
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15 付録

15.1 固体原子の熱振動変位

デバイ模型 (Debye model)により，固体内原子の熱振動変位を扱う．以下では，固体内原子の
3次元振動の性質を 1次元調和振動子の物理を使って議論する．絶対温度 T の熱平衡状態にある
1次元調和振動子の運動量と変位をそれぞれ p, qと書けばハミルトニアンは

H(p, x) =
p2

2M
+
Mω2q2

2
(329)

ただし，M は原子の質量，ωは固有角振動数である．熱平衡状態では，エネルギー等分配則によ
り，全エネルギーの期待値は位置エネルギーの平均値の 2倍に等しいから，期待値を ⟨ ⟩で表すこ
とにすれば

⟨E⟩ =Mω2⟨q2⟩ (330)

の関係がある．⟨E⟩は調和振動の量子数 nの期待値 ⟨n⟩を用いて，

⟨E⟩ =
(
⟨n⟩+ 1

2

)
h̄ω (331)

と表すこともできる．さらに，⟨n⟩は Bose–Einstein分布

⟨n⟩ = 1

exp (h̄ω/kT )− 1
(332)

にしたがう．(330)–(332)より，固有角振動数 ωの１次元調和振動の平均 2乗振幅として

⟨q2⟩ = h̄

2Mω
coth (h̄ω/2kT ) (333)

が得られる．
次に，固体中における ωの分布D(ω)としてデバイ分布

D(ω) =


3ω2/ω3

d (ω ≤ ωd) ,

0 (ω > ωd)

(334)

を仮定する．ここで ωdはデバイ分布における ωの最大値であり，
∫
D(ω) dω = 1のように規格化

されている．こうして固体中の１次元平均 2乗振幅 ⟨x21⟩は

⟨x21⟩ =

∫ ωd

0
⟨q2⟩D(ω) dω

=
3h̄

Mωd

[
1

4
+

1

ω2
d

∫ ωd

0

ω

exp (h̄ω/kT )− 1
dω

]
(335)

と表される．さらに

Θ = h̄ωd/k (336)

によりデバイ温度 (Debye temperature)Θを定義すると

⟨x21⟩ =
3h̄2

MkΘ

[
1

4
+
T

Θ
G(

Θ

T
)

]
(337)
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のように書ける．ここでGはデバイ関数 (Debye function)

G(ξ) =
1

ξ

∫ ξ

0

t

et − 1
dt (338)

である．G(ξ)を図 48に示す．特別な場合として (337)において T → 0の極限値

⟨x21⟩T→0 =
3h̄2

4MkΘ
(339)

は原子のゼロ点振動の平均 2乗振幅を表す．

ξ

G
 (

  
) ξ

0 1 2 3 4 5
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

図 48: デバイ関数．G(ξ → ∞) = 0である．

参考のため，いくつかの物質についてのΘ, 平均振幅
√
⟨x21⟩の室温および 0Kでの値 (ゼロ点振

動) を表 1に示す．ダイアモンドの室温における平均振幅は，ゼロ点振動のそれにほぼ等しい．実
験的には，Θは一般にX線回折，あるいは比熱の測定から決定され, その値の大小は感覚的には
物質の硬軟 (叩いたときの音の高低) に対応している．半導体材料である Si, GaNは金属に比べて
塑性変形しにくい硬い物質である．
固体中の原子の熱振動変位が等方的であるとすれば, 2次元 (xy平面)での平均 2乗振幅 ⟨ρ2⟩は

⟨ρ2⟩ = ⟨x2⟩+ ⟨y2⟩ = 2⟨x21⟩ , (340)

3次元 (xyz空間)の平均 2乗振幅 ⟨r2⟩は

⟨r2⟩ = ⟨x2⟩+ ⟨y2⟩+ ⟨z2⟩ = 3 ⟨x21⟩ (341)

と表される．

問題 15–1 T → 0および∞の極限では，⟨E⟩ はそれぞれ h̄ω/2, kT に近づくことを確かめよ．
問題 15–2 (335)を導け．
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表 1: 固体のデバイ温度および平均熱振動変位
√
⟨x21⟩の室温 (298K)および 0Kでの値 u298K, u0K.

Material Θ (K) u298K (Å) u0K (Å) 文献　

Diamond 2000 0.042 0.039 [12]

Al 390 0.105 0.059 [12]

Si 540 0.075 0.049 [12]

GaN 880 0.058 0.032 [65]

W 310 0.050 0.025 [12]

Au 170 0.087 0.033 [12]

Pb 88 0.164 0.045 [12]

15.2 孤立原子と固体原子によるイオン散乱

RBSの解析では，化学的に結合している固体内原子によるイオンの散乱を孤立原子による散乱
として扱っている. その妥当性の根拠を明確にするために，原子の結合の有無はイオン散乱にど
のように反映されるのかを考察しておこう.

固体内において，原子の熱振動の速度 vthemalは 105cm/s程度であり，これは例えば 0.05 eVの
H，あるいは 0.8 eVのOの速度に等しい.すなわちイオン散乱分光で用いられる 1keV以上の粒子
(軽イオン)の速度は常に vthemal に比べて非常に大きく，衝突時に原子が受け取る反跳運動量 pは
一瞬のうちに，すなわち原子が熱振動変位した位置において止まった状態で移行が完了している.

簡単のため，pは標的原子の原子核を励起することなしに，弾性的に移行したとする (pは 2体
の弾性衝突として計算される).　固体内原子間の結合状態をバネで表現するモデルを用いれば，
原子の力学的状態は調和振動子で近似される.その振動数を νphononとすれば，調和振動子のエネ
ルギー準位 (フォノンの励起準位)は等間隔 hνphononで並んでいるから，原子の質量をM として
反跳エネルギーERが

ER =
|p|2

2M
< hνphonon (342)

であればフォノンは励起されず，したがって振動状態は不変であるから原子の周囲のバネはいわ
ば凍結状態になっている.この場合には p は標的試料全体の反跳に使われる.標的の質量は通常の
実験ではM × 1022程度であるから，これはM に比べて実質的に∞ であり，したがってER = 0

になるのでイオンは散乱によって運動エネルギーを失わない.

このような “無反跳過程”は量子力学系に特有な効果で，固体内原子から放出される γ 線の
Mössbauer効果として観測される [67].　しかしながら，イオン散乱の実験では無反跳過程は検出
困難である. 実際，イオンの速度を下げて ERが hνphononすなわち 10meV程度を超えないよう
な条件を設定し，散乱イオンのエネルギーの精密測定を企てても，固体内電子の励起による数 eV

以上のエネルギー損失は避けられない. また，(119)から明らかなように，小角度のラザフォード
散乱の実験室系における散乱角は標的原子の質量に依存しない.そのため，ERの小さい小角散乱
の角度測定から無反跳過程を検出することも原理的に不可能である.

イオン散乱分析では ERはフォノン励起エネルギーよりもはるかに大きく，したがって固体内
原子の結合の効果は無視しうるほど小さい.もちろん孤立原子の場合と違ってフォノン励起をとも

95



なうが，その励起エネルギーは電子励起エネルギーに比べて小さいので問題にならない.

15.3 水素様イオンの軌道電子速度

１電子系である水素様イオンの軌道電子速度 v2の分布 F0(v2) を求めてみよう．量子力学によ
る扱いでは，軌道電子速度分布は電子波動関数の運動量表示と等価であり，それは Fockにより導
かれた．
F0(v2)は古典統計力学によっても同じ表現が得られるので，まずそれを示そう．電子の束縛エ

ネルギーを I (> 0)とすれば

−I =
mev

2
2

2
− Z2e

2

r
(343)

であるが，電子のとりうる状態をミクロカノニカル分布と仮定すれば

F0(v2) dv2 = C0

(∫
δ (I +mev

2
2/2− Z2e

2/r) d3r

)
4πv22 dv2 (344)

と書ける.30 ここで δ(X)は変数X に対するデルタ関数を表す．また，C0は規格化定数であり∫ ∞

0
F0(v2) dv2 = 1 (345)

となるように定める．(344)中の積分により，水素様イオンの軌道電子速度分布 (Fock分布)が

F0(v2) dv2 =
32u5v22

π(v22 + u2)4
dv2 (346)

のように求まる (問題 15–3)．ここで，uは

meu
2/2 = I (347)

で定義される．図 49に q = v2/uを横軸として F0(q)を示す. ボーアの古典的原子模型に相当す
る分布 δ(v2 − u) dv2 との違いが理解できるであろう．v2≤uと v2≥uにおける F0(v2)の比 (面積
比)は 0.71 : 0.29であり，分布には明確な上限はない．

q

F
  

q ( 
 )

0

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0
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0.6

0.8
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1.2

図 49: 水素様イオンの軌道電子速度分布 (Fock分布)．q = v2/uを変数として表示してある．

30原子のトーマス–フェルミモデル (§6.2)における古典統計力学の使用と同じ考えかたである．
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Fock分布の量子力学的な導出を，水素の基底状態について示しておく [66]．まず，(83)のフー
リエ変換で定義される，‘波数 kの空間における波動関数’ u1s(k)を求めよう．実際，

u1s(k) =
1

(2π)3

∫
ψ1s(r) exp (−ik · r) d3r

=
1

(2π)3
1√
πa30

∫ ∞

0
2πr2 dr

∫ π

0
exp (− r

a0
) exp (−ikr cos θ) sin θ dθ

=
1√
π5a50

1

(a−2
0 + k2)2

(348)

が得られる．ところで，(348)の逆フーリエ変換は

ψ1s(r) =

∫
u1s(k) exp (ik · r) d3k (349)

であるから，(349)は「1s電子状態とは，種々の波数 kを持つ自由電子を表す平面波 exp (ik · r)
を u1s(k)の割合で重ね合わせたものである」ことを意味する．これより，1s電子の波数ベクトル
が kと k + dkの間に見出される確率は規格化定数を Cnとして Cn|u1s(k)|2 d3k のように表され
ることが理解される．通常，Cnは全確率が 1，すなわち∫

Cn|u1s(k)|2 d3k = 1 (350)

となるように決められる．その結果，Cn = (2π)3となる．波数と速度の間には，k = mev2/h̄の
関係があるので，1s軌道電子の速度分布は

(2π)3|u1s(k)|2d3k = (2πme/h̄)
3|u1s(mev2/h)|2d3v2

=

(
2πme

h̄

)3 1

π5a50

1

[(mev2/h)2 + a−2
0 ]4

d3v2 (351)

で与えられる．(351)は (346)に一致する (問題 15–5)．

問題 15–3 一般に変数X の関数を F (X)と書くとき∫
F (X) δ(X) dX = F (0) (352)

である．この性質を用いて (344)中の積分を行い，(346)を導け．
問題 15–4 (346)は電子の速度が v2と v2 + dv2の間に見出される確率を表している．このこと
から，運動エネルギーの量子力学的期待値は

me

2

∫ ∞

0
v22 F0(v2) dv2 =

me

2
u2 = I , (353)

すなわち束縛エネルギーに一致することを示せ．
問題 15–5 水素原子に対して a0 = h̄/meuであることを示し，これを用いて (351)は (346)に一
致することを示せ．
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15.4 実験室系から入射イオン静止系への断面積変換

図 50のように，実験室系において速度V のイオンが標的を電離した結果，速度 v1の電子が発
生したとする．この電子の入射イオン静止系における速度を v0とすれば v1 = v0 +V，すなわち

v1 cos θ1 = v0 cos θ0 + V , (354)

v1 sin θ1 = v0 sin θ0 (355)

であるから，角度の関係式

tan θ1 =
sin θ0

V
v0

+ cos θ0
(356)

を得る．(356)が 2質点の弾性散乱における角度の関係式 (27)と類似になるのは，ベクトルの関
係式 (354)と (17)，および (355)と (18)がそれぞれ対応することの結果である．

�

�

�

�

�

�

� �

V�

υ  �1�

θ1 �

θ0 �

0�υ�

図 50: 実験室系と入射イオン静止系における速度ベクトル

実験室系における電子のエネルギースペクトルは，電子エネルギーE1と方向∆Ω1 = 2π sin θ1∆θ1

に依存する 2重微分断面積 ∂2σ/∂E1∂Ω1で表される．その積分から得られる断面積は∫
∂2σ

∂E1∂Ω1
dE1 dΩ1 =

∫
∂2σ

∂E1∂Ω1
· J dE0 dΩ0 (357)

のように書き換えられる．ここで J はヤコビアン (Jacobian)であり，次の行列式で与えられる．

J =
∂(E1,Ω1)

∂(E0,Ω0)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂E1

∂E0

∂E1

∂Ω0
∂Ω1

∂E0

∂Ω1

∂Ω0

∣∣∣∣∣∣∣∣ (358)

こうして，(357)の右辺の非積分関数が入射イオン静止系におけるエネルギースペクトル，すな
わち

∂2σ

∂E0∂Ω0
=

∂2σ

∂E1∂Ω1
· J (359)

であることがわかる．
J の要素を求めよう．入射イオンと同速度の電子の運動エネルギーを

E′ =
mV 2

2
(360)

と表し，E0 = mv20/2, E1 = mv21/2に注意すると，(354)および (355)から

E1 = E0 + 2
√
E0E′ cos θ0 + E′ (361)
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を得る．これより

∂E1

∂E0
= 1 +

√
E′

E0
cos θ0　 (362)

∂E1

∂Ω0
=

1

2π sin θ0

∂E1

∂θ0
= −

√
E0E′

π
(363)

になる．次に (356)から

∂Ω1

∂E0
= 2π sin θ1

∂θ1
∂E0

= π sin θ1 cos
2 θ1 sin θ0

√
E′/E0 (

√
E′ +

√
E0 cos θ0)

−2 (364)

を得る．ただし，θ1は (356)により変数E0, θ0で表される．さらに (355)，(356)から

∂Ω1

∂Ω0
=

sin θ1
sin θ0

· ∂θ1
∂θ0

=

√
E0

E1
· 1 + t cos θ0
1 + t2 + 2t cos θ0

, ただし t =

√
E′

E0
, (365)

が導かれる．ただし，E1は (361)で与えられる．以上から J を変数E0, θ0で書くことができた．
特に 0◦電子分光 (§13.4)では θ1 = 0◦，したがって (356)から θ0 = 0, 180◦ であるが，いずれの

場合も上述の J を計算することにより

∂2σ

∂E0∂Ω0
=

√
E0

E1
· ∂2σ

∂E1∂Ω1
(366)

を得る．この場合，(361)は
√
E1 = |

√
E0 ±

√
E′|と書ける．

15.5 等速で直進する点電荷のつくる電磁場

静止した点電荷はクーロン静電場をつくるが，運動する点電荷は空間の位置 r および時間 tに
依存する電場E(r, t)と磁束密度B(r, t) を生起する．この電磁場はマクスウェルの方程式の解と
して導かれるが，電磁場のローレンツ変換から導いてもよい．導出の詳細は中上級の電磁気学テ
キストにゆずることにして [68]，以下に概略のみをまとめておく．

x

P●

R

(R/c)υ
●

A B

図 51: x軸上を一定速度 vで走る点電荷が P点につくる電磁場. 時刻 tにおける qの位置を Bとすれば，
同時刻 tにおける P点の電磁場は遅延時刻 t−R/cにおける qの位置 Aで決まる．

図 51のように，x軸上を一定速度 vで走る点電荷 qが，時刻 tにおいて空間の位置ベクトル r

の点Pにつくる電磁場を求める．ここで，Rは qからPに引いたベクトルである (qの位置ベクト
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ルは r−R)．電磁場は有限な速度 cで伝わるので，伝播による遅延時間を考慮して qによる電磁
ポテンシャルを重ね合わせることによりPにおける電磁場が導かれる．結果は以下のようになる．

E(r, t) =
q

4πε0R3
1

(
R− R

c
v

)(
1− v2

c2

)
(367)

B(r, t) =
q

4πε0R3
1c

2
(v ×R)

(
1− v2

c2

)
(368)

R1 = R− v ·R
c

(369)

ただし，R, Rは遅延時刻 t−R/cにおける値である．E(r, t)の方向はR− (R/c)v，すなわち図
51における B→Pの方向に一致する．(367), (368)から，Pにおける電磁場が次の関係を満たす
ことがわかる．

B(r, t) =
v ×E(r, t)

c2
(370)

15.6 加速器による元素・物質分析のミニ技術史

本書で扱われている物理現象の多くは加速器によるイオンビームを利用して観測される. ここ
で，加速器の応用としての元素・物質分析の技術史を概観しておこう [69].

イオンビームを含めた放射線による物質の計測・評価技術の進歩は物質の原子構造もしくは格
子欠陥の研究手段の歴史的発展に他ならない [70]．物質の構造解析技術の代表ともいえるＸ線回
折は 1910年頃の発見から約 40年を経て，1950年頃に技術的成熟を遂げている．Ｘ線結晶解析の
発展から成熟に至る経過をほぼ 20年だけあとにずらすと，評価技術のもう一つの代表である電子
顕微法 (electron microscopy)の発展史になる．
その後に現れた多種多様な放射線応用技術は 1950年前後から，上記２つの実験技術の届かな

い部分を担うような方向へ高度化されてきた．基盤的な実験設備が，その出現時期には予想外で
あった物質評価技術に転用され，発展することがある．その好例は，放射線利用の拡大を促した
加速器の普及とその利用技術の展開である．技術史において，世界初の１MeV級加速器（Van

de Graaff方式の静電型）が世に現れたのは 1933年のことである [71]．物質構造の研究に加速器
が登場するようになった契機の一つは 1960年頃のイオンチャネリングと関連現象の発見であろ
う．簡単に言えば，道具（加速器）ができてから約 30年を経て，その新しい利用法が見出され，
結果として従来の回折結晶学にイオンビーム結晶解析法が新規に加わったのである．
このようなビーム応用の基礎となる物理現象が，ほぼ同時期に解明されたことも特記すべきで

ある．事実，加速器利用原子物理の研究が 1950年代に始まり，阻止能，荷電変換，イオン誘起Ｘ
線，イオン誘起電子放出など，放射線と物質の相互作用の膨大な基礎データと知識が蓄積された．
より一般的な視野に立てば，原子分子物理，放射線物理，物性・固体電子論，原子核物理等の複
合知識に基づいて，放射線から物質への多様な形態のエネルギー・運動量移行の物理が整備され
たと言える．これらの知識基盤が，加速器利用による分析技術の急速な発展と成熟をもたらした
のである．
物質・材料の側から原子レベルでの計測・評価の歴史を見ると，それらが工学的な性格を帯び

始めたのは 1960年代半ばである．重要な出来事として，「評価」の原義にあたる characterization
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が米国で学術用語として定義され，計測・評価の内容が標準化された [72]．狙いはもちろん先端
的産業へつながる機能材料開発の系統化と効率化である．この時期以降，人間の好奇心に基づく
自然探求から社会性を帯びた競争的産業の一翼へと，多くの評価技術の立場が変貌してゆくこと
になる．

図 52: 加速器質量分析 (AMS)による年代測定はDNA解析，CT観察と並ぶ人類学の最新手法で
ある．
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あとがき

2022.10.7の改訂では §4.5をより詳しく書き直した．これは近年の高エネルギーイオンの応用の
広がりに対応するため (2022.10.11 HK)．　

初版以降 6回目となる 2018.10.10の改訂では，微分散乱断面積の座標変換を統一的に記述するため
§2.2，§4.2，§4.3を修正し §15.4を加えた．さらに，本書のダウンロード数の総計 (2009.4∼2018.5)

が 104台に至った機会に，読み易さのため図の位置等を修正した．引き続き 2018.10.31の改訂で
は §15.4をより詳細に記述した．(2018.10.31 HK)

本書の「つくばリポジトリ」での公表開始 (2009年 4月)から 6年が経過した．その間のダウンロード総
計 5002件 (2009年 5月～2015年 5月)という結果は，掲載当初の意図が概ね妥当であったことの証しであ
ろう．2015年改定版 (Ver.2015-6-3) には，主に電磁気学の視点からの記述 (§14.2，§14.3，§15.5)を加えた．

2015年 6月 3日 工藤 博

2002年に Ion-Induced Electron Emission from Crystalline Solids (Springer Tracts in Modern Physics
No. 175)を Springerからリリースした. この専門書はそれまでの約 20年にわたる筑波大学大学院の講義
「イオンビーム物性」，「放射線物性」の講義ノートを土台として私自身のイオン誘起電子放出の仕事をまと
めたものである. そのときに実感したのは，専門書と大学の講義との間をつなぐ良い教科書 — 大学の研
究室のセミナーに耐えうるテキスト — が世に乏しいということであった. ためらいつつも，本書「イオン
ビーム工学」を公開する理由の一つである.
もう一つの理由は電子的公開の魅力である. この公開方式は金銭上の利益を考えなければ良いことずく

めである. 広い流通網，著者が随時行える加筆・修正と改訂版のアップロード，学生にとっては無料で入手
できる知識 · · ·　 一方，出版社 (権威ある閲読者のチェックが入る)が介在すれば閲読による品質保証は
一応確保されることになるが，学生の手の届きにくい高値が付けられるのは必至であろう.
そこで，本稿はインターネット上に構築された筑波大学図書館の「つくばリポジトリ」に試行的に掲載

することにした. この原稿は出版社の閲読を経ていないかわりに，大学院の講義と応用原子物理研究室の
セミナーで長年使用し，歴代の大学院生および同僚教員諸氏のご指摘に基づく加筆・修正が繰り返されて
来た (これらの方々に深く感謝している). 電子公開のメリットのひとつであるアップデートの気楽さのた
め，今後も必要であれば加筆・修正作業は続けたいと思っている.

2009年 4月 23日 工藤 博

工藤　博（くどう　ひろし） 筑波大学名誉教授．理学博士．1947年東京生まれ．専門は応用原子物理学，
イオンビーム実験物理学．京大大学院時代から 2010年に筑波大学を定年退職するまでの間，京都大学，筑
波大学，米国アルゴンヌ国立研究所，日本原子力研究所の静電加速器施設でイオンビーム・物質相互作用
の実験研究を行った．2022年現在，筑波大学タンデム加速器施設で運営関連業務の傍ら物質中の水素 (水)
の分析研究を進めている．
主な著書：⃝ Ion-Induced Electron Emission from Crystalline Solids, Springer (2002). ⃝ 電磁気学 (物
理学基礎シリーズ 3)，理工図書 (2013). ⃝ 電磁気学演習 (物理学基礎シリーズ 4)，理工図書 (2015).
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