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Berns七einpolynomialestimationofaspec七raldensity  

北海道大学大学院経済学研究科  柿沢 佳秀   

1．はじめに   

確率分布（密度）関数回帰関数，スペクトル分布（密度）関数推定はある意味で共通  

点があり，Rosenblatt（1956）とParzen（1962）以後，特にカーネル法による平滑化の  

研究が双方の分野間で刺激を与えつつ理論発展してきた．一方，分布の台が分かって  

いる場合Vitale（1975）は次のような確率分布（密度）関数推定法を提案し，カーネル  

型密度推定量と類似した漸近バイアス，分散，MSEを求めた．Vitaleの動機は古典的  

なWbierstrassの近似定理にある‥有界閉区間［∬0，∬0＋△］で連続な関数G（∬）はm  

次のBernstein多項式   

†rI．  

恥”岬＝∑串＋慧頼m（竺忘聖） J＝0  

で一様に近似できる卜般性を失うことなく［0，1〕を考えるのが普通であるが，スペ  

クトル推定の場合［0，打］を念頭に説明した）・もしCが分布関数ならばβ（∬；m，G）は  

ベータ分布の混合分布になっており，その密度が  

粕mフG）＝指（串＋  
卜坤0＋慧）らか山（竺禁）  

として得られる（RorR＋orR▼を分布の台とすることが既知ならばデータの適当  

な変換をとればよい）．月（∬；m，C）あるいは月′（∬；γ托，G）においてGを経験分布関数  

に置き換えたときVi七aleの分布（密度）推定量である．Ghosal（2001）やBabuetal・  

（2002）はVitaleの密度推定量について強一致性と漸近正規性を示した．なお，回帰  

モデルにおける回帰関数推定に対してカーネル型推定量と類似した漸近バイアス，分  

散，MSE等を求めた文献もある．   

2．推定量   

本報告では上記のアプローチを定常時系列のスペクトル推定問題について考察する．  

（正規）定常過程（坑：ま∈Z）は平均0で自己共分散関数7（ん）＝且（坑弟＋ん）＝7（－ん）  

をもつとする・仮定∑是＿∞l7（九）l＜∞の下で連続なスペクトル  

∫障 
ん 

が定義される．周期性と原点対称性のためスペクトル推定問題では累積スペクトル  

ガ＋とその自然な推定量申が重要である‥  

叫α）＝2上α州dÅ頑（α）＝2上α坤）dÅ（α∈［0，朴  
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我々はガ十に関するm次のBernstein多項式近似を動機として∫（α），α∈【0，打jに  
対する1つのスペクトル推定量  

ふ調＝緩〈瑚  ト卑（慧〉ゐ肘1（≡）  
7丁も   

を提案する．また周期性と原点対称性から，もしα＝山＋27け（山∈ト打，∬］＝H，  

〈′ヽヽ 〃∈Z）ならば在m（α）＝舟，m（回）とする・   

上記ではBernstein多項式近似を土台としてピリオドグラムLrを生で使用した自  

′′ヽ 然な推定量在。1を説明したが，Daniellスペクトル推定量  

紆‖（α）＝ 
芸エフご州d人  

の線形結合としても導入できる：α＝山＋2打〃（u∈n，〃∈Z）のとき  

ふ湖＝岩館H（∬j）（m；1）（霊伸一思）頼  

この解釈を通じて，適当なスペクトルウインドウ関数  

00  

∬〟（入）＝財∑∬（〟（入＋2打〃り  
ん／＝－・・・・00  

による通常のスペクトル推定量  

葦景α）＝上∬〟（α一項刷d入  

を鵬般化した推定量  

γrl岬1  

荷票（α）＝∑葦2m（∬ゴ）  
j＝0  書二‥‾二‾  

1－ゴ  

1糟）J（ト肝  

を提案することができる・ここに，台をn＝ト町，可とする（非負）原点対称な関数  

∬（∬）はふ打（〃）血＝1，及び，l∬（諾）－∬（州≦Clエー封1（ヱ，封∈叫を満たす・  

3・発禁と理財の比較  
J∈C2を仮定する・通常のカーネルスペクトル推定量理財の漸近バイアス，漸近  
分軌漸近正規性等の漸近的性質はよく知られており，対応する漸近的性質を鵬般化  

Bernsteinスペクトル推定量発禁についても考察した・両者の漸近的な比較は次の  

MISE  

MISE（み）＝現㈱蘭）一掴）2血］  
の主要項AMISEによる・ここに，ふは理財あるいは発禁である・財＝叫ア）と  
m＝m（T）をそれぞれのAMISE最小化により定めるとき，そのときのAMISEの  

オーダーが両者とも0（㌣叫5）であり，漸近的には同等であることが示された．  
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複数の変化点を持つ時系列回帰モデルの漸近理論  

阪大・基礎工 塩浜敏之   

1 序  

時系列回帰モデルにおいてそのトレンド関数の剛帝係数がある未知時点で変化するときにその変化  

点を推定する問題はとても重要である。時系列回帰モデルで表すことのできる様々な経済指標や地震  
波や音声データ等において，トレンド項が観測される期間すべてにおいて一定であることはまれなこ  

とであり、この場合に変化点モデルを当てはめることが考えられる。観測値が自己相関している時系  

列モデルに対してある未知の時点で，平均がシフトする問題，またスペクトル密度関数に変化が起き  

る問題についての研究報告は数多くあり、いくつかの変化点推定量が提案されその漸近分布や一致性  

が議論されてきた．   

変化点推定の漸近理論のほとんどは一致性と漸近分布を扱ったものであるが、ShioIlama，TaIliguclli  

andPuri（2002）では循環的な正規自己回帰移動平均型の轢乱項を持つ時系列回帰モデルに対して，  

ある未知時点で回帰係数が変化するときの変化点推定の問題を考えた。そして，モデルの未知母数で  
ある回帰係数と変化点の最尤推定量とベイズ推定量を定義し，その漸近理論を明らかにし、漸近有効  

な推定量について議論した。本論文は複数の変化点を持つ時系列回帰モデルに対する変化点推定量  

の漸近理論を議論した．  

2 モデルと尤度比過程  

次のような時系列回帰モデルを考える．  

仇 ＝（β1x（ま／m≦Tl）＋・‥＋βL十1津／71＞㌦））z己＋叫  

＝ T・と（β1，…，βm＋1，T）十机，（s町），土＝1，…，・n，  

ここでβ1，・・■，βm＋1は未知の回帰係数，γ＝（丁い‥・，㌦）は未知の変化点，又は定義関数，祝亡は平均  
0でスペクトル密度関数f（入）を持つ正規循環ARMA過程とする．また2：亡にはGrenandar条件を課  
す．このモデルに対して母数列  

酪）＝銑＋かニ1ゎi，and T（m）＝T＋れ‾1β  

とp＝（蝕…，恥）′∈Rmを考える，ここで刀m＝diag（僻，・・・，  喘（0）），α㌫0）＝∑迄1Z笈，  
むi∈R守鮎r豆＝1，…，†n＋1である．この局所系列に対する尤度比過程は  

エm（β皇m），…，β思い丁（れ））  
Zn（む1，…7むm＋1，β）≡   

エm（β1，…，βm十1，丁）   

＝eXp卜姦墓相1′2〈仙）A（人か抑郡）－緩ト4（入た）・2 

で表される，ここでdれ（人ん）＝（2汀托）‾1／2∑た1叫e似たであり  

］  

A（入ん）  

〈 

m 卜JTl＋βJ］  nl＋1【TJ乃＋βJj  

∑ ∑（β汁1－βJ）′z5e‾扇ん －∑ ∑ 伊ニ1zβe‾iβ入た  
J＝1ざ＝【丁ブれ】＋1  j＝1β＝【Tト1几け1  v′茄子和一  

＝ Al（入ん）＋A2（入ん）  （say）・  

である．   

まず，この尤度比過程の漸近表現を求めた．  
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3 推定理論  

次に最尤推定量（MI」E）とベイズ推定量（BE）の漸近的な振る舞いを調べる．MLE  
）′ フ…膿， チ㈱）と二乗鮎関数に対するBE∂‘β’′＝（ぁま町，‥・藍子（町）  

エ（畠皇叫，…，∂莞），〆叫 ）＝ 
む1，…，，丁∈0 

また  

∂（β）＝ム  

汀（β）上れ（∂）  
β曾（∂1㌦）d∂，曾（∂－㍍）＝   

JbⅣ（γ）上竹（℃）血’  

である，ここで灯（β）は事前分布である・さらにZ（視），Ⅶ＝（む1，．‥，bm十いT）に対して2つの確率変数  

ふ×（m叫＋mⅦZ（可血  
Z（叫＝  Sup Z（可，義  

視∈脱qX（m＋り＋れ  

を定義する．以下の漸近的な結果が得られた．   

ふ×（叫1，．mZ（v）血  

Theorem3・1・パラメータ集合e＝まbeanOpenSubsetofRqX（m＋1）＋mの閉部分集合とする．すると  

MLEは（bl，…，むm＋1，丁）∈㊥上で山様に，  

plim∂〟エ＝β  
m→（ヌ⊃  

一致性を持ち，  

戯〈銘（∂（叫－∂））  →g（ゐ），  
ヱ）  

の分布に収束する，ここで銘＝diag（仇，‥．，仇，乃…，m）である．また任意の連続な損失関数に  
｝  

竹l  m＋1  

対して  

肌） 

れ1藍伽（魂－β））＝伽（滋）  

が成り立つ．  

Theorem3．2．ベイズ推定量∂（月）は∂∈㊥上で一様に  

plim∂（β）＝β  
γl→00  

一致性を持ち，  

戯〈銘（∂岬）－β））7g（外  

の分布に収束する．また任意の連続な損失関数に対して  

Iim風脚（銘（∂（β）－β））＝助（叫．                                れ→00  
が成り立っ．  

参考文献  

Shiohama，T・Taniguchi，MandPuri，M・L・（2002）・Asympto七icestimationtheoryofchange－pOint  

problemsbrtimeseriesregressionmodelswi七hitsapplications・Preprint・  
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ノイズを含む長期記憶過程の推測問題に対するウェーブレットの方法  

一橋大学大学院経済学研究科 田中勝人  

1．はじめに  

信号にノイズが加わったモデル  

的＝勘＋祝い（叫）…i．i．d．（0，叩2），（1－ム）d∬孟＝どい（ど亡）～i．i．d．（0，α2）  （1）  

に関連した推測問題を考察する．ここで，信号 （ご亡）は，定常あるいは非定常な長期記  

憶過程に従い，ノイズ（′ut）は独立過程に従う．さらに，信号とノイズは互いに独立で  

あると仮定する．   

このとき，ノイズの有無に関する検定問題   

月も：β＝0  vs． ガ1：β＞0   

に対するラグランジュ乗数検定は，  

り2  

／軒一絹瑚  
T－1  

み＝∨テ∑動γ五  
豆＝1   

（2）  

が大きいときに仇を棄却する検定となる．ここで，  

α豆 ＝ C仇（zいZモー壱）／J2  

r（乞－d）r（1十2d）  

r（－d）r（1＋d）r（1＋豆＋d）  

であり，Z去＝（1－エ）dど亡は，エ£＝（1－エ）‾dど£に対する逆過程である・また，γ乞は残  
差過程である．  

ラグランジュ乗数検定の検出力は，信号が定常の場合，すなわち，0＜d≦1／2の  
場合に非常に低くなる．この欠点を克服するために，ウェーブレットの方法に基づい  

て，信号過程に含まれる階差パラメータを推定するいくつかの方法を考察する．さら  
に，提案した推定量間の優劣をシミュレーション実験により比較する．   

そもそも，ウェーブレット解析は，関数の近似の観点から，フーリエ解析を超える，  
あるいは，その欠点を補う方法として開発された．ウェーブレット解析の特長は，デー  

タを時間とスケール（周波数）という2つの観点から眺めることである．いわば，森  
だけでなく，木も見ることである．   

本報告は，ウェーブレットの方法を，時系列がノイズで汚染されている状況に適用  

するものであり．そのようなデータから信号をいかに抽出したらよいかを考察した．信  

号としては，特に，長期記憶過程に従うものを取り上げた．そして，定常な場合だけ  

でなく，非定常な場合についても考察した．  
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ここで強調したいことは，本報告の目的はデータのスムージングにあるのではなく，  

推定や検定などの推測を行うことである．   

2．最小2乗推定と最尤推定  

確率過程（仇）からのサイズr＝2Jの標本y＝（封1，…，封T）′に対するレベルjの  

DWT（離散ウェーブレット変換）を呵とする（ブ＝1，‥・，J）・呵は，ア／2ゴ×1の  
ベクトルであり，その第ま要素を勒，£とする・ゆるやかな条件のもとで，各ブごとに，  

（l隼，壬）は定常過程となり，さらに，無相関過程となることが示ざれる・したがって，レ  

ベルブのウェーブレット分散はまに依存しないので，これをポ＝Vαr（呵，£）とおく・   

このとき，ウェーブレット変換の帯域制限的な特性により，ウェーブレット分散は，  

可；％POSitiveconst■×4jd十Pq2  
（3）  

のように近似できる．このことから，J2を推定量で置き換えて，非線形最小2乗法に  

より，dを推定することが可能となる．   

他方，正規性の仮定のもとで，対数尤度は  

榊）J2）＝ 一lo紳J2）  
）
 
 
－
d
 
 

g
 
 

O
 
 

1
 
 

1
一
2
 
 
 

1 十刷一茹押′（∑（d）＋沌「1y   

母一lo紳J2卜餉（q（d）＋  

のように近似できる．ここで，  

lりl●l二′  

β
．
 
 

＋
 
 

q
 
 

ポ＝Vαr（勒，f）＝α2（q（d）＋β）  

である．この最大化により擬似最尤推定量が得られる．   

3．DWTおよびDWPTに基づく MRA  

DWTおよびDWPT（離散ウェーブレットパケット変換）は，直交変換であるか  

ら，逆変換により，元のデータを復元することができる．このとき，  

J  

封＝∑巧十み  
ゴ＝1  

（4）  

のように表現でき，MRA（多重解像度解析）が可能となる．ここで，qはレベルブ  

のウェーブレットディテール，βJはレベルJのウェーブレット。スムーズと呼ばれ  

る・ノイズの影響は，ウェーブレット・ディテールのJが小さいところに現れるので，  

これらを除去することにより，信号抽出（推定）ができる．そうすれば，上述の（3）式  

において右辺第2項を0とみなすことができ，対数線形の回帰式からdを推定するこ  

とが可能となる．   

DWPTに基づくMRAも，同様にして考えることができる．  

－120－   



MULTI－SAMPLE PROBLEM FORARCH R．ESIDUAL EMPIRICAL  

PROCESSES  

S．AJAY CHANDRA  

Oβ8たα乙玩五uerβ軸，Ocねゐerββββ   

C－SamPle rank order statistics and results・ThisarticleglVeStheasymptotictheoryofa  
Classofrankorderstatistics払rc－SamPleproblempertainlngtOemPiricalprocessesbasedonthe  
Squaredresidualsh・OmaClassofARCHmodels．   

Letusconsiderthecindependentrandomsamplesfromthefb1lowingARCH（p）models  

卜  
pt  

αZ土＝βヲ十∑β…片岩ト上 知 f＝1，…，mi，  
ヱニ＝1  

hr 去＝「釣＋1，‥．，0，j＝1，‥．，〔：，  

一V～トー  

，tarei．i．d．（0，1）randomvariableswithcorrespondingfourth－Ordercumulants花王i），  
・．．，貯）T∈0⊂RPl＋1，andEi，LareindependentofXi，S，S＜t．Itisassumedthat  
O，l＝1，…，Pi，i＝1，…，C，andOま＋…＋0ぎl＜1．Denoteby彗（x）thedistribution  

where the  

β
 
 

∂i＝（軋  

βP＞0，∂…  
hlnCtion o   tandweassumethatfi（x）＝彗（x）existsandiscontinuouson（0，∞）   

In the following，We are COnCernedwith the c－Sample problem of testirlg鞠：Fl（x）＝   

＝鳥（x）払rallxagainstHA：薫（x）≠彗（3：）forsomex，andi≠j・Writell，t＝X岩t，  

（i，t＝（Eぎ，土－1）q芙tandZi，t＝（1，Y；，L，‥▲，Y；，恒l＋1）T・ThentheautoregressiverepresentationチS  

羊，£＝OTzi，ト1十（i，t．WefirstconsidertheestimationofOi．Nowdefinetheconditional1east  

守quareSeStimatorsofOiby∂i，ni＝argminoIQnt（Oi），WhereQnl（Oi）＝∑≡2（n，土－OFzt・t－1）2，  
乳＝1，…，C（seeTjostheim（1986））・Thenempiricalsquaredresidualsaregivenby島＝XZt／祐，  

where妬＝軋－＋∑覧潮γll端＿い宜＝1，…，C・  

InthesettingofPuriandSen（1993），1etN＝∑迄1niand入i，N＝ni／N，i＝1，‥■，C・  

For島，thesizeNisassumedtobesuchthatO＜入0≦入1，N，…，入。，N≦1一入0＜1hold  

forsome入0≦l／c・Thenthecombineddistributionis de丘nedbyH（x）＝∑忘1入i，NF；（x）・  

Likewise，ifÅ甑）denotestheempiricaldistributionfunctionof島，thecorrespondingempir－  

icaldistributionishN（x）＝∑ニ1入i，N据）（x）．Write就）（x）＝nま／2（餓）（x卜FJx））．Then  
1／2 就）（x）＝n；∑≧1［Z（Eヲ，土≦x）M彗（x）］，i＝1，．，・，C．FromtheresultbyHorvathetr al  

（2001）inthecaseofc＝1，WeObservethat就）（x）＝f霊）（x）＋AiXfi（x）＋粛（x），Where  
珪）（£）＝氾Jl／2∑た1［∫妬≦可一都（細山五＝ ∑覧。れま／2（∂…，乃．一船旬再＝1，…，C，and  

supx砥）（x）l＝Op（1）withTi，。＝E［1／妬］and77，l＝E［q芸ト，Eぎ．tJ瑚，1≦l≦pi・Denote  

by祀）（x）＝n；1∑≡1据，t≦x］theusualempiricaldistributionfunctionofEヲ，t・Hence，from  

theprecedingarguments，jiN（x）becomes身〃（x）＝HN（x）＋∑；＝1n；1／2人i，NAiX抽）＋EN（x），  

whereHN（x）＝∑≡1入i，N武‡）（x）andEN（x）＝∑ニ1n；l／2＾i，Nl］崇）（r）・   

Let瑠＝1，iftheithsmallestoneinthecombinedresidua蛸，1，…，E‡，nl，…，私，‥・，i≡，n。 ∧り  

is丘omE3，l，…，弓，n，，andotherwiselet瑠＝0，i＝1，‥・，N，j＝1，…，C・Thenconsiderthe  

rankorderstatisticsTN，j＝n；1∑芝1端，iS払j＝1，・‥，C，Wherethe動，iaregivenconstantS・  

AnequivalentrepresentationofTN，jisTN，j＝IJN［N（N＋1）－1hN（軸咄）（x），j＝1，…，C，  
Where動，五＝JN（i／（N＋1））・Fbrtypicalexamplesof動，i，SeePuriandSen（1993）■   

Wenowimposethefollowlngregularityconditions・  
Assumptionl・（i）］（u）＝JN（u）existsっisnotconstantandhasacontinuousderivative  

J′（視）on（0，1）；（ii＝、（ん【Ⅳ（Ⅳ＋1）－痛Ⅳ（∬）卜串（Ⅳ＋1）－1身Ⅳ伺］）d瑠（ご）＝Op（Ⅳ叫2）如  
allj＝1，・・・，C；（iii）IdiJ（u）／duil≦K［u（1－u）］－i一書＋8fori＝0，landsome6＞OandKany  
COnStantWhichdoesnotdependonnl，…，nC，賞（x），・‥，蔦（x）andN；（iv）Tf，（x）and巧（x）  

areunihrmlyboundedcontinuous，andintegrablefunctionson（0，∞）bral1j＝1，‥・，C；（Ⅴ）  

thereexistconstantsdj＞OsuchthatF；（x）≧dji∬fj（x））foral1x＞0，j＝1，・・・C・  
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Wealsorequire七hefo1lowlngregulari七ycondition．  

Assumption2・E（埼）＜∞，i＝1，・・・，C（seeGiraitiset■al（2000））・   
InordertoelucidatetheasymptoticsofTN，j，］＝1，．・・，C，Werequirefurtherse七tings．Recalト  

ingQ（Oi）andusingthenota七ioncTZL（Oi）＝OP＋0軌ト1＋…＋Ofiy；，トpi，i＝1，■‥，C，WenOtice  

七hat∂弘一／J弼＝－2∑芝2（島－1明細）≡－2∑≡2¢ホぎ，誹，∂Q呵／∂∂…＝－2∑≡2（島－  
1）帝（Oi）n，LJ≡－2∑芝24・i（島）鶴1≦l≦pi，i＝1，・・・，C，Where¢i（u）＝u－1・Write  

花i＝ 2月■［妬（町為，±－1堵＿1］，and祐＝呵Z壱，ト1祐一1】amト軌＝伊？，‥・，呼）γ，豆＝1，…，C・  

Then，uSlngStandardarguments｝i七seenthatthelthcomponen七OfeachOi，ni，i＝1，…）Cadmits  
therepresen七ation乾n：0ま＝n；1∑芝1Ui4i（ef，t）＋op（n；1／2），0≦l≦pi，i＝1，‥・，C，Where  
Ufis七helthcombonentofeach町1軌・Ⅵ崩teα皇＝E（tm，0≦l≦piand77＝1（77，0，・・・，Ti，P－）T，  
i＝1，・・・，C・Then，WehavethefbllowlngreSult．   

Theoreml・∫叩p銅e班皿丈Aβ餓叩p如れβJαmdg加gdα乃d兢αち乞mαdd豆如m，∂函l，豆＝1，…，C，  
α柁娩ere叩元如eco陀d豆如mαJJ餌ぷ貴明視αreβeβ士哀mαわrβ∂J軋官＝1，・‥，Cβα土居的慮れタ＝仇，乃－一捌＝  

ロp（mJl／2）・〝祐α乃d取去＝1，‥・，C，αrepO繭如d卸如mα摘ce…抽む…dedegeme叫  

伽Ⅳり2（恥一阿り）rヰ〟（0，∑），び九eγ叩Ⅳ，j＝JJ阿（可匝彗（∬）α乃d∑＝（（叫ゴん））び鵡  
叫裏＝叫力十蜘，カ＋叫ガ十7〃，かびんe門明〃・裏＝2［∑箋人岬∬A慮（ご，y）d榊）鱒抽）＋  

諾＜y  

入ふ㌧∑箋言…恥Aj（刷榊）d鞠）】＋瑞∑；入岬入相［ 
≠≠j y 

＋∬仙諾）珊（諾）d軸）レ拗痛＝山抑1兄〃1叫，町 カ＝∑篭〝裾1先打1〝ゎαれd  
y＜エ  

γⅣ，カ＝2［∑3書芸∑た0入叫，朋（抽（諾，封）d榊）鱒拍）＋人品∑箋書与∑た0入君－Ⅳ勺，朋（諾）  
ゆj（∬，y）d蔦（∬）d薫（封≠肌dJ〃，裏′＝JlⅣ，カ′十α2〃，Jj′，W戎兢げ1〃，カ′＝－∑た1入ら〃［∬Aゴ（諾，封）  

〇＜y  

d彗（∬）d彗′（y）十〝AJ（y，エ）d都（∬）dろ′（y）ト∑芸1人i，〃［∬Aパ芳，y）d都（∬）dろ（y）＋〟4抽”）  
y＜諾 〇＜y y＜諾  

珊（£）d巧（y）］＋∑迄1入行Ⅳ【∬A豆（霊，y）dろ（諾）d巧′（訂）十∬Ai（封，エ）dろ（ご）dろ′（涌α乃dJ2〃，jJ′＝  
〇＜y 封＜諾  

－∑た1入刷（∑た。71，∫J項卯ブ（諾，封）d瑚∬）dキ（y）十∑巴。1リノ呵′（叶わ車Ⅷ）弼（諾）d巧（訂）＋  
∑琵。1ノJ項y）車舟∬）d瑚∬）dろ′（y）＋∑巴。1リノ墨壷）砺ノ（臥∬）珊（∬）dろ（州，ぴんeγ、eAj（叫ル）  

＝榊）［ト榊）】岬（冊酌）］タ叫＝一入完㌘2∑箋要吉入珊J舶）岬（卯榊）×勺ク〝i＝  

入‡，霊J輔（∬）J岬k）〕d項£）×㌦¢再岬）＝坊（り）J′［印刷′【坤）冊拍）＝α与ぶ¢j（舶（㍊）血・   

Observethatthe七ermso・2N，jj，0・3N，jj，7N，jjandcr2N，jj，dependonthevolatilityestimators  

∂i，nt，i＝1，…，C．Hence，theasymptoticsof（TN，j，i＝1，…，C）aregreatlydi触・entfromthose  

fori．i．d．case．   

ByvirtueofTheoreml，thec－Sampleanaloguesofsometests，1ikeMood’stwo－SamPleand  

Klot2lフstwo－Samplenormalscorestestscanbeproposed．  
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ANumericalBayesianApproach七oTimeSeTiesinSpace  
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Variousconceptsandnotionsoftimeseriesanalysismaybeappliedtotheanalysisof  

spatial data and vice-versa owing to their inherent similarity because both are 

O臨pringsofstochasticprocess．Moremathematicallyspeakinglets∈Rdbe a generic  

datalocationind－dimensionalEuclideanspaceandsupposethepotentialdatumZ（s）  

atspatiallocationsisarandomquantity．NowletsvaryoverindexsetD⊂RdSOaStO  

generate七he multivariate random丘eld（or random process）【Z（s）：s∈D．In the  

Parlanceofspatialdataanalysissuchvariablesareknownasregionalizedvariable  

Investigatorsindiversefieldofscientificinvestigationshavelongbeenengagedtowardsthe  

StudyofreglOnalizedvariables・Insuchsituationsitbecomesapparenttoestimatethevalueof  

Certain measures orfunctionalbased on datacollected atn datapolnt・Lettherandom data  

pointsbesl，S2，・・。S。and thedataareusedtoperforminferenceontheprocess，here，tO  

Predictsomeknownfunctional［g（Z（S））：S∈D］・SometimestheinterestisnotonZ（・），  

butinanoiselessversionofit・SupposeZ（S）＝ T（S）＋N（S），S∈D，WhereT（・）isthe  

truerandomprocessandN（・）isawhitenoisemeasurementerrorprocess、Insuchcasesoneis  

irltereStedtopredictaknownfurlCtionalg（T（．））ofthenoiselessrandomfunctionT（．）．  

Spatialpredictionreferstopredictingeitherg（Z（・））org（T（・））ffomdataz（Sl），Z（S2），・‥Z（Sn）that  

arerealization ofZ（Sl），Z（S2），…Z（Sn）observed atknownbut random spatiallocations sl，  

S2）・■・Sn・Naturallytheterminologyencompassesthetemporalnotionsof  

（Orinterpolation），Plteringandpredictionthatrelyontimeorderingfortheirdistinction・  

Itiswe11knownthatiftemporaldataareavailablefromthepastuptoandincludingthe  

PreSent，SmOOthingreferstopredictionofg（T（・））attimepointsinthepast，filtering  
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referstopredictionofg（T（．））atthepresentandpredictionreferstopredictionofg（T（・））  

attimepointsinthefuture・IncaseofspatialdatathecorrespondinganalogylSmisslng  

OWlngtOtheabsenceofconceptslikepast，PreSentandfuturethataretheconsequences  

Ofunidirectionalmovementoftime．  

Inthepresentpaperonespecificformoffunctionalwillbeconsideredthatrepresents  

thetotalvolumeinspace，OraVerageOfaprocessoverablock・Moremathematically  

SPeaking，1nSuChclassofproblemsinspatialdataanalysISOnefacestheevaluationof  

anintegral  

SβZ（S）ds  

Onthebasisofofdataz（Sl），Z（S2），…Z（Sn），WhereDisahighlyirregularboundeddomain・As  

an example thez－Values may be conceived asthethicknessofsome accumulate at random  

SPatiallocationsandthefunctionalmaybeconsideredtobethetotalvolumeoftheaccumulate・  

Anotherexampleofz－Valuesmaybegradevaluesoforeatseveralthreedimensionallocations  

Ofanore－bodyandthefunctionalmaybetheaveragegradevalueofthatblock・  

AnumericalBayesianmethodbasedonGibbssamplingapproachhasbeenappliedtosoIvethis  

Class of problems，Whichis capable ofbeing tuned to variousinvestigations dealingwith  

regionalizedvariables．Severalnumericalexamplesbasedoncomputersimulationsandonereal  

life problem of estimation of ejecta volume based on meteorite data at Lonar Crater，  

Maharashtra，Indiawi11bediscussed．  
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確率構造の変化の速度が局所定常なスペクトルの推定に及ぼす影響について  

甫喜本司（北海道大学大学院水産科学研究科）、藤井光昭   

1．序  

データ解析の様々な局面で、確率構造が時間と共に緩やかに変化すると考えられる時系列デー  

タを取り扱う必要に迫られることがある。本報告では、波浪が発達する際の海面変動の観測デー  

タをモチーフにしてこのような性質をもつ非定常な自己回帰過程、及びその非定常なスペクトル  

密度関数を定義し、これらを局所的に定常とみなして自己回帰モデルをあてはめて推定する際の  

誤差に関する性質等について統計的観点から考察する。   

2．緩やかな構造変化を有する自己回痛過程   

（ズm；γL＝0，士1，．．．）は振動過程（Pries七1ey（1981））に従い、かつ以下の時変係数型の自己回帰過  
程に従う非定常な確率過程とする；  

ズ，l－軋，一方，卜l－・‥一 触れズれ＿P＝β几どgt）  

軋几＝甲1（㍍）（壱＝1，…，p），軋＝β（り，豪γl＝沌△了1  
（1）  

ただし、砕））は時点71にて観測される独立同一分布に従う確率変数列で、坤j托））＝0，鞘Ejm））2）＝  

1，且（砕））4）＝璃）＜∞を満たす0また、鞘（・）と叶）は連続な時酎の上で定義された関数、  
△r＞0はサンプリングの時間間隔とする。ここで以下の仮定をおく。  

（射）¢m（z）≡1－∑ぎ＝1伽ZJ≠0がIzl≦1となる任意のヱ∈Cで成立する0   

（A卑）任意の几0において、以下の条件を満たすような正整数〟（mo）が存在する；   

（i）p豆（りと坤）が£∈【壬m。－叫れ。），ちl。十叫頑】なる任意のまにて連続となる0   

（ii）甲府）とβ（りは亡∈（と和一叫れ。），舌m。＋叫れ。））の範囲において、連続な1次の導関数  

甲詭）とβ′（りが存在する。  
次に、（∬几）のスペクトル構造を定義する。振動過程に従う仮定の下で、（J㍍）の非定常なスペ  
クトル表現が（Pries七1ey（1981））  

り2  

1／2  J  
e加入Tlん（人）dZ三れ）（入），一弘（人）＝A（£れ，入）  ∬れ＝  

と表現できることになる。ここで、（か（入））は時点柁において得られた（¢）‡より構成される  
直交増分過程であり、A（・，・）は連続時間fと周波数入の上で定義された関数で、以下の仮定を満  

たすものとする。  

（A乃A（£，ス）≡坤）／（1十Pl（堰‾伽入十・‥＋甲p（丈）e‾j2叩入）  

（現）任意のmとょに対して、iZさm）（用と（要刷）（Å））との直交性が保たれる。すな  
わち、  

ガ（威れ）（ス）要刷（ス′）＝0（入′≠A′），β（裏n）（ス）威叫り（入明＝歪叫り（人）（入＝入′）  

特にg＝0で、か（Å）≡即衰几）（Å）裏m）（入旧ま（Ejm））の定常なスペクトル密度関数0  
これらの仮定の下、（∬m）の2次までのモーメントは有限で、非定常なスペクトル密度関数∫（Å，m）  

が存在する。そして、（ズれ）の自己相関関数月（九，m）≡現∬叫血石）に対して、以下を仮定する。  

（ノ叫）任意の几に対して、∑三三∞匿（九，m）l＜∞を満足する。  
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3．局所時間幅の変動に定常自己回帰モデルをあてはめた際の最小2乗推定量の漸近分布  

いま、‰。一叫瑚）＋1，まn。＋叫れ。）】の時間幅の範囲に（∬n。－叫几。）再；ブニ1，・‥，2〟（乃0））のサンプ ルがあるものとする。この変動が定常性をもつと考え、定常な自己回帰モデル  
ズn－¢1ズルー1－…－¢pズn＿p＝Kど㌘），  だ㌘）～〃β（0，1）  

をあてはめた際に最小2乗推定量のもつ漸近的性質を調べることにする。本稿では、一次の自己回  

帰モデルについて、上記の推定量∂を用いて、（1）の時点れ0における値勒。を推定する場合を考え  
る。上記の時間幅にあたる2〟（乃0）△rを2Ⅳ（mo）△孟に分割し、Ⅳ（氾0）→∞（あるいは△亡→0）  
と細かく分割した場合の極限分布について、仮定（AJ）～（舶）の下で以下の結果が得られる。  

C（0，ん（，（人），A」．，（入））＋2∑≡1C卜J，んり（人），ムパ（入））  屑（∂－軌・一 撃謝）暑ヰ   C（0，Anり（人），AL∧（入））  

バイアス項である毎鵜詳 の分子、分母はテイラー展開よりそれぞれ以下の関数で近似できる0   

（叫誹…巴竿（4瑚一中旬珊）坤0卜（△r糎（1）叫小字卿）が（γ10）  
1  

＋呵△r，瑚●），卯（－）＋（1－盲珂覇 ）瑚1）  

1   

紳（れ0））＝竿刷恥）＋等ビ珊＋竿｛gl（0）＋珊｝十（ト珂覇 卿）  

払 榊r，且冊m（，）＝掌卿）＋（△r圃1）一撃恥。榊卜勘0）・榊）） 2  

榊－り＝／e叫叫 裾柵瑚－g）＝／e叫た－りんり（入）耶dÅ，  
銭（た－g）＝／e叫叫月こA（入）研d入凋ん－～）＝／e叫刷砿（榊  

また、CトJ，Am。（Å），Aニ。（人））は   

／ e一桝加入）師（／e－伽入店詞ムA（刃＋月刊（人）耶可榊  

＋芸（／e一伽入′血）－2d入）〟胸  

となる0ここで、砿（入）は勒やβnの変化のスピード（甲ニ，わに依存する関数であり、バイア  

ス項や極限分散がこれらに関して上記の形で変化していくことがわかる。   

4．構造変化の速度とスペクトルの推定誤差との関係  

さて、（ズ几）の時点moにおける非定常スペクトル密度関数J（入，mO）を下記を馴－て推定する；  

危2  

九（入lれ0，〟（几0））＝   
1－2¢cos2町人＋¢2  

このとき、推定誤差の2乗は次の形で近似できる。  

ト 
t｝・  壷∑慧n古l  

（呵－（ムJ（叫吊）  

モ（ノけ（叫J））  
ズ叶1－  

㈱0） 
］2  

∫2（入わ0，〟（m。））巴  

1ヰ】＋描詳 ）cos2れ入＋（鞠＋鶉鎧詳 ）2   
参考文献  

Priestley，M・B・，郎ectralAnalysisandTimeSeTies，Ⅶ1．2・AcademicPress（1981）．  
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多変量時系列における相関構造の検定につむ＼て  

新潟大学 経済 松田安昌  

東京大学 経済 矢島美寛   

且 はじめに   

多変量定常時系列（Zま＝（gl壬，…，みt）′，ま＝0，士1，．．，）を分析する場合、その相関構造  

Cov（Zαβ，為£）＝げαJbβ（α，わ，ま－β），α，わ＝1，…〉・r，  

を同定しなければならない。ここでJ2とαgはそれぞれZαtとg如の分散である。多変量  
自己回帰モデルが相関構造のモデル化によく使われるが、次元γが大きい場合にはパラ  
メータ数が飛躍的に増えてしまい推定が不安定になるという欠点がある。  

次元rが高いデータに対しては、可分相関（separablecorrelation）  

Cov（品β，為七）＝JαJ挿1（α，むわ2（ま－β）｝  （1）  

を仮定する方法がある（例えばHasle七tandRaftery（1989），Martin（1990），Ka七anoda，Mat－  
sudaandSugishita（2002）等）。SeParablecorrelationを用いれば、時間方向の相関構造と  
空間方向の相関構造を別々に同定出来るため、非常に使いやすくなる。ところがその反  
面、この方法は相関構造に強い制限を加えるため、現実に適用するためにはその妥当性を  
よく検討する必要がある。  

そこで、本報告では多変畳時系列の相関構造をseparablecorrelationで表現するこ  
とができるか否かを検定する検定法を提案する。  

2 検定統計量  

仮説（1）を帰無仮説とするsepa∫abilityの検定統計量を提案する。gl，…，孔を観測した  

として、品の有限フーリエ変換をⅣ（人士）＝マ姦∑芸1Z去exp（－ね入亡）として、入電における  

′ヽ ピリオドグラムをJz，土＝Ⅳ（人士）Ⅳ（人士）＊と定義しておく。んたはピリオドグラムJz，tをス  

ムージングして得られる通常の推定量でその（αあ）成分の値ふ，£は、   

m／2  

∑Jz潮力，   0＜f≦m／2，  
1  

m／2＋£  

J＝－t＋1  

m／2  

∑Jg潮＋J，   m／2＜ま≦［乃／2トm／2，  
j＝－m／2  ノ’仁一．√山  

【m／2トf  

∑ ん，軸再，［几／2トm／2＜f≦［陀／2］フ  
J＝－m／2  

ま＜0．  

一冊／2トm／2一七＋1  

ん＿ト  

で与えられる。  

さて、帰無仮説（1）の下で有効な推定量露，七を構成する。帰無仮説の下では、′（Å）  
は、タ（入）をβ2（九）＝Jexp（豆ゐ入）タ（入）d入を満たすものとして、  

（2）   ムぁ（入）＝JαJ挿1（α，軸（人）  
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となることを利用して次のように定義する。  

ノヽ八                 み，亡 ＝ Ⅴ釦，  

但し、  

71 ∑  

か＝1  

1  

1も ＝＝ こ  
几  

＆£Zbわ  

∂ま＝王  

－‡七r［ふ叶  

史 ＝ diag（巧1，…，¢γ）  

である。  

′ヽ   た，壬とゐ，まは帰無仮説の下ではその差は0に近いことが期待できる。両者の差異を  

航ふ）＝ 七r（痛）－γ・  

ょ＝＿脚  
（3）  

により数値化したものを検定に利用する。以下の仮定のもとでq（ん，ふ）の帰無仮説の下  
での漸近分布が求まる。  

（Al）Ztはガウス過程でJlogdetf（入）dÅ＞－1〇0．  

（A2）J（Å）は入∈ト町中こおい て、2階連続微分可能、  

（A3）ん（Å）＞0、α＝＝1，‥．，γ，嶋打≦A≦れ  

（A4）m＝0（㌦），1／2＜β＜3／4．  

甘beo柁ml■仮定仰ノー声叫ノ、帰無仮説何のもとで、れ1／2G（Jg，長）は平均仇分  

散ふ＝如J七r【α0（入け（入）α0（入）J（入）】d入の漸近正規性を持っ。ここで、  

α0（入）＝（嘉一g（入）〉［J→1（入卜（∑g（入））－1ト  

次に、qとは別の尺度を用いることにより、別の検定統計量を構成できる。ここでは、  

以下の統計量を考える。  

【乃／2】  

振（允㌦玩）＝ ∑ ∬（ん土鳥壬ト∬（ム），  
ホ＝－【氾ノ礼士≠0  

（4）  

ここで叫）は、Cγ2上の正則関数である。  
Theorem2・仮定仰ノー〔叫ノ、帰無仮説rJノのもとで、㍑り2弘（ん，長）は平均仇  

分散鉱＝4打J七r【α∬（入）′（Å）哩（入）′（瑚d入の漸近正規性を持つ。ここで、  

叱（入）＝（嘉一g（咄醐′一撃 （∑刷叶  

∂∬（財）  
．打 ＝   
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経験尤度推定法の改善   

東京大学・経済学部 国友直人  

August2002   

1．この研究では計量経済モデル（econometricmodels）における単～構造方程式（single  

structl∬alequation）の推定方法として最大経験尤度法（maximumemPirical1ikelihood  

method、略してMEL法）の修正法を捏案した。経験尤度法はOwen（1990）により提  

案されたノンパラメトリック（・セミパラメトリック）最尤推定法として近年注目を浴  

びている推定法であるが、Owem（2001）が詳しく説明している。   

この研究で提案した修正推定量（modi丘edmaximl皿emPiricallikelihood、略して  

MMEL）はMEL推定量よりも、漸近バイアスは0（1／m）のオーダー、漸近平均二乗誤差  

は0（1／几2）のオーダーで同時に改善していることが分かった。（ここでnは標本数を表し  

ている。）さらに、推定方程式法（EMM）による推定量（あるいは計量経済学では一般化  

モーメント法（GMM）と呼ばれている推定量）と比較すると、特に制約条件の数が多い  

場合には極めて良好な性質を持っことも分かった。近年の計量経済分析では制約条件が  

多い場合も扱うことがあるのでこの面でも有益な結果であろう。   

また若干のモンテカルロ実験によれば、漸近的な高次の理論的結果を裏付けることも  

分かったので、計量分析上での実用的にも有用な方法であると考えられる。また、この  

推定方法は方程式誤差に不均一分散が存在する場合や推定される方程式が非線形の場合  

にも付加的な仮定の下で拡張可能である。   

なお、研究の詳しい内容は短い紙面では報告できないので、近日中に英文の論文（東  

京大学経済学部国際経済共同研究センターのDiscussionPaper）としてまとめて報告す  

る予定である。この研究に関連する文献について以下で挙げておく。  

2．参考文献  

fl］AIldel・SOn，T．W．，N・K－1血・〕1工1O，alldT．Sawa（1982），“EviLluati｛mOl’tllel〕ist・rib一ユー   

ti（）IIFl∬1Cl，i（｝110i－1′11eI．imil．（ヱdI山1汀mi山011h4ilXiユ山1ユユnLilく（・1ihoodEstir山a†．仁町＝さ此：0㍑β－   

ア㍑eわー夏（：払＼／01．50一木1009－1027．  

【2〕Alldel、S叫T．W．｝N．J（1血1′OuOフul－1d K．Mr汀iuullC（1986），いCol叩～1ri11g Sillgle   

EqllalJiou Esl－imal，0Ⅰ、SiIl；⊥Sil山一山all伽1ユSl工qlユ血iⅦSy由ユn．”屈c州√）川′e什よc抑・Ⅲ丁・肌  

Vol．2．1－ニi2．  
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【3］訊dikoshi，Y・，K．Morimune，N．K一皿i七omo，andM．T弧iglユCl玉（1982），“Asymptotic   
Expansionsofthe工）istributionsoftheEs七imatesofCoeEicientsinaSimultaneOuS   
Equa七ionSystem，”JournalofEconomeirics，Vol．18，2，191－205．  

［4】Kitamura，Y．G．nipathi，andH．Ahn（2001），“EmpiricalLikehhood－BasedInftト   

enceinConditionalMomentRes七rictionModels，”UnpublishedManuscript．  

［5lNewey，W・K・andR．Smith（2001），“HigherOrderProper七iesofGMMandGen－   

eralizedEmpiricalLikehhoodEs七imator，”UnpublishedManuscript・  

［6】Owen，A．B．（1990），“EmpiricalLikelihoodRatioConLdenceRegions，”TheArmals   

q′∫ねよ最古cざ，Vbl．22，300－325．  

［7］Owen，A・B・（2001），EmpiricalLikelihood，Chap皿anandHal1．  

f8j Qin，J．andLawless，J．（1994），“E皿PiricalLikeユihoodand GeneralEstimating   

Eqlユations，”me A几几αZβ0∫gねま由孟夏cβ，Vol．22，300－325．  
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非定常時系列の推定と共和分検定の3段階アルゴリズム  

東北大学・経 瀧本太郎・細谷雄三  

1．序   

非定常なⅥlRモデルに関する推定の議論はJohanSen（1995）をはじめ、様々な方法が提案され  

ているが、非定常なVARMAモデルでは協pand鮎in＄el（1995）やLutkepo揖andClaessen（199ウ）  

などあまり多くはない。両者ともに時間領域で推定を行っている。HamanandMdou群山（19朗）  

では尤度関数を時間領域で最適化するとほとんど繰り返し計算が行われないことが報告されてい  

る。1封dmob（2001）で尤度関数の最適化を時間領域と周波数領域の双方で行い、モンテカルロシ  

ミュレーションを用いて比較したところ、周波数額域では繰り返し計算の回数が時間領域より多  

いため、より効率的な推定値が得られることが多いことがわかった。また計算時間や推定の容易  

さから本研究ではHannanandRissanen（19ぬ）の方法を拡張し、ウィットル型尤度関数に基づく  

非定常なARMAモデルの同定、推定、検定を≠連のプロセスで行うアルゴリズムを提案し、実行  

するためのプログラムを開発した。また本研究ではARMAモデ／レを採用しているため直接ウィッ  

トル尤度比を用いた検定を提案している。これらの漸近的な性質に関してはHosoya（2002）におい  

て展開されている。本研究ではHosoya（1989）に基づいて共和分ランクの同時検定も提案している。  

さらにHos呼aandl払ni訂正鮎（198カの公式に基づいて漸近分散を評価するアルゴリズムを開発  

し、その使用例を示している。最後に本研究で提案している方法を用いての実証例についても検  

計㌻る。  

2．漸近分散評価のアルゴリズム   

Hosqyaand「払Ili卯Ch（198カの公式に基づいて漸近分散を評価するアルゴリズムを開発した。  

以下のARMAモデルの漸近分散を真の値周りとウィットル推定量周りで評価し比較すると、ほぼ  

同じ値で符号も山致している。  
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・ニ 二二〒∴三三二：三ーニニ・  

〔［批‡10‡1］〕  
Z（り一言．ブ．d．〃   

もう一つの計算例として非正規分布の場合を取り上げている。結果は理論通り、モデルの係数の  

共分散行列にはほとんど影響がなく正規分布の場合とほとんど同じ値になっている。漸近分散の  

評価ができるようになると、検定が行えるため本アルゴリズムは大変有用である。  

3．非定常時系列  

非定常時系列の推定と検定のアルゴリズムを提案する。第3段階でウィットル型尤度関数を用い  

ている点が先行研究にない特色である。p次元プロセス（Zr（Jかま以下のように生成されていると  

仮定する。：  
⊥才一1 ゐ  

△（エ）Zr（f）＝nZr（ト1）＋∑r（た）A（エ）Z7▼（ト点）＋rg（g）＋∑¢∽頼－り  
慮ニI J＝0  

ただしig（輝頗）でnは正値定符号で如‡4j＜昭とするodet‡妾㊥呵＝0の  

根とdeti△（g）ル宴r（柚）gた ‡  
＝0の根はそれぞれ1より大きく共通しないとする。帰無  

－131－   



仮説として化成恒）＝r、対立仮説としてrα乃吋1）＝pを考える。  

第1段階：目的は観察不可能な擾乱項の推定値を得ることである。反転可能性から無限次のAR  

モデルで表すことができる。ここではAICを用いて高次のARで近似して残差を得る。  

第2段階：第1段階で得た残差を用いて様々なARMAの次数を当てはめ、BICにより次数の推  

定値を決定する。ここまではHamandR由sanen（1982）とほとんど同じである。  

第3段階：ウィットル型尤度関数を準ニュートン法を用いて最大化し、ウィットル推定量を得る。  

本研究では2種類のウィットル尤度関数を提案している。  

ウィットル尤度比検定：ウィットル尤度比エ。＝ア如一如）1を直接計算し、鮎加eland  

Abn（199カで計算されている表を用いて検定する。  

共和分ランクの同時検定：帰無仮説rα乃串）＝r、対立仮説畑中）＝r＋1，…，ダの同時検定を  

考える0まずウィットル尤度比エリのp億をクノとして〆＝r諜タダノを求める0次にこの検定に  

対応するp億を姫）＝Pr匝－≦p■岬。‡としてモンテかレロシミュレーションで評価する。た  

だし扇＊＝悪錘、孔はHosoyaand馳mo融00ゆのアルゴリズムを用いて計算される0  
4．実証例  

・1960年1月から1979年12月までのアメリカのフェデラルファンドレート、90日国債、   

1年国債を用いて推定。同じデータを分析したReinseland Abn（1992）やYhp and  

Re立通el（1995）より小さい共分散を持っ推定値を待た。少なくとも共和分ランクは1という結  

論は先行研究と整合的。同時検定を行っても結論は同じ。  

・1982年1月4日から2002年2月4日までのトピックス、ニューヨーク複合株価指数、日米   

為替レートを用いて推定ムARMA（1，飢ARMA（2，O）、ARMA（1，1）いずれのモデルで推定して  

も共和分ランクは0，つまり長期均衡関係はなく単位根が3の仮説を採択。同時検定を行っ  

ても結論は同じ。  

参考文献  

［1］Hann弧，E．才．弧dMc血昭雄AJ．：ゐ血ば舷e血ぬ∽5払癒舷ぬ姦如83，490－498（19如）  

［幻H叫E．才．弧dR由sa皿en，よ‥肋e舷，69，81・94（198カ  

【dHos叩a，Y：ゐ昆mdぱ鮎碑．鮎由血融戌把由頓B51，亜5一朝7（1989）  

【dHosoya，Y：血乙扉彪画ば虎e肋α癒励由玩恥血okuUbjⅦr軸払血－00皿血g（2002）  

［dHosoya，Y弧d址moto，T：A皿血勧ばぬ，肋α及わ励由功恥bokuU血ve痢61，615－635  

（2000）  

【6］Hosoya，YandTbniguthi，M．‥乃eAnnabot’Sb2由毎10，132－153（1982）Correction，21，1115－1117  

（1993）  

【可血b弧能払S．‥エ劫抜〟d壷感触α血α血梅坪おd物A日加軍r感僧脇溢血（1995）  

［8］LutkepohLH．andChessen，H．‥ehu77dd7hz20me血塊80，223・239（1997）  

［或馳moぬで：加工滋勧ば鮎肋血勉由頓恥bhUhiⅦ軸63，199－224（2001）  

【10】馳moね，T狐d放）S町a，YⅡ血00短002）  

【11］鮎血駅旧C，弧dA血，S．K：ゐ昆mdぱ乃由eぷ痴励由13，353－375（1992）  

［12】協p，S且弧d鮎血塊G．C．：ゐ乙皿〟ぱ虚e血血蝕ぬ幽α溢血喝恥253－267（1995）  
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分数和分過程の不変性原理  
東北大学・綻  細谷 雄三  

非定常長期従属時系列データについては、統計的推測に関わる統計量の漸近的性質ほしばし  

ば分数ブラウン運動を含む。d＝（d（1），・‥，d（p））を分数指数d（α），1／2＜d（α）＜3／2から  

構成されるp－ベクトルとする。W（†、，β，d）はそのα対角要素が  

Ⅵ㌔α（γ，β，d）＝（γ－β）d（α卜1  

で与えられる対角行列とする。また（月（祝），視≧0）を初期値呵（〕）＝0、共分散行列  

且（β（1）β（1）′‡＝n．  

のブノ次元ブラウン運動とする。このときタイプ 分数ブラウン運動Zいり，u≧0は典型的に  

Z（′u）＝J㌻†Ⅴ（叫占，d）dβ（ts）if 視＞0  

ニ 0  ほ 視＝0．  

と定義される。いま㌢ベクトル過程（耳（り，ま∈ZO＋）が初期値ガ（0）＝0でありf≧1につ  

いては   

ト」  

ガ（り＝∑◎（g榊－り，  
′ニ0  

として与えられているとする。ここで◎（りはそのα対角要素がr（けd（α））／†r（d（α））r（～＋1））  

であるpxp対角行列とする。また（ど（り，壬∈Z）は平均0，共分散行列rlの2次定常過程と  

する。   

本論文は（E（り）が漸近的にのみマーティンゲール差分性と条件付等分散性を満足するとき、  

ズ（壬い＝1，■‥，アの標準化した和について中心極限定理が成立し、部分和過程について不変  

性原理が成立することを示す。これはHosoyaandTaniguchi（1982，93）及びFindleyand  

Wbi（1992）のアプローチを拡張したものである。すなわち（どα（り‡に次の仮定を置く。   

（i）正定数71が存在して、  

Vαr岬（どα（ト＝）！苫））＝0（g、2～71），α＝1，… ，p．  

（ii）72＞0が存在して、まに関して一様に  

且匿（どα（g）どβ（m）伍トⅧ（どα（～梅（本川＝0［〈（ト叛m－り）‾（1／2巾2） ］  

ここでg，m＞王．  

（iii）5T，。（α）≡∑畏1αプ亡α（J）と置くとき、ど＞0が与えられたとき正数cど，73が存在して、α  

とアに関して一様に  

卯r，α（α）21（向甑（α）i＞E）j≦cど（Vαγ（町，α（α））1＋73  

－133－   



（iv）g＞0が与えられたとき、正数dE，Ⅵが存在して  

針（】町。（α）l＞ど）≦dJVαγ（吋桓（α川 75（α）   

ここで75（α）＝（1＋頑m弧（1，毒口）・  

みはそのα対角要素が毒覇rd（αト1／2となる対角行列とする0  

定理A．仮定（i），（ii），（iii）が成立するとき、年1∑た1X（t）は漸近的に平均0、共分散が  

上1  

Ⅳ（1，叫d）nⅣ（1，叫d）血・  

の正規分布に従う。  

定理臥 仮定（i），（ii），（iii），（iv）の下で、過程（ブけ（視），0≦餌≦1）は（Z（lり，0≦′u≦1）  

に空間叫1］において弱収束する。ここで黄（祝）＝年l∑圭讐ズ（け  
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科研費シンポジウム「ファイナンスへの統計理論、時系列解析及びそれらの応用」  

北海道大学2002年10月24日   

Asympto七icexpansioninOrns七einhUhlenbeck－based  
S七ochas七icvolatili七ymodels  

東京大学大学院数理科学研究科博士課程  増田弘毅   

㊥本報告内容は，東大数理の吉田朋広氏との共同内容である（現在準備中）．  

近年，BarndorfiNielsenandShephard［l］において以下の2つの1次元SDEの組で定義される  

確率的ボラティリティモデル（BN－SSVM）が提案されち様々な実証分析がなされた：  

（≡芸  

＝一人芳±d亡＋dぞ入い  

＝（〃＋β方丈）蛮＋∨頂討明十〆Z入か  

ズは観測されない，即ちデいタとして利用することのできない潜在ボラティリティ過程フyは離  

散的に観測される対数資産価格過程を表す．ここでZはsubordinaLor（単調増加L如y過程），ぴ  

はZと独立な標準Wiener過程であり，また拓β∈R，β≦0及びÅ＞0は定数である・【5］にお  

いて，このモデルに基づいたヨーロピアン型オプションの価格付けの問題が議論されている・ここ  

ではボラティリティ過程ズが  

．／二∫  
e一入（トβ）dZ入ぶ  ズよ＝e一入£ズ0十  

で与えられるOrnsteiIトUhlenbeck型過程（OUP）によって記述されているが，この確率過程の固  

有の性質により，BN－SSVMは様々な解析的利点を持つことが知られている（cf．【≠【2］）・特に  

ガ自身に関して，そのSDEはその係数が線形に固定されているにも関わらず，Zを様々に変える  

ことによって非常に緩い正則条件の下でR＋を台に持つような任意の自己分解可能分布をその不  

変測度（以下これをダと書く）として持ち得ることが知られている・またダの如何に関わらず，1  

次元の場合には方の自己相関関数は再）＝eXp（一対て与えられる（多次元の場合は則こ依存す  

る）．OUPの理論的な詳細については［7］を参照されたい・本発表においては一貫してXは強定常  
であるとする．これは実際川でもなされている仮定であり，Fの具体例としては例えばtempered  

stable分布（逆ガウス分布を含む）が挙げられる・更に，yのSDEに含まれる項βdZ人士は，いわゆ  

る1everage－e鮎c七（volatilityの上昇に伴って資産価格が下落する現象）を表現するためのもの  

である．   

β＝0とする．r＞0に対し】期間rO，r】にわたる対数資産収益浄一端について以下の事実が  

知られている（e・g・川，【2］）：  

（i）rが非常に小さい時，即ちyの高頻度なデータを対象とする時は，£（r‾1／2（浄一端））は近似  

的に則こよる正規尺度平均混合に従う（【1＝2jの他多くの論文においてその実証がなされ  

ている）．  

（ii）Tが非常に大きい時，martingaleCI∬の適用によってT→∞のもとで  

r－1′2（…－r〝イ榊）加性町）  
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が成り立つ（ここでmF：＝J3：F（血）の存在は仮定する）・これはAggrega七ionalGal掛  

siani七yとよばれている．   

以上の2つの事実を踏まえ，本発表では【8】（または［3】，［句）で与えられている一般論を援用し，  

ある正則条件のもとでBN－SSVMにおける期間【0，r‖こわたる対数資産収益の分布の高次の漸近  

展開（形式的Edgewor仏展開）の公式を紹介する・より具体的には，勒1：＝浄一端一朝竹一堀  

に対してr」／2釣1のr→∞なる漸近手法のもとでの展開を得る．この目的の為にはOUP一方  

のmixing性が本質的に要求されるが，最近【4］においてmiⅩingrateも込めてその為の十分条件  

が与えられたのでここではそれを直接用いる．   

ここで扱う漸近展開はダのモーメント条件の下で任意に高次まで保証される為，あらゆるrに  

対して効果を持つと思われる．更に，BN－SSVMのSDEの形により，その係数の計算は簡単かつ  

系統的になることを紹介する．特にβ＝0の場合においては，［2］において詳しく議論されている  

in七egratedvolatilityX；：＝Jixsdsの特別な性質が役立っ・大雑把には以下の通り：展開の各  

係数にはT－1／2ガ丁のr一次（γ≧2）キュムラントxr，γ（視）を計算することになる切であるが，これ  

はBN－SSVMの構造から，r≧2に対するキュムラント関数が  

抑（一昆）＝（∂瀞g咤p（豆（霧十桜）ズ；〉］  

で与えられるため，ガ；のそれに帰着させることができる・更にズ；とダのた一次キュムラント  

（各々堵牒）と書く）の間には著しい関係，堀＝ゴ凡欝）ち－1（f）が成り立つ・ここでJた（りは  

J招）＝入－たト入－（叫り∑た1才一1（トe一入り～，た≧1，かつJ招）＝£で順次定義される関数である・  
このように最終的にはダのキュムラントの計算に帰着させることができ，ダのモーメント条件の  

もとで任意の高次項まで展開が可能となる．  

発表当日は簡単な数値実験結果を提示する．  
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離散観測による小さな拡散過程のパラメータ推定  

内田雅之  九州大学大学院数理学研究院  

1 序  

離散観測に基づく拡散過程のパラメータ推定は，応用上重要であり，近年精力的に研究さ  

れている分野である．しかしながら，離散観測に基づいた小さな拡散をもつ拡散過程のパラ  

メータ推定についての研究はあまり多くない・Genon－Catalot【2］とLaredo［4Jは拡散係数  

が既知という仮定の下で一致性，漸近正規性および漸近有効性をもつドリフトパラメータの  

推定量について考察した．S折enSen〔5】はデータ数乃を固定した下でマルチンゲール推定関  

数を導出し，ドリフトパラメータと拡散係数パラメータにおける推定量の山致性および漸近  

正規性を示した・上記の3つの論文［2，4，5］を考慮して，本研究では小さな拡散をもつ拡散  

過程のパラメータ推定に焦点を絞って，一致性漸近正規性及び漸近有効性をもつ推定量に  

ついて考察する．  

2 最小コントラスト推定量   

この節では，次の確率微分方程式によって定義されるd一次元拡散過程を考える．  

dズと＝わ（ズゎα）dま＋紺（ズゎβ）血ま，ズ0＝郡， £∈［0，1］，ど∈（0，1］，   （1）  

ここで（α，β）∈白。×白βであり，0αと軸はそれぞれ，即と即の有界で凸な関都分集合と  

する・さらに，‡0とどは既知の定数，はRdx白α上で定義されたRd一値関数っげはRdx白β  

上で定義されたRd㊤Rγ一値関数，ぴはr一次元の標準Wiener過程である．ドリフトぁと拡  

散係数Jはパラメータαとβ以外は既知であるとする・取り扱うデータは区間［0，1］上で等  

間隔に観測された離散データとする・つまり，（ズまふ）0≦た≦m，毎＝た／れである・極限について  

は断りがなければ，ど→0かつ乃→∞の下で考える．α0，β0，β0＝（α0，β0）はそれぞれ，  

α，β，♂＝（α，β）の真値とする．瑠は方程式（1）においてE＝＝0に対応する以下の常微分  

方程式の解とする：dズヂ＝らげ㌢，α0）dま，祁＝諾0・甲（Rdxo；Rm）を以下の2つの条件  

を満たす関数′の空間とする：（i）′（∬，β）はRdxo上で定義されたRm－値関数で，（霊，β）  

について滑らか・（ii）すべてのfnl≧0，iレ！≧0，ごに対してsupβ∈Ol∂〝伊Jl≦C（1＋回）C  

となるC＞0が存在する・ここで，m＝（ml，…，乃d）と〝＝（〝1，…，〝g）はm血i－indexで  

あり，J＝dim（軌Inl＝ml＋・‥＋れd，レl＝：〝1＋・‥十レJ，∂n＝呼1・‥∂冨d，銑＝∂／鮎宜，  

ま＝1，…，d，∂レ＝町‥・∂㍗，∂j＝∂／∂釦，ゴ＝1，‥・，gとする．   
モデル（1）について，次の仮定をおく．   

［Al］［0，1］上で方程式（1）の強い解が一意的に存在する．  

［A2］すべてのm＞0に対して，Supま刷ズflm］＜∞．  

［A3】らhα）∈C竿（Rdx◎α；Rd），巾，β）∈甲（Rdx軸；Rd㊤Rr）・  
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【A4］infx，βdet【crcT＊］（x，β）＞0，［0・0，＊］‾1（x，β）∈C㌣（Rdx白β；Rd⑳Rd）・  

［A5］α≠α。⇒畔牲α）≠占（ズヂ，α0），β≠仇⇒J㌔（ズぎ，β）≠のブ（方ヂ，β0）・   

さらに，どとmに対して以下の仮定をおく・  

［B2］1img→0，m→∞（g、布）‾1＜∞■   

コントラスト関数を構成するために，Kessler［3〕と同様に推移確率密度関数の正規近似を  

考える．Florens－Zmirou［1】のLemmalを使うことによって，以下のコントラスト関数を  

得る．Ui，n（α，β）＝∑冨＝1（logdet≡k－1（β）十E－2n環（α）＝k－1（β）‾1為（α）），ここで島（α）＝  

＝た（β）＝［呵（ズ毎，外紙，  ズ紘一耳広1一あ軋1，α），  

梱 
裾 

（（抽㌘ （榊1抽 
ここで  

）フ   

爪孟鵜α0））＊軒1（獅）（孟鵜α0））dβ，  
吉川孟［呵）軒1（孟［呵）軒1㈲β0）］dβ・  

捺恒。）   

控（β0）  

′ヽ  ∂叩＝（a叩，免れ）を以下で定義された最小コントラスト推定量とする：抗，m（♂叩）＝  
infβ∈◎抗，れ（β）．昂を方程式（1）の解の法則とし，与は確率収束を，ヰは分布収束を表す．  

Tbeoreml／叫一甘坊〃呵を仮定する・この時上布。の下で，∂叩阜β。．さらに，もし  

β0∈㊥で柵）が正則ならば′為。の下で′（完結謡）旦Ⅳ（0，瑚）－1）・  
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tions・PreprintNo・2000－2，DepartmentofStatis七icsandOperationsResearch，Uni－   
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Incorporationofmemoryinto七heBlack－Scholes－Merton  
theoryandestima七ionofvolatili七y  
（withV・V．AnhandC・Pesee）  

北海道大学・理 井上昭彦  

A welトknown drawbackofthe】〕1ack－Scholes modelis tha七it does not explain the  

di鮎rencebetweenhistoricalvolatilityHVandimpliedvolatilityIV．InAnhandInoue  

［AI】，adynamicmodelofcomplete丘nancialmarketswasintroduced，inwhichtheprices  

OfEuropeancal1sandputsaregivenbytheBlack－Scholesた）rmulabutHVandIVmay  
bediffbrent、Thepriceprocess（S（t）：t∈R）ofthismodelisde負nedviaanAR（∞トtype  

equationbrthelog－PriceprocessZ（t）：＝logS（t）・hthesimplestcase，thisequation  

takestheform  

芸（り－m＝一たpe－…〈芸（βトm）抽若鮎  
（1）  

wherem∈R，q，q∈（0，∞），P∈（Mq，∞）and（W（t）：t∈R）is aone－dimensional  

standardBrownianmotior10naPrObabilityspace（n，f，P）・WecanSOlve（1）explicitly  

toobtaiIl，br孟∈R，   

鞘＝印）exp〈かイ（エpe－（州叫dⅣ（u））狛抑叶（2）  

ComparedwiththeBlack－Scholesmodel，themodeldefinedby（1）hastwoadditional  

parameterspandqwhichdescribethememoryoftherTWrket・Whenp＝0，Eq・（2）  

PrOducestheBlack－ScholesprlCePrOCeSSglVenby  

5（と）二5（0）exp（汀昆十JⅣ（£））．  
（3）  

rrhelog－Priceprocess（Z（t）：t∈R）of（1）isaGaussianprOCeSS Withstationary  

incrementswhichhasmemory．Inviewofsomerecentstudies，itisunlikely七hatobserved  

stockpricesandstockindicesarelog－nOrmal・However，Weneglectedin［AI】such  

COnSideration，reCal1ingthefactthat，afteral1，theBlackqScholesmodel，Whichislog－  

normal，isstilldominantamOngalargenumberofmarketmodelsusedbypractitioners・  

Ourintentionwas toincorporate acrucialaspect，namely，memOry，into the Black－  

Scholes model，withoutlosingits usefulness and simplicity，Particularly，the Black－  

ScholeshrmuLa．Wbshowevidenceindicatingthatmarketshavernemoryandthatthe  

modelde丘nedby（1）cancapturesomemovementofstockindicesrea50nablyweu・   

By〔AI］，theconstantJOf（1）isequaltotheimpliedvolatilityofthemodel，de丘ned  

viatheBlack－Scholesfbrmula．Noticethat，inthemodelde丘nedby（1），thepricesof  

EuropeanCal1sandputsareglVenbytheBlack－ScholesfbrmulaasintheBlack－Scholes  

model．VVenowde丘ne  

Var（log（g（±）／5（β）））  
（4）   （丈＞5≧0）・  HV（£－5）：＝   

才一β  
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If（S（t））isBlack－Scholes，thenwehaveHV（t）＝gforeveryま＞0・However，in the  

PreSentmOdel，WehaveHV（t）＝f（i），Wherethefunctionf（t）isgivenby   

一 

・ 
（ま＞0）  （5）  

（see［AI】）．Weseethatifp＞0，thenf（t）isdecreasing，Whileifp＜0，thenf（t）is  

increasing．WeestimatedHV（t）（t＝1，2，3，・．・）丘omrealmarketdatasuchasclosing  

Values ofS＆P500index．Ourfindingis that HV（t）is not constant，and very often  

revealsfeaturesinagreementwith七hosedescribedabove・Wefittedthefunctionf（t）  

byusingnonlinearleastsquares，andfoundthatf（t）approximatesHV（t）ratherwell  

Whenthemarketis stable．   

Thismodelsuggestsanewmethodforhistoricalestimationofimpliedvolatility．In  

fact，inthetraditionalmethod，itisHV（1）七hatisregardedasthehistoricalestimateof  

VOlatility・Thechoiceoftimelagl（d町）hasbeenadoptedbecauseitcanbeconveniently  

COmPutedfromclosingdata；afteral1，intheBlackqScholesmodel，HV（t）is constant，  

Whencethechoiceoftis notsorelevant．Thus，inthistraditionalmethod，Only one  

ValueofHV（t）isusedtoestimatevolatility．However，aSStatedabove，Sinceobserved  

marketdatashowthatHV（t）isnotconstant，SuChamethodwouldgiveonlyapartial  

description ofthe market．Wepropose anew me七hod払r theestimation ofimplied  

VOlatilitybasedonthemodeldefinedby（1），inwhichweuseseveralⅤaluesofHV（t）．  

Asstatedabove，WeCan丘tf（t）toHV（t）ratherwellbyusingnonlinearleastsquares，  

andin so doing we obtain estimated values ofq，Pand q．Since qis equalto the  

impliedvolatilityinthemodelde丘nedby（1），thisestimatedvalueofqisourhistoricaLLy  

eβ£豆mα孟edγαJ視e扉豆†叩g豆e（ゴむOJαま豆J軸．   

WefoundthatourestimatedvalueofcrfbrrealdatasuchasS＆P500indexisalmost  

alwqrslargerthanthetraditionalvalueofHV，tha七is，HV（1）・SincewehaveIV＞HV（1）  

muchmoreoftenthanIV＜HV（1）inrealmarkets，七hishastheefFectofnarrowingthe  

gapbetweenHVandrv，andmakingtheBlackTScholes－Mertontheorymoreconsistent  

Wi七hempiricaldata．  
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東京都立大学 横井 学・渡部敏明  

1はじめに   

多くの金融経済学者が、株価収益率と取引量の関係を分析してきた。本  

研究の目的は、インパルス応答関数を使って、株価収益率別のボラティ  

リティと取引量′Ufの分析を行うことにある。推定には、確率的ボラティ  

リティ変動モデルの分析でよく使われるペイジアンMCMCを用いる。  

2モデル  

2．1ボラティリティと取引量のVARによる特定化   

Galla叫Rossi，andTa－ユ血en（1992）などの先行研究を踏まえれば、ボ  

ラティリティは、それ白身の過去の値と過去の取引量の関数としてモデ  

ル化することができる。この研究では、単純化のため、ボラティリティと  

取引量の主要素が多変量自己回帰過程に従うようなモデルを考える。  
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†・よ＝ど1とeXp（α1ま／2），£＝1，…，r，  

′Uと＝α2亡＋JuE紬 どと＝（ど損亡2£）′…Ⅳ（0，ち），  

α亡＝〃＋Alαト1＋…＋A抑－P＋恥 祝f～Ⅳ（0，∑），  

ただし㍑£とどとは独立であると仮定する。ここで仇とγtだけが観測でき  

る変数であることに注意されたい。VARが定常であれば、インパルス応  

答関数を求めることができる。ペイジアンMCⅣICでは、このインパルス  

応答関数の経験事後分布を、直接求めることができるので、その95パー  

セント区間の構築も容易である。   

2．2観測される変数が多変量のときのMMS   

ShephardandPitt（1997）は、いわゆる「マルチ・ムーブ・サンプラー  

（MMS）」と呼ばれる方法、すなわち非線形・非正規の状態空間モデルの潜  
在変数ベクトルを、パラメータを所与としてその事後密度関数から生成す  
る方法を提案した。この方法は、非常に効率的であり、MCMC収束のス  

ピードも著しく速くなる方法であるが、ブロックの分割数を増やすと推定  
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バイアスも深刻なほど増加してしまう。Wa七anabeandOmori（2001）は、  

この問題を修正したMMSを提案している。残念ながら、もとのMMSも  

修正したMMSも観測される変数が単変量の場合を考えて構築されてい  

るため、本研究のモデルには使えない。この研究では、MMSを観測され  

る変数が多変量のときにも使えるように拡張した。  

3 推定方法   

ここでは、ペイジアンMCMCを用いて、パラメー タの事後分布を推定  

する。パラメータの事前分布として、正規－ウイツシヤート型の分布を仮  

定する。ただし、定常性の条件を満たすようにパラメ ータ空間は切断さ  

れている。このとき、各パラメーターと潜在変数について、条件付き密  

度関数を用いてそれらの標本を生成し、マルコフ連鎖を構築する。マル  

コフ連鎖が定常状態に入れば、この標本は、事後分布から生成した標本  

とみなすことができきる。各パラメータの標本を生成する際はM－Hまた  

はAqR／M－Hアルゴリズムを使い、〈αt‡た1の生成には拡張MMSを使う。  

4実証分析   

データは、東京証券取引所で取引されているTOPIX（束証平均株価指  

数）の日次収益率と取引量のデータを用いる。期間は1974年1月4日から  

1990年2月27日までである。この研究では、データを2分割した。すな  

わち、（Datal）1974年1月4日から1984年12月28日まで（r＝3428）と、  

（Data2）1985年1月4日から1990年2月27日まで（r＝3372）である。  

トレンドやカレンダー効果（曜日効果など）を除去するために、Gallant，  

Rossi，andTauchen（1992）の2段階調整法を適用した。  
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GA毘CHオプション価格付けモデルの計量分析  

東京都立大学・経渡部敏明  

1 はじめに   

オプション価格の導出に用いられるBlack／Scholes（1973）モデルでは，ボラティリティと呼  

ばれる原資産価格変化率の2次のモーメントは満期まで一定であると仮定する．ところが，近  

年っボラティリティは日々確率的に変動するという考えが主流になってきており，そうしたボラ  

ティリティの変動を明示的に定式化するボラティリティ変動モデルに注目が集まっている．ボ  

ラティリティ変動モデルの代表的なものに，Bolユerslev（1986）によって提案されたGARCHモ  

デルがある．このモデルは最尤法によって簡単に推定できることから，資産価格に関する多くの  

実証分析に応用されてきた．本論文は，そうしたモデルを使うことにより，現実のオプション価  

格の変動をよりうまく捉えることができるようになるかどうかを日経225オプション価格デー  

タを用いて実証分析したものである．  

2 ボラティリティ変動の定式化   

株式市場では株価が上がった日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇す  

る傾向があることが知られている．GARCHモデルはこうしたボラティリティ変動の非対称性  

を捉えられないので，その後，こうした現象を考慮に入れたモデルがいくつか提案されている．  

そうしたモデルの代表的なものには，Glosten／Jagannathan／Runkle（1993）によって提案され  

たGJRモデルとNelson（1991）によって提案されたEGARCH（exponentialGARCH）モデル  

がある．本論文では，こうしたボラティリティ変動の非対称性を考慮に入れたモデルを使うこ  

とにより現実のオプション価格変動もうまく捉えられるようになるかどうか分析を行っている．  

3 期待収益率の定式化   

オプション価格を導出する際には，ボラティリティだけでなく，期待収益率の定式化も重要に  

なる．投資家が危険中立的であるならば，期待収益率は安全資産の収益率に等しくなる．危険中  

立的でない場合には，期待収益率と安全資産とは帝離する．その場合には，危険中立確率測度を  

導出し，満期におけるオプション価格の期待値はこの危険中立確率測度の下で求めなければな  

らない．Duan（1995）は局所危険中立性という仮定を置くことにより，現実のGARCHモデル  

を危険中立確率測度の下でのモデルに変換する方法を提案している．本論文は，こうした期待  

収益率と安全資産の収益率とが帝離する可能性，特に，期待収益率が過去の収益率やボラティリ  

ティに依存する可能性を考慮に入れた分析も行っている．  
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4 誤差項の分布   

資産収益率の分布は正規分布よりも裾が厚いことが古くから知られている．GARCHモデル  

の誤差項は通常正規分布に従うと仮定されるが，そうした仮定の下でも，ボラティリティが日々  

変動するなら，収益率の無条件分布は裾が厚くなる．しかし，それはGARCHモデルの誤差項  

の分布が正規分布でよいことを意味しているわけではなく，実際，最近の研究で，収益率の分布  

の裾の厚さはボラティリティの変動だけでは完全に説明することはできず，誤差項の分布にも  

スチューデントのま分布のような裾の厚い分布を当てはめた方がフィットが良いことが明らか  

になってきている．そこで，誤差項が士分布に従うモデルを使った分析も行っている．  

5 結論   

本論文で得られた主な結論は以下の通りである．   

1．株式市場では価格の下がった日の翌日にボラティリティが上昇する傾向があることが知ら   

れているが，日経225変化率のボラティリティの変動にもそうした非対称性が存在するの   

で，非対称性を捉えられないGARCHモデルよりもボラティリティ変動の非対称性を考慮   

したGJR，EGARCHモデルを使った方が，より現実の動きに近いオプション価格を導出  

できる．   

2．日経225変化率の期待収益率と安全資産収益率として用いた1ケ月物のコールレートとの   

差は統計的に有意ではないため，それらが帝離する可能性を考慮に入れ，Duan（1995）の   

方法によってオプション価格を求めても現実のオプション価格の動きをうまく捉えられる  

ようにはならない．   

3．日経225変化率でもGARCHモデルの誤差項の分布を士分布にした方がフィットが良くな   

るが，誤差項の分布をま分布にしたモデルを使っても現実のオプション価格の動きをうま  

く捉えられるようにはならない．  
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