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Amexacもim払rma七iomloss亙m班e  
m混七ivarは七egammadi由ib血iom  

OsakaUniversity EtsuoKumagai  

OsakaUniversity Nobuo工nagaki  

hltllispaper，WeprOpOSeageneralizedhyperholiclnOdelasalle文一ノ（lllHio11  

0ftlleNileproblelnhyFisller［2】，Wllichshowedtheexapct・illfbrmatioi1loss  

withahyperboliccurveasaparalnet・erillthet｝WOdilIlellSioIlalexr”11elltial  

distrib11tioll，alldweillVeStigatetheexactillhrlnatiollloHSWithre叩eC＝o  

MLEillthege11Cralizedhyperboli‥nOdel・Ⅰ∫lthiscalculatioll7We11Se a  

projectiolllnatl、ixdircctly，Whichispart・ially一泊f；edont－llPPrOjeぐrio11WitIll  

l、eSpeC†ノt，Ot，llPCOIl（1itiolla′l仁ⅨPeCtat・iollgiveIl丸几EillTIl托gaki【叶  

Let．kl）CaPOSit′iveillt，Cgeralldl∈・t，ralldomvariableHiX，）fi＝1l－eill（le－  

perldellt mllt11ally a｝ldbe eaclldist・ributed with th仁Igalnma distrib－1tJiorl  

iG．4（恥α「l））5＝1，Where（q2‡た1aIldiαiた．arecoIIStalltLSalldparalneterS  

respectivelywhichareallpositiveaIld鮎1ite・Wbco11Siderthek－dimeI扁0Ilal  

gamlnadist．riblltioIl（Xl，…，XAl）whoseprobabilitJyde11Sityf－1IICtiollis  

p（ご1，…，∬た） ＝ eXp（〈α，諾〉－γペα）‡頃諾）  

＝ヰ妾αⅠ招宴log雄掟   

Wbconsiderthek－dimellSionalgamlna・distrihut・io11WllOSeparamet－erSSat－  

isbTthecoIldition車（α（0））＝0，thatis，paralneterShavetherelatJioIIShips  

as払1lows：  

ト  1
1
 
 

…
 

√
 
 
 

〃
l
 

畑
 
 
 

α（β）ニ  

wIlere   

ん－1   

－、一‾ニー  
恥－1  

0＜β1，…，βト1＜∞，γ1＝ っ…，γた＿1＝  

恥  恥  

Notethatrl，．．．，r・ト1arepOSitiveconstants．Wtcal1thisa9eneralizedhy－  

Perbolicmodel．Thefo1lowlngtheoremholdswithrespecttothisgeneralized  

hyperbolicmodel：  
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Theoreml九伽た－d豆memβ乞0氾αJge†脚1αg豆zed九脚e†加g乞cγ托0弼gefア＊（β）  

ゎe兢叩一再ec如氾mα血豆m紬血β加わ呼αCe印刷托edむy∑主（β）d（∂），統αま豆β，  

タ＊（∂）＝∑喜（β）d（β）ぐd（呵∑（∂）d（叫‾1厄（β）∑去（恥  

β0娩欄f〟ほ騨汀脚℃g哀zedβね血豆cαgmγ・Vαねrer（β）2五βr印γ℃βeれまだd鮎摩gわぴβ∴   

r（∂）2  

＝（七叫）∑（∂）d（呵「2〈叫恒…㊨∑喜（∂）（Ⅰた一瑚））∑叫叫）〉  

Ⅰト1，  
ql＋・‥＋qk   

Ⅶ加†・eIたwlαγえdIた肝e兢eた－1αγとdたdオmeγよぷねγ息αg五demf軸†托αか■戌ceg，†・e一  

叩eC血egyプαγとd班eγと0ね如m㊥γneαγば〟ほ∬γ・0γ沌Cた即牒γ・0血d・  □  

Theorem2耶ほe：工αCf爪＄んeγ・かち何丁rもα血†lgOββ〆た一成γ托肌β幻”はg九脚e†・わoJ豆c  

mβdeg由γ・ep†eβ即はed占y  

γも  

∫（β）．  ∫れ（β卜∫r（β）＝   
m（勘十・‥十恥）＋1   

TheexactiIlfbrmationlossconvergestothefbuowing：  

J曳〈Jれ（∂卜互（嗅＝  ∫（∂），  
勘＋‥・＋恥   

whichis eqllivalent toanatllralexpansionofthedefinitionofstatistical  

C－1rVatlユrebyE缶・On［l］，   

Refbrences  
［1］B・Effon，De丘ningthecurvatureOfastatisticalproblem（withapplications  
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量子Bhaセセac払aryya不等式  

中央大。COE  津田美章  

先日の統計関連学会連合大会での報告に引き続き，不偏推定に関するBhatta止aryya不等式の量子  
力学系への拡張を説明する．古典との違いは以下のポイントにある．   

（1）密度（＝状態）とその（高階）微分との比の定義の仕方に任意性があること．  

（2）下限を達成する測定のPOVMによる実現可能性条件があること．   

（1）は作用索の積の非可換性に由来する．良い下限を得るためには，微分の情報を最大限に引き出  
すような乗算規則に基づいて比を定める必要がある．典型的にはS型／R型／L型の3種類があり，母  

数空間¢の次元や被推定量の形などにより使い分ける．  

（2）は物理系の観測が関わる上で最低限必要な条件である．（他の問題は更に，局所性など，別の条  

件が追加される．）古典と同様，不等式の下限の達成条件はScllWartZの不等式の等号成立条件に基づ  

いて表され，その等式で得られる作用素がβに依存せず，しかもその作絹索が表す測定がPOVMで  

実現で普るならば，一様に最適な不偏推定量が与えられる．しかし一一般には，測定の実現可能性条件  

は扱いにくい形をしている．特に問題となるのは複数の実数値物理量の同時測定可能性である．（例  

えば⇔＝＝取2の場合，不偏推定量の分散行列Vの同時最小化問題において，一般にはトレードオフを  

引き起こすため，リスクとして取Ⅴなどが用いられる．）ところで，被推定量が実数か複素数ならば，  

任意の推定量は，半正規（subnormal）な一般化オブザーバブルの正規拡九というシンプルな議論に  

帰着され（Halmos（1950），Yuen＆Lax（1973），Hayashi＆Sakaguchi（2000）），しかも，量子ガウス状態  
モデルなど，重要な応用例をもつ．   

本研究では，¢＝取，0＝Cとして量子版のBhattacllar）rya不等式を導出し，達成可能性条件を明  
らかにした・また，量子ガウス状態モデルの御岳βの（正則とは限らない）多項式タ（β）の推定に応用  
し，以下のことを示した．  

新しい結果  従来の結果  

⇔   腿  c   

被推定量   β2   β3  正則  反正則  実数値   

一様最適不偏推定量  存在  非存在  存在  存在  存在   

達成する下限   S型  R型  L型  R一型＆1型   

正規拡大   不要  必要  必要  不要   

測定の古典物理的解釈  不可能    へフ‾ロ  へ7一口  不可能   

（正則⇔如／d♂＝0，反正則⇔勾／d∂＝0，実数値⇔g（β）  

R   C   

β   β   

存在  存在   

S型  R型   

不要  必要   

ホモ  へフ‾ロ  

ホモ＝ホモダイン検波，ヘテロ＝ヘテロダイン検波．）   

量子ガウス状態は古典的正規分布の自然な拡張である．古典ならば，Hermite多項式を用いて任意  
の多項式のUMVVEが構成できる．この性質は，¢＝Cの量子ガウスに受け継がれている．ただし，  
最適推定量の記述にはLaguerre陪多項式が用いられる．   

意外なことに，㊤＝Rだとβ3のように最適推定量が存在しない例が存在する．これは，量子版の  

推定量のクラスが古典に比べて大きいため，不偏性の制約が相対的に緩くなり，リスクを一様に最小  
にする推定量が存在し得ない，ことを示している．ただし，不偏性の下で許容的ながの推定量は存在  
する．  

基本設定  量子力学系は，ヒルベルト空間叙を用いて記述される．γ上の非負建値自己共役線形作  

用索の全体を£十とする．系の状態は，取β＝1を満たすβ∈£＋で表される．集合nの元を観測  

値とする測定（n上の測定）は，nの部分集合の族βから£＋への写像〟で表される．ただし，次  
が成り立つものとする：〟（¢）＝0，財（n）＝恒等作用索，互いに索なβの元の列†A¶．）に対して  

〟（UA竹）＝∑財（Am）．事象A∈βが観測官れる確率は取（β財（A））で与えられる．これにより，口  
上に確率分布が定まる．  
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量子Bbattacb甜yya不等式Q＝汲または¢＝Cで，系の状態が未知の母数β∈鋸こよって仰の  
形で与えられているとする．伽のサポートはβによらず一定とする．多項式g（β）の推定量Tはタ（¢）  

上の測定によって定まる確率変数で，無数に存在する．γに関する不偏性条件且β（で）≡g（β）の下でr  

MSE∂（r）＝動（lr－g（β）12）を最小化する問題において，次が成り立つ．  

定理（量子Bhattacharyya不等式）0＝RでTが9（0）の不偏推定量ならば，  

（S型）  MSEβ（T）≧f（月紬（∂）〕）（．だ「1月紬（β）1．  

0＝CでTがg（β）の不偏推定量ならば，  

（R．型）MSEβ（r）≧（璃【β酬）†（．浮）－1j∋紬（恥（L型）MSEβ（T）≧（磨紬（瑚）†（一昔）－1j∋紬（租  

ただし，占誉＝士（孟，晶，‥■，品），眉雷＝士（孟，孟  d2  d2  d3  
評，粛詔，盲i戸  

dl■  dむ …，評，…，扉詔訂，…，羞）で，・ちは  

→ エ長に基づいて次のように定められるものである（叫・］は成分毎のトレース）：  

．げ＝叫伽£雷（£雷）†］，．漂＝叫卯£烈三部†］，．互＝Tr【£吾伽（£吾川，  

j軌β。］＝幽，礫【伽】＝伽£雷，璃［卯］＝克跡 2  

等号達成条件 上記定理の3つの不等式の等号部分はSchwa血zの不等式の等号成立条件が満たされ  

－・● る場合に限り成り立つ■従って，作用素子＝現［β（瑚†（．ち）－1ヱ長がβに依存せず，しかもテが半正規  
であることが必要十分である．それが成り立つ場合，最適推定量はテの正規拡大チで与えられる．  
量子ガウスの振幅の多項式の推定複素振幅がβの量子ガウス状態は次で定義される：  

壁 
ββ＝孟か）〈α両（－㌔）輌（dビ＝＝・諾＋√有）・  

ただし，回はコヒレントベクトルで，叙の正規直交基底†eれ一芸。に対してlα〉＝e－lαl2／2∑れ．αれ／、信すeれ  
で定義される．  

→  このモデルではR・型とL型のエ長，・㌔の一般形が明示的に書ける．た＝2，3の場合の£君，，だは，R  

型を用いて具体的に書ける．次が成り立つ．  

定理㊥＝取の場合，g岬）＝∂2ならば次の推定量がS型下限を一様に達成する：  

† Ⅳ（Ⅳ＋1）  
（α2＋α†2）＋  テ＝  αα－〃  （2Ⅳ＋1）2、W’W  ノ事  （2Ⅳ＋1）2  

u叩 い 
（2〃＋1）2  

ただし，αは叙上の消滅作用素で，α＝∑れV有了了emeLl・一方，g（β）＝β3の一様最適推定量は存在  
しない．   

㊤ニ＝Cの場合，タ（β）が，正則ならばR．型下限，反正則ならば1型下限，実数値ならばR型とL型  

の両方，を一様に達成する推定量が存在して，次のようになる：  

（正則）   テ＝抽＋叫 （わは独立な真空状態lO〉〈叫をもつ系の消滅作用素），  

（反正則）  チ＝如†＋ゐ）（∂（ヱ）＝g（拙  

mi－1（m，m）  

（実数値）  テ＝∑c叩（〃＋1）れ ∑  
m，m  γ＝0  

（－1）mi巾トγ 

（ mγ ）  

min（m，れ）！  

×（蒜）㌣＋汀柑ほ（0’…㌔†巾坤m‾れ） 
（g（β）＝∑m，れCm，乃βゆ）・  

β（α＋机，詭†＋ふ）は，それぞれ，β（α），拍†）の正規拡大である．  
蓮垂Brody＆Hughston（1998，2001）は量子情報幾何の申でBhat七a血町yya不等式を別の形で量子  

版へ拡張しているが，S型／R．型／L型の区別，一般化オブザーバブルの正規拡大，小標本での達成可能  

性等の議論はなく，Bha七tach訂yya不等式を量子系へ有効な形で拡張したのは我々が最初である．ま  

た，rrSuda＆Matsumoto（2005）の量子Koike下限は0＝RのS型下限を差分の極限として含む．  
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Measuresoぎmu紙ivaritekurtos豆s邑me且且ip鮎a柑istributions  

丸山 芳人（東京理科大。理研）  

非正規母集団において，3次キュムラントと4次キュムラントの推定問題を考え  

る．一般に，多変量統計解析における基本的な検定統計量（極限分布がカイニ乗分布  

になるHotelling，sr2，MANOVA検定統計量，多変量線型仮説検定統計量など）の  

分布の漸近展開式（厳密には，極限項に続く第2項までの展開）には，母集団の3次  

キュムラントと4次キュムラントが含まれ，実際の使用においてはそれらの推定が問  

題になっている．現在常用されている推定量の一つは，Mardia【Ma70〕が定義した多  

変量歪度，尖度の標本尺度（samplemeasuresofskewnessandkurtosis，略してSMS，  

SMK）を基にした一致推定量である．この他に，Srivastava［S84］は主成分を用いて  

異なるSMS，SMKを提案しており，いずれも正規性の検定に用いられる．一方，推  

定量の性質に関して，SMS，SMKの極限分布はそれぞれ，カイニ乗分布，正規分布に  

なることが知られている．また，正規母集団のみならず，非正規性の仮定を少し緩め  

たElliptical分布の下での議論も行われてきた（【Ma74］，［BB90］，［H94］，［ST96］）・し  

かし，【Ma70］を基にしたSMS，SMKに関して数多くの結果があるものの，【S84］に  

よるSMS，SMKの性質についてはよく分かっていない．もう少し詳しく述べると，  

母集団が正規分布の場合に，Mardia［Ma74］はSMS，SMKの正確な平均と分散を導  

出した．また，SMKを基にBerkaneandBentler［BB90］はElliptical分布において4  

次キュムラントと本質的に同等な尖度パラメータの推定について論じた．そしてその  

ようなときに，SeoandTbyama［ST96］は尖度パラメータの推定量の漸近展開につい  

て考察した．更に，Henze田94〕は一般分布の下でSMKの漸近分散を導出した．   

本報告においては，まず，非正規分布の典型であるElliptical分布の下で，Srivastava’s  

SMKの期待値に関する漸近展開及び漸近分散を導出し，4次キュムラントの推定量  

の漸近的性質を調べる．また，Mardia，sSMKの漸近結果（【ST96］を参照）と理論的，  

数値的に比較し，推定の精度を考察する．これらの議論は尖度パラメータを一般化し  

たモーメントパラメータに拡張できる（Maruyama［MO5］を参照）．なお，3次キュム  

ラントの推定，及び母集団がより一般の非正規分布の場合は，摂動展開後の期待値の  

計算と式整理が複雑でやや困難と予想されるが，現在考察中である．  
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Ⅵわrcester’slog－1inearmodelbrfourormoredimensions  

関東学院大学経済学部 布能英・w一郎   

1．互m七rod心C七iom WorcesteI、（1971）は、2×2×2の3次元分割表†汀′一りん）り、ん＝0、1に対  
し、ⅥbI、cester，slog－1inearI－10delとよばれる統計モデルを考賀した（、近年、本講演者はこ  

のモデルを一一般の3次元分割表へ次のように拡張した：  

I J Å’ ＝  

lI＝伸＝…鳶凍坤】＋∑埠戎1十∑碑謎㌧ ∑迂詞竹鵡1  
α＝1  わ＝1  （二＝1  （上＝1わ＝1  

J〟 ．J打 JJ〟  
十∑∑離艦】 十∑∑掛遭】＋∑∑∑脚庸】  （1）  

u声＝1c＝1  わニ1（ニニ1  化ニ1b＝1〔・ニユ  
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そして、いくつかのパラメーターがゼロのとき、m申のMLEがexactに求められること  

を示した。主な結果は次のとおりである：  

Theoreml．1叫3≡0、・ぴ2：5≡0ならば  

£か（∬．0た十瑚＋た一利0克）  ir官orJ＝0  m榔巨＝笹がif宜，．ブ≧1， m亨ブた＝  
ヱ＋0＋＋エ0＋＋－∬00十  

Theoreml．2 ひ23云0ならば  

〝llゴた＝勘錘if宜≧1， m宜ゴた＝  
ご0ゴ十∬0＋た  

if 宜＝0   

ご0十十  

Theoreml．3Theoreml．1の条件に加え、更にw焙1＝0た）ral1（a，b）≠（1，1）を仮定す  
ると、宜またはゴがゼロの場合は、Tbeoreml．1に同じで  

∬巧十∑α＞1∑b＞1ごα抽  
if宜，J≧1．  

∑α≧1∑む≧1∬αb十’   

γ托・よブた  

Theoreml．4Theoreml．1の条件に加え、更に据l＝Ofbralla≧2、b≧2，および  
w皆】＝Ofbrall（a，b，C）except（a，b）≠（1，1）を仮定すると、ほたはjがゼロの場合は、  
Theoreml．1に同じで  

（∑ら≧1∬射）（∑α≧1∬αゴ＋）ェ＋．た  
．if宜，J≧1．  m宣ゴた＝  

今回は、これらを4次元以上の分割表に拡張したものである。   

2．本論4次元（およびそれ以上）の分割表に対して、（1）を拡張してWoTCeSter，slog－1inear  

modelを定義するのは、形式的な代数操作で出来る。統計学としての興味があるのは、4次  

元（以上）に対して、Theoreml．1岬1．4の拡張が出来るか？であろう。  
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2．14次元分割表に対して 4次元分割表に対してWorcester，slog－1inearmodelをあて  

はめたとき、次のような結果が得られた：  

Theorem2．1叫2≠0，W34≠0，叫23≠0，叫24≠0，叫234≠0を仮定すると  

笹れ十×（∬．0揖＋和＋朋－∬00揖）  if宜＝0，OrJ＝0  
エ十0＋＋＋ヱ0＋＋＋－∬00十＋  

笹押   

用句闇＝  

if壱，ゴ≧1．  

Theorem2．2 ひ23≡ぴ24≡ぴ34≡ぴ234≡0を仮定すると  

笹坤  if 宜≧1，  

ml一り以＝  
ヱ0ゴ＋＋∬0十た＋∬0＋＋J  

if宜＝0．  

裾十十＋   

Th。。rem2．3 叫2≠0，ぴ3。≠0に加え、更にl瑠】≠Oifα＝lorむ＝1，ひl憲】≠0払r  
auc＝1，2，…，び王豊≠Ofbrauc，d＝1，2‥・そうすると、宜，J≧1とき、   

砺挿＝ 
（∑b洒十十）（≧I 

た叫，2，‥・一打，瑚1，2，…，エ  

宜，jの少なくとも1つがゼロのとき、  

笹れ（∬＋0た＋∬0＋た一利0た）  
，た＝0，1，2，…，∬，J＝0，1，2，…，エ  m盲ゴた～＝   

コさ   

where   

れ＝∑∑∬α恒，乃＝∑（ヱ＋0た汗瑚＋たg－∬00揖）＝ニュ十0十＋十和．．十－エ00十＋  
α＞1b＞1  た，J   

2．2 5次元以上の分割表に対して  

Theorem2．1，Theorem2．2に関しては、5次元以上の分割表に対しても、4次元の場合と  

ほとんどパラレルに成り立つような定理が得られた。  

2．3 MIJEの直接解が存在しないとき  

3次元分割表においても、MI」Eの直接解が存在しないことがある。たとえば、W12三ひ23三  

w13…0，W123≠0の場合である。このような場合、iteratingscalingmethodを用いる  

ことでMI」Eが求められることがある。礼・12≡W23≡W13≡0，W123≠0なる3次元分  

割表の場合は、iteratingscalingmethodでMLEが求められる。同様に、4次元分割表で  

Wij≡Wijk＝0，W1234≠0，foral11≦＜i＜j＜k≦4の場合も、iteratingscalingmethod  

でMLEが求められることがわかった。他方、W12≠0，ひ123≠0，叫234≠0の場合は、  

まだ未解決である。  

参考文献［l］Bishop，FienbergandHolland．（1975）．DiscreteMultivatiateAnalysis：  

meoryandPrYLCtice・TheMITPress・［2］Wbrcester，J・（1971）．Therelativeoddsinthe  

23contingencytables．AmericanJoumαlqFEpidemiolo9y93145－149．  
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クロスバリデーションを用いた混合分布モデルの推定に  

ついて  

一統計的推測理論とその応用一  

田中研太郎  

平成17年11月15日（火）  

1混合分布の母数空間  

成分の数が〟個で各成分が位置尺度分布である混合分布の密度関数は仲；卵＝∑‡三1αJムい；αJ，わJ）  

と表される．ここで，αJは重みで，以霊；り，わゴ）は位置母数αJと尺度母数わ．ノをもつ位置尺度分布の密  

度関数である．位置尺度分布の混合分布の母数空間は  

八丁  

㊤ ＝（β＝（鮎α1丸…，α怖棚，わ〟）∈R3凡才‡∑αJ＝1，αJ≧0，わJ＞0（ゴニ1・…，叫〉  
J＝1  

である．真のモデルがこのモデルに含まれる場合に，最尤推定によって母数を推定しようとしても，あ  

る成分の位置母数を標本のある個と等しくとり，同時にその尺度母数を0に近づけることにより，尤  

度が発散する点列をとることができて，うまくいか飢、ことが知られている．   

ここでノミラメ一夕空間として尺度母数わJの大きざをわJ≧c（cは定数）と制限した母数空間を考え  

ると，その母数空間においては尤度は有界になる．さらに，制限された母数空間が真の母数を含めば  

その母数空間における最尤推定量は一致推定量になる．この条件を満たすeの値は真の母数に依存し  

ているが，これをクロスバリデーションを用いて選択することを考える．  

2 クロスバリデーションによる母数空間の選択   

cによって制限ざれた母数空間を㊤。とする．cを固定しっ標本のん番目を抜いたときの最尤推定量  

を∂－h、C＝argS－1pβ紙∑御logf伍；0）とする・このとき，CV（c）＝∑芸＝1logf（x九；∂－れ。）を最大  

にするcの値を選択することにする．   

このようにクロスバリデーションにより選択されたcによって制限される母数空間において，最尤  

推定量が一致性を持てば，その選択は妥当だといえる．このcの侶は，標本サイズ氾に依存し得る．   

いくつかの正則条件のもとで以下が成立する．   

Theorem2．1．（T乱nakaandTal（eIn11ra（2003））  

真のモデルは〟個の成分を持つモデルのみによって表されるとする．c。＞0と0＜d＜1を固定し，  

cれをc几＝Co・eXp卜れ．d）とおく．軋を  

0れ＝（β∈㊤tあた≧‰，（た＝1，…，〟））   

とおく．このと普，軋における最尤推定量は強一致性を持つ．  
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甘h鮒rem2．2．真のモデルは〟偶の成分を持つモデルのみによって表されるとする．軋を  

軋二iβ∈㊤tわた≧cL，（た＝1，‥・，肘））  

とおく．このとき，㊤Lにおける最尤推定量は強一致性を持つ・   

よって，∂几で制限される母数空間0芭，lにおいて最尤推定量の－一致性が成り立つためには，確率1で  

以下が成立すればよいことがわかる．   

◎∂nがexp卜れd），（0＜d＜1）よりも速く0に近づかない・   

◎1iInS11pれ→∞∂m≦miIl嵐＝1、．，‥〟わ抽（わ用は真の密度関数の各成分の尺度パラメータ・）つまり，  

制限ざれた母数空間は㍑が大きくなれば真のパラメータを含む（または近づく）ようになる・  

3 シミュレーション   

混合正規分布において，クロスバリデーションによって選択ざれる∂の傾がどのような挙動をする  

のかは，理論的には分かっていない．そこで，2成分混合正規分布において簡単なシミュレーション  

を行った．真の密度関数を  

0．5・¢（∬；0，1）十0・5・¢（ェ；2．5ル25）  （3・1）  

とし，データを発生させた．サンプルサイズを25，50，75，100，150，200，250，500，750，1000と増や  

して，そのときの‰をプロットしたのが図1である．図1では∂mが真のパラメータの分散の最小値  

0．25のまわりを動いている．  

トー  くコ  

く】⊃ ⊂）  

の  く⊃   

耳 0  

ぐり ⊂⊃  

N d  

0   200   400   600   800  1000   

SamPlesize  

図1：サンプルサイズに対する∂柁の挙動  

4 今後の課題   

制約つきの最尤推定量においてクロスバリデーションを用いた場合に，一致性が成り立つかどうか  

は理論的に示されていない．（数値実験の結果を見ると，一致性が成り立ちそうだと予想ざれる．）   

また，今回の結果は，罰則付き尤度においてクロスバリデーションを用いた場合の諸に拡張できる  

と考えられる．  

参考文献  

TANAKA，K・，AND A・TAKEMURA（2003）：“Strongconsistencyof入札E fbr丘nitemiⅩtllreS Of  

location－SCaledistrib－1tionswhenthescaleparametersareexponeIltial1ysmall，H Universityof   

Tbkyo・Availめ1eatん坤ご〝び肌∫・たe由‰．t．祝－ねた卯．αC．カ〃之eβeαγCん♪ec九γep．β．んfmg，  
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非線形モデルにおける最深回帰推定量  

大阪大学大学院基礎工学研究科  藤木美江  

大阪大学大学院基礎工学研究科  白旗慎吾  

1 はじめに  

最深回帰推定量（DeepestRegressioIIEstimator：DRE）は，Aelst，S．Ⅴ．etal．（2002）で提  

案された推定量である．これは回帰deptllから導き出され，従来のロバスト回帰推定量よりも，  

外れ値の影響を受けにくく，効率の低下が小さいという性質をもっている．（Ro11SSeel川r，P，J．alld  

Aelst，S．Ⅴ．，2000）また，藤木・白旗（2004）でシミュレーション実験を行った結果，他のロバ  
スト回帰推定量に比べ，DREは平均2乗誤差の値が小さくなり，外れ値を含む場合とデータ数が  

大きい場合に強い推定量であることが確認できた．   

これらについては線形モデルを考えてきたわけだが，回帰dept．11の定義から，より－－・▲・一般的なモ  

デルへの拡張が可能であることもわかっている．非線形モデルにおける回帰dept．11が単調不変性  

をもち，一般化線形モデルにおいて回帰deptIlの定義が与えられ，最深回帰推定量を求めること  

ができる．また，多項式回帰などへの適用もあるため，ここではその理論面や性質について明ら  

かにするとともに，実際どのように用いられるかを検証する．  

2 回帰dep七hと最深回帰推定量の定養   

回帰deptIlと最深回帰推定量の定義を与える・データ集合Z几＝（（ユニ砧…，J・岬仙卜肌）：宜＝  

1，…，れ・）⊂Rpに対して，眺をβ1J・乙1＋・‥＋βp－1旦り卜1十βp＝（諾宜，1）臥 すなわち即でのア  

フィン超平面をあてはめる・β＝（β1，‥・，βp）亡∈隠pで，霊塩＝い・抽・‥，J・叩仙1）f∈隠P‾’1とする・  

残差はγl＝γl（β）＝弘一（βげT．1十…＋βp【1∫ま、p－1＋βp）である・定義1は諾1は同点がある場合  

も有効であり，分布に関する仮定はしない．   

定義1データ集合Z几⊂Rpに対して，β∈Rpの†・dep兢（∂，Zれ）は，  

γde画（β，Zれ）＝恕（軌（β）≧0＆か＜可＋軌（∂）≦0＆擁＞明  

である・ただし，（桔潮）∈孔に対して，最小値は諾…≠≠－ノを満たす，すべての単位ベクトル  

‰＝（叫，‥・，・7エアー1）士∈RP－1と，－ノ∈Rでとられるものとする．   

定義2p次元における最深回帰推定量か月（gれ）は，γde〆た（β，易1）を最大にするβである．  

m（左）＝＝arg汀γ坤棉＆）  

ただし，γdep兢（町‰）を最大にするβはただ一つとは限らない．  

3 非線形モデルにおける回帰depthの定義   

定義1より，データ集合孔＝（（諾曳，訂豆）：宜ニ1，…，氾〉対して，βのγdep兢（βラZ乃）は託乞と残差  

γi（即の符号に依存しているだけなので，より一般的なモデルに適用することができる．ある実関数  
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Jに対して，封＝J（諾）＝J（ェ1，…，諾p－1）を回帰鮎とし，残差はγ五（J）＝眺－J（£砧…，謹叩－1）  

とする．そこでfの回帰depthを次のように定義する・また，非線形モデルにおける回帰depth  

は命題1で単調不変性をもつ．   

定義3任意のデータ集合Z几＝（（芳亀，眺）：宜＝1，・‥，m）で，汲p‾1上での任意の実関数Jに対し  

て，Jのγdep兢（J，孔）は，  

γdep叫J，孔）＝恕（軌（J）≧0飢擁＜u）＋軌（J）≦0＆亘拉＞翔  
である・ただし，（夷潮）∈孔に対して，最小値は諾≡‰≠γを満たす，すべての単位ベクトル  

≠＝（恥…，㍑p－1）t∈Rp‾1と，γ∈Rでとられるものとする・  

命題1（Aelst，S．V．etal・，2002）データ集合Zn＝（（腋わyi）：i＝1，・・・，n）で狭義の単調実  

関数をgとする．yニ＝タ（肌）とおくと，データ集含羞＝（（勘読）：五＝1，‥・，㍑〉とする・このと  
き任意の関数Jに対して，次が成り立つ－  

γdep叫J，‰）＝γd叩叫g（J），宏）  

TVAdYields  

l＝l  ⊂I  

亡I  

亡l  く○  

学  

究  

0  58  ‘伯0  1三船  

叩8nd  

0  10  20  H】  イO  

day  

図1：COStデータ（一般化線形モデル）  図2：TV広告のデータ（多項式回帰）  

上の図は，http‥／／1ib．stat・Cmll．ed11／DASL／からのデータを分析した結果である．図1は，実線  

と点線のどちらも最深回帰推定量の結果であるが，実線は逆変換をして求めたものである．図2  

は多項式回帰を適用した．実線は最小2乗推定量，点線は最深回帰推定量の結果である．  

参考文献  

【1】Aelst，S・Ⅴ・，Ro－1SSee－1W，P・J．，H11bert，M．，andStrllyf．A．（2002）．TheDeepestRegressioII   

Method，Journalqf肌Itivar・iateAnalysis，81，138－166．  

【2］Ro－1SSee－1W，P・J・andAelst，S．Ⅴ．（2000）．Rob－1StneSSOfDeepestRegression，Journalqf   

肌摘uαr壱αね血α如豆β，73，82－106．  

【3］Ro－1SSee－1W，P・J・andH11bert，M．（1999）．RegressionDepth，JournalqftheAmericanSta一   

丈壱βま玄以gAββOCぬf壱0γち94，388－402．  

【4］藤木美江・白旗慎吾，（2004）．シミュレーションによる最深回帰推定量の性能評価，日本統計   

学会第72回大会講演報告集，pp．494－495．  
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NonparametricinfbrencefbTL量vyprocessesby con七inuollSObserva七ion：a  

martingaleapproach  

西山陽一（統計数理研究所）   

1．序．   

本報告では、Nishiyama（2005）の結果を用いて、L占vy過程のノンパラメトリ、ソク推測  

問題を考察する。巨－ろはジャンプのみによって増減する1次元の時間的に一一様でない  

16vy過程であるとする。その出発点はZoであるとし、L占vy測度を  

エ（df，dg）＝dfα（f，d可   

と表す。ここでふα（fっdg）および．長l可α（f，dz）は無限大になりえるが、ム（㌔∧1）坤dg）＜  

∞であることに注意されたい。この事実に基づき、R上の非亀有界可潮間数wを導入  

して、  

．／∴  
．・l（ナ．りl＝   叫z）1（叫u］（g）dβα（占っdz），（f，・u）∈［n，11×R  

．t］×R   

を推定することを考える。もしもZが複合Poisson過程であれば、重み関数はて一ノ≡1と  

とるべきである。しかしながら、我々の一般的な状況設定では、  

z2  

1＋g2  
Ⅷ（z）＝ヱ2∧lor  

によって定義される重み関数が自然であろう。もしも我々が何らかの理由で．長㈹∧り（車，dg）＜  

∞であることを事前に知っていれば、重み関数は可g）＝lzl∧1ととるべきである。無限  

個の和を計算するのは現実的ではないので、推定量の構成においては、我々は切り取られ  

た重み関数  

Ⅷれ（g）＝ぴ（g）1卜∞，－‰卜車木∝）（z）  

を用いる。ここにcれJnは正の定数列である。我々は書付Ztの連続な観測を得なければ  

ならないが、l△Ztlくちであるようなジャンプは推定量の構成には使用しないことを強調  

しておく。我々は（f，・㍑）叫A（f，視）に対する推定量のぞ∞（rO，1〕×脱）一空間における漸近正規  

性および漸近有効性を証明する。ここに、ゼ∞（ア）はrの上で定義された有界関数の空間  

を表すものとし、それに一様距離を添付する。  

2．推定．  

1節で述べたような1如y過程が独立に乃個（すなわちZた，鬼＝1，…，氾）観測される状況  

を考える。ただし各軍はランダム時間区間【打た，丁鳥】⊂【0，1］の上でのみ観測盲れるものとす  

る0典型的な例としては、祁＞0であってげ鳥＝0かつTた＝in叩≧n：密≦呵∧1である  

ようなものを想定している。あるいは、右センサーが入った丁た＝inf（f≧n：Zヂ≦呵∧Cた∧1  

を考えることもできる。しかしながら、我々の状況設定はより一般的であり、仮定するの  
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は後に述べる条件（1）のみである。我々は整数値ランダム測度  

Ⅳた（叫df，dz）＝ ∑ 1（△和）≠。）g（f，△和））（df，dz）  
柁（Jふ（u），丁ふ（u）］  

を導入する。ただしどαは点dにおけるDirac測度である。このとき、予測可能カンペン  

セイターは  

1］］打た］］（叫碑α朽dg）  

によって与えられる。たに関して和をとることにより、整数値ランダム測度   

れ  

〃氾（叫df，dz）＝∑Ⅳた（叫df頑）  
た＝1   

と、その予測可能カンペンセイター  

〃れ（叫df，dz）＝｝；71（山）dfα（f，dz）   

を得る。ただし  
れ  

弟m（山）＝∑1］］朽丁ん〕］（叫f）  

七＝1  

である。これらに対し、Nishiyama（20閏）の理論を適用する。我々はαに対する推定量  

として、Nelson－Aalen推定量（を一般化したもの）を採用する；  

〈 （ま，祝）叫A氾（f，む）＝  勒（g）1卜∞，可（z）打‾〃几（dβ；dg）・  

ただし  

（   

1／1？；if町≧1，  

0，   Otherwise   
1で‾＝  

である。   

Tbeoremlある真に正な可測関数封（f）が存在して   

（1）  supl扉で‾－1／封何l→0 宜mpmあαゐ盲物，αβ乃→∞  
柁【0，1］   

′、 が成り立つことを仮定する。このとき、、応（Am－A）はゼ∞肋1］×R）一空間の中で、平均  

ゼロのガウス過程Gであって共分散  

叫っdz）  
嘲叫）柚2））＝ム…梱瑚慧㌍  

をもつものに弱収束する。  

さらに、この推定量のゼ∞一空間の中での漸近有効性を証明することもできる。  
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連続型開催モデルの離散観測について  

大阪大学基礎工  藤井孝之  

1 はじめに  

本講演では拡散過程の定数ドリフト係数がある間借により変化するシンプルな連続型閉値モデルにお  

いて，聞値パラメータに関する尤度比統計量の漸近的性質を考える，間借過程は経済時系列の分野におい  

て盛んに研究されている非線形モデルのひとつであり，連続閲値過程についても近年いろいろな結果が  

報告されている．また，連続過程に対する離散観測も実データへの理論の応用を考えると重要であり，こ  

こで連続闇値過程を離散近似した場合についても同等な問題を考え，その観測時間幅を十分小さくした  

ときの様子を調べる．さらに，離散的な観測から推定量を得るアルゴリズムも与える，  

2 連続開催過程  

シンプルな連続間値過程  

正方（り＝－α・Sign（ズ（り－β）亜十げdW（りっ ま∈FO，ソ’J  
（1）  

において，間借パラメータβの推定を考える．ここで，ドリフトおよび拡散係数α．，αは既知とする．その  

とき，Weiner積分についての測度変換の定理から尤度関数は，  

と表現される．ん∈Rに対して，対数尤度比過程  

エァ佃Ⅹpト岩上γsign（榊）町割   

エア（β十事）  

紆1｛β≦榊十如榊  拉（ん）＝log   

エア（β）   

でJ仁→∞とすれば，局所時間の性質等から非退化な正規確率過程  

y（た）＝・軌わ・ l叫  （芸ト雲芸  （2）  

に弱収束することが示される・ここで，W＊（・）は両側Weiner過程をあらわす（Kutoyants（2000）参照）．  

3 連続開催過程の離散観測   

連続開催過程を時間幅△の点ごとに離散的に観測する．観測点の数をれとし，r＝乃△を満たすもの  

とする・また，た番目の観測時点をまた＝ん・△とあらわす．オイラー法により，闇値過程（1）の′くスが  

α△十J・△町 if．X（毎＿1）＜β  

－α△十α・△町iF ズ（玩－1）≧β  

ズ（£た）－ズ（症」）＝  
（3）   
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と近似される，ここで，△仲㌧）Ⅳ（0，△）を満たす．近似（3）の推移密度  

（ 

Ⅳ（ズ（紘一1）＋α△，J2△）っif ■方（わ十1）＜β  

ル（ズ（また山1トα△，α2△），ir・ズ（fト1）≧β  
J（ズ（症）1ズ（紘一1））～  

より，βに関する離散擬似尤度  

抽exp（宗ズ（f吉，＜β（裾粧）） ）  

（4）  

を得る．擬似尤度（4）からβについての最尤推定量を求めるアルゴリズムを考える・（4）は基準値βより  

下にある観測値に関する変動の総和なので，βの関数として捕えやすくするため観測値を小さい順に並べ  

替え。順序統計量斗1い∬［2い‥，ズ【mjを構成する（図2）・そして，順次その番号まで変動の和をとり（図  

3）7和が最大になるズiilをβの推定量として取り出す・講演では，以上のアルゴリズムを用いて行ったシ  

ミュレーションの結果もあたえる．  

図1：サンプルパス  図2：順序統計量  図3：擬似尤度  

連続モデルと同様に，対数尤度比過程を考える．擬似尤度（4）より，ん＞0に対して，  

エれ（∂十怠） 2α  

≡芸 ∑（棉卜妬一1））・  
㍍（ん）＝log  

エれ（β）  

Ⅹ（毎－1）∈Am（九）  

またAれ（ん）＝（ェlβ≦諾＜β＋蓋）とする・この過程は純粋跳躍過程であり，定常性および跳躍とその跳  

躍サイズの独立性から，乃→∞としたとき，㌦は強度掛れ跳躍サイズ分布囲～ Ⅳ（瑠△溜△）  

の複合Poisson過程y△（ん）に弱収束する．   

y△（ん＝こついて，△→0とすれば，連続観測における対数尤度比過程の極限（2）に一致する．わ＜0の  

場合も同様なことがいえる．   

参考文献  

O Kutoyants，Yu・A・（2000），Onparameterestimationた〉rSWitchingergodicdi飢sionprocesses，  

C尺A占rβer．J330，92古一裂柑  

●Fujii，T（2005），Discrete－timeobservationsforthecontinuous－timethresholdmodel，preprint．  
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正規分布の平均に関する検定の重ね合わせによる多重決定方式  

筑波大・数理物質科学 舞原寛祐（HirostlkelJ工aihara）  

1 はじめに   

仮説検定問題は受容か棄却かの2値の決定問題ととらえることができるが，臨界値の近傍に落ちた  
検定統計量の値の処理について問題がある．データに含まれる少数の外れ値の影響などによって，有意  

水準以下の確率で検定統計量の観測値が母数の真備とは反対側の棄却域に落ちてしまった場合，致命  

的な過誤が生じてしまう．仮説検定問題に決定論の枠組みを導入し，過誤の際のリスクの評価などを行  
うことができる（e．g．舞原・赤平【丸4AO41）．特に医学統計などの分野ではそのような致命的な過誤は  
望まれないものであり，帰無仮説の棄却に対しては保守的である仮説検定よりもなお一山一層保守的な決  
定方式として多重決定方式がそのような分野で使われることがある．多重決定問題では、万が一真実か  
らずれた決定を下してしまったとしても，その決定は本来下ざれるべき正しい決定と似通ったものに  
なり，真実と全く正反対の決定を下してしまう過誤は生じない．また，1母数についての検是問題では，  

Ney－nall－Pearso11の基本定理などから一様最強力（U九ノIP）検定や一一一一様最強力不偏（UX押U）検定など好  

ましい検定を構成することができるが，多母数についての同時の検定問題，すなわち檀数の母集団の母  

数に関する同時の検定や比較の問題においては，U九ノーP検定ないしはUM脛U検定を構成することは容  
易ではなく，多母数に関する同時の決定問題においてある種の高い検出力をもつ決定方式として多重決  
定方式が用いられる．   

竹内［T73］は，1変壷および2変義正規分布の平均の符号決め問題などについて多重決定問題を論じ  
た．本論では，［T73］における設定および定理を再検討した上で，シミュレーションによって多重決定方  

式の挙動を調べるとともに，3変量正規分布の平均の符号挟め問題に関する多重決定問題について考察  

する（舞原【九405al）・  

2 設定   

∬（⊆温ん），∂（⊆Rp）をそれぞれ標本空間，母数空間とし，アニ（馬l∂∈∂）を〟のボレル集合族  

β（〟）上に定義ざれた確率分布族，斉1，‥．，ズmをアに属する同一分布為に従うん次元確率ベクトルと  

し，ズ：＝（ズ1，…，ズーム）とおく．∂の被穫£ご：＝i軋…，点川．）は部分被穫をもたず，β1望βJ（i≠J）  

を満たすとする・ざを乃1っ…，乃汀との和集合からなるβの部分集合隠すなわちざ‥二（Ul∈∫β怠け∈〟）  
とする．ただし，il），…，im）∈〟⊆2（1‥叫可，¢卓〟とする．このとき，5。の要素乃1，…，乃mを  
ざの第1次要素といい，∬mから∫への写像アを多重決定方式という．各乃∈ざに対して定数α烏  
（0＜αβ＜1／2）が存在して為iβ∈ダ（ズ））≧1－α乃（∂∈乃）を満たすとき，il…α乃l〃∈ざ）をァ  
の信頼系という．   

次の定理から，仮説検定にもとづいて多重決定方式を構成することができる．この定理は仮説検定と  
信頼区間の関係を表わす，よく知られた定理の系にあたる．  

定理1Sがβ。の元の任意の和集合を含むとする．帰無仮説既：β∈乃1，対立仮説垢：針針玖に対す  

る有意水準α鼠の検定の受容域をAlとし（i＝1，，・・，汀り，ズれ＝∪ニ1Aであるとするとき，  

や（諾）：＝Ul≦i≦mJフi  
（＊）  

は信頼系（トぺ用昭∈ざ‡をもつ多重決定方式となる．ただし，α乃：＝S叩1≦l≦mαlとする．とくに，5。  
乃エ⊆乃  

の元が互いに素であるとき，逆に任意の多重決定方式p（諾）は（＊）のように表現することができる．   

第1次要素のあらゆる和集合を含む∫に対して定理1を適用して多重決定方式を構成した場合，多  
数の集合の和集合で表現される複雑な決定までも導かれてしまうので，決定空間ざを縮小し，結果とし  
て得たい決定を限定して，簡易な多重決定方式を構成することもできる．  

3 3つの母平均の符号の多重決定   

次に，3つの母平均の符号についての多重決定問題を考える．ズ1，…，ズれを3変量正規分布職（杵ム）  
からの無作為標本とする．ただし仁〝：二壬（拍車購い鳩）∈隠3とし，ムは3次の単位行列とする．仮説  

ガ1‥〃1＝0，〃2ニ0，〃3ニ0，  

月妄：〃1＝0，〃2＝0，栂＞0，ガ3：拘＝0，〃2＝0，栂＜0，仇：机＝0，〃2＞0，〃3＝0，  
筏：〃1＝0，〃2＜0，栂＝0，ガ6：机＞0，〃2＝0，栂＝0，ガ7：JJl＜OJ木上＝0購＝0フ  
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玖．0：〃1＝0，〃2＜0，〝3＞0フ  

ガ13：机＞0，〃2＝0，〃3＜0，  

ガ16‥〃1＞0，〃2＞0，〃3＝0，  

ガ19：〃1＜0，〃2＜0，〃3ニ0，  

月も2：恒＞0，〃2＜0，〃3＞0，  

月ち5‥〃1＜0，〃2＞0，〃3＜0，  

ガ8：〃1＝0，〃2＞0，〃3＞0，鞠：什1＝0，〃2＞0，〃3＜0，  
ガ11：拘＝0，〃2＜0，〃3＜0，ガ12：恒＞0，〃2＝0，〃3＞0，  
ガ14：拘＜0，〃2＝0，〃3＞0，玖．5‥拘＜0，栂＝0，擁＜0，  
ガ17：〃1＞0，〃2＜0，〃3＝0，ガ18＝恒＜0，〟2＞0，栂＝0，  

ガ20：机＞0，〃2＞0，〃3＞0，筏1：損＞0，〃2＞0，栂＜0，  
月も3：拘＞0，〃2＜0，〃3＜0，筏4‥〃1＜0，〃2＞0，〃3＞0，  
ガ26：〃1＜0，〃2＜0，〃3＞0，月ち7：仇＜0，〃2＜0，〃3＜0，  

それぞれに対して尤度比検定を構成し，定理1を適用して，それらの受容域から多重決定方式を構築  
する．これら27個の仮説は，原点〃＝0に関する対称性から，（ガ1），i筏，…，餌），i琉，・・■，ガ19），  
i銑。，．．．，筏7）の4つの族に分けることができる・取払取残0に対する受容域を求め，それらを  
原点中心に回転させれば，残りの仮説に対する受容域が求めることができる・ガ1，ガ2，穐，ガ20に対す  
る有意水準αの尤度比検定の受容域はそれぞれ   

Al：＝（盃lれ（（緑2＋（烹2）2十（烹3）2）≦c…），   

A2：＝（盃t可（緑2＋（烹2）2）≦c芸，庶3＞0）⑳（可可（輔2＋（烹2）2＋（烹3）2）≦c…，烹3≦0〉，   

裁：＝（盃＝㌦冠11≦触烹2＞0，烹3＞0）⑬伺可（現2＋（烹3）2〉≦c芸，烹2＞0，烹3≦0）  

¢（盃l氾（伍）2＋（烹2）2）≦c…，烹2≦0，空3＞0）  

㊦〈念l氾〈（動）2＋（烹2）2＋（烹3）2）≦c芸，烹2≦0，：君3≦0），  

A20‥＝（虎l勤＞0，烹2＞0，烹3＞0）0〈盃  0，－C20≦v信念3≦0）  ＞0，烹2  ユ▲1   ＞  

ヽ応烹1≦0，烹2＞0，烹3＞0）   盃
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となる■ただし，盃：＝士（烹1，烹2㍉3）＝（1／几）∑た1£五とし，Cl，C2，C8，C20はそれぞれ   

トα＝2軌ト2cl抽卜1＝晦卜（c2＋㍉乃）鵜）  

＝¢（c8卜（1／2）（c8＋2v市）柚）＝¢（c20卜（1／4）（伽＋3J市亘）鵜0）  

を満たすただ1つの正の定数である．α＝0．05の場合，Cl≒2．795，C2≒2．654，C8≒2．501，C20≒2．331  

となる．以上の4種類の受容域を原点に関して回転ざせることにより，残り23個の仮説それぞれに対  

する受容域も求めることができる．   

定理1に基づいて，これら27個の受容域から多重決定方式を構成することができる．直方体型の受  

容域から定理1に基づいて同様に多重決定方式を構成するなど，いつくかの手法で多重決定方式を構成  

し，シミュレーションなどによってそれらの挙動の比較を行う．また，仮説検定方式の検出力の定義を  

拡張した形で多重決定方式の“検出力”を定義し，尤度比検定の受容域，直方体型の受容域それぞれに基  

づく多重決定方式の検出力の比較を行う．  

参考文献  

【HO3J広津千尋（2003）．多重比較法と多重決定方式．「統計学の基礎Ⅱ一統計学の基礎概念を見直   
す」（甘利俊一他編），55－112，岩波書店．  

囲05a］舞原寛祐（2005）．正規分布の平均の符号に関する多重決定問題．京都大学数理解析研究所講究  
鐸，1439，15ト184．  

［MO5b］MAIHARA，H．（2005）．Multipledecisionproblemonsignat11reSOfmeanvectorinthree－  
Variatenormalca舵．ⅠIlreVisioniIIJ．J叩α乃gねま乞β壬．goc．．  

【MAO4］MAmARA，H．ANDAKAHIRA，M．（2004）．WbightedlossfunCtionsforsetestimationand   
testinghypotheses・J・JqpanSiatist，Soc．，34（2），189－206．  

汀73］竹内啓（1973）．数理統計学の方法的基礎．東洋経済新報社．  
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順序制約のもとでの予測量の改良  

長春大学・理  肖 玉山  

熊本大学・工 高田 佳和  

1序  

統計的推測問題において、未知母数に関する事前情報やその間題の数学的構造によって、未知母数  

に関して順序が仮定できる場合がある。順序制約を用いることにより、通常の推定方法（順序制約を  

用いない）を改良できることがある。ここでは、未知母数に関する順序制約のもとでの予測量（順序  

制約を用いない）の改良について述べる。   

ズとyは確率変数で、その同時分布は未知母数∈に依存するとする。ズの値をもとにyの値を  

予測したい。このとき、ズ以外で確率変数Zの倦も利用可能とする。ただし、Zの確率分布は未知  

母数車こ依存し、叩≧∈とする。gの値をどのように利用すれば、ガの値だけによる予測壷を改良  

できるか、位置分布族、尺度分布族の場合について述べる。   

主要な結果を得るために、TP2（恥t，alPositivityoforder2）関数が基本的な役割を演じる。関数  

粧r，y）がTP2であるとは  

打（∬1，机）∬（れ目的）  

打（∬2，yl）∬（∬2，y2）  

がすべての£1＜‥∫2、肌＜y2に対して成立するときを言う。   

2 位置分布族   

（ズ，γZ）の同時確率密度関数は  

／い・モ、J／ミ．二 ′バ  

とする。ここで、Jの関数型は既知、どとりは未知母数で、ど≦りとする。ズだ捌こよる予測量  

∂。＝ズ＋c   

を、Zも用いた予測量  

∂¢＝X＋¢（g一方）  

によって改良する方法について述べる。ここで、Cは定数、¢は関数とする。y＝訂の値をdによっ  

て予測するときの損失を  

抽／√J）  

とする。ただし、エ（ま）は壬＜0のと普狭義の単調減少関数、≠＞0のとき狭義の単調増加関数で、  

エ（0）＝0とする。亡J＝g一方、V＝y∴∵方とおくと、∂。と∂¢のリスク関数は  

見（β，∂。）＝且βiエ（Ⅴ【C）ト 月（β，み）＝gβ（エ（Ⅴ－¢（打））‡  

と表せれる。又、打とⅤの同時確率密度関数は、タ（㍑一入，ぴ）となる。ここで、入＝り一－∈≧0であり  

タ（叫1∫）＝  J（f，f＋lノ，≠＋7J）離  

このとき  

C（叫IJ）＝   仙ノ ー／．りrアナ  

と定義すると、次の結果を得た。   
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定理1  

何 C（叫一再まr残関数  

仲ノ ¢（祝）は非減少関数、1iIn¢（祝）＝C tムー一寸00  
「叫任意の祝に対して、Jご芸エ′（γ一帖））C（叫可動≦0  

を仮定すると  

月（β，∂¢）≦月（β，∂。）   

3 尺度分布族   

（ズ，㌣g）の同時確率密度関数を  

∈‾2刀‾1拍／∈，訂尺，ヱ／り），∫＞0，封＞0，ヱ＞0  

とする。ここで、Jの関数型は既知、ど、りは未知母数で、0＜ど≦叩とする0ズだけの予測量  

∂。＝Cズ   

をgも用いた予測量  

∂¢＝¢（Z／ズ）ズ  

で改良する方法について述べる。ここで、Cは正の定数、¢は正の関数。y＝Ⅷの値をdで予測す  

るときの損失を  

エ（dル）  

とする。ただし、関数坤）（モ＞0）はま＜1のとき、狭義の単調減少関数、壬＞1のとき狭義の単調  

増加関数で、エ（1）＝0とする。こ／＝Z／ズ、Ⅴ＝りズ とおくと、∂。と∂¢のリスク関数は  

月（β，∂。）＝且β（エ（c／V）），月（β，∂¢）＝g♂（エ（¢（打）／V））   

と表される。又、打とVの同時確率密度関数は入‾1タ（祝／入，γ）となる。ここで、入＝り／∈≧1であり  

f2押，叫抽）df  タ（叫γ）＝  

このと普  

．Jl  f‾2タ（祝／行可離   G（叫ル）＝祝  

と定義するとき、次の結果を得た。   

定理2  

何（抱眉）は了て残関数  

揮ノ ¢（祝）は非減少関数、1im¢（剋）＝C  
11－－＋00  

「叫任意の現に対して、ぽ〃‾1エ′（¢（可／む）C（叫〃）血≧0  

を仮定すると  

月（β，∂¢）≦月（β，∂。）  
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外机値の割合が多い場合にも  

バイアスが小ぎいロバスト推定  

藤澤洋徳（統計数理研究所）   

過去のロバスト推定は，外れ値の割合が多い場合には，外れ値に引きず  

られて，無視できないバイアスを生じてきた．例えば，メディアンは典型的  

で，外れ値が片側に20％も存在すれば，完全にバイアスを生じる．本報告で  
は，外れ値の割合が多い場合でさえも，バイアスが小さいロバスト推定が可  

能である，ということを議論する．  

まずは次の相互エントロピーを用意しておこう：  

d7（タっ∫）＝十g／g（亜）Ⅷ＋詰log／拍㌍「－血 
（7細  

これに誘導されるダイバージエンスはq（β，J）＝d7（g，Jトd7（タ，β）で定義  

される．経験密度関数を否で表すことにして，ロバスト推定量を次で定義す  

ることにしよう：  

β7＝argn恵ndr（れ結  

このようにして作られるロバスト推定量は，外れ値の割合が多くてもバイア  

スを生じにくい．その理由を以下で概観する．  

まずは問題の設定を整理することにしよう．目的とする密度関数を∫（∬）  

で表し，外れ値の密度関数を∂（∬）で表す．例えば，外れ値の密度関数として  
は，外れ値∬＝∬＊でのディラック関数∂ェ・（ヱ）が典型的である．ここで注意  

すべきは，外れ値のもつ本質的な性質はJ（∬＊）が十分に小さいということで  

ある．データを生成する密度関数は，外れ値の割合が£であるとすると，次  
の形で表現できる：  

g（ェ）＝（1－£け（∬）＋ど郎エ）．  

パラメトリック密度関数をふ（ェ）とする．パラメトリック密度関数ふ（卯こ  

よって目的密度関数∫（ェ）を当てようとするわけである．以下では簡単のため  
に目的密度関数はパラメトリック密度関数のクラスに入っているとしよう：  

′（∬）＝み（ヱ）．このときは目的パラメータはβ＊になる．   

もう少し記号を整理することにする．ロバスト推定量の収束先と目的パ  

ラメータは次のように表現できる：  

∂；＝甜g汀曽nd7（タフ狛 β＊＝訂gn妻nd7げ，郁  
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この差が潜在的なバイアスである．この潜在的なバイアスが小さいぼど，推  

定量は外れ備に対してロバストであると言うことができる．提案したロバス  

ト推定は，表面的にはd7（タ，ふ）を小さくしようとしている，言い換えると，  

β7（飢ふ）を小さくしようとしている・本来は，β7（′，ふ）を小さくしたい，言  
い換えると，d7け，ゐ）を小さくしたいので，そこにギャップが生じている．提  
案したロバスト推定は，用意された相互エントロピーのもつ性質によって，  

このようなギャップを自然に小さくするのである．   

ここで次の仮定を設けよう：   

（＊）り＝〈／6（x）f（x）¶dx）lhnissumcientlysmall  

foranappropriatelylarge7b＞0．  

もし外れ値の密度関数が∂（∬）＝ゐ・（∬）ならば，り＝J（が）となり，簡単に理  
解できる仮定となる・そうでなくても，外れ値の密度関数∂（∬）が目的密度関  

数J（∬）の確率が低い部分に存在しているというイメージが可能である．本  
報告では，本質的には上記のタイプの仮定だけを設定し，外れ値の割合が十  
分に小さいという仮定は設定しない．また7＜Ⅶであるとする．   

さらに，次のようなパラメータの存在領域nレ．が定義されるとしよう：  
nレ・＝（β：叛く〝り∋β；げ・ただし㌦は十分に小さいとする・以下ではパ  

ラメータβはこのパラメータ領域にあるとする．このとき，パラメトリック  

密度関数カ（∬）は，目的密度関数′（∬）と同じように，その確率の低い部分に  
外れ値の密度関数∂（∬）をおいている，と考えることができる．   

上述した二つの仮定の下で次が成立する：  

勾（動力）＝ 叫（J，ふ）－（1／7）log（1一己）＋0（£レ7）．  

△（タ，′，ふ）＝ β7（g，ふトβ7（タ，Jトβ7（J，ゐ）＝0（Eレ7）．  

ただし〝＝maX（り，〝＊）である・最初の関係式は，∂；＝β＊＋0（ど〝7）を導く  
ので，潜在的なバイアスは十分に小さいと想定され，提案したロバスト推定  
がきちんと働くことを示唆している．次の関係式は，近似的なピタゴリアン  
関係を示していて，構成したロバスト推定がある種の射影になっていること  
を表している．   

では逆に，上述したような好ましい性質を提示する相互エントロピーは，  
他に存在するのだろうか．適当な仮定の下では，そのような相互エントロピー  
は・本質的に唯一であり，それがd7（タ，′）であることを証明できる．ダイバー  
ジエンスについても適当な唯一性を示すことができる．  
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多変量母集団の平均ベクトルに関する  
DL法とボンフェロニ型不等式による同時信頼区間  

北海道大学大学院経済学研究科  柿沢 佳秀   

1．はじめに   

各α＝1，．．．，qについて∬まα），…牒針胱＞p）を独立同一なp次元確率ベクト  
ルとし，且（斉皇α））＝〆α），Vαr（∬‡α））＝∑（α）とする．必要に応じて高次モーメントの  
存在も仮定する．標本平均ベクトルと標本分散共分散行列を雷（α）＝媚1∑碧1g≦α），  

（α）′ 要）＝仇－1）－1∑巴1（ズ…α）一貫（α））（g≦α）一貫）で定義する．また，全ての標  
本数をⅣ＝∑芝＝1凡と書くとき，ち叫芳＝（〃一曾）－1∑芝＝1（凡－1）要）は等分散  
∑（1）＝ ＝∑（q）を仮定する場合の共通な分散∑に対する不偏推定量となる．なお，  

1元配置モデルズ£α）＝β（α）十軒），α＝1，…，ヴ；f＝1，…，凡で書き直した場合，  
誤差項軒）に対して同じ記号訂（α），ぶ王㌢），ち∽膵を採用する．   

本報告では（Ⅰ）対照比較ゼ′（∂（α）→蝉）），g∈Ⅳ－（0），α＝1，…つ守一1と（ⅠⅠ）対比  
較ゼ′（β（α）－β（b）），ゼ∈即－（0），α，占＝1，‥．，ヴ；α＜わの同時信頼区間を再検討する．  
以下，α，占を省略することもあるが混乱しないだろう．  

1．1．等分散∑（1）＝ ＝∑（q）の場合   

RoyandBose（1953；AMS）とSiotani（1960；AISM）は等分散の仮定の下で   

（Ⅰ）ゼ′（雷（α）一宮（ヴ））士（Tまax，。（α）喘（鴫。。ヱ，ズ現1／2，ゼ∈Ⅳ－（0）   

（ⅠⅠ）ゼ′（雷（α）一言（わ））士（穏ax（α）〃孟1（鴫郎ゼ））り2，ゼ∈Ⅳ－（0）  

なる同時信頼区間を与えた・ここに，凡b＝凡端／（凡＋端）とし，篭ax，C（α）と  

篭ax（α）はそれぞれホテリングの2標本版のr2統計量  

訂（α）－訂（♭） 電＝凡あ（訂（α）一打（b））′提げ（），α，わ＝1，‥・，ヴ雄＜ぁ  

の最大値鷲ax，。＝maXα＝1，‖．，。－1（篭），篭ax＝maXl≦也くら≦。（7孟）の上側α点である・し  

かし最大値分布論は例外を除けば断念せざるをえないため，通常はボンフェロニ不等  

式に基づいて  
q－1  

P（だax，。≦£）≧ト∑p（焉＞エ）＝トα  
α＝ニ1  

および  

タ（γまax≦∬）≧トー ∑：ア（電＞ヱ）＝1－凸  

1≦α＜b≦q  

を満たす解を臨界点篭ax，C（α）と鷲ax（α）の代わりに周いた保守的な同時信頼区間を  

構築する・ここで確率ア（7急＞∬）は正規母集団ならばダ分布で数億計算できるが，  

タラーメル条件を満たす一般分布ならば漸近展開（Seo（2002；JJSS），Okamotoand  

Seo（2004；JJSCS）は楕円分布を仮定していたから，報告者は一般分布へ拡張した）  
で近似計算する．漸近展開を使う場合のボンフェロニ法の保守性は漸近展開の誤差を  

無視した意味とするが，ボンフェロニ不等式と漸近展開の組み合わせの問題がある．  
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1．2．等分散を仮定しない場合   

言うまでもなく多変量ベーレンス・フィッシャー問題に関連づけて同時信頼区間を  

構成する必要があり，1つの候補として次の形が自然に思いつく．   

慧＋慧珂1／2 
）購－｛0｝・  

岬（α）一貫（b））士〈A2（α）ゼ′（  

ここに，臨界点A2（α）はSiotani（1960；AISM）の導出に従えばベーレンス・フィッ  

シャー型統計量  

㍑瑚＝（軒）一勒（誓＋計1軒）－勒っα回…榊＜ぁ  
の最大値から決める・（Ⅰ）の場合は乃君max，C＝maXα＝1，…，。－1（花物）の上側α点  

稲靭ax，C（α），（ⅠⅠ）の場合は瑠紬Ⅹ＝maXl≦α＜♭≦。（花瑚）の上側α点稲恥x（α）で  
あるが，これらを求めることは断念せざるをえない・正規母集団の場合に個々の花瑚  

の分布を求めることができるが，1．1節のときのダ分布と比べ極めて複雑であることに  

注意する（Nelet・al・（1990；Commun・Stat・））・一方，73瑚の分布の漸近展開はクラー  

メル条件を満たす一般分布の下で柿沢・岩下（1998；日本統計学会講演）でアナウンス  

苫れており，ポンプェロニ不等式を利用すれば（漸近展開の誤差を無視した）保守的な  
同時信頼区間を与えるような∑芝コア（指物＞∬）＝α，∑1≦α＜b≦。P（花押＞エ）＝α  
の解Aぎ（α），魂（α）について漸近展開が得られた（柿沢（2005；日本統計学会講演））．  

2．等分散の場合のボンフェロニ型不等式の応用とSiotaniの修正2次近似法   

ボンフェロニ不等式の改良（それをボンフェロニ型不等式と呼ぶことにする）はグラ  

フ理論と密接な関係があり近年も進展しているようであるが，少なくとも完全グラフの  

全域木で定式化されているHunter（1976；］．Appl．Prob．）－Wbrsley（1982；Biometrika）  

の不等式を応周した1次元（p＝1）での多重比較法の先行研究は沢山ある．多変量  

ではボンフェロニ型不等式と異なる手法（Siotani（1959，1960；AISM）の修正2次近似  

法）がSeoandSiotani（1992；JJSS）で数億検討されており，Seo（2002；JJSS）等に  

よる一連の研究で楕円母集団でも研究がなされている．ポンプェロニ型不等式に基づ  

く手法は保守性をもつが，Siotaniのオリジナルな修正2次近似法の理論的な性質は  

未解決であることに注意しよう．本報告の1つの目的として，等分散な多変量母集団  

で平均ベクトルに関する保守性をもつ改善された同時信頼区間をボンフェロニ型不等  

式から考察し，Siotani（1959，1960；AISM）と異なる修正2次近似法も与えた．  

3．DL法の応用   

ポンプェロニ型不等式（ボンフェロニ不等式やその他の類似の確率不等式も含む）  

と漸近展開の組み合わせの問題がある．漸近展開の誤差のため理論的な保守性が悪化  
する，あるいは，偶然に改善されることもあり，保守性が崩れる可能性も否定できな  

い・非正規母集団を考えれば分布論は漸近論（漸近展開）になるだろうから，確率不  

等式の使用を回避できる手法（例えば，ヘルダー不等式をある種の線形結合の母数の  

同時信頼区間に応用したDL法（Dalal（1978；Biometrika），HochbergandTamhane  
（1987；Wiley））は1つの対抗馬となりうる．DL法は1．1節と1．2節のいずれの状況に  

対しても応用可能で，報告者は付随する4つの統計量の分布の漸近展開も導出した．  
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同等性の検定と倍額区間について  

岩佐 学  （熊本大学大学院自然科学研究科）   

m＞0を既知の定数とするとき，確率変数  

y…Ⅳ（β，7n2J2），β2…J2x崇  
（1）  

に基づいて  

鞠：l∂l≧△vs．ガ1：困＜△  
（2）  

を検定する一棟本間題を考える．この問題はある種の生物学的同等性の統計的仮説検定問題と同  

等であり，多く議論されている問題である．その中心的な話題の一つが，l岬直観的には最適と思わ  

れる二片側t検定が大きなバイアスを持ち検出力の意味で最適でない」という事実に関するもの  

で，不偏検定の構成法など多くの研究が成されてきた．   

本訴演における我々の関心は，βの信頼区間に基づいて（2）に対する検定を構成することにあ  

る・信頼区間からは「βの信頼区間が同等性を認める限度ト△，△］に含まれるとき，同等性を主  

張（帰無仮説を棄却）する」という自然な規則を使うことで検定の棄却域が構成できる．  

通常使われるβの信頼区間（信頼度1－2厄）は，自由度几の爛計量r＝ 
mβ  

を使。て，  

－f（α，れ・）＜r＜壬（α，㍑），すなわちy－m裏（α，㍑）＜β＜y＋m裏（α，m）   

と表書れる．ただし，ま（α，m）は自由度mの七分布の上側α％確率点である．この信頼区間から構  

成苫れる検定の棄却域はサイズαの二片側t検定に一致する．つまり，あまり検出力の高い検定  

は構成できない．そこで，Westlake（1976）は原点に関して対称な信頼区間を同等性検定の構成に  

用いることを発案し，次のような信頼区間を提案した．  

y－ゑ1mβ＜β＜y－た2mβ   

ただし，た1，た2は  

2y＝（た1＋た2）mβ，薫（た2）一都（た1）＝1－2α  

を満たす㌣βの関数となる．（都は自由度れの£分布の分布関数）この信頼区間による検定の棄  

却域は  

兄2＝（（㌣ぷ）ty－た1mぷ＞－△ かつ y－た2mβ＜△）  

となり，確かにサイズαの二片側t検定より検出力は高くなるが，実はR2の検定のサイズは2α  

となることがわかる．棄却域の形状も不偏検定とはほど遠いものであり，決して優れた検定方法  
を構成できているとは到底言えない．   

そこで我々は仮説検定の受容域と信頼域の関係を利用した，新たな対称信頼区間の構成法を提  

案する．いま，任意のβ。に対して次のような帰無仮説，対立仮説を考える：  

Hoo：∂＝軸 vs．Haa：∂≠β臣   

帰無仮説の下で次の壬統計量が得られる：  

こ二坐  
r＝  

mβ  

（3）   
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rは自由度mの士分布に従うので，（3）に対するサイズ2αの棄却域として次の瑚執）をとる  

≦gl〉，  y一触  
R（恥）＝   

mβ   

ただし鮎g2は月（恥）がyについて原点対称になるよう以下を満たすものとする  

2β0  

飢＋g2＝－－  
mβ  

さらに，棄却域月（恥）の余事象を考えることにより受容域A（恥）を得る：  

〈  

y－βo   

mβ  
＜g2かつ二 ＞gl  （11占）  ノ1（恥）＝  

A＝UA（瑚を反転させることでβの信頼区間を構成することが出来る・ただし，gl，g2はβ0  

β0 の関数になっているので反転している式を明示するのは容易ではないが，反転させたものがβに  
ついて原点対称な区間になることは示される．  

また，この信頼区間は  

－f（喜一叩）＜蓋＜f（喜一α，乃）  （4）  

のとき，空集合になる・空集合はト△，△】に含まれると考える．したがって，（4）が成り立つとき  

は必ず同等性が示されることになる．   

信頼区間を明示する式は与えらないが，同等性の仮説（2）に対する検定を構成することはでき，  

その棄却域R3は月（△）と一致することがわかる．そこで  

鞄＝（（㌣β）l△＋g芸mβ＜y＜△＋タ；mβ）  

とおく．ただしg；，g芸は次の2式を満たす‥  

昂（g；）一都（g芸）＝2α，（タ；＋タ芸）mβ＝－2△．  

定理1棄却域月3は次のように表現できる．  

－y－△  

〈  ト薫（完全）  
＜2α〉・   （㌣β）i   

鞄＝  
mβ  

定理1より，R3はAndersonandHauck（1983）によって提案された（有意水準2αの）検定と同  

一であることがわかる．彼らは別のアプローチよりこの検定を導出している．この検定の棄却域は  

非有界であり，二片側f検定の改良として提案されている不偏検定と類似した性質を持っている．   

この検定のサイズ，検出力に関してはFtick（1987）やMiuler－Cohrs（1990）などの研究がある  

が，数値的な結果が多い・実際の検定のサイズは2αより大きく（数10％超過）なることが数億計  

算により示苦れているが，その億は確定されていない．前出の2つの検定はともにJ2→∞のと  

き検出力が0に近づくことが欠点としてあったわけであるが，次の定理よりこの検定ではその欠  

点が解消されていることがわかる．  

定理2β＝△のとき，  

（1）1imJ→Of）（（㌢β）∈毘3）＝2α．  

（2）1imJ→∞P（（γβ）∈属3）＝2α．   

本研究により，不偏検定に類似した検出力の高い検定を構成することが信頼区間を用いた方法  

でも可能だということが確かめられた．信頼区間の信頼度と検定のサイズの関係などまだ解決し  

なければならない問題も多いが，同等性の検定における不偏検定の構成法の新たな展開を与える  
興味深い成果である．  
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