
（15）「量子統計とその周辺」に関する研究報告  

堀田昌寛，小揮正直（東北大）：局所的観測量による量子推定  

FumioHiai（GraduateSchoolofIn女）rmationSciences，TohokuUniversity）：Free  

AnaloguesofCramerfRaoInequalityandPowersFactors  

今井 寛，藤原彰夫（大阪大学理学研究科）：2次元ユニタリ通信路の漸近  

推定問題における量子タラメル・ラオ型の評価  

ManuelA．Ballester（DepartmentofMathematics，UniversityofUtrecht）：Esti・  

mationofSU（d）actionusingentanglement  

KeijiMatsumoto（NationalInstituteofInfbrmatics；QuantumComputationand   

InfbrmationPrqject，ERATO，JST）：QueryComplexityandQuantumEsti－  

mation  

林 明久，橋本貴明，堀遽 稔（福井大学工学部）：有限偶のPOVMによる  

純粋状態の最適量子推定  

L．C．Kwek（DepartmentOfPhysics，NationalUniversityofSingapore）：Quantum  

entanglementandBellinequalities  

林 正人（科学技術振興事業団ERATO今井量子計算機構プロジェクト東  

京大学大学院情報理工学系研究科）：最大エンタングルメント状態検出  

についての一次漸近論について  

YoshiyukiTsuda（COE，ChuoUniversity），Bao－SenShi，AkihisaTomita，  

MasahitoHayashi，KeijiMatsumoto（NationalInstituteofInformatics），  

YunKunJiang（ImaiQuantumComputationandInformationProject，  

ERATO，JST）：HypothesisTestingforEntanglement  

6333 

635  

637  

639  

64;1 

643  

645  

652  

654  

PetervanLoock（QuantumInformationScienceGroup，NationalInstituteof   

Informatics）：Quantumstatediscriminationandestimationvialinearoptics………  6SGj 

W．J．Munro（Hewlett－PackardLaboratories），D．F．Ⅴ．James（LosAlamosNa－  

tionalLaboratory），A．G．White（SpecialResearchCentreforQuantumCom－  

puterTechnology，UniversityofQueensland），P．G．Kwiat（Dept．ofPhys－   

ics，UniversityofIllinois），A．Gilchrist（軸ecialResearchCentreforQuan～  

tumComputerTechnology，UniversityofQueensland）：EstimatingQuan－  

tumOpticalStatesandProcesses  658   



局所的観測量による量子推定  

堀田昌寛小滞正直（東北大）  

Basedonourrecentpaper，  

”QuantumEstima七ionbyLocalObservables”，  

PRA，70022327（2004）■   

これまで量子推定理論はあらゆる観測塞が使用できるという前提の下で  

定式化ざれてきたが、現実の量子系においては必ずしもこの時黙の条件は満  
たされていない。現在の実験技術の限界など様々な制約の申に置かれて、限  
られた観測量のみを用いて推定を行うこともしばしば強要される。これを踏  
まえて我々は、限定された観測量（局所的観測量）の集合のみを用いた場合  
にも推定が可能となるように、理論の拡張を行なった。局所的密度行列  

（1）  β：＝P恥（りP＋（1一丁γ［P鮎（壬）司）tβ〉くβl  

に対して   

如＝喜（む＋正），  
£†＝エ  

で定まる対称対数微分から得られるフィッシャー情報量Jの逆数はクラメー  

ル・ラオ不等式の平均2乗誤差の下限となる。また藤原一長岡の純粋状態量子  
推定理論を局所的観測量による推定に適用できるように拡張を行なった。規  
格化されない純粋状態：  

（4）  和（ちg）＝仲（ちg）〉〈叫拍）t  

に対しで情報量は  

l蝕く叫ち叫l2  けmく叫∂タ呵l2  
（5）   〈鋸岬抒ト   J＝4  

1－〈判明  く叫叫  
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で与えられる。更に多体系における量子推定を論じ、2つのフィッシャー情  
報量が導入できることを述べる。その1つの情報量の計算評価は簡単である  

がその大き苫は他方の情報量に比べて小さい。もうひとつの情報量は大きな  

値をもち前者より良い推定を与えるが、その計算解析は多体系が大きくなる  
ほど複雑となり、異なる初期条件の下で解かれた多数の密度作用素の時間発  
展を解くことが要求される。   
我々の局所的観測董による推定理論は、より現実に沿った推定を可能と  

する。また量子コンピュータの素子設計においても、量子計算に不要な準位  

の及ぼす影響の解析精密化等に役立つ可能性があると考えられる。  
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打eeAnaloguesofCramer－RaoInequality  
and Powers Factors  

Fumio Hiai   
GraduateSchoolofInformationSciences，TbhokuUniversity  

1．FREE ANALOGUE OF CRAMER－RAOINEQUAuTY   

Most simply，aSSume that Xis arealrandomvariable having asmooth denslty  

hnctionp・The（classical）FisherinformationI（X）isde且nedby  

血  

仰＝エ（孟廟））2p（可血＝ ．′…諾  
The（classical）CraI11er－RaoiIlequalityisgiv（！エ1（iIlthissiIflplcstcas（ミ）as  

1  

V（ズ）フ  

J（ガ）≧  

whereV（X）：＝jニx2p（x）dxisthevarianceofXTEqualityoccursintheinequality  
Onlywhenpisanormal（orGaussian）1aw：  

1  ／（ご－m）2  

p（∬）＝去exp（ eXpl 
‾  

2（丁2   

BasedonrandommatriⅩheuristics，in1993Ⅵ）iculescu払undthatthefteeanalogue  

oftheFisherinformationis   

叫才十＝誓‖購＝誓£p（榊＝41；（軸）（伽）ぬ，  
WhereHpistheHilberttransformofp：  

＋  
／＿＿二  

（ガp）（∬）：＝1im  

ど＼0   

TheたeeanalogueoftheCramer－Raoinequalityholdsas払1lows：  
1  

レ′（■∵）  

◎（ズ）≧  

andequalityholdsifandonlyifpisasemicircle（orWigner）1aw‥  

由）＝孟何評x【m叫（ヱ）・   

VbiculescufurtherintroducedthefreeFisherinformation◎＊（Xl，・．．，Xn）forn－tuples  

ofnoncommutativerandomvariables（Xl，．．．，Xn）inatracialnoncommutativeprob－  

abilityspCe（Ju，T）・ThefreeCrameトRaoinequalityfbrnoncommutativemultivari－  

ablesisglVenaS  

◎＊（ズ1，…，ズ乃）≧  
丁（窄＋…＋ズ霊）  

andequalityholdsifandonlyifXl，…，Xnare丘eelyindependentsemicircularswith  

T（ズJ）＝0・  
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InmytalkIexplairlthesefreeCrameトRaoinequalitiesandalsoarecellt・prOgreSSOll  
h・eeLogarithmicSobolevinequalities；thelatterisconcernedwithinequalitiesbetweell  

freeentropyandh、eeFisherinformation・  

2．FREE ANALOGUE OF PowERS FACTORS   

ForO≦入≦11et血beas七ateon几先（C）（the2×2matrixalgebra）withthedensity  

matrix 
［叫㌻入）1／（1㌔入）］  

Considerthetensorproductstatep‥＝⑳デ軌onthe  

infinitetensorproductC＊－algebraA‥＝⑳㍗M2（C）（theso－CalledCARalgebra）and  
COnStruCtthevonNeumannalgebra  

∞  

勅‥＝升p（A）′′＝㊥（城（C），血）  
1  

ViatheGNSrepresentation7Tp aSSOCiatedwithp・Thisルf入becomes afactor・For  
cxtremecases入＝Oand入＝1，thefactorsconstr11CtedarctheI∞factorB（71）and  

thehyper丘nitetypeIIlfactor，reSPeCtively．WhenO＜入＜1，thefactorルt入isthe  

Powersfactorthatisauniquehyper丘nite（orAFD）typeIII入factor・   

TheabovefactorsJu人（0≦入≦1）areamongmoregeneralAraki－Woodsfactors  
OO  

㊨（吼l（C），帰  
れ＝1  

Araki－W）Odsfactors（inparticular，thePowersfactors）can be alsoconstructedby  

useofFermion（orCAR）Fockspacemodels・In1977Shlyakhtenkoconstructedfree  
analoguesofAraki－WOOdsfactors  

r（〃R，抗）′′  

associated with a separable real‡‡ilbert space7†収and a strongly continuous one－  

ParametergrOuPOforthogonaltransformationsUt on7イR；herethetensorproductis  
replacedbytheh・CePrOductandtheFcrmionFbckspaceisreplacedbythefu11Fock  

［  ）  

COS（＝og入）－Sin（よlog入  

Sin（tlog入）cos（tlog入）  
space．Heprovedthat了1‥＝r（隠2，Ut）′′withUt：＝  （the  

rotationwithperiod27T／logÅ）isaunique七ypeIII入丘eeAraki－Wbodsfactor，regarded  

asthe丘eeanalogueofthetypeIII人Powersfactor．  

InmytalkIexplainthePowersfactors，theirh：eeanaloguesandmoreoverq－deformed  

algebrasduetoBo女qjkoandSpeicherconstruc七edintheq－Fockspace（－1＜q＜1）  
interpolatingFermion（q＝－1），free（q＝0）andBoson（q＝1）・  
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2次元ユニタリ通信路の漸近推定問題における  

量子タラメル◎ラオ型の評価  

今井寛＊†フ藤原彰夫＊‡  

2次元ヒルベルト空間を用いて記述される量子状態／）が，外界との接触  

を持たず孤立的に変化する状況を考える．状態の変化はLie群∫叫2）に  

属する作用素gを用いてrg‥β‥卯g＊と記述される・rタは2次元ユニ  

タリ通信路と呼ばれ「要請子ユニタリゲート等がその例である．   

今未知の2次元ユニタリ通信路rβが在り，rβを特徴付ける未知パラ  

メタタ∈ぶU（2）を特定したいとしよう．この取入力状態βを適当に選  

んで通信路r9に入力しっ出力状態rタ（β）に対して何らかの測定Jrを行  

なう事で，gに関する情報を得る事が出束る．   

それではどのような／ノと八丁を川いた時に，〟に閲する僧服を最大限リ1  

き出す事が可能なのか．また，引き出す事が出来る情報の限界はどの様に  

定まるのか．こういった問題を量子統計学的な立場から議論するのが？量  

子通信路の統計的推定問題である．   

本研究で扱う，2次元ユニタリ通信路の漸近的推定問題は，Baganetal．，  

Clliribcllact之止および林によりベイズ統計的な手法による研究が行なわ  

れているが，我々は非ベイズ的な立場からより詳細な解析を行なう．   

Lie環皿（2）の表現論を利用して，通信路の出力モデルに対する墨子  

SLDクラメル。ラオ下界が局所的に達成可能となる為の必要十分条件を  

与え，さらに分散・共分散行列の重み付きトレース取GVβ【叫を最小化  
するという基準での．最適な推定方式を議論する．  

＊大阪大学理学研究科数学教睾  

†himai唾gaia・math・Wani・OSaka－u・aC・JP  

‡fujiwara＠math．wani．osaka－u．a．C．Jp  
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EstimationofSU（d）actionusingentanglement  

MAmlelA．Ballcst．汀ホ  

βepαrよm帥よ〃JA仙九emα眈β，Uれ・11ノeγ別よ〟げびわ℃Cんよ，肋∬鋸mβ，、ヲ5ββm U抽C九L r九だ〃融．即血仙南  

Inreccl－tPaperS（R瑚1，2）3，4］）itisshownthatifNcopicsofaIISU（2）gatear？aVailat）1c・O－1eCarleStimateit  

wit・hasquareerrorthatgocstoOasl／N2（instcadofl／Nasonenormallyexpect，SlnStatistics）．Thisisachieved  
byusinganNfoldentangledstatreasinp11t・t，OU㊥Ⅳ・Inmyt，alkIwilltrryt，OShowt．hat．t．hisisalsopossiblefbrSU（d）  
with d＞2．   

ConsiderwehaveNcopiesofadxdunknownunitaryUatthesametime・We，11prepareanN－partiteinputstate  

卜血〉．   
LetV＝U⑳Ⅳ，ttleOutputderlSityローatrixis  

β＝（叱⑳Ⅴ）座0〉〈洲（抽⑳Ⅴ†），  

w｝－e－te帆〉∈Cβ⑳Cd紳   

TheQuantumCr血1er－Raobourld（QCRB）tellsusthatforaclassofこ－1・easo11able’1esti111atOrS，thelIleallSquare  

CrrOr（MSE）isbounded丘ombclowbythcq11antulTIFisherin王brmation（QFI），hlrt・heulOrCffomRef・［5］wchavc  

（、Ondit・ionsforachievabilit・yOftheQCRB・Thestrrategyt．hereforeisしO611daninp11t．St，at，et．halsatis鮎st．heconditions  

forachievabilityoftheQCRBandsothatitsQFIscaleslikeN2．   
Let  

IIliIl（β，dJV）  

偏〉＝ ∑ ∨妬幌〉酎墟〉，  
〝＝1  

where幌〉（幌〉）isasystemoforthonormalvectorsinCD（respectivelyC：d⑳N），1et  

裡＝∑抽l祓桐凱  
〝  

bethereduceddensit・ymatrixonCd㊨N   
LetusdeBne戸IaStheaverageone－eOPyreduceddensitymatrixofp，i．e．，  

戸1＝妄皇tr言β，  
占＝＝1  

（1）  

wheretr豆meanSpartialtracewithrespecttoal1copleSeXCeptthesthone・Inthesameway，1etusde丘ne戸2aSthe  
averagesymmetrizedtwo－COPyreduceddensitymatrixofp，1．e．，  

∧r  

∑（七r許打Ⅳけ扉・βⅣ），  
（2）  

β≠r  

声2＝  
Ⅳ（〃－1）  

wheretr評meanSpartialtracewithrespccttoallcopiesexceptther班andthesth－andⅣistheexchangeoperator  

Iy＝∑困）㈹  

机  

（3）  ㌦」1  
乱㊤乱   

㌘＋∑£α㊤£α・  
u＝1   

Withthesede6nitions，WegetthattheconditionforachievabilityoftheQCR‡∋becomes両1＝l／d．Then丙2  

nluSt be ofthefbrm  

両2＝憲＋∑c。。ま凸餉，  
αβ  

＊Electronicaddress‥ballester＠math．ull．nl；URL：http：／／vvt）．tnath．uu．nl／people／balleste／  
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herecαβ＝Cβα・Withthesechoices，theQFIbecomes  

ガαβ＝4離β＋岬－1）cαβj・  

7fwewanttoewstimateallparameteI・swiththesameaccuracy，thebestweca11llOpefbrisastateorthefbr‖1  

皿区・皿 
再2＝ 

1        「㌻十両写£α鋸α  

1  

抑 
（皿⑳皿川つ・  

TheQFIcorresporldingtothisstateis  

（4）  

〃（〃＋d）  
〃αβ＝4   ・†√l．1、  

d（d＋1）   

whichhasthedesiredN2behaviour．   
Let  

lmい…，71d〉＝  
ll〉飢1㊥‥．釧d）⑳7Ld＋non－equivalentperm11t，ations  

乃1！T12！…れd！   

where∑雲＝1乃た＝凡   

LetN＝dn＋m，nた＝n＋m，nl＝n，l≠kandIQNmk）＝tn，…，nk＝n＋m，‥・，n〉，WegetthataTlinputstate  

orthefor一皿  

刷〉＝浅か㊦（  
‡¢肌た〉十  

wi11dothcrequiredjob．Linearcombinationsofthesestateswouldworkaswell．  

［1］M・HayaLShi，（2004），quant－Ph／0407053・  

［2】E・Bagan，M・Baig，andR・Munoz－Tapia，Phys．Rev．A69，050303（2004），quant－Ph／0303019．  

［3］E・Bagan，M・Baig，andR・Munoz－Tapia，Phys．Rev．A70，030301（2004），quant－ph／0405082．  

［4］G・Chiribe11a，G・D’Ariano，P・Perinotti，andM．Sacchi，（2004），quant－ph／0405095．  

同K・Matsumoto，ユ．Phys・A35，3111（2002），quant－ph／9711008．  
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QueryComplexityandQuantumEstimation  

KeijiMatsumotol，2  
keijiQnli・aC・］p  

鉦bl・11ary23，20n5   

Ireviewthercsultsi11qualltumquCryCOlIIPlexity，afa111OuStOOlillし・o＝1Ⅰ→utatiorlalcoTllplcxitv  

theury，andshowtheseareillfactstatisticalestimatiulltheureticproblel11S．Ialsocol＝11e11tUrl  

thedefferenceofthefbrmulationof■theproblembetweenthesecolnmunities．   

PhaseestilTlationproblemhadbeenalsost・udiedinqllantummeaS11relne11ttheory，inrplation  

Witllphase－11ulnberuncertainty．A鉦ertheappcamnceofquant11m COmll再，a†ioll，t．hifS PrOblelll  

WaSrelatcdtoAbeliと1・llhiddcnsubgroupprol）lt31叫WitllShorlsalgoritlllIlとLlld Sil＝UTl’speriod  

Bndingproblelnbeingspecialexamples．Earlierthanthat，reSearChersinstaLeestimatiorltheory  

COnSideredparallelqueryversionofthisproblem・Therearpseveralproofoi◆th仁モ叩tinlalityof  
SquarerOOt・SPeedup，an（1hereIad〔lyetLOnenlOre，Whichspp‡11St，Olneen5iipr all（lt．husmiglltA  

beapplicabletodcriv〔＝1nknowllrP糾11ts．   

1 0ptimali七yofGrover，sAlgorithm  

Grover，sproble111isto触daxsucllthatf（x）＝1，uIldertheassumptiolllf－1（1）l＝1．Grover  

suggestedanalgorithmwhichsolvesthisproblematmost（J動withlogdbeingthelength  
OftheinputofthehlnCtionf．ThisalgorithmrealizessqllarerOOtSpeedllP，andknown tobe  

Optimalalgorithm．Therearesevcralproofgalready，hcreIaddy（ltOnel11OrC，Whi（・hIthinkis  

Si7nplerthaTlanyOthe一・eXistiTlgprOOf盲．   

FollowlngPreCedingauthors，Wedescribeal1theprocessesoLherthanlas仁rneasurernentby  

unitaryoperation・LetU！bea・unitaryoperatorwhichcomputesthefunctionf，andVbea  

11nitary operalLOrWhich describesinformation processingbetwepn q11eries．Fbrsimplicit．y，We  

WritcAu（p）＝UpU†・AfterrLStCpS，wi11be埠，V（p），Whcrppisthcinitalstates・Fbrthc触al  

lnCSurementCaneXtraCttheinfbrlnatiol－abuutJ71㈹′V（pト媚′，V（p）lEshouldbclargecllOugh  

1QuantumComputationGroup，Nationallnstit11tCOfInformatics，Japan．   
2QuarlturnComputationarldInforrnationProject，ERATO，JST，5－28－3Hongo，BuIlkyo－ku，Tbkyol13－OO33，  
Japan．  
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brallJ≠J′．wehave，  

1 

rr‥＿＿‥，＿‥‥1「、㌔  ノ 
rI．  

≦ 
両司㌍吉′‖（Aぴ′V‾Au′′V）（p）ll  

（1）  

Withoutlossofgenerality，theinitialstatecanbeassumed tobepurestate・Hence，thisis  

hlrthuerevalua七edas，  

ト（ 榊中川泄（2）  
′  

m  

軒二手誓嘉  1－1〈畔れ′l抑2≦mmax                    ¢  

Let（Ji））beanorthonormalba5isinthespaceofinputofthehlnCtionf，and（励〉）beasetof  

StateSSatis王yingl¢〉＝∑酋Ei〉I¢i〉・Then，WeCaneValuatethequantity（2）isequalto  

1 ト（不可 
コ′′ 

†1111aX  
（l   

（d－2）2（d－1）2  
～′′、′／所．  

（3）  
＝＝ mI‾rlaX  

Cヒ   d2（d－1）2  

For読了了∑f≠J川場IV（p卜A旨I′V（p）IIshouldclosetol，WehavenshouldbeatleastiTlthe  

orderofJ云，   

2 Querycomplexityofestimationofunitarymatrices  

Notethatinpreviousproof，Wedidn’tusethepropertyofUjupto（2）・Hence，thisinequality  

canbefbranyotherestimationproblem・Especial1y，hereweassumethatUJ＝elH／土，With土  
beingverysmal1and［HI，HfJ］＝0・Then，（2）is，  

れ 

管正成－〈仰一勘潮十坤2）・  （4）  

Fhrthermore，aSSumethattheeigenvaluesofH／isofthefbrmE6］，f（j＝0，・・・，d）・Then，this  

Simpli丘esto，  

mTr 
下 

■■α∫－2一一α湘0（巧＝0（叫d）叫2）・ （5）  

Hence，tOSOIvethisquerycomplexityproblem，atleastO（d／nEt）timesqueriesarenecessary・   

Thisseemlnglyartificialproblemisderivedfromestimationofd－1evelunitarymatriceswhich  

COmm11teSWitheachother．Ifwecanestima七eaunitarymatrixwiththeaccuracyof孟，WeCan  

easilysoIvetheproblemanalyzedabove．Hence，tOeStimateunitarymatrixwithgivenaccuracy  

t，WeneedO（d／nEt）timesqueriesatleast．  
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有限個のPOVMによる純粋状態の最適量子推定  

林明久、橋本貴明、堀遽稔  
福井大学工学部 物理工学科  

Ⅰ．目的“結果  

d次元空間の純粋状態β＝】¢〉〈射のコピーがⅣ個与えられたとしよう。状態pが全く未知であるとし  
て、系β⑳〃を測定することにより、βをできるだけ正確に推定したいとする。ここでは、正確さの目安と  

してフィデリティtr【〝′］＝l〈¢け〉】2を採用する。純粋状態〆＝座′〉〈椚は人力pに対する推定である。  

さて、どのような測定が平均フィデリティダ（Ⅳ，d）を最大にするだろうか、また最大値は〃とdの関数と  

してどのようになるだろうか？   

Qubit（d＝2）の場合には、瑞－aX（〃，2）＝（Ⅳ＋1）／（〃＋2）となることが分かっている【1】。更に一般的  

な次元dや評価関数の場合について、共変的測定を用いて林正人によって調べられた【牡特に平均フィデ  

リティーについては、f㌦ax（Ⅳ，d）＝（〃＋1）／（〃＋d）を得ている。また、純粋状態の星子状態推定を、〃  
個の状態コピーから〃＝∞偶のコピーへの鼠適クローニングと関係づけることにより、同じ鼠大平均フィ  

デリティーが得られている［3】。   

この研究［4］では、巌大平均フィデリティーが有限偶の盛轟からなるPOVM測定で実現できるモ拝を示す。  

そのため、先ず測定の共変性や最適クローニングとの関辿を使わずに最大平均フィデリティーを導く。なぜ  

なら、この間題のように全く未知の状態は連続的なパラメータで指定されており、共変的なPOVMは無限  
個の要素を必要とするからである。そして、最適な有限POVMは超球面上の正確な求積法（quadrature）  
で与えられることを示す。   

また共変的なPOVMは、フィデリティーが入力状態に依存しないという意味でユニバーサルであり、必  
然的にフィデリティーの最小値を最大にする（ミニマックス法）解でもある［2］。この事は我々の有限POVM  

については一般に保証されない。しかし、Ⅳ＋1偶の状態コピーに対する最適な有限POVMは、〃偶の状  
態コピーに対してユニバーサルであり、ミニマックス法の解にもなっていることが示される。  

ⅠⅠ．平均フィデリティーの最大値と有限な最適POVM  

平均フィデリティーの最大値と、それを与える有限な巌適POVMにたいする条件は次のように導かれる。  
入力β⑳〃に対して、POVM測定岬。）は1，・，ん∑。β。＝∫〃を行う。ここで、β〃は〃体系の完全対称  
空間への射影演算子である。測定結果αに対して状態が伽∈（伽）。＝1，．‥，Aであったと推定することにする  

と、平均フィデリティーは次のように与えられる。   

A A  

榊d）＝妄〈tr伽⑳〃］tr刷＝∑〈tr［鋤⑳州刷＋1）］〉・  
α＝1  

（1）   

ここで、＜… ＞は入力の純粋状態βに関する平均を表し、βの分布が一体の任意のユニタリー変換に対し  

て不変であると仮定すると、β⑳〃の平均に対して次の強力な関係式が成立する。  

〈β帥〉＝慧，  （2）  

ただし、d〃＝tr［βⅣ］＝〃十d－1Cd＿1である。これを使って平均を実行し、仮想的に導入した（〃＋1）番目  

の系をトレースアウトすれば  

ダ（Ⅳ，d）＝  
（Ⅳ＋1）d〃＋1  

（3）  

ざて、恥≦1に注意すれば、平均フィデリティーの上限は  

dⅣ  〃＋1  
二 （4）   

d〃＋1 〃十d’  
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で与えられ等号はβ。∝β㌘〃の時にのみ成立することが分かる。さらにPOVMの完全性と関係式（2）を  
使うと有限POVMが最適であるための必要充分条件は  

A  

∑瑚が＝〈β⑳〃〉，  
α＝1  

（5）  

であることが分かる。重みぴ。は非負であり、∑。ぴ。＝1でなければならない。   

さて、条件（5）の右辺は2d－1次元超球面上の積分であり、左辺はA個の超球面上の点陶についての  
重み付の有限和である。すなわち、正の重みを持つ有限個の点からなる超球面上のある求積接が関数p⑳〃  
に対して正確な結果を与えるということを意味する。そのような求積法の存在を示すためには、超球面上  

の任意の2〃次多項式まで正確な値を与える求積法があることを言えば充分である。実際、遜球面上の積分  

を角度変数の多重積分で表すことによりそのような求積法を構成することができる（詳細は［4］）。さらに、  

すべての重みが定数である求積法はspherica12N－designと呼ばれ、その存在は示されている。しかし、そ  
の実際の構成は一般には難しいようである。   

いずれにせよ、条件（5）を満たす解はあり、従って上限（4）は有限個のPOVMで実現できる最大値  
凡－aX（〃，d）である。   

つぎに、最適な有限POVMのユニバーサリティーについて調べてみよう。最適なPOVMは条件（5）を  
満たすβ。＝d〟ぴ。β㌘〃で与えられるので、入力状態について平均する前のフィデリティーは、  

A A  

∑tr［鋤⑳Ⅳ］tr［即］＝れ∑舶r［脾叫1）p⑳（佃）］，  
瓜＝1 ¢＝1   

となる。これが人力に依存しないためには   

A  

妄Ⅷαが＋1）＝〈p⑳…〉，  

（6）  

（7）  

でなければならない事がわかる。これはⅣ＋1偶の状態コピーの場合の巌適性の条件であり、〃偶のコピー  
に対する条件（5）より強い条件である。したがって、有限偶のPOVMは一般にはユニバーサルではないが、  
Ⅳ＋1偶のコピーに対する最適な推定法を〃個のコピーに対して用いるとユニバーサルとなり、必然的に  
ミニマックス法の最適測定でもある事がわかる。   

この事は例えば、具体的に次のようにしても実現できるだろう。すなわち、〃偶の状態コピーが与えられ  

たとき、先ずⅣ偶のコピーから〟（＞Ⅳ）偶のコピーへ最適なクローニングを行う。その後、〟偶の状態  
コピーに対する最適有限POVMで状態推定を行う。すると、この状態推定はユニバーサルであり平均フィ  
デリティーと最小フィデリティーを最大にすることを示すことができるのである。  

［1］S・MassarandS．Popescu，OptimalExtractionofInformationftomFiniteQuantumEnsembles，   

Pbys・Rev・Let七・，74，1259（1995）  

【2］MasahitoHayashi，Asymptoticestimationtheoryfora丘nitedimensionalpurestatemodel，   

J・Pbys・A31，4633（1998）  

［3】DagmarBruBandChiaraMacchiavello，Optimalstateestimationford－dimensionalquantumsystems，   

Pbys・Le仇・，A253，249（1999）  

［4］A・Hayashi，T・Hashimoto，andM．Horibe，Optimalquantumstateestimationofpurestaもesrevisited，   

quant－pb／0410207  

［5］A・Hayashi，T．Hashimoto，andM，Horibe，ExtendedQuantumColorCoding，   

Phys・Rev・，A71，（2005）（inpress），（quant－ph／0409173）  
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Quantumentanglement and Bellinequali七ies  

L，〔7．Kwekl   

－／）り州「／＝川／（イ川／ノヾ′・・、・＼■√り〃ノJ川／Jr′り′・（リ、小ノイ・ヽ－′叩り…・（・∴，・ヾ川・＝・一 丁）川・く1・＼■ルソ叫り岬／＝H・ト〕  

〃由来川．α～J耶よ血よだoメガ血cα細れり〃那りノ丘明7tc在れイ）山神：化JU71豆1朝雨加J∧厄1耶叩Ⅳ打抜，5用即p仰P甜97甜  

Welookbrieflyat．tJhedevclopment・OfBellineq11alit・iesiIlhigherdiInenSionswithlargernumher   

Ofparticles11ndertwosettings．Webrienydescribesomeoftherecentworl（donetoconnect Bell  

inequalities to game theoretic formulation．Talk presented at the VVorkshop on Quantum   
Statistics andRelated Topics，Tokyo，27to28January，2005．  

PACSIluI‖bcrs：O3．G5．Ud，03．67．－a．42，50．－P  

Where r］LO（入）is the prubabilitJydensity for thellidden  

Variable．Without，allylossi11gC11Pmlit・y，Olle m叩aS－  

sume t．hat thc dctc）CtrOrS汀n－PmL丘一〔：t，1y aligrled so that・  

月（言，入）＝－β（私人）鋸1dtllat，A（言，入）＝士1a・1仙ougll仙e  

lattcrassumptionmaybest・rOllgerthanneeded．Inthis  

Way，Eq・（3）maybewritteIlaS  

INTRODtJCTION   

IIltllCil・ClassicpaperiIl1934，EirlStぐi‡1、Ⅰ）0（loIsl（y鋸1d  

RoseTldidllOtqueStJio11tlleValidityofqtla71tuTllmCChaTト  
ics．However，theyclailrled that quantum mechanicsis  

allincolnPletedescriptionofphysICalreality．Essentially，  

thcyshowedthatthcwavefunctionalonecannotdcs（rribc  

physICalreality，anOthcr variable，Whichis not measur－  

able nor calculable，is required．This hidden variable，  

Often denoted by入is needed to supplement quantunl  
mechaIliぐS．0vertheyears，mamyhiddenvariablemodq  

els have beenibrnl111ated．In1964，，Tohn Be11sl10W（1（1  

thatanylocalhiddeIlVariablethcurylSiIICOHIPatiblewit・h  
quantummechanics．   

TbdescribeBell’sargument，WeCanCOnSider，fbrsinl－  

plicit．y，t．WOParticlesemit，t，edftomacomInOnSOurCeand  

flyirlgtOWardstwopcoplc，typica11ylabeledasAlicearld  

Bob．Alice and Bob therlmeaSured sorrle Observablcs  

associatedwiththeparticles，fbrexample，itsspiI10rpO－  

1arization．Fbrsimplicity，1etusassumethattheyrecord  

theirmeasurement・SaS士1correspondingtoupanddown  
SPin（orverticalarld horizorltalpolarizatioIl）・Suppose  
alsothat thecorrespondingobservablesare禿・♂where  
露is some direction correspondingto the measurement  
and5isthevectorofPaulimatrices．Bylookingatthe  

COrrelatIionoftheresultIS，Eij Oftheirmcas11rementS，it  

carll）e SIlOWn that   

垢 ＝β（露，丁可  

＝p（十1，十1）＋pト1，－1）－p（十1，－1）－p卜1，十1）  

＝〈ゆlか♂⑳疏・♂悼〉  
（1）   

Wherethei－th andj－thmeasurementsarealignedwith  
thevect．ors禿and疏   

Fbr a hidden variable model，We SupPOSe that the  

“complete”stateofsystemischaracterizedbysomehidM  
denvariableÅwhichmaybechosenbyBob（orAlice）just  
beforeAlice’s（orBob’s）measurement・Inotherwords，  

一■● thereexistsomefunctionsA（言，Å）andB（b，入）suchthat  

叩，古）＝／β（岬，入新潮  （2）  

β（ス）d（武人）d（古，入）瓜  （3）  → ガ（∂，わ）＝－  

TllllS，WellとⅣe  

一・■   lg（言っわ）一方（首，巧l  

／〃（人購入）（A（首，人）－A（珂d人  

／榊（紺4両（トム（擁（叫d入  

／刷（トム（抽闘）d入  

≦1＋ガ（♭，司l  （4）  

－■   

AsgiveninEq．1，quarltu汀1汀1eChanically，且（言，♭）＝一言ふ  

Soit．ispossibletochoosethevectorsd，bandFappro－  
一・・■－イ   

priatelysothat6・b＝b・E＝whiled・F＝一・These  
Valuesdonotsati的㌻抽eineq11ality4．   

Are触ementofBellinequality4waぶS11bsequentlypro－  
posedbyClauser，Holt，ShimonyandHorne（CHSH）in  

thelatesixtiesinthe払rm  

匿（言，再十且（言，わ′）け岬（㌔，わー且（武和≦2．（5）  

ThisinequalitywassubsequentlygeneralizedbyClauser  

andHome（CH）byreplacingthecorTelationsbyproba－  
bilities   
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．．．．■－■・■・・●→一・■・・・・■→－■                汽2（言，わ）一旦2（言，叫＋且2（α′，♭）＋汽2（α′，む′）－pl（α′）－p2（む′）≦0・  
（6）  

0t 

THREMS   ＿   

‾ 

‾ 

二三二 

＿ 

勧（α楓，C£た）＝ア礪⑳軋㊥射（7）   
r  

＝‾ 

‾了 
こ 

≡ 

＿  

二 

■慧…慧呂  

諾芸  

Orthogonalprojectors・Simi1arly，theobservableBjhas byⅥ七月（aた，aZ2；軋，晩。；C左1，C孟2）・Thus，alocalrealis－  

thespectraldecompositionBj＝鵬i＋舶皇十舶去and ticdescripti。nOftheexperiment。Ⅹistsげand。nly卯he  
theobservableek＝C槽＋c窒磯＋c告点吉whereQ；aswe11fbllowlngmarglnals  

3 3 

托抽書i，軋j，Cたん）＝∑ ∑ ∑托月（α～1戒；転成。；Cた1，Cま2）  
よ1十1＝1m∫十1＝1れた＋1＝1  

are equal to the quantum probabilities，i．e．， arithmetics．  

PLR（ai．，軋j，Cたh）＝ FbM（a言£，軋j，C霊k）where the  Owingto（8），PtR（ai，軋，Cた）mustobeythefbuowing  
addition on the indices is computed using modulo 2 inequality 

－r。。1－rlll＋2r122＋r；21－r；1。＋r；11＋r；2。＋r；12≦3，  

wbere  

（i′′，j′′，k′′）＝（211，222，112）▲ThisistheClauser－Horne一   

） 

r；：′J′′た′′＝ 

仙m。。3 

and（i，j，k）＝（221，111，122），（i／，jJ，k／）＝（121，212），the join七probabilities PLR（atl，aた；軋1，軋，；C去1，Cま，）  
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appearonlywithcoe侃cients－3，00r3andnothlngelse．  

Sincethesumofalljolnt prObabilitiesaddst・00ne，i．e．．  

∑≡摘－む描。 比弼，鴎：軋1鶴〆た1，C芝コ）  
． 

IussthallOrL！qualtu3．   

WcshouldstressatthispoiIltt．hattlleaboveilleLlualiもy  

isamemberofthesetofillequali仁iesthat canobtairled  
from（10）by perlrlutatiollS Ofi11dices enumeratillg the  

Otlt〉（・OmeSOf■止ellleとLStlrement」S aSWellasthepernltlt・a－  

tionsofiIldiccsellumeratiIlgtheobservables．   

SupposeAkira，BentoandChikomeasureobservables  

definedbyunbiasedsymmetricsix－pOrもbeamsplitters［8］  

Onthemaxima11yelltangledstateofthreequtrits悼〉＝  
剥111〉十】222〉＋】333〉）・   

The matrix elenlentS Of arlunbiased sy聖metl－  
ri（：正xっorl・beall－Spli廿円－ar㌔given by乙Jん榊）＝  

て如（＝）（＝）exp（廟），Wllere¢＝（れ¢2，血）aIld血  

（た，g＝1，2，：i）arethes（モttingso土■tllぐ叩Ⅰ）rOpriatephasp  

SlliitぱS（fbI、coIlVやCllCCWUdⅢOt川1ClllaS払t‡11－ucdト  

mensionalvectJOr¢）andα＝eXp（聖）・   

TllCObscrvat）lcsIllCaSuredbyAkira，BcIltOandChiko  

arenowdefinedasfb1lows．ThesetufprojectorsfbrAト  

ice，si－thexperimentisgivenbyfT＝UL（＆）El〉〈岬A（Qt）  
－J  

（l＝1，2，3），WhereUA（¢i）isthematrixofAkira，sunbト  

asedsymrrletricsix－pOrtbeaTIISplitterdefhledbytheset  

ofphases品＝刷，鵬，舶Bento，ssetofprojector叶  

th叩やIrleIl七 

Where4，j＝（明，相中g）isasetofBentoつsphasesdefining  

hisllnbiased symmetric six－POrt beamspli恍er，Whereaf；  

Chiko’s projectorsiIlthc k－th experimcIltis glVenl）y  

虎£＝咤（わ回〈陀l〃c（∂た），Where＆＝（軋紘鵜isa 
Set OfChiko’s pha．ses defining her unbiased symmetric  

Six－POrtbeamsplitter．   

To each result or the measurement・Oi．the projt｝CtOrS  

FR，Q乙，点たfbranyi．j，kweascribetlleCOmPlexnum－  
bel・αTl（れ・＝1，2，3い‘lanlelさ－dん戒，軋1，‥‡1aVebeell  

asslgnedthevaluesαLl，αL2，αml，‥ reSpeCtivcly・This  

SpeCiala・SSigl一Ⅰモ1entWaS6rstusedinRef・［8］toge一一eralize  

沌eI〕ellexf）erlnlPIILibrhigtlerdilllenSioIIS．   

hlthis wayフ thc probability of getting the set of  
軋，，Cたk）call110Wbecomput・edus－   

）  

l・11reell11mbers（α  

1ng班1e fbrl11tlla   

， 

1
7
 
 

つ
＿
t
・
・
■
L
 
′
し
 
 

usethefbllowingpropertyregardiTlgtheseprobabilities．  

Alltheprobabilitiesl－1泄（a言1，軋∫，Cたん）canbesorted  

into threegroupseonsistingofnineequalprobabilities．  

Thc f汗st group（・OnSists oft・he probabililJies hr which  

Jl＋丁用J＋γムた ＝1mod3，tllt－SeCUTld oIIU COrlSist・S Uf’  

the probabiliLies fbr whichl2十m］＋Tlk＝2mod3  
an（lthet・hir（loneconsistsort，heprobabilitiesfbrwhich  

lL＋m］＋nk＝Ol－10d3・IJetJuS der10t－e eaCh proba－  

bility（thq／arCCquFLl，SOit．sllfn（・CStOtak（！anarbit・rary  

Onea・SarePreSelltativeorthcwllOlegroup）什oTrlthefirst  
groupby私′（ijk），什01一一thesecolldonebyf宅M（Jijk）  

aIldhlOrnthcthirdoIlel）y瑞＾1（榊）・Itisobviousthat  

WellaVe私f（扉）十環八∫（瓦井）十咤几イ（榊）＝古仏raTly  

triple宜，ゴ，た．   

Leもus now define the following correlation function  

（fbrdetailssee［8］）払reachtripleofexperimentsthatwe  

deI－Oteby（ヨりん   

3  Q。た＝ ∑ αいmJ＋mん恥す（α言ノ軋ノ，C£ん）（11）  
し打り，m人＝l   

Using the explicit fbrm oftlle prObabilities，it can be  

ShowneasilythatsuchcorrelationfunctionacqulreSthe  

fo1lowlngSymmetricfbrm  

紬＝（ 呈ex刷一如¢卜射∂卜痴＋exp（戟一鵬十射射∂喜一廟  

＋exp（鶉一明十一¢孟一朝十錯一桁）．   

Thesplittingoftheprobal）ilitiesintothethreegroups  

ilnplies that this correlation function conveys as much 

infbrmation about the experiment as the probabilities  

t・hemselves．In fact，もhereis aone－tO－Onemapplngbe－  

tween the〔！Orrelationfunctionand the probabilitiesso  
thatthefbllowlngequationshold  

Puttingtheprobabiliticsexpressedbytheequations（13）  
intotheClaueトHorne－Bellinequality（10）7WeObtain  
the丘｝1lowinglnequality（whichis total1yequivalent to  
（10）inthecaseconsideredhere）   

1
扉
1
扉
l
㌻
 
 

（ト沢Q研＋涌3Qijん）  

（ト況Qゎ太一涌9QiJた）  

電〃（キ錘）＝  

堵♪オ（哀頭）＝  

電八子（ま謹）＝  一私′す（擁）－電㍍（i謹）・（13）  

ー647－   



呵Q121－Q212十α（Ql12十Q211十Q222）十α2（2（？122－Qlll－Q221）】≦3  （14）  

Ardehali－Belinskii－Klyshko（MABK）inequalities・Based  

on which，Scaraniand Gisin wrote that“this analysis  

suggeststhatMK［inRef・［12］，MABK］inequalities，and  

moregeneral1ythefami1yofBell’sinequalitieswithtwo  
Observablesperqubit，ma．ynOtbethelnatural’general－  

izationsoftheCHSHinequality七omorethantwoqubits”  
【11］．InRef．［13］女ukowskiandBrukner（andWbrner  
andⅥblf））havederivedageneralBellinequality，also  

known asZBinequality，brcorrelationhnctionsfbrN  

qubits．TheZBinequalitiesincludeMABKinequali七ies  

asspecialcases．Ref．【12］showsthat（a）FbrN＝eVen，  

althoughthegeneralizedGHZstate（15）doesnotviolate  
MABKinequali七ies，itviolatestheZBinequalityand（b）  

Fbrsin2E≦1／併andN＝Odd，thecorrelations  
betweenmeasurementsonqubitsinthcgeneralizedGHZ  

State（15）satis＆al1BellinequalitiesfbrcorrelationhlIIC－  
tions，WhichinvoIvetwodichotomicobservablesperlocal  

measurement station．   

Wb next study a three－qllbit system，Whose cor－  

responding generalized GHZ state reads 悼〉GHZ ＝  
COS引000〉＋sin印11〉・Uptonow，thereisnoBellin－  

equality violated by this pure entangled state fbr七he  

egionE∈（0｝7T／12］basedonthestandardBellexper－  
1ment．Can Gisin7s theorem be generalized to3－qubit  

pure entangled states？Ca・n One丘nd a Bellinequality  

thatviolates悼〉GHZfbrthewholeregion？   

1b see this we need to consider the classi丘cation of  

N－qubitentanglementviaquadraticBellinequalitycon－  
sistingofMABKpolynomialshasbeenpresentedirlRef・  
［？］・ForN＝3，therearethreetypesof3－qubi七sta七es：  

i）total1yseparablestates denoted as（l3）＝（mixt11reS  

ofsta七esoffbrmpA㊨pB⑳pc）；ii）2－entangledstates  

whicharedenotedas（2，1）＝（mixturesofstatesofform  

pA⑳pBC，PAC⑳βB，PAB⑳pc）；iii）fullyentangledstates  

whicharedenotedas（3）＝（pABC）includingtheG技Z  
State．Ref・［？］hasdrawn an ancient Chinese coin  

（ACC）diagramfbrtheclassi丘cationof3－qubitentangle－  

men七．However，forthefburpointslocatedonthefour  

cornersofthesquare，SOmeOftheabovethreetypesof  

3－qubitstatescoexist．Fbrins七ance，thetotal1yseparable  

statesandthegeneralizedGHZsta七esfbrE∈（0，7T／121  

coexis七atもhesefburcorners，itlookssomehowthaもthese  

fourpointsare“degenera七e”．   

There are two difFbrent entanglement classes fbr3－  

qubit sta，teS，namely，2－entangled states andfu11y en－  

tangledstaもes．WhyMABKinequalitiesaswellasZB  

inequalitiesfai1fortheregionE∈（0，7T／12］maybedue  

tothereasonthattheirinequalitiescpntainonlyhl11y3－  

pa．rticlecorrelations．IfoneexpandsP（ai＝m）⑳P（bj＝  
n）⑳P（cた＝l）andsubstitutesthemintotheBellquan－  

F 
¢1（。， 
→ （0，0，晋），あ＝（0，昔，0），62＝（0，7T，0），thevaluesofthe  
correlation function computed uslng the above phase  

認 

1  

l 

▼ 

品
 

二圭α，Q222＝喜α2・Puttingtheintothelefthandside  
oftheinequalityin（14）wearriveataviolationofthe  
inequalityinwhichthelefthandsideisequalto5・  
InRef・［2】，aprOPOSalwasmadetomeasuTethe  

strength ofviolation oflocalrealism by the mlnimal  

amount Ofnoise that musもbe added to the systemin  
orderto hidethenon－Classicalcharacteroftheobserved  

correlations．ThisisequlValerlもtoareplacemerltOfthe  

purestate r4｝〉〈ゆIby七hemiⅩed statep（F）ofthefbrm  

p（F）＝（トF）］4｝）く4）T十芸I⑳J⑳I，WhereIisaniden－  
titymatrixandwhereF（0≦F≦1）istheamountOf  
noisepresentinthesystem．  

Itcanbecheckedimmediatelythatsuchadditior10fthe  

noiseinthegedehkenexperimentconsideredherechangeS  

thecorrelationfunc七ionQijktOQEk＝（1－F）Qijk・  
Therefore，theminimalamoun七ofnoise凡血thatmus七  

beaddedtothesystemtoconcealthenon－Classicalityof  

quantumcorrela七ionsisFhlin＝＆，Whichisconsisten七  
withthenumericalresultspresentedinRef・［6］・  

THREE TWO＿DIMENSIONAL SYSTEM THAT  
GENERALIZES G王SINIS THEOREM  

In1991Gisinpresentedatheorem，Whichstatesthat  

anypureentangledstateoftwoparticlesviolatesaBell  

inequality fbr twoLparticle correlation functions【9】flO］・  

Bell’sinequali七iesforsystemsofmorethantwoqubi七sare  
theobjectofrenewedinterest，mOtivatedbythefacttha七  

entanglementbetweenmorethan七woquantumsystemsis  
becomlngeXPerimental1yftasible．Recentinvestigations  

ShowasurprlSlngreSultもhatthereexistsafamilyofpure  
entangled N＞2qubit s七ates that do not viola・te any  
Bellinequality for N－particle correlations for the case  

ofastandardBellexperimentonN qubits［11］．Bya  

standardBellexperimentwemeantheoneinwhicheach  

localobserverisglVenaChoicebetweentwodichotomic  

Observables［1鞘13］・Thisfami1yisthegeneralizedGHZ  
StateSglVenby  

回〉GHZ＝COS引0…0）＋sinEll‥・1〉   （15）  

withO≦E≦7T／4，TheGHZstates［？］arefbrE＝7T／4・  

In2001，Scaraniand Gisin noticedもhat for sin2E ≦  

1／府thesもa七es（15）donotviolatetheMermin－  
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tityβ，Onewilほl－dthaもβcontainsnotonlythetermsor 2－Particle correlationsmaylTlake a〔・Ontribution toもhe  

fully3－particlecorrelations，SuChas允ai・3㊨允bJ・d㊨允cl・5， quantumViolationofBellinequality・  

but also the terms of2－Particle correlations，SuCh as WeilltrOduceaBellillequaliLywithallpossibleprob－  

γLal・d⑳允b，・5㊨1・Theabovetheoremimpliesthat abilitics：  

P（〟1十む1十（：1＝1）十2f）（α2十占2十ぐ2＝1）  

十P（勘十わ2＋r‥2＝2）＋P（α2＋bl十C2＝2）十P（α2＋わ2十（・1＝2）  

－P（ロ′1＋占1＋（・2＝0）－P（α1＋b2＋（：1＝0）－P（α2＋ん1十（：1二0）  

－P（α1＋わ1十r■2＝3）－P（α1＋わ2十Cl＝3）－P（〟2十占1＋（・1ニ3）≦3・  

い  
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FIG，2：Numericalresults fbr the family ofgeneralized W  
states砂〉w＝Sinβcos帥00〉＋sinβsin引010）十COSβ［001）  

withthecasesβ＝打／12，打／6，∬／4，汀／3，5打／12and訂／2・  
FIG．1：Numericalresults fbr the generalized GHZ states  

悼〉GHZ＝COS引000〉＋sin帥11），WhichviolateBelli一一equal－  

ityLbrprobabilities（16）exceptE＝0and7T／2・FortheGHZ  
StatewithE＝7T／4，theBe11quantityreachesitsrnaXimum  

v山e菖（4＋3J亨）・  

Thisinequalityissymmetricunderthepermutations  

Ofthreeobservers Alice，Bob and Charlie．Purestates  

ofthreequbitpsconstit，uteafive－parameterfamily，With  

equivalence up tolocalunitary transfbrmations・This  
familyhastherepresentation   

lゆ〉＝ノ両脚0〉＋イ茄e一類00〉＋イ拓llOl〉  

十イ拓lllO〉＋イ拓llll〉  （17）  

With拘≧0，∑i仇＝1andO≦d）≦7T・Numerical  

resultsshowthatthisBe11inequalityforprobabilitiesis  

Violatedbyal1pureentangledstatesofthree－qubitsys－  
tem．However・，itisdi庁iculttoprovideananalytlCprOOf．   

In Fig．1，WeShowもhenumericalresultsfbr the geIト  

eralized GHZ states悼〉GHZニCOSElOOO〉十Sin引111〉，  

which violate the above syrnnletric Bell iIlecluality for 

rObabilitiesexceptE＝0and打／2・Fbrthemeasur－  
1ng angles Oal＝Oa2 ＝ Obl＝βb。＝Ocl＝Oc2 ＝  

汀／2，¢αl＝－5汀／12，¢（12＝打／4，（転 ＝－5汀／12，如2＝  
7T／4，¢cl＝－7T／3，4＞c2＝7r／3，alltheprobabilityterms  

with positivesignsin Bellirlequality（16）aTeequalto  

∴‥ 
－ 

GHZstate（whereE＝7T／4）isobtainedas6×孟（2＋  
㍉ト6x去＝孟（4十3J豆）＞3・InFig・2，WeShowthe  
numericalresul七sfbrthefami1yofgeneralizedWstates  
瀕〉w＝SinβcosEJlOO〉＋sinβsin帥10）＋cosβ】001〉with  

thecasesβ＝汀／12，汀／6，7T／4，7T／3，57r／12and7T／2，Which  

showthequantumviolationof14｝〉wexcepもtheproduc七  
caseswiもhβ＝7T／2，E＝0and7T／2．Forthestandard  

Wstate砂〉w＝（llOO〉＋［010）＋lOOl〉）／1乃，thequan－  
tumvi01ationis3．55153．Wenowproceedtopresentthe  

secondtheorem．   

Fbrpure2－entangledstatesofthree－qubitsystem，We  

needtoconsiderthefbllowing：軌摘〉⑳砂c〉，陣AC〉⑳悼B〉  
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悼〉wfbrβ＝7T／2uptoaloca・1unitarytransfbrmation．   

Thereisasimplerandmoreintuitivewaytoshowthat  

2－entangled states violate the three－qubit Bellinequaト  

ity：thesymmetricBellinequality（16）canbereduced  
toaCHSH－1ikeincqualityfortwoqubitsandthenh・Onl  
Gisin’stheoremfortwoqubitsoneeasilydeducethere－  
Sult．Indeed，bytakingcl＝0，C2＝1，Wehave丘omEq．  

（16）that－  

P（勘＋わ1＝1）十2f）（α2＋ら2＝0）   

十P（α1＋む2ニ1）十P（α2十む1＝1）＋P（α2＋占2＝2）   

一夕（α1＋む1＝－1）一夕（α1十わ2＝0）－P（α2十わ1＝0）   

－P（α1十bl＝＝2）一夕（α1十b2＝3）一戸（〔エ2＋わ1＝3）怪喝   

Si11Ceal，a2，bl，b2＝0，1，tlleprObabilities P（al十bl＝  

－1），P（al＋b2＝3）andP（a2十bl＝3）willbeequalt，O  

ZerO，byusingP（a2＋b2＝0）＋P（a2十b2＝2）＝1－  

P（a2十b2＝1），Wearriveat－theb1lowiI唱Bellineq11ality  

払rtwo－qut）it：  

and14・BC）㊨座A）・Ttis howeversu庁icient to collSider  

onlyoneofthem，SayI4，＾B）㊥陣c〉，Sinc盲Be11inequal－  
ity（16）is sylnmetric under the permutationsofA，B  

alldC．Moreover，OneCanalwayshave卜如月〉㊨回c〉＝  

（cos引00〉AB十Sin引11〉AB）釧0）c due tolocalunitary  
もransformations．FbrthemeasurlnganglesOal＝Oa2＝  

β，如1＝27丁／3，軋2＝一打／3，鋸1＝β。1＝0，¢h＝¢。1＝  
0，Ob，＝7T／2，0。，＝7r，如。＝7T／3，¢。2＝0，WeObt・ain上土om  
thele比－handsideofBellinequality（16）that  

β＝（1  －COSO十Sin（2E）sinO）  

≧（1＋  1＋sil－2（2モ）），  （18）  

theequalsignoccursat8＝－tan‾1【sin（2∈汁Obviously  

theBel＝nequalityisviolatedbranyE≠00r7T／2・This  
ends七he proof．Indeed，the quantum violation ofthe  

sta七e陣AB〉㊤悼c〉correspondstothecurvewithβ＝7r／2  

asshowIlinFig．2，bccausetq／，AB）⑬陣c〉isequivalentto  

ア（α1十わ1＝1）＋P（α1十わ2＝1）十P（α2十占1＝1）＋P（ロ．2＋ら2＝0）  

一戸（〃′1十bl＝2）－P（α1十b2＝0）－P（α2＋む1ニ0）一P（α2十b2＝1）≦2．   

andredefinesanewBellquan七ityB／＝喜（β一室），hestill  

hastheBellinequalityB′≦2．Fbrquanもummechanics，  

This Bellinequalityis symmetric under the permu－  

tations of Alice and Bob，itis analternative fbrm fbr  

CHSHinequalityoft．woqubits．Fbrthet，WO－q11bitstat．e  

困＝COS引00〉＋sin引11〉andtheprojectorasshownirl  
Eq・（？？），OneCanhavethequantumprobability  

PQ〟（α曳＝m，占J＝m）   

＝cos2印叶1）mc蛾誹十ト1）mc鴫】   

＋sin2帥一卜1）mc鴎】【トげcos帰   

＋sin（2肝1）m巾s鴫sinβ岬S（¢勘十¢描1）  

Fbr the measuringangles Oal＝Oa2 ＝0，4・al＝7Tp  

¢，¢α2 ＝ －¢，鋸1＝0，如1＝0，βゎ2 ＝汀／2，如2 ＝¢，  
theleft－handsideofBellinequality（20）becomesβ＝  

l＋sin2（2∈），W†1ichreaches2J豆andthemβ′  βL。エ＝2   

recoverstheusualCHSHinequality，  

Insummary，（i）sinceal1pureentangledstates（includ－  

ingpure2－en七angledstates）ofthree－qubitsystemviolate  

Bellinequali七y（16），thusweha〃eGisin’stheoremfor3－  

qubitsystem；（ii）theBellinequality（16）canbereduced  

toanalternativefbrmoftheCHSHineq11ality（interms  

Ofprobabilities），thusit canbeviewed as agoodcan－  

didatefbra“natural”generalizationoftheusualCHSH  
inequality．（iii）MABKinequalitiesand ZBinequalities  

are binary correlation Bellinequalities．However，One  

maynoticethatBellinealities（4）and（16）areboth  
ternaryBellinequali七ies，l．e．，Wheretheinequalitiesare  

“modulo3”・Notethatthe七hree－q一ユtritinequality［1］can  

beconnectedtoBellinequality（16），Whichisfbrthree  

qubits，ifonerestrictstheinitialthreepossibleoutcomes  

Ofeachmeasuremen七toonlytwopossibleoutcomes．  

喜十喜卜cosβ十Sin（2∈）sinβ）≧喜（1＋3  

theequalsignoccursa七0＝－tan‾1［sin（2E）］・Obvi－  

OuSlytheBe11inequality（20）isviolatedfbranyE≠0  
0r昔，just the same as CHSHinequality viola七ed by  

the2qqubi七State砂）＝COSELOO〉＋sin引11〉・Fbr七he  

Ⅵ屯rner state pw ＝ VLゆ〉く嘲＋（1－V）pn。ise，Where  

働＝（lOO〉十fll〉）／ヽ乃isthemaximallyentangleds七ate．  
ThemaximalⅤalueofVthatalocalrealismissti11pos－  
siblebythisBellinequalityis拓IaX＝1／ヽ乃，justthe  
Sa．meaSthecasefbrCHSHinequality．Actually，ifone  

denotesthelefトhand side ofBellinequality（20）byβ  

FINAI」REMARKS  

In七his talk、We have summarized some oft，he recent  

WOrkdoneonex七endingBellinequalitiestothreeparti－  
cles．  

－650－   



ACKNOWLEDGm′IENT  

L．C仁Kwekwol11dliket」Ot．hankProf．KeijiMat，SumOt．O  

for theillVitatiolltO the QuaIltum StatistIics workshop  

tlrldtlleOrgdllizingconlmitteen）rtlleirllOSPitalitydurirIg  

hisstayinJapan．  

C・H・Oh，quant－Ph／／0106010（TobepublishedinPhys・  

Rev．A）・  

【5】L）・Collins，N・Gisin，N．LiIlden．S．M之艮Sar and S   

Popescu，quanしph／／0106024．  

【6］D・Kaszlikowski，D．Gosal，E．J．Ling，L．C．Kwek，M．   

えIlkowskiandC．H．OlいlllanトⅠ）11／02n2m9．  
r9】A．AcinっT．Durt，N．Gisin andJ．I．Latorre，quan   

ph／／011114ニき．  

【8いⅠ．211koⅥrSki，A．ZeiliI一群汀，九‡▲A．HnrIlrヲ，Ⅰ）わ▼S．Rev．A  
55｝2564（1997）．  

【9〕N・Gisin，Phys・Lett．A154，201（1991）；N，GisinandA．   

Peres，PllyS・Lett・A162，15－17（1992）・  

【10】S．Popes（てIland D．Rohrlich，Phys．Lett，．A166，293   

（1992）．  

【11］V、早Cararliand 

v 
niak，Phys・R叩・Letで・88，2104∩2（2002）・  

【13lM．乞ukowskiand e．Brukner，Phys．Rev．Lett．88，   
21U401（20U2）．   

［1】A．Acin，］．L．Chen，N．Gisin，D．Ⅰくaszlikowski，L．C．   

Kwek，C．H．Olla11dM．Zukowski，PllyS．Rcv．Lett．．，9：之，   
250404（2004）  

【2】D．Kaszlikowski，P．Gnaci孟ski，M．えukowski，W．Mik－  
laszewskia71d A．ZeilillgtI7・，PllyS．Rcv．Lett．．85．‘4418   

（コ【）nn）．  

【3］T．Durt，D．KaszlikowskiandM，えukowski，Phys．Rev．   
A64024101（2001）．  

t4〕D．Kaszlikowski，IJ，C．Kwek，J．L．Chell，M．之tlkowskiand  

－651－  



最大エンタングルメント状態検出についての一次漸近論について   

Firstorderasymptotictheoryoftestingfbrmaximallyentangledstate  

科学技術振興事業団ERATO今井量子計算機構プロジェクト  

東京大学大学院情報理工学系研究科21世紀COE「情報科学技術戦略コア」  

林正人1  

現在様々な量子情報処理が提案されているが，その中には，リソースとして最大エンタングル   

メント状態を必要とするものが多い．したがって，実験的に最大エンタングルメント状態を生成   

することが望まれることが多い．しかし，実験的に生成された状態が本当に所望の最大エンタン   

グルメント状態であるか否か判断するには，統計的手法が不可欠である．  

現在，entanglementwitness という手法が用いられることが多いが，これらの方法は必ずし   

も，統計的視点から見て必ずしも最適な手法とは言えない．一方，数理統計学では与えられた仮   

説が真であるか否か判断する問題は統計的仮説検定と呼ばれ，系統的に研究がなされている．そ   

れゆえ，与えられた量子状態が所望の最大エンタングルメント状態であることを判定する問題に   

ついても統計的仮説検定の枠組みで取り扱うことが望まれる．統計的仮説検定では事前に2つの   

仮説（帰無仮説，対立仮説）を仮定し，少なくともどちらかが真であると仮定する．その上で，得   

られたデータから，どちらの仮説が正しいか判断することになる．これまで，量子状態について   

の仮説検定では量子ネイマンピアソンの定理，量子Steinの定理についてのみ扱われたのみであっ   

た．これらの設定では帰無仮説，対立仮説がともに1つの量子状態からなる場合（単純な場合）の   

みを扱っていた．  

ここで扱っている問題では，双方の仮説を1つの童子状態と特定することは不自然である．し   

たがって，量子ネイマンピアソンの定理や量子Steinの定理をそのままの形で用いることはでき   

ず，少なくとも片方の仮説が複数の童子状態からなる場合（compositehypothesis）を扱う必要が   

ある．同時に，取り扱う量子状態が最大エンタングルメント状態であるため，検定のために行え   

る測定をLOCCに限る必要もある．  

本研究では帰無仮説，対立仮説の選び方に以下の3通りの設定を考える．1）帰無仮説が所望の   

最大エンタングルメント状態であり，対立仮説がそれ以外の状態からなる．2）帰無仮説が所望の   

最大エンタングルメント状態とのfidelityがe以下の状態であり，対立仮説がその丘delityがeを   

超える状態である．3）帰無仮説が所望の最大エンタングルメント状態との丘delityが〔を超える   

状態であり，対立仮説がその五delityが亡以下の状態である．設定1）はやや人工的な設定で，他   

の2つに比べると実用的でない．しかし，解析が最も容易であり，多くの場合，この設定での解   

析を用いて，他の場合での解析が可能となる．  

さらに，本稿ではサンプルが複数ある場合では独立性に加えて，サンプルの同一性のa）ある場   

合b）無い場合の双方の設定も検討した．すなわち，本稿では6通りの仮説の取り方を扱った．さ   

らに，検定のために行う測定に対する制約についても，複数検討し，扱った．そして，これらの   

設定の下で，対立仮説の全ての要素に渡って一様に最適な検定方式（一様最強力検定）の有無を   

調べ，最適な場合での検定の性能について調べた．  

具体的には検定のために用いる測定に全く条件を課さない場合を扱う．ここで扱う議論は，後   

の節の議論のための準備となるので重要である．そして，独立かつ同一に量子状態（サンプル）が  

1E－mai1：maSal1ito⑳qci．jst．go．jp  
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準備された設定を考えた．特に，遠隔にある二者（Alice，Bob）間に跨る量子操作のみ禁止ざれて  

おり，独立に準備された状態間の操作は許されている設定を漸近論の枠組みで扱った．ただ，漸  

近論といっても少なくとも2通りの設定がある．1つば大偏差理論と呼ばれるものであり，対立  

仮説の形を独立に準備される状態数mに依存せずに，極限を考えるものである．この場合，誤り  

確率は指数的に減少する．一方，小偏差理論では，状態数mに依存して，対立仮説である量子状  

態を帰無仮設である最大エンタングルメント状態に近づけながら，誤り確率の極限を考えるもの  

である．これらの2つの設定の下でともに漸近的に一様最強力検定が存在することを示した．特  

に小偏差理論では，与・えられたサンプル数が2Tlである場合，漸近的に一様最強力な検定は，全  

サンプルを2つのサンプルからなるn個の終に分け，個々の組から2粒子系についてAlice，Bob  

で同一のベル測定を行うという操作をm個の組について繰り返すことで実現できることを示した．  

なお，このプロトコルに必要な測定はlocaloperationのみで実現できる．   

次にサンプル数が1または2の場合について扱った．これらの場合では，Alice，BobF捌こつい  

てLOCCの制限を課すと，一様最強力な検定は存在しない．しかし，LOCCの制限に加え，対立  

仮説が持つ対称性に注目し，対立仮説を不変にする群の作f捌こ注目し，これらの群の作用に関する  

不変性を検定にも課すことにした．その結果，サンプルが1つの場合には，～様に最強力な検定が  

存在することが示せる．この議論は本質的にVirmani＆Plenioの議論と同じである．一方，サン  

プルが2つの場合では，少なくとも4つの問題設定を考えることが出来る．1つは対称性に関する  

議論であり，サンプルに対して独立性のみを仮定した場合での対称性についての不変性を検定に  

課し．た場合と独立性に加えて同一性まで課した場合での対称性についての不変性を検定に課す場  

合の2通り不変性に関する設定がある．この場合，後に詳しく述べるが，前者がぶ叫d）×gぴ（d）  

群の作用を考えることになり，後者がぶU（d）群の作用を考えることになる．（なお，dは空間の次  

元である．）さらに，Alice，Bob間についてLOCCの制限を考えているが，これに加えて，2つ  

のサンプル間についてのLOCCの制限を課すか否かで2通りの設定を考えることができる．した  

がって，サンプル間のLOCCの制限の有無と，対立仮説に対する仮定として，同一性の仮定の有  

無で，4通りの設定を考えることができる．   

その結見β叫d）×乱榊）群の不変性を課した場合，サンプル間のLOCCの制限の有る場合，  

無い場合の双方の場合について，一様最強力検定が存在することを示した．一方，古び（d）群の不  

変性を課した設定では一般次元での解析は困難であるので，本稿ではd＝2の場合のみを扱った．  

その結果，サンプル間のLOCCの制限が無い場合では，一様最強力検定が存在することを示した．  

一方，サンプル間のLOCCの制限が有る場合では極めて解析が難しいので，より強い仮定を置く  

ことで，一様最強力検定が存在することを示した．   

なお，本研究は津田美事，松本啓史氏との共同研究を一部含む．  
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Hypo七hesisTes七ing鮎rEntanglemen七  

YbshiyukiTsuda＊，Bao－SenShi‡，AkihisaTbmita‡，  

MasahitoHayashi‡，KeijiMatsumoto‡，§，andYunKunJiang†  

＊COβ，仇む0仇京町erβ軸，∬αざ餌タα，別れたyローた叫コも毎oJJg－β∂叫J叩αm  

†血α五恥肌餌m（フ0汀坪山ね如れ肌dJゆγmα如几Pγわecちβ月ArO，  

J叩αm gC五emceαれd旅cんT柑gOg封Age†lCy「J∫り，mた封OJJβ一郎ββ，J叩αm  

‡肋如れαg九βf血ねげJゆrmα如β，ガ如励みαβ九盲，仇如血一転，乃た訂OJ仇トβイ抑J呼αm  

（Dated：January6，2005）  

W占proposeapracticalproceduretotestperforrIlanCeOfadevicewhichproduces  

entangledphotonpalrSbySPDC．Ournewtestisdemonstratedinanopticalexper－  

imen七．   

最近，量子力学的性質を活用して情報処理系の古典的限界を打破しようとする量子情報科  

学の研究が注目されている．量子情報において量子的状態の非局所性（entanglement）は重  

要な役割を担っている．光子偏光は量子情報処理を実装する物理系として最も有望な候補の  

一つであり，SPDCは高度にentangleした光子対を生成する標準的な手法である．本稿では，  

SPDCで生成した状態のentanglementに関する仮説検定を考え，高精度で実用的な検定方式  

を提案し，物理実験によりその有効性を確かめる．   

SPDCで生成される状態は  
00  

れ＝0  
¢叩仰）誓β⑳m   

で記述される．ただし，入は生成される光子対の単位時間当たりの平均数で，fは光の生成時  

間，βは2光子偏光状態の密度作用素である．Åは既知，fは選択可取βは未知とする．系の  

entanglementを表す指標として，  

∂＝〈◎＋lβl◎十〉  

を用いる．ただし，恒＋〉＝2～1／2（IH）lH〉＋lV〉IV〉）（最大entangled状態ベクトル）であるL適  

切な有意水準αに対して，仮説  

ガム：♂≦∂0VerSuS茸1：β＞β0   

を検定する．ただし，系の測定は以下の基底に関するcoincidence測定に限る：  

！ガり，lVガ〉，lβズ〉，lズβ〉，l則恥l比〉．  
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ここで，  

lガ〉＋1りl、ハ 匿〉－lt′〉  
l叫＝  、トY：）こ＝  

ヽ乃’－‘▲ノ   ヽ乃’  

l印＋√コ‡り．‥  但〉－√司り  
ノー〉ト＝  ，lエ〉＝  

v′さ  ヽ乃   

とする．すると我々の問題は，6つの独立なPoisson分布のモデル  

芽鞘～Poi（㌧㌦鞘）   

（∬，訂∈（ガ，竹か，芳，月，エ））において，単位時間当たりの平均個数〃鞘の和  

〃＝＝〃ⅥⅤ＋〃－′〃＋′上β∬＋〃ガか＋／り之月十／互エ   

に関する仮説  

」吼：／J≧抽1rerSuSガ■1：〃＜拘   

を検定する問題になる・ただし，〃鞘＝〈£l〈如何㈲車であり，車ま光子検出器の量子効率に  

依存する量である．りは既知とする．♂と〃の関係は  

● 

・－＝ニl  

で与えられる．各測定基底を利用する時間の配分が定まれば，尤度比検定がPitman効率を  

最大にするという意味で漸近的に最適である．その検出力を最大にする時間配分はNeyman  

配分で与えられる．しかし，そのNeyman配分は未知のpに依存する．そこで，2段階法を用  

いて，漸近的にNeyman配分に基づく測定を行い，検定する．すなわち，利用可能な全時間ま  

のうち，初めのlogtを用いてNeyman配分を推定し，残りのi－log壬を推定された配分に基  

づく測定にあてる．   

実験では，舌＝240秒とした．   

まず，Neyman配分を用いない場合，各壬。yは40秒とするのが自然である・この場合，最尤  

法による〃の95％片側信頼区間は〃く72．6となった．   

一方，各基底を1秒ずつ測定すると，残りの時間240－6＝234のNeyman配分の推定値は  

となった．これに基づいた測定による〃の95％片側信頼区間は〃＜71．7となった．   

β0＝0．75とすると榊＝72．5である．この場合，Neyman配分によらない検定ではガ0を  

棄却できないが，Neyman配分による検定は仇を棄却する．  
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Q11antumS七a七e discriminationand estimationvialinearop七ics  

Peter van Loock  
Q㍊α花王ⅦmJ†小門nαむわれぶc五eγ1Ce G門川p，  

Ⅳα如れα£玩占硯≠£e oJ坤mα£宜cβ「Ⅳ巧，  

2－ノ－gガ壱ね王β祝玩βん豆，仇乞yo血れ 7も如0，ノ叩肌  

emα五gご UαれJoocた＠乃紘αC．加  

ゎ∬ご 十βJ例イ2J225ββ  

We propose aset ofsufBcient conditions forimplementing unambiguous discrimination oftwo  
nonorthogonalstates．Theimplementationisassumedtobeba5eduponastaticarrayoflinearoptics  
witholユtftedforward．Theseconditionsarethensufncientforthelinear－Opticsimplementationofa  
POVM thatcontains atleast one conclusiveelementcorrespondingto theerroトfreeident捕cation  
ofeither ofthetwostates．Such・乱POVMmaybe eitherthat brthe optimalunambiguousstate  
discriminationoronethatapproximatestheoptimalscheme．Onlyinthecaseoforthogonalstates，  

theconditionsbecomenecessaryandsufncientbroptimality．Ingeneral，thesecriteriaarenecessary  

andsu抗cie11t for anyilnplenlelltatioIlbased upoIlallillCOnClusive（払ilure）POVM eleIlle11t that  

is represented by at nlOSt One Photon rlumber patterrl．A sche‡ne With only o11e failure patter11  

corresponds to the simplest extensioIlOfthe exact discriminatiollOforthogoIlalstates，requiriIlg  
zero failure pat七erIl，tO the ullanlbiguous discrimination ofstateswith sonle finite overlap・We  

hrtherinvestigatethelilleaトOPticsiTllplcnlentationofPOVMsfbrquantumstaもeestimat・ioll・   

PACSnuIIlbers：03．67．Hk，42．25．Hz，42．50．Dv   

unitefhciencyispossibleusingonlylinearoptics［5］・  

Inthesecondscenario，thesetofphysicalresourcesis  

assurnedtobefiⅩed andlimi七ed，and one acccptsthat  

Onlya丘niteefBcicncylSpOSSible．Forexample，Onemay  

berestrictedtosolelyusinglinea．ropticalelements，rCa－  

SOnablycheapa11Ⅹiliarystates，andpostselecもionwiIhoul  

jbe郎）rWard，ユnsomelinear－Opticsproposals，thisisex－  

actlythesettingfbrgeneratingtheoff－1ineresourcesvia  
non－deterministicquant11mgateS．However，iもappearsto  

behardtoexpresssuchapproximativeschemesinterms  
OfsimplecriterialikethoseofRef・［5］・Moregenerally，  

SO far，thereis no solution to the problem ofdeciding  

Whe七her a glVenPOVM，includingnon－prOjectiveones，  

Canbeimplementedwithlinearoptics，Herc，WeWillcon－  

Sider aparticularexample土br anon－prOjective POVM，  

namelytheunambiguousstatediscrimination（USD）of  
two nonorthogonalstates．Itis well－known that two  

nonor七hogona・1s七ates cannOt be discriminatedin ade－  

terministicfa5hion．However，thereisanoptimalPOVM  

fbrthenondeterministicdiscrimination，Inthisop七imal  

SCheme，thesuccessfu1measurementoutcomesunambigu－  

OuSlyref6rtoeitheroftheslgnalstates，Whereas七hefail－  

urePOVMelementleadstoaninconclusiveresult．Op－  

timality here means that the probability fbr obtaining  

aninconclusiveresultisassmallasallowedbyquantum  
theory．Thisminimumfai1ureprobabilityisjustgivenby  

theoverlapofthetwoslgnalstates．   

Herewe areinterestedin the questionwhether USD  
Canbeperfbrmedwithastaticarrayoflinearoptics・For  
thispurpose，WeprOpOSeaSetOfsu瓜cien七COnditionsfor  

keywords：1inear－Optics q11antuminformation pro－  
CeSSlng，quantumSta七ediscrimination   

As br theimplementation of agiven taskin quan－  
tumiTlfbrmatiorlprOCeSSlng，forinsta．nce，theapplication  

OfaunitarygateinaquantumcomputatioIlOl・thegen－  
eralizedmeasurement（POVM）ofasetofsignalstates  
inquanhlmCOmmunication，therearetwodif艶renttypes  

Ofapproaches．Ontheonehand，OnemayaSkwhatthe  

minimalrequirementsintermsofphysicalresourcesare  

Whenthegoalisunite用・Ciency，1．e．，perfectper王brmanCe・  

Ontheotherhand，aVeryimportantscenarioconcerning  

implemen七a七ionis when the set of physicalresources  
is伝Ⅹed andlimited，and the questionis how welland  

towhat ext．entonemayfu1Blthequan七uminformation  

taskinanapproximativescheme．  

Ina．nopticalimplemen七ation，aSforthefbrmercase，in  

OrdertoperformaglVenquantuminfbrma七iontaskpeト  
f6ctly，fbrexampleageneralentanglinggateorageneral  

POVM，nOrmallyanonlinea・rinteraction（describedbya  

Hamiltonianatleastcubicintheopticalmodeoperators  

［1］）isneeded．Atpresent，however，thesenonlinearpro－  

CeSSeSarehardtorealizeonthelevelofsinglephotons．  
Alternatively，aSareSOurCe，Onemaybuild moreorless  

expensiveentangledsingle－Photonstatesoff－1ine，and董br  

performlngthetaskon－1ine，OneCaneXClusivelyuselinear  

Opticsincludingphotoncountingandconditionaldynam－  

ics（feedforward）匿4］．Inthecaseoftheimplementation  

OfparticularPOVMs，namelyprojec七ionmeasurements，  

t・herearegeneralcriteriatodecidewhether，lnprinciple，  
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ciclltrOl・allylIllple111Clltatio11t）aSビdupo11alliIICOIIClusive  

（failllrC）POVl工elcmcnt that・isr叩rCSentCdbyatmost 
011e Phot・On n－1mber pattern・A schemp with only one  

failurepatternCOrreSPOndsto止1eSimplestextensiorlOf  

tlleeXaCt discriminatiol－Ofor仁hogonalstates，requlrlng  

ZerOfailurepattern，tOもhe11nambiguousdiscriminatio11  

0fstateswithsomefiniteoverlap．Wbhlrtherinvestigate  

tllelinear－OpticsiTllPlenlentaLionof■POVMsforquantum  
stattさビStilIlとItioIl．  

i明）lclIIU11tillgUSDoi■twollOIIUnhogollと山staもCS・T‡1e8ぐ  

co11（1itiollSaretllenS11fhぐi（－Ilt，i■01・一偏Iinpaト叩tiぐSilTl‡〕1c－  

ImPl正札ti（〕110f■aPOVM tlla．t．〔10日taillSともtleast．0Ile（℃Ilぐ1t卜  

siveelementcorrespondingtotheerrorqfreeidentiRcation  
ofeitherofthetwostates．Su（・haPOVMmaybeeither  

もllaしrortheoptimaユUSDoTO11ethaもapproxirnaもestlle  

optinlalscheme．Onlyin the case oforthogonalstates，  

もlleぐO11ditio11SbecolllelleCeSSa－ry a・Tl（1suf翫iel√lt t’oropti－  

‖1ality．ⅠIlge11eral．theseしTil，eriaal・elleCeSSal・yalldsu什ト  

国D・E・Browne and T・RudoIph，LANL arXive quanト   

ph／0405157（2004）・  

固P．vanLoockandN・Ltitkenhaus，PllyS・Rev．A69，012302   

（2004）・  

［1］S．LIoydandS・L・BraunsteinてPhys・Rev・Lettt82，1784  

（1999）．  

［2］E・1くnill，R・・Laflamme，a－1d G・J・Milburn，Nature409，   

46（2001）・  

【3］M．A・NielseIl，LANLarXivequallレph／0402005（2004）・  
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EstimatingQuantum OpticalStatesandProcesses  

W．JA Munro，1D・F・V・James，2A・G・Whiteっ3p・G・Kwiat，4andA・Gilchrist3   

J仇！Wge££一戸αC払rdエαわom比げ五eβ，爪加氾月0αd，ぶわたe（プ媚bd，βわβねJ且ぎ堪βQg，U和正ed〝血夕血m  

盟meo叩か血β血，㌢イ，ム0β月払m郎Ⅳα如mαgムαゐ0和紬叩，ム0βAヱαm叫Ⅳeひ財e元co，UぶA  

g郎斑ぬg月eβeα化九Ceれ汁e♪rQ‰αm血mCo叩視ねr了七c加ogogy，仇血erβ軸扉恥e帥β払叫βわβわαme，血ざ加混  
用画．扉靴yβ豆cβ，U元ねerβ軸可Jg肋0由，Urぬ柁α一仇αmpα乞夕乃，Jg加αね，UぶA・  

（Dated：January30，2005）   

measurements areprefbrmedin thereconstruCtion that  

Whatislikelytobeneededtogetthedegreeofentangle－  

ment．Howeverwebelieve thesedisadvantagesare ouト  

Weighed by the otherinformation one can obtain王tom  
the reconstructed states．   

Let us consider an arbitrary rlqubit state（shown  

SChematicallyinFigure（1））・  

ll〉題ク忘ク虚ク  虚ク  

㊤00   10〉忘ク慮ク忘ク  忘謬  
（l）（2）（3） （巾  

FIG．1：Schematicrepresentationofannqubitstate・   

Thisnqubitstaもecanbemathemat，ical1ydescribedbya  

densitymatrixofthefbrm，   

1 3 p＝∑ cil，・‥，i，1入≡：）⑳入！…）臥・・㊤入！：），（1）  
11，…，l，l＝0  

OneofthedistinguishingfbaturesofquantummeChan－  

ics，nOt王bundin classicalphysics，isもhe possibility of  

entanglement between subsystems・Itlies at the core  
ofmany apPlicationsin the emerglng負eld ofquantum  
infbrmation science，SuCh as quan七um teleportation囚  

arld quantum error correction［2］・Quantum entangle－  

ment，refbrs to correlations between the res111ts ofmea－  

surements made on component subsystems ofalarger  

Physicalsystem which cannOt be explainedin termsof  

correlations betweenlocalclassicalpropertiesinherent  

in those same subsystems．Alternatively，an entangled  

state cannot be prepared bylocaloperations andlocal  

rnea5urementS On eaChsubsystem．Thus one oftensays  

thatanentangledcompositesystemisnonseparable．   

Thenonclassicalnatureofquantumentanglementhas  

beenrecognized fbrmanyyears【3，4］buもonlyrecently  

hasconsiderableatten七ionbeerlfbcusedontryingtouI卜  
derstand and charactcrizeits properties precisely．Wb  

now have a good understanding ofentanglement fbra  

Pairofqubi七s［5］，however，howdoesonedeter㌣inethe  

extenttowhicharealphysicalfbwqubitsystemlSentan－  

gled？Wha七measurementsareac七uallyrequired？There  
are a．number ofpossible techniques but arguably the  

Simples七（ifnotthemoste用・Cien七）istoperbrmappro－  

priate measurements to reconstruct the densitSI matrix 

andもhenuse七he七heore七icalmeasures currentlyknown．  

Tbmographictechniques，inwhichthedensitymaもriⅩOf  

aquantumStatehavebeenappliedtoexperimentssuch  

asthe homodyne mea5urement Ofthe Wignerfunction  

Ofasinglemodeoflight［6］andofthedensitymatriⅩOf  
thepolarizationdegreesoffreedomofapairofen七angled  
photons［7，8】・   

FbrthecharacterizationofafewqubitquantlユmCOrrト  
puter，quantum Stateandprocesstomographyprovides  

invaluableinformation on the system．For q11aJlt11m  

SもatesもhedegreeofentanglementandthedegreeofmiⅩ－  
ture can be calculated．Ifone were to consider quan－  

tum process tomography（tomography a5SOCiatedwith  

theevolutionofもhesta七e）thentheentanglingpowerof  
agatecouldbedet．erminedasweuaseffectssuchasdeco－  

herence．Twocaveatsmustbemade：firs七1y，theremust  

bealargeenoughnumberofcopiesofanidentical1ypre－  

paredquantumsys七emtoallowtoareasonableapproxi－  
mationthereconstruCtionofthestate（thismaybetime  

COnS11mlnglnrnanyarChitectureswherethesystemmust  

bere－initializedaftereachmeasurement）；SeCOndly，mOre  

（去冒），  where the人imat・rices［9j aregiven by入0＝   
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（㍑）っ人3＝“ユ）   
and the 

JSuperSCriptin入！j）1abelsthequbit．Thectl．．．”i，larethe  
COefRcient，Sthatspecifythestate．Thereare4n ofthese  

that need to be determined however the normalization  

Criterion（Tr（p）＝1）ensures that co，…，0＝11ea済ng  

4n－1parameterstobedeterminedorspec漬ed．Notirlg  

th乱t，  

〈入錮…）…入！≡））＝去c…n， （2）  

We nOWObserve theprocedure toreconstruct thestate．  

By measuringal1the expecもation values〈入il入i。…入in），  

foril，i2，…，in＝0，1，2，30nedeterminesthecoefRcien七s  

Cil，．．．，in and hence the state・How we actually mea－  

Suretheseexpectationvalues〈入il入i。・・・入in〉dependsheav－  

ily on the physicalarchitecture．However one can aト  

ways measure the probability of the system being in 

もhegro11ndstatelO）．針om suchmeasurementswecan  

thencalculateexpec七ationvalueslike（＾il入i2．．．入i。）（for  

ii＝00r3）・With appropriatesingle qubiもrotations：  

呼（¢）＝eXpト純音（勒〈Ole旬十勒〈1手ei¢）］，Onthe  
individualqubits（wherejlabeltheparticularqubit，k7T  

ー658－   



Ofentanglementandentropycannowbecalculated．For  

SyStemSwithseveralmorequbitsthetomographyproce－  

durecan becaぶilylInplcmented howeverthenumberof  
mea5urementSincreases as4n．  

Tb summarize，We haNe Shown a simple method by  

Whichthestateofafもwqubitquantumarchitecturecan  
bereconstruCted andhencet，hc degrce ofentanglement  

determined．This charact．erization willbe essentialfbr  

early proofof prlnCiple quantum cornputation experi－  

nlentS．  

isthelengthofthepulseand¢thepolarization）fbllowed  
by the ground state meaぶurement，allthe expectation  

values〈入Il人i2…人tn〉（fbrii＝0，1，2，3）canbedetermined  

andhencethestatereconstructed．Itiseasyalsotowrite  

thereconstructedstate directlyin termsoftheseslngle  

qubiもrotationsandgroundmeasurernentS．  

Inanyrealsituations，theinfbrma七ionusedtorecon－  

struct t，he state willcontain uncertainties due to smal1  

experimentalerrors．This errors makeit possible that  

thisreconstructionproced11refbrthestatewillnotpro－  

duceaphysical1yacceptablestate．While theresl11ting  

densitymatriⅩWillbetracepreservingandHermitian，it  

mayprocess smallnegativeelgenValues・Usingamaxi－  
mumlikelihoodtechnique［10］physical1yacceptableden－  

Sitymatricescanbeobtained・LetusIlOWillustratethis  
PrOCed11rewithtwocxamplcs．   

Asingle qubit densitymatrix canbewritten as p＝  

圭（I2＋∑ぎ＝1 Ci入i）7WhereI2isthe2×2idcntityrn＆  
trix，and the coef汽cients c亀aregiven by the measured  

expectation values（：i＝2〈入i〉・In matrix fbrmthisis  

Wri比ena5，   

〈 

β＝；（〈詰㍑㌍辟 ）・（3）   

Let usconsiderもhesimplest states that may contain  

entanglement，namelytwoqubitstates．Suchsもatescan  

beexpressedinもhefbrm，   

3   

β＝圭票＋∑（：抽入三三）㊥入！…）・ 

11．t：2ニII  

（4）  

ll＝－2≠O  

Sobymeaぷuringthemoments〈入！：）入王…）〉，thecoefR－  
Cientscil，i2are determinedand hence thedensitymar  

trixspeci丘ed．Asanexampleconsidertheresultofthe  

measuremeIlt？f〈入三I）入5…）〉wheretheonlynonzerozero  

mea占urementSaregivenby（入皇1）入皇2）〉＝－（入皇1）入㌘）〉＝  

〈入皇1）入主2）〉＝7／4and（入畠1）入t2）〉＝1／4．Thestateisthen  
theWernerstate【11］givenby，  

FIG．2：Graphicalrepresentation ofthe two qubitstate re－  

COnStruCtionfortheWernerstate．For7＝1／3thestateis  

Separable，While for7＝1／2，1the stateis entangled with  

7＝1correspondingtothemaximallyentangledBe11state．  
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 WiththisrecollStruCtedstatepropertieslikethedegree  
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