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Ⅴ（→）nMises分布における経験Bayes推定  

総合研究大学院大学  叶 雄  

統計数理研究所  大西俊郎  

1 von Mises分布の共役性   

確率変数∬は密度関数をもつvoIIMis（、バ分布に従うとする．  

〃柚T）＝叩い（両雄｝、（）＜こf・くれ  
市  

（l）  

ただし、（）く／1＜2汀，T＞（）、ん（T）は第一一種修正ベッセル関数である．位置母数／Jに対して、  

次の事前密度関数を仮定する．  

恒両）ニ（叫叫町刷  
茄  

ここで，†rとと∂は超母数である．  

（2）   

命題1．1．（MardiaandEL－Atoum（1976））標本密度関数は式（1）とし，事前密度関数  

は式（2）とすると，事後密度は  

（3）   
（．モXI）†月〔：し）S（／↓w毎AP）｝  打（〃い‥）＝  

2打ん（月）   

T2＋∂2＋2T∂（二l（－）恒・－m）であり，／仙ノ1f）は事後モードである・  に書ける．ここで、ノ子＝  

事前密度関数（2）と事後密度関数（3）は同じ分布族である・従って・V（〕Il九Ii椚分布（1）は  

共役事前分布を持つ．  

2 事後モードの最適性   

損失関数として、d（由り＝1－COS（由一〃）を採用する・事後モードの最適性を事後リス  

クに関するピタゴラス関係を用いて証明する．  

命題2．1．任意の推定量βとすると，  

上2汀｛輌トd（毎州〃梱＝豊胸誹  （4）  

が成り立つ．事後モード毎APは任意の推定量を優越する．  

系2．1．等式（4）の右辺は二つの分布打（〃；毎山戸っ月）および打（杵み月）のKtl11back－LeiblpI・  

分離度に比例する．Kullback－Lciblcr分離度が二つの推定量FL，毎APの事後リスクの差の  

R倍である．  

叫打（血相伽（杵在月））＝月×毎p，〃）・  
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3 経験ベイズ推定   

超母数∂を推定するときに重要な役割を果たすピタゴラス関係を示す．  

命題3．1．標本密度関数（1）の下で，次式が成立する．  

上2汀［d恒卜軌卜岩船m）］如T）＝0・  
（5）  

標本∬1，…，ヱpは密度関数p（ヱ・～；捗T）に従う分布から抽出されたものとし，事前密度関数  

として，町（〃壱；m盲7∂）を仮定する・ただし，丁とmまは既知とする・  

命題3．2．式（5）によって，次の等式が成立する．  

隅［妾｛1叫…）｝］＝p〈1－  
J占（T溝（∂）   

命題3．2．を用いてモーメント法により∂を推定する．すなわち、推定方程式は次のよう  

になる．  

々
レ
 
 
 

C
 
 

p
出
 
 
 

l
一
p
 
 

亮（丁）瑞（∂）  
－m五））＝   

′ヽ Jo（丁）Jo（∂）  

ただし，  

p  

豆＝1  去∑｛c軸一帖儲   

のとき，∂＝∞とする．  
p 

JいT）  

去∑‡cos（勘一両）≦一所 豆＝1  

のとき，∂＝－∞とする．   

∂で経験Bayes推定量如βを計算する，毎β＝山肌げ（ml，‥．，mp，∂）．  

4 結果  

1■事後モードβ捌Pは任意の推定量を優越する．2．真の値（恥・・・：〟p）と（mい‥．，mp）  

が近いなら，又は極端に離れる時経験B町eS推定量のリスクが小さく，経験B町eS推定量  

は最尤推定量を圧倒的に優越する．真の値が2つのグルけプに分かれている場合には，mが  

真値の平均値（又は〃＋町）の近くにある時，経験B町eS推定量のリスクは最も小さい．経  

験B町eS推定量が最尤推定量より劣る時には，リスクの差はそれほど大きくない．3．母数  

Tが大きくなると，経験B町eS推定量が最尤推定量に近付いていく．  

参考文献  

K．V．Mardia，S．A．M．EしAtoum，BayesianInferenceforthcVbnMises－FisherDistrbution，  

戯omeまγ血，63，（1976）203－206．  
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Dualstruc七ureinthe conJugatea11alysisofcurvedexponentialfamilies  

紙数研・領域 大西俊郎  

紙数研・領域 柳本武美   

1．問題設定   

帖指数型分布族に属する標本密度p（諾；〃・）＝㍑p卜d（詔，〃））α匝）における共役解析を議論する・  

ここで，諾および〃．はか次元であり，非負関数d（軋ま）は  

P＋1  

d（α，t）＝∑頃α）†榊）wム（α）‡  
Jニ1  

しL一）  

で／j・えられる・関数ノ●1（α），…、ふ十1（α）およびん1（α），…、J与十1（α）は適き当な条件を満たすものとす  

る．指数型分布族およびvonユfises分布が特殊ケースとして含まれる．   

木発表の口約は，卜記の櫻本密度における代役解析がもつ双対構造を明らかにすることである．  

互いに双対な性質をもつ2柁類の事前分布の下でそれぞれ事後リスクに関するピタゴラス関係を導  

く．この等式は軌甲甘推定量の最適性を示す．なお，それぞれの事前分布を仮定したときに採用す  

る損失関数も互いに双対である．   

2．相対的な正準パラメータおよび平均パラメータ   

指数型分布族の共役解析の場合とパラレルに議論を進めるために互いに双対な2つの新しいパラ  

メータを導人する・関数／恒1（〃）は恒等的に正であり，行列（裾（〃）／卯ノ）1≦ム．J≦rJは止別であると  

いう仮定のもとで，相対的な正準パラメータり＝いフl‥‥∴恥）アを  

7わ＝りノ（〃）＝－－ム（1ム）  

のように導人する．パラメータ〃およぴりは1対i対応であり，ふ十1（山をりの関数と見て  

宥車7）＝ん十1（〃）   

とおく．これは指数型分布族ではキュムラント関数になる．関数ゆ（叩）のL「－J性が示されるので，ル  

ジャンドル変換により共役なパラメータβ＝（βト‥・，βfノ）Tおよび凸関数¢（β）を導入する：  

…（〃）＝意思および¢（β）＝∂r酢頼榊））・  

パラメータβJは／とブ（ヱ）と／恒1（こご）の期待値の比であり，この意味で相対的な平均値パラメータとい  

うべき墨である．パラメータ叩と∂の1対1対応も凸関数の性質から保証される．   

本発表では損失関数としてエ（¢，両またはエ（杵¢）を托用する・ここで，  

エ（恥〃2）＝¢（β1）十両叩2ト∂㌻り2  

であり，関数（1）を用いてエ（〃h〝2）＝d（恥机）／九軒1（〃Jと書ける・   

3．事前分布の共役性および最小情報量性   

相対的な正準パラメータ申こ対して仮定する事前分布ほ次の形の密度をもつ．  

（2）  
汀（り；m、∂）∝eXp卜∂d（m，〃））む（叩）・   

ここで，柚）は（2）がプロパーになる任意の非負関数である・まず，事前密度（2）の共役性を示す・  

命題に現れる推定量在m叩および∂珊叩はヽもnagiI－…tOandOhnishi（2005b）が提案した標準化事  

後モードである．  
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命題3・1事前密度（2）は共役であり，事後密度は汀（叩；¢5m叩：〝（諾，m，瑚と書ける・ここで，  

ん叶1（諾）∂（霊）＋鈍軒1（m）∂（m）  
かつ β叩叩＝β（在m岬）  β別れ叩＝   

九叶l（霊）十抽叶l（m）  

であり，β（諾，m，∂）＝iた叶1（諾）＋紬叶1（m））／九叶1（みβ”叩）である■   

次に，事前分布の共役性が最小情報量性を含意することを示す．一般の事前密度を汀（叩），それに  

対応する事後密度を打（りl£）とする．データ諾が与えられているときに，  

巾；β叩，β（諾，mつ叫fbrJニ1，…p＋1  E［ノルl坤両瑚＝E［帥）   

を満たす事前密度打（り）の集合を穐と書く．適当な解釈の下で，次の命題は共役事前密度打（り；m，∂）  

の最小情報毒性を意味する．  

命題3・2 事前密度の集合ア。の中で汎関数G［巾）】＝kL（∬（癖），升（り；諾，1））を馴、化するの  

は，共役事前密度打（り；m，∂）である・   

4．互いに双対な共役事前分布およびピタゴラス関係   

2種類の共役事前分布を仮定し，それぞれの下でB町eS推定量の巌適性を示すピタゴラス関係を  

導く．仮定する事前分布は，それぞれYanagi1110tOandOhnishi（2005a）が定義した7rL－PrCSCrving  

共役事前分布およびc－PreServing共役事前分布の拡張になっている．   

まず，共役事前分布（2）においてわ（り）≡1の場合を考える．  

汀m（り；m，∂）∝eXpト∂頃m，〃））t   

命題4．1（i）事前分布（3）は次の等式を満たす．  

E［β一∂（m）l打m（り；m，瑚＝0・  

（ii）損失関数エ（〃，♪）に対する事後リスクについて次のピタゴラス関係が成立する．  

E［エ（杵耳ト1（〃，ん叩トエ（¢呵，，♪）！升m（叩；ん岬，〃（諾：m，∂））］ニ0・  

（3）   

次に，積うりexpト∂1（¢（恥）十ゆ（りトβ訂巾］わ。（り）函が∂1にのみ依存するような非負関数わ。（り）  

が存在する場合を考え，次の事前分布を仮定する．  

打（・（り；m，∂）0こCXpト摘（m，〃）］わ函）・   

命題4．2（i）事前分布（4）は次の等式を満たす．  

E［り－り（m）l打。（り；m，瑚＝0・  

（ii）損失関数エ（β，〃）に対する事後リスクについて次のピタゴラス関係が成り立つ．  

E［エ（¢，〃トエ（♪。叩，〃トエ（在β聞叩）l汀。（り；♪冊と叩，〃（町町瑚］＝0・  

（4）  

参考文献  

YANAGIMOTO，T・AND OHNISm，T・（2005a）・Extensions ofa conjugate prior throughthe  

K1111ba℃k－LciblerscpaI・atorS，ノ．九九g軌α†・豆α王ピノ4γJ・αg．，92，116－133．  

YANAGIMOTO、T・AND OI‡NISlrII，T・（2005b）・StandardizedposteriornlOdefbrtheflexibleusc  

Ofaconjugateprior，J．Siatist．Plarm．I材erence，lnpress．  
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NotesonStatisticalInf占rencefbrDiscretelyObservedOU  
Processesdrivenbyan、aCtionalWienerProcess  

九州大学大学院数理学研究院 増田弘毅  

1．概要   
フラクショナルウィーナー過程で駆動されるオルンシュタインーウーレンペック過程に  

ついて，離散観測に基づいて未知母数の推定を考える．ガウス性により，データに対応する  
尤度を正確に書き下すことは可能であるが，その表示はかなり複雑なものとなる．ここでは  
エルゴード的な場合を対象とし，拡散係数（定数）とHurst指数ガ∈（1／2，1）は既知である  
として，ドリフト項に入る未知母数に関する簡単な積率型推定量を考える．強一致性が導出  
される．   

2．マルコフ型ガウスOU過程   
本論で対象とするのは，“一次元フラクショナルウィーナー過程で駆動されるオルンシュ  
タインーウーレンペック過程”（略してFOU過程）である．その前にマルコフ型ガウスOU  
過程について簡単に触れる．   
ズ1／2＝（粟／2）粍恥で一次元ランジュバン積分方程式  

．万一  
ガ／2＝需／2＋   Å（7一束／2）dβ＋v信Ⅲ‡／2  

（1）  

の解を表す．ここでぴは一次元標準ウィーナー過程，7∈Rおよび入，J＞0は未知母数で  
ある．これは一次元拡散過程の中で極めて特殊なものであるといえる．この確率過程は連  

続時間のガウス型自己回帰過程であり，解ほ  

上土  

粟／2＝e一入璃／2＋7（1－e一入り＋、信   e‾入（偏）d†〃…／2，舌∈R＋，  （2）  

と陽に与えられる．ズ1／2は不変分布として爪（7，打／（2入））を持つ．   
一方で，これは例えば平均回帰平方根拡散過程など，応用上よく現れる大半のエルゴー  
ド的な拡散過程についていえることであるが，マルコフ型であるが故，その自己相関構造が  

非常に制限されたものになってしまう（減衰が早い，即ち弱相関過程）という欠点がある：実  
際，ズ1／2の自己相関関数はγ1／2（り＝eXp卜刃）で与えられる．これは（2）においてwl／2を  
より一般のレヴィ過程に取り替えたバージョンについても成り立つ事実である．ここで，独  

立なマルコフ型OU過程の重ね合わせによって，より減衰の遅い自己相関構造を入れるこ  
とも可能であることに注意しておく．   

3．フラクショナルOU過程   
まず，長期記憶型の一次元フラクショナルウィーナー過程の定義を思い出しておく．ガ∈  

（1／2，1）に対し，ある確率過程びg＝（wぎ）粍Rがフラクショナルウィーナー過程（FWP）で  
あるとは，それが平均零のガウス過程であり，共分散構造が  

叫びぎ，Wぎ】＝（f2ガ＋β2ガ小 βl2∬）パf∈R，  
（3）  

で与えられることであった．この場合w∬はウィーナー過程と違って独立増分性を持たず，  

セミマルチンゲールの枠組みから外れる（但し，“fundamen七almartingale”を呼ばれるガウ  
ス型マルチンゲールを対応付けることが可能である）．FWPについては，ウィーナー積う封こ  

よる様々な表現が知られている．  
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FOU過程は，（2）においてぴ1／2をぴガに取り替えたものとして定義される：  

、ft  e‾入（山）dぴぎ，f∈R＋．   （4）  
ガ＝e‾入豪邸＋7（1－e‾入り＋、斤  

フラクショナルウィーナー積分の共分散公式によってズ甘の不変分布を実際に求めること  

ができ，それは凡（7，J〃r（2∬）入‾2∬）で与えられる；形式的にガ＝1／2とすればマルコフ  
型の場合になることに注意．また，自己相関関数γガ（t）は，任意のⅣ∈Nに対して壬→∞  

γ∬（壬）＝芸芸人－2憎2ガーり）士2g－2棚方ー2Ⅳ－2 
） （5）  

で与えられる．従ってズ骨は長期記憶性を持ち，更にズガはエルゴード性を持つ．  

4．FOIJに関する統計推測について：積率推定量の強一致性  
（4）で与えられるズ甘をモデルとして想定し，離散的な観測（晶㌢）鎧1に基づいてβ＝  
（7，入）∈Rx（0，∞）の簡単な積率型推定を行う．ここで搾）覧0は0＝碍＜ま竿＜…＜電設  
で柁→∞のときま㌢一弘1＝‰→0かつ堵＝＝m‰→∞となる時点であり，また  
（げ，打）∈（0，∞）×（1／2，1）は既知とする．   
連続観測の場合，即ち観測値が（ギ）0≦f≦rである場合の推測についてはいくつかの既存  
の結果がある．それらの殆どが最近（2000年以降）のものである．   
定常分布は凡（7，J〃r（2月■）／入2月うであったことを思い出す．ここで扱うのは最も簡単な  

積率推定量である．正確な尤度を書き下すのは可能であるが，非マルコフ性に乗じてその表  

現は複雑である．MLEの考察に先駆け，計算し易い推定量を確保することは重要と言える．  

曾∈Nと多項式Jについて成り立つ評価  

れ九n  

活版1）一志上 ÷／ 9   エq（命）  

≦（1－e‾人九れ）q＋0（糟）  （6）  J（ズβ）dβ  

とエルゴード定理を介して，以下が成り立つ：   

次で与えられる積率推定量∂m＝（鶴，i几）Tは強一致性を持つ．  

嶺＝王‰  （7）  

【仇打r（2卵1／（2月■）   

（8）   

もし（7，入，打，〟）の全てが未知母数であるとすると，ガウス性から，積率推定では平均と  
分散の推定しかできないという不都合が生じてしまう点に注意する．また，推定量の極限分  
布に関する結果はまだ出せていないが，これが正規分布の場合，時系列の場合とどう男なる  

のか非常に興味深い．  

ー600－   



AsymptoticexpansionofdiscriminantfunctionsfbrergodicdifFusions  

広島国際大学  阪本 雄二  

Given O⊂RP，1etβ1and O2be two pLdimensionalvectorsin O．For each k＝1，2，let nk denote  

thetotalofsamplepathsofthed－dimensionalstationarydiffusionprocessX（k）＝（X！k））吋。，TL】Satisbring  

dX5た）＝鴨（Xfk），Ok）dt＋V（Xfk））dwfk），X占た）～U。k， Where端isapositiveconstant，V。んisthestationary  

distributionwithapositivedensity∂L／ok／dx，埼isafunctionfromRdxRPtoRd，VisafunctionfromRd  

toRd⑳取r，W（た）｝k＝1，2，arer－dimensionalstandardWienerprocesses，andtheyareindependentofeach  

Other・rnthisarticle，WeWillconsiderthediscriminationproblemofhowtodecidefromwhichofpopulations  

rIlandrI2neWObservationsX（0）＝（XiO））t∈【。，瑚isdrawn・  

InthecasewhereOlandβ2areknown，WemayuSetheBayesrule‥X（O）＝（XfO））嘲瑚isclassiRed  

to rIlifdB（81，02）＞K and otherwise to rI2，Where dBis the Bayes discriminant function de6ned by  

dB（01，02）＝e（01；（XtO））tE（。，7b］卜e（02；（XfO））te［。，7b］）andeisthelog－1ikelihoodfunction．HereKisa  

COnStantdependentoftwokindsofmisdiscriminationcostsc（ll2）andc（2ll），andthepriorproba．bilities7Tk，  

k＝1，2suchthatnewobservationsX（0）isdrawnfromrIkWithprobability7Tk・  

InthecasewhereOlandO2areunknown，WeneedtrainingsamplesX（1）＝（X51））吋。，Tl】andX（2）＝  

（Xt2））吋。，坑】drawnfromnlandrI2，reSPeCtively．AnaturalextensionoftheBayesru1ei＄theso－CalledW－  

rulesuchthatX（0）isclassiBedtonlifdB（∂…1），∂皇2））＞K，andotherwisetorI2．Here，∂£k）isthemaximum  

likelihoodestimatorde丘nedasasolutionof（6ae（∂皇k）；（Xfk））te［蟻】））雲＝1＝0，6ais七hediHeren七ialoperator  

deanedby6a＝∂／aOa，and8ais七hea－thcoordinateofO．W6abbreviateaplug－inversiondB（Gil），∂皇2））to  

dw・UnliketheBayesru1eintheknownparametercase，theoptimalityoftheW－ruleisnotclear．   

LetA（諾，β）＝log恕（ェ），β（∬，β）＝喘（VV′）‾1v■（ご，β）andCぜ（諾，β）＝β（β，£）（β′（恒卜去月′（町瑚・恥r  

anyfunctionfofO，△f（81，02）denotethedifferencef（01）－f（e2），andputLJo（f）＝ふf（x）L／C（血）iff  

isin七egrablew・r・t・L／0・LetAO（x，0）＝A（3；，8）－1／∂（A（・，0）），ThereforedB（Ol，02）admitsanEdgeworth  

expansionundersomeregularityconditions．Foranymeasurablefunc七ionf：Rd→政，let（f〉Gbeafuncもion  

suchtha七Ae〈f〉Q＝トl／9（f），and［f］0＝－∇（f〉Ov，Where∇isthegradienもoperatorwith∇fbeingarow  

vecもOr，AOisthedifferentialoperatordefinedby  

d  

誹∂＝∑船場・去史㈹廟品                        五＝1           壱，ブi＝1   
＊ Pu七月ぜ（ェ，β）＝β（ご，♂）＋【Cβ］ぜ（ヱ，恥Aリ（β）＝レぜ（A（・，β）），  

獅1，β2）＝明u（△輿｝β1，瑚・△れβ1，β2）），  
舶1，β2）劫β0（［△柚1，β2）・△柚1，β2）］鋸・△柚1，β2））・  

Therefbre，the norTnalized version dB（01，C2）9fthe Bayes discriminant function dB（β1，92）isgiven by  

（貴紙β2ト△C鋸（β1，β2））  品（β1，β2）＝、／焉  

to七icexpansion：  

withCW（0）＝拘（CO（・，8））admitsthefbuowingasymp－  

Theorem O・1・仇derβOmereク≠払r軸CO乃d豆如几βOm鴨止れdV，舟r肌ymeαβ‰m鋸e舟氾C山花′，  

即（紬β2脹／′（舶蜘1，叫＋完動囲潮））血＋叫汀1′2）｝  
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Ⅷ厄re¢（z；打）由がほ乃Omαヱdemぶ軸W助me肌0αれdcβりαわα乃CeJ，翫m如po如om乞αね九1，ん3αred所柁ed  

軸九1（z；α）＝J‾1zノん水石；打）＝J‾3（g3－おれα花d  

鶴（細，β2）＝△A∂0（β1働1（り増（β1，β2臣去鴫3（β1脚3（z磯（β1，∂2））   

Let6a＝∂／∂Oa，anddenotethepartialderivatives6al…6a，．A（・，0），6。1‥・6a，▲B（・，0），and6。1…6a．LC（・，0）  

byAal‥．a，．（・，0），Bal、‥a，L（・，8），andC町‥an（・，0），reSPeCtively・LetD町‥an（0；㊥）＝V㊥（Cgl．．a，．（・，0）），喪叶．a，L（8）＝  

‰1…α，l（β；β），現1．‥。，．（ヱ，∂）＝ん1・‥αれ（ェ，∂卜〃ぜ（A町‥恥（・，恥A雲1‥．。，．（β）＝瑚（ん1・α，．（・，∂）），Aα（∂）＝A芝（町  

＊＊ 乾．恥，bl帖。m（β，β′）＝＝ム旬（β‰‥α，．（・，β卜βぎ1．‥bn、（・，β′））and軋1…。n，bl‥・b。t（β）＝軋a，l，♭1‥b…（β，β）・De－  
／ noteby（玩ab（0））theinversematricesof（祝ab（8））ifitexists・Put転αbc（0）＝一転αa（0）玩α′bc（0），Åa（0）＝  

／／ －をαa（0）Aa′（e），Ba・b（8）＝卑αa／（0）＃b’Ba／，b′（8），andBab，C（0）＝卑aal（8）＆CC＊aIb，C／（8）・SupposethatTkis  

喜（  
proportionalto了も‥端＝T絢fbrsomeconstantTk・Putc芝0（鋸）＝毎（00；Ok），C芝；（Ok）＝   クαb（βいβ0）十  

軌β0航（鋸）），C隼軋戯）＝△Aβu（β1｝β2ト＝…ニ1争潮；β0）Å㈲  

海里β描棚㌔醐CC′（軌（［如たト輌た）］鋸・如ヰ  

り  

∑錮1，β2）＝∑凱∂1，β2）十∑  
た＝1  

2  

織3（β1，瑚＝堵3（β1，β2ト∑  
ゐ＝1  

埴；醐㈲0）軒姑  

旦抑0）榊0）柵瞞腑（姉   

Thenん（01｝02）＝澗（離B（6l，∂2トuoo（△Ceo（・，Ol，82）））admitsthebllowingwymptoticexpansion：  
TheoremO．2．仇derβロmer印加gαγ軸CO陀d豆如乃βOm鴨α乃dV，ルrα叩meαβ混和鋸eル乃C如れ／，  

鞘ん（β1朋＝／′錮翔（β1，β2））（1＋哀願；β1，β2））d両（去）－  
旭んeγe鵡。（z；β1，β2）＝鴫1（β1，β2）帰z；∑診（β1，瑚）＋鴫。（β1，β2）ん3（z；鴫（β1，β2）），   

軌（β1，腑恥（β肺麦芽（c佃鵠）＋c芝碑呵   
鴎御2）ニ去桝，∂2）十妾毒榊0）（B紬帰一B抽βた））軌）  

一差穿（  
c芝0（咄声。（βた；瑚吼，C（鋸）毎′（βた；β。纏わ・b′（帰  

＋c三笠（♂た）転′（鯨瑚軒α′（鯨擁′恥町軒（βた）  

Refbrences   

［1］Kusuoka，S・andYbshida，N・（2000）・Probability77LeOryandRelatedFields，116，457－484．  

【2］Kutoyants，Yu．A．：London：Springer2OO4  

［3］Sakamoto，Y．andYbshida，N．（2004）．Armalsofthe血s土軋まeofStatisticalMathematlCS，56－3，545－597  

［4】Uchida，M．a11dYbshida，N．（2001）．Statistica11hfbrenceforStochasticProcesses，4，73－98．  

［5】Uchida，M．andYoshida，N．（2004）・Statistica11hferencefbrStochas£icProcesses，7，35－67．  
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変化点モデルに対する漸近理論の拡張：独立系列から相関のある系列へ  

九州大学大学院数理学研究院 二宮嘉行  

1．序  

変化点解析のための統計理論は，1950年代から現在に至るまで，長い間研究されている．その理  

由は，この解析が応用上重要であることだけではなく，変化点パラメータがある種の非正則性をもつ  

という理論的興味にもある．例えば，一般に変化点モデルの尤度関数は変化点パラメータで微分で  

きないため，変化点モデル固有の漸近理論が必要となり，研究が進んでいる．ここでは，変化点解析  

の需要が高い計量経済への応用を考慮し，自己回帰過程における複数変化点モデルを扱う．   

2．変化点推定量の漸近的性質  

最も単純なモデルを考える．亡土はN（0，J2）に従う白色雑著とし，札‥．，∬′lは  

ズ亡 ＝ α（1）∬土－1＋仁£， （2≦ま≦た＊）  

＝ α．（2）ガト1十亡わ  （㍍＋1≦ま≦れ．）  （i．．）  

なるモデルに従うとする（ズ1は適当）．ここで，α（1），α（2），J2，ん＊は未知であり，漸近論（m→∞）  

を考える際には，入を0く入く1なる定数として㍍＝rγ叫を仮定する．変化点をたとしたときの  

（条件付）最大対数尤度をr（た），両側に伸びる負のドリフト付ランダムウオークを  

た◆  

Qた ＝Ⅰ刷∑（2」Y£－1（α（2）－α（1））∈亡－（ロ・（2）－α（1））2乱1）／J2  

亡＝た十1  

た  

＋Ⅰた津 ∑（2‰1（α（1）－α（2））∈仁一（α（2）－α（1））2兇1）／J2  

た或■＋1  

（2）  

と定義すれば，た－た＊＝0（1）ならば2（r（たト丁（た＊）卜Qん＝Op（1）がいえる．Ⅰた－畔→∞なら  

ばQた→－∞となることからも想像できるように，lた一叫→∞ならば2（ア（たトr（た＊））→－∞  

となる．以上より，最尤推定量鳥に関して  

k～k＊ ＝Op（1）かつ k－argmaXQk＝Op（1）  
た  

（3）  

が成り立つ．これよりたは一致性をもつといわれる，また，漸近正規性は満たされないこともわか  

る．さらに  

腎Ⅹ2（r（均一ア（た＊）ト腎XQた＝Op（1）  

がいえていることもわかる．   

3．尤度比検定統計量の漸近的性質  

この節では変化点数1対2の尤度比検定の漸近論を扱う．そのために変化点数2のモデルを  

ズ£ ＝＝ α（1）∬七＿1＋〔£， （2≦f≦た；）  

＝ α（2）ズよ＿1＋∈ゎ  （た；十1≦モ≦た芸）  

＝ α（3）ガト1＋∈亡， （た芸＋1≦f≦m）  

（4）  

（5）  

と用意し，変化点をた1，た2としたときの，（条件付）最大対数尤度を乃（た1，た2）と記すことにする．  
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補遥1モデル（1）が真であるという仮説のもとでモデル（5）を考えると，  

lた1－㍍l＝Op（1）あるいはlた2－た＊l＝Op（1）   

証明は（3）の導出を拡張して考えることによって得られる・この補題の結果を用いてmaxた1＜転  

乃（れた2トr（た＊）の漸近分布に関する補題を与える・  

補題2 モデル（1）が真であるという仮説のもと，  

l2（責葦榊1，た2卜r（た＊））  

－（max［1′濃1′几〈㌍；），叫乱／托（㌍釦＋翌XQた）l  
＝ Op（1），  

句，n（ま）d空・β（り  （ブ＝1，2），  

なる確率過程の独立な列（旦函（り）（ゴ＝1，2）が存在する・   

この補題2と（4）を組み合わせると，変化点数1対2の尤度比検定統計量maxた1＜毎乃（れた2）－  

maxたr（た）について以下の結果を得る・   

定理1モデル（1）が真であるという仮説のもと，  

f【2（君葦榊1，た2ト腎Ⅹ叩川1／2  
－maX 

〈㌍針′2 
）1′几乱′沌〈  

［1′m遥≡冒＿申  1／－1／沌 

β帥（ま）2  1／2  

〉  ’蒜芯し申－り  

＝ Op（1），  

月函（りd璧・β（り  （ブ＝1，2），  

なる確率過程の独立な列（塾，几（ま））（ブ＝1，2）が存在する・   

これは自明に変化点数m対m＋1の尤度比検定の場合に拡張でき，収束のオーダーも精確に議  

論すれば以下が得られる．   

命題1九メ（m）≧1／乃，～J（m）≧1／乃（J＝1，‥イm＋1）がある0＜〔＊≦1に対して  

1imsupn（hj（n）＋lj（n））expト（logn）1－E’）＜∞  
乃→00  

を満たすとする・変化点数押lのモデルが真であるという仮説のもと，変化点数m対一m＋1の対数  

尤度比を㍍：m十1と記せば，  

〈若馬）l／2H＝Op［expト（logn）11］，  l（2㍍：m・1）1′2－1≦％1［hj（n，H＿lj（n，  

月頼（が空・β（り  （J＝1，．．．】・m＋1），  

なる確率過程の独立な列（句，沌（り）（ゴ＝1，‥．，m＋1）が存在する．  
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従属確率変数列に対する対称統計量の極限定理について  

武蔵工業大学工学部 金川秀也  

1 序  

‡も，J≧1）を分布〝に従う実数債権率変数列とする。また祝（勘，∬2，…，∬m）を実対称関  

数とする。鮎（∬1，芳2，…，∬m）を核関数とする統計量を対称統計量と呼ぶ。本講演では特に  

核関数視が退化型で確率変数列（標本）が従属性を持つ場合に、対称統計量の一種である  

ぴ一統計量及びⅤ一統計量の漸近的な性質について解説する。   

U一統計量のUはunbiased、またⅤ一統計量のⅤはvonMiesesの頭文字を取ったもので  

推定や検定、特にノンパラメトリックな場合に有効である。最近、このような統計量につ  

いて詳しく解説された初めての邦文のテキストとして前園宜彦著「統計的推論の漸近理論」  

が出版された。詳しくはこちらを参照されたい。  

例1．1佑統計量（毎陀βm）軋：ニT ∑  蝿1，震2，…ふ）  
」‥   1≦il＜i2＜・‥＜乞m≦れ  

標本平均ニ㍑（ェ）＝∬  

不偏分散ご祝（ヱ1，∬2）＝  

′
〓
U
1
－
2
 
 

）
 
 
l
 
 

ニ
 
 

l
い
ル
 
 

（∬1－∬2）2（た＝2）  

例1．2V十統計量仲郡恍mノ祐：＝m‾m  
1≦£⊥≦i。．≦抽 

蝿1ふ，‥・，∈吏m）  

2 Long－RangeDependence，FractionalBrownianMo一  

七ion  

‡も，J≧1）が強従属確率変数列の場合を考える。祐，J≧1†は強定常、平均0のガウス  

確率変数列で共分散を  

γ（た）＝β［ぞた十1∈1〕＝烏‾かム（た），0くβ＜1  

とする。ただしL（k）はslowlyvarying。共分散が  

00  

∑車（矧＝∞  
た＝1  

の場合強従属（long－rangedependent）であるという。‡も，j≧1）に対するdegreee2のU一  

統計量あるいはV一統計量に対してDynkin－Mandelbaum（1983）とほぼ同様の極限定理が  

Dehlin㌻TaqqJl（1989），（1991）によって示された。degree2のU一統計量とV一統計量に対し  

てほぼ最終的な繚論を得ているが、その証明の方法から容易にdegree3以上について拡張  

することが出来ない。   

また昨年出版された強従属性に関する論文集Doukhan－Oppenheim－Taqqu（2003）の中で、  

HwaトChungHoandTaienHsingは線形確率過程（1inearprocess）を用いてlong－memOry  

である確率変数列を構成し、それらの任意のdegreeを持つような非退化核関数に対する  
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U一統計量やV一統計量及びそれらを拡張したgeneralizedU一統計量、V一統計量の漸近正規性  

を示した。   

00  

二㌦＝∑α乃－iど‘，れ≧1，  
か＝1  

ただし（£i，豆≧1）はi・i・dリme乱nO，Ⅷiancelとする。また  

句＝ゴ‾αム（J），ブ≧1  

とおく。ただし、L（j）tまslowiyvaryingfunction。圭＜α＜1のとき†‰）は強従属性  

（long－rangedependence）、即ち   

00            ∑lC仇（弟，端）I＝∞  
れ＝1  

が成り立つ。このような線形確率過程は鮎ctionalARIMAprocessをはじめ多くの有用な  

確率過程を含む。（どi，戌≧1）がi．i．d・であるため（端）の打一統計量やⅤ一統計量に対してH一  

分解を使うことが出来、iJ㌦‡が独立性あるいは弱従属性を持つ場合とほぼ同様に取り扱  

うことが出来る。しかし線形確率過程でない一般の強従属確率変数列に対しては独立性や  

弱従属性を取り扱う場合のようなH一分解などの近似定理を用いることが出来ず、使用可能  

な道具立てが限られているためほとんど何もやられていない。   

本講演では無限次元確率変数列の極限定理の独立あるいは弱従属を有するケースヘの応  

用法について解説し、最後に強従属性を持つ場合にも有効であることを述べる。  

参考文献  

【1】H・DehlingandM・S．Taqqu，Theempiricalproxessofsomelong＋ranged甲endent   

SequenCeSWithanappucationtoU－Stati8tics，Ann・Probabihty，17（1989），1767－1783．  

［2】H．DehlingandM・S．取qqu，Bivariatesymmetricsta七isticsoflong－rangedependent   

Observations，J・Stati8七icalPlanningInference，28（1991），153－165．  

【3］P・Doukhan，G・OppenheimandM．S．Taqqu（editors），TheoryandApplicationsof   

Long－rangeDependence，SBNO－8176－4168－8・BirkhauBer，Bo8tOn（2003）．  

【4】T．E・Doukhan，B．Pasik－DunCanandJ．Ja加bowski，Anapproachtostochasticinte－   

gra七ionfbr放actionalBrmianmotioninaHilbertspace，PrePrint．  

【5】E・B・DynldnandA．Mandelbaum，Symmetricstatistics，Poissonpoin七proce＄＄eSand   

multipleWienerintegrals，Ann・S七atist・，11（1983）739－745．  

［6］Mwai－ChungHoandT．Hsing，ADecomposition払rgeneralizedU－Statis七icsoflong－   

memorylinearprocesses，inP・Doukhan，G・OppenheiⅡ1a瓜dM．S．Taqqu（eds．），   

Theory8皿d Applications ofLong－rangeDependence，143－155，Birkhauser，Bo＄tOn   

（2003）．  

【可前園宜彦、統計的推論の漸近理論、九州大学出版会、2001年．  
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頑健性と効率性を同時に追い求める  
適応的なパラメータ推定法  

統計数理研究所 藤澤洋徳  

1．はじめに   

Windham（1995，JRSS）によって，統計モデルjb（x）（＝f（x；0））が対称でない場  

合にも有効なロバスト推定法が提案された．彼の提案した方法は，外れ値はその生  

起確率が小さい，という感覚に基づいた重み付き尤度を基本とし，推定量の一致性  

を保証するために推定方程式にバイアス補正を行ったものである．Windhamの研  

究の後に，Basuetal・（1998，Biometrika）やJonesetal．（2001，BioInetrikaI）によっ  

て，類似しているが別のロバスト推定法も提案され，対応するダイバ｝ジエンスの  

構築や二つの推定方法の比較が行われた．ただし，Basuetal．の論文の中にもある  

ように，良い重みを選ぶ方法の構築，という問題が残されている．   

本報告では良い重みを選ぶ方法を提案する．そして，その方法がバイアスと分散  

の改良の調整を自動的に行っていることを指摘する．なお，その方法を提案する前  

に，適当なダイバージエンスに基づいたロバスト推定法は，外れ値の割合が多くて  

も十分に働くことを指摘しておく．   

2．ロバスト推定   

まず次の量を準備しておく（β＞0）‥  

紬′）＝／タ′β項／∫1＋β叫β／（1＋β）  

いま経験密度関数を否（ェ）＝∑是1転（ェ）／mとおく・このとき∂dβ（否，ふ）／∂β＝0が  

Windhamによって提案された推定方程式に一致する．整理すると以下で表現される：  

∑た1J（ェ豆；β）β5（ヱl；β）J仲；畔＋ββ（ェ；β）血  
＝0．  

∑た1∫（ごi；β）β  JJ（ご；β）1＋β血   

ただし5（ご；β）＝（∂／∂β）logJ（ご；β）である．これは，重み′（諾；β）βに基づいた重み  

付きスコア関数のバイアスを補正して正規化したものである．そしてロバスト推定  

量は次で提案される：ββ＝argmaX∂dβ（否，カ）・   
なおかβ（タ，J）＝dβ（g，g）1＋β鵬dβ（タ，J）1＋βはダイバージエンスの基本性質を満た  

す．これはKL－divergenceと正規方程式の関係に同じである・特にβ→0のとき  

Dβ（9，f）はKしdivergenceと一致する・  

3．ロバスト性   

ロバストだと考えられる推定量を提案したとき，そのロバスト性は，しばしば，汚  

染分布g（ェ）＝（1一己）み（ヱ）＋ど∂。＊（ェ）（＝（トEけ＊十E呵に対する影響関数（聖ber，  
1981；Hampeletal．，1986）に基づいて確認される．もちろんロバスト推定量0βは，  
そういう意味でロバストである．   

影響関数に基づいたロバストの議論が行われる時は，汚染割合どが小さいことも  

同時に仮定される．しかしながら，ロバスト推定量ββは，汚染割合己が′トさくなく  
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ともロバストに働くことが期待される．その理由は汚染分布の下で次が成り立つか  

らである：  

dβ（タ，ふ）＝（1一己）dβ（J＊，ふ）＋どdβ（∂＊，ノも）・  

汚染部分∂＊に関してはdβ（∂＊，ふ）∝J∂＊ガ㍍0が十分に期待される・なぜならば，  
推定の段階ではβ母β＊が期待され，また，汚染部分∂＊は目的分布J＊＝ふ＊から見  

ると生起確率が小さい，という理由からである・ロバスト推定量ββは，統計モデル  

ふと真の分布（汚染分布）タの距離を小さくすることを目指しながら，結果的に，目  

的分布∫＊との距離を小さくすることが期待される‥  

〈      ββ＝arg腎Ⅹdβ（否，カ）穴ゴargI写Ⅹdβ（J＊，鉛   

なお，上述の話は，目的分布J＊が統計モデルのメンバーである必要もなく，汚染  

部分∂＊も一点分布である必要もない．重要な性質は，dβ（∂＊，J＊）㍊0，言い換えると，  

J∂＊J＊血母0という性質である．   

4．チューニングパラメータの選択   

いまロス関数をム（飢ノ）＝Eβ（β（川というタイプとしよう・このとき，交差確認  

法に基づいて，チューニングパラメータβの選択方法として以下が提案できる：  

CV（β）＝王墓β（仏師））β＝arg増Ⅰ－C嘲  

残る問題はロス関数の選択である．KLタイプはロバストに推定されていないので  

使えない．ここではロバストに推定されるエ（タ，J）＝－dβ。（タ，∫）（e．g．β0＝1）を利  

用する．   

なお，注意すべきこととして，一般的な枠組みでは，推定量CV（β）はリスク  

関数E【エb，布）］の高次近似推定量だが，本当のターゲットとすべきリスク関数は  

町（J＊っ布）］である・上述のダイバージエンスの線形性は，この問題をも克服する・  

また，Cγ（β）の漸近展開を行うことで，それに基づくチュ←ニングパラメータの選  

択は，バイアスと分散の改良の調整を自動的に行っていることが分かり，加えて，概  

パラメトリックモデルの下での漸近展開は，その調整の様子をよりクリアに見せる．  

5．数値例   

右図はNewcomblightspeeddataに正  
規分布をあてはめた例で，破線はMLEに  

基づいたもの，点線はβ＝1という良く  

知られたエ2によるロバスト法に近い方法  

によるもの，実線が今回提案した方法によ  

るもの，である．破線は話にならないが，  

点線もロバストにし過ぎて裾のデータを軽  

視しているが，実線は適当な密度推定をし  

ている．  
ー4〇  －2C  0
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MSEを改善する安定したリッジ回帰推定量につ  

いて   

丸山祐道   東大。空間情報  

W．E．Strawderman Rutgers大   

通常の線形モデルを考える．具体的にはy＝Aβ＋亡でyは〃×1の観測ベクトル，  

Aは既知のⅣ×pデザイン行列（ランクはp），βは未知のpxl回帰係数ベクトル，亡は  
Ⅳ×1の誤差ベクトルとする．亡は，正規性をやや拡張し，0回りの球面対称分布で密度  

J‾〃仲′仁／J2）を持つと仮定する．Jは未知の尺度パラメータであり，〃・）は非負実数に  

対する非負関数とする．   

βの最小二束推定量β＝（月′A）－1ノ4′封の共分散行列はα2（A′A）－1に比例する．A′Aが非  

正則に近いとき，βは不安定になり，多重共根性の問題が生じる．一つの解決方法とし  

て，HoerlandKennard（1970）はリッジ回帰推定量βR（k）＝（A／A＋kIp）‾1A／y（ここでk  

は正の実数）を提案した．β月（た）は条件数の意味でβよりも安定した推定量である．条件 ′し  
数とは，数値的な安定性の指標であり，具体的にはβや鮎笹）を線形方程式ガβ＝A′yの  
解とみなし，A′封の変動に対して，ガ‾1ノ4′封がどれだけ揺らぐかを測る量である．つまり  

囲／lβl≦凡（叫（l∂勅l／l勅l）  

（卜lは，通常のユークリッドノルム）の㍍（研が条件数であり，〃を正定価行列とすると  

最大固有値と最小固有値の比として表ざれる．鮎（た）がβよりも安定していることはこ ′ゝ   
の定義から分かる．ただしたを理論的にデータから決める方法は容易でなく，さらには  

鮎（た）はたちを加えることに根拠はなく，一般に正定値行列〝を加える方が自然でクラ  

スが広い．そこで，本発表では，βよりも平均二乗誤差叫（ら－β）′（わーβ）／J2】の意味で良  

い推定量（ミニマクス）でかつβよりも条件数の意味で安定している推定量を一般化リッ  

ジ回帰推定量鮎（打）＝（∬′ズ十〝）‾1A′封のクラスに対して提案することを目的とする・  

また正規性の下では一般化ベイズ推定量が提案出来る．この問題はCasella（1980，1985）  

やStrawderman（1978）などで考えられてきたが，完全な解答は得られていなかった・   

問題を見やすくするために，適当な直交行列などを用いて正準化すると，∬とZがそ  

れぞれp次元，n次元（m＝Ⅳ－p）確率ベクトルで密度n釘1／2Jサれ〃（（∬一町㌃1（エー  
β）＋z′z）／J2）（P′（A′A）‾1f）＝β，β＝diag（dl，‥・dp），dl≧…≧転P′P＝ち，∂＝P′β）  

のとき，二乗損失関数の下でのβの推定問題になる．ガとZ′Z（＝ぶ＝ま，それぞれグβ，  
（y－Aβ）′（y一月β）である．  

′ヽ  本発表では，C＝diag（cl，…，Cp）（c五≧1，∀豆），Ⅳ＝ズ′C‾1か‾1ズ／ぶとしてβ¢＝（ト  
l′Ⅴ－1¢（Ⅳ）C－1）ズなるクラスを考える．対応するβの推定量β¢は，鴫＝P（diag（軒（ト  

maxdl（1－りct）  
であ   f／c豆）－1））‾1p′Ab（壬＝¢（可ル）であり，従ってその条件数はK（β¢）  

る．以下に結果を列挙する．  
mindt（1－りcl）  
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Theoreml．∂¢ぬmれ血摘珂¢′（可≧0肌dO≦¢≦2（几＋2）‾1（∑（d戎／c豆））／（Ⅰユー弧（d五／cゴト  

2）．  

Theorem2．SupposeO≦4＞（u））／w≦t。＜1jbranyw．menK（β¢）≦尺（β）jbranywげ  
e豆兢er  

一dp）Cp－1Cp（dldp－1－d岩）  
J・かp＞cl≧c2≧…≧cp－1α刷0≦miI－ 

（  

elCp－1（dp－1   
07、  

Cldp－1－Cp－1dp）ぐpdldp－1－Cp－1d呂  

CICJ（dldJ－didp）  
β■げcl≦c2≦‥－≦cpαmdfo≦minl＞j  C電dldJ－Cプdもdp   

Theorem3．β叩pO5ep≧3肌d∑（d五／琉）岬2＞0・〝dl＞d2′ge£り＊むe兢e祝m画e  

roo£β祝C克〟拍f∑（d豆ノ鴫）り＝2α乃dgeまγ7＊＊わeαア1yU血e豆m（1，り＊）・〝dl＝d2，Jeまγ7＊＊  

わeα叩γαわほ＞1．me乃げc豆＝（dl／射輝‾1，叫＝2（れ一＋2）‾1（∑（d壱／dl）り－＊－2），αγ乙d  

），伽eβ抽血or∂¢ひ玩reO≦紳）ルノ≦町かα附紳）  （dldJ－dtdp）  
γ＋＝＝rnl叛＞J   

CldユdJ－CJdldp   

豆βれcγeα血gα乃dlimⅧ→∞¢（巫）≦u＋，由汀血豆mαエαγもd coγt血豆0γ川祝〝沌er dec閏融矧  

ルγ伽rcl≦‥・≦cp・  

Theorem4．∫叩卯βep≧3肌d∑（d去／dl）－2≦0・〝p≧4gef〃＊∈（0，1）みe兢e  

肌如＝血血m扉∑慧（di／dl）レ＝＝2・ムeま〝＊＊あe肌y即血e血［0，レ＊）・〝p＝3，Cん00βe  
リ＊＊＝0．乃印げc五＝（d五／dp－1）1‾レ＊ヰか宜＝1，2，■‥，p－1αれdcp＞cl，㍊－＝2（m＋  

匂卜1Cp（dldp－1－d岩）  

）  

2）－1（∑≡胸／畔＊－2＋豊） α血L＝min 
（  

CICp－1（dp－1－dp）   
兢e eβ－  

Cldp－1－Cp－1dp－ cpdldp∬1－Cp－1d茅  

ま血α加β¢ひ玩reO≦¢（ひ）ル≦γ－か肌y町¢（ぴ）豆βれcγ・eαβ哀れタαmdliI－1祝，→00¢（可≦  

祝＿，由m血豆mα∬αmdcom血豆0れれ祝mあeγdecreαβれガ．  

（∫  ‾ 1）  

C   ∬ 哀βm慮れ豆mαエαmd co†1′d豆孟夏om几鋸γ托みer  Theorem 5．me鮎ま豆mαわr   α  

7（α＋1）＋W  

decγ℃αβ吻「αmdタe†ほmg豆zedβα訂eβ肌deγ兢eれ0γmαg豆まわぴe批er   

J．肌der7Ⅵeoremタβe抽mタ，α≦叫α乃d7≧α／（（α＋1）町）クOr  

g．肌dermeoremイβe班㍑ダ，α≦視＿α乃d7≧α／（（α＋1）γ＿）・  

参考文献  

［1〕Casella，G・（1980）・A月Ⅲ・飢a亡血．，8，1036－1056・  

【2】Casella，G・（1985）・J．Amer．Statist・Assoc．，80，753－758・  

［3］Hoerl，A・E．andKennard，R・W．（1970）・Tbchnometz・ics，12，55－68  

［4】Strawderman，W．E・（1978）．J・Amer．Statjst・Assoc．，73，623－627・  
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先祖由来モデルとMD乱原理に基づいた  
ハブロタイプブロック同定  

藤澤洋徳（統数研），磯村実（癌研究会），江口真透（統数研），  

牛嶋大（癌研究会），宮田敏（癌研究会），松浦正明（癌研究会）  

1．はじめに   

薬剤感受性などとSNP遺伝子型の関係を調べる研究が現在でも続けられている．  

その成果は薬剤投与の事前審査などに大きく生かされることが期待されている．   
ところで，SNPの存在する領域によっては，薬剤感受性などをSNP遺伝子型その  

ものと比較するよりもSNPから構成されるハプロタイプと比較する方が効率的であ  

ることが知られてきて，その方向の研究も進み始めている．そのときに蒐要なこと  

は，ハブロタイプブロックの同定を行うことにある．以下ではハブロ タイプブロッ  

クが存在するSNP領域を想定して話を進める．   

Dalyet al・（2001，Nat・Genet．）は，ハプロタイプブロックの存在とその有効性  

を指摘し，ハプロタイプブロックがしばしば観測されることを報告した．ただし，  
ハブロタイプブロックの同定方法については，ややアドホックであった．その後に，  

Anderson＆Novemt）re（2003，Am．］．Hum．Genet．）は，マルコフモデルに基づいて，  
その推移確率に組み換えの確率構造を導入したハブロタイプブロックの同定方法を  

提案した．本報告では，ハプロタイプブロックが起こりうる背後の現象をもモデル  

化して，彼らの方法よりも検出力が高い方法を提案する．   

2．ホットスポットとハブロタイプブロック   

染色体に基づいて2本のハプロタイプが観測される．それが子孫に伝わるときの  

組み換えの状況を簡単に表したのが下図である．下図では組み換えが一箇所だけで  

起きているが，実際には何箇所かで組み換えが起きたりして，それがハブロタイプ  

の多様性を生じる．このような組み換えは起きやすいかほとんど起きないかである，  
ということが知られてきている．組み換えが起きやすい所をホットスポットと言い，  

ホットスポットとホットスポットとの間をハプロタイプブロックと言う．   

・・・CCCTGACG…  
＝⇒ 
…CCCTGA CG…  

＝⇒  
…CCCTGATA‥・  

・・・GTTCCGTA…  ・‥GTTCCG TA・・・  ‥・GTTCCGCG…   

これまでの研究から，子孫のハブロタイプのほとんどは，数種類の先祖と考えら  

れるハプロタイプの組み換えによる結果である，ということが知られてきている．  

この結果は，これまでSNP毎に多様性を考慮してきた研究をハプロタイプブロック  

毎に考慮する研究へとシフトさせる契機となっている．   

3．モデル   

SNPの数をエとし，ハブロタイプが観測されていると想定して，それをゐ ＝  

（ん1，…，んェ）で表すことにする．なお各SNPには2つの塩基しか存在し得ないので，  
アルファベット順で0と1で表す．結果としてゐJ＝0，1である．上図のハブロタ  

イプCCCTGACGはh＝（0，0，0，1，1，0，0，1）と表される．いま先祖ハブロタイプが  
A個存在していたとして，それを叙＊＝（九；，…，九左）で表すことにし，その頻度を  

恥…，餌で表すことにする．  
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いま簡単のためにホットスポットが－箇所だとしよう．それがSNP番号glとgl＋1  

の間にあったとする．組み換えが起こったかどうかをβ＝1，0で表すことにして，組  

み替え確率をÅ＝Pr岬＝1）とおく．また，結果的に生じる2つのハプロタイプブ  

ロックに応じて，ハブロタイプを分割し，次のような記号を用意する：ん＝（ん囚，ん囲），  

九日＝（ん1，…減1），ん囲＝（九小1，…，毎）．さて観測されるハプロタイプは先祖ハブ  
ロタイプの組み換えによる結果であると・仮定しよう．このときハブロタイプ九が観  
測される確率として次を想定する：   

Pr（H＝h）＝ Pr（H＝hlD＝0）Pr（D＝0）＋Pr（H＝hfD＝1）Pr（D＝1）  

＝（トÅ）∑肘榊＝んニ）＋入∑ヴ。∂揮1）＝尻（1））∑恥∂（九（2）＝ん芸（2））・  
α α あ   

このモデルはホットスポットの数が2つ以上の場合にも拡張できる．   

構築した統計モデルは，厳密に組み換え現象を捉えたモデルではない，というこ  

とを指摘しておく．上記は一世代分だけを考えている．実際には先祖から現在まで  

は何世代も経ているし，世代の途中で新しい先祖のような働きをするハブロタイプ  

が出現することもある．また，突然変異などの結果として，先祖ハプロタイプから  

の組み換えだけでは説明できないようなハブロタイプも存在する．これらの扱いに  

ついては省略する．   

上記は典型的な混合分布である．適当な潜在変数を設定し，完全モデルを作るこ  

とで，最尤推定はEMアルゴリズムで実現できる、ただし，ホットスポットの数が  

多いと，その組み合わせの数が指数的に増え，EMアルゴリズムの各ステップで必  

要となるPr（ガ＝九）の計算量が爆発する．これに関しては，その確率を計算するた  
めの動的アルゴリズムを作って，計算量を減らした．   

4．ハブロタイプブロックの同定   

いま先祖ハプロタイプの集合を梨＊で表す．ホットスポットの場所の集合をβで  

表す．ホットスポット集合の同定がハブロタイプブロックの同定に同値である．こ  

のとき一つの統計モデルが構築される．そのパラメータはEMアルゴリズムで推定  

できる．どのような叙＊とβが良いかは，モデル選択規準MDLで決定する．なお，  

モデル選択規準として，AICやBICなどではなくMDLを用いたのは，確率構造と  
同時にハプロタイプ多様性も小さい方がハブロタイプブロック構造としては好まし  

く，MDLは両方とも扱えるからである．   

実際には，特別なハプロタイプの扱い，先祖ハプロタイプ集合の決め方，外れ値  

の扱い，などの問題が残っているが，ここでは省略する．   

5．シミュレーション研究とデータ解析   
提案された方法のパフォーマンスを調べるために多くのシミュレーションを行っ  

た．その結果として，提案している方法は，ホットスポットを検出するパワーが高  

い，ことが示された．また，遺伝子配列の端の方を除けば，突然変異にも頑健であ  
ることが示された．   

提案された方法を，癌研で採取されているデータやDalyetal．で解析されたの  
と同じデータに適用した．癌研のデータに適用した際には，それまでに行われてき  

た相関解析の結果の解釈を劇的にクリアにした．Dalyetal．のデータに適用した際  

には，彼らの提案しているハブロタイプブロックとほぼ同じ構造を同定した．  
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競合危険モデルにおける原因別ハザード関数の推定  

北海道大学大学院経済学研究科 鈴川晶夫  

1．はじめに   

競合危険モデルにおける原因特定ハザード関数のパラメトリック推定問題について考え  

る・死亡原因として，互いに背反するた個の死亡原因が考えられるとする．豆＝1，2，‥．，れに  

対して，個体豆の生存時間を表す確率変数を℃，死亡原因を表す確率変数をⅥ（死亡原因全  

体の集合C＝（1，2フ‥．，ん）上に値をとる），打切りまでの時間を表す確率変数をⅥとする．  

また∴‰＝nliIl（℃，y），∂豆＝J（℃≦Ⅴ）とおく■ただし，J（カ）を集合Aの定義関数とする．  

このとき，個体豆についての観測値は，（ズ宜＝J‥l，H＝町沃＝1）または（先＝み沃＝0）の  

いずれかである．前者の場合には端は個体豆の生存時間を表し，後者の場合には打切り時  

間を表す．このようなデータを，競合危険データとよぶ．   

死亡原因J∈Cの原因特定ハザード関数は，  

入釦）＝よ洩pr（ま≦罰＜壬＋△刷＝描≧射△f  

により定義される・また，死亡原因J∈Cの原因特定累積発生関数を甜（り＝Pr（苅≦  

f，Ⅵ＝丑生存時間℃の累積分布関数を鞘）＝pr（℃≦り＝∑j∈。穂）（り（生存関数  
為＝1一端）とする．   

死亡原因全体を表す集合Cを，互いに背反する二つの部分集合Clと坑に分割する（C＝  

ClUC2，ClnG＝卵．死亡原因の一部Clのみに対して，原因特定ハザードのパラメトリッ  

クモデル  

〟＝（（入（封（・；β））J∈Cl；β∈0） 0はパラメータ空間  

を導入し，競合危険データに基づいて未知パラメータβを推定することを考える．死亡原因  

Gの原因特定ハザードについては，パラメトリックモデルを仮定しない・例えば，Cl＝（1），  

G＝（2，…，た）とした場合には，死亡原因1の原因特定ハザード関数に対してのみパラメ  

トリックモデルを仮定したことになる．また，モデルルtは，必ずしもClに対する真の原因  

特定ハザー ド（痛）（・））j6。1を含むとは限らない．すなわち，モデルJuのmisspeci6cationが  
有り得るものとする．   

モデルJuのmisspecificationを考慮するとき，推定すべきパラメータ値は，仮定したモデ  

ルル1のもとで，真のハザー ド関数に“最も近い”ハザ ードを与えるパラメータ値である．す  

なわち，  

り炬左折 og珊β）d蜘）－上∞A（j）伸叫  
とおくとき，り（β）を最大化するβ∈0の値が推定すべきパラメータ値である（これを♂岩と  

おく）．ただし，A（J）（ま；β）＝ぷ入（J）（ご；β）血，ゴ∈Clとする．β岩に確率収束する推定量を一致  

推定量とよぶことにする．特に，モデルルイが正しいとき（真の原因特定ハザードを含むと  

き），∂岩は真のパラメータ値に他ならない．  

2．M L E   

モデルルイのもとでノくラメ一夕βに対する対数尤度関数は  

上関（β）＝墓∑〈∂耶＝J）log入（j）（榊）－A（j）（榊）〉  
l＝1j∈Cl  
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で与えられる．M†ノEβれは，エm（β）を最大化する∂∈0として定義される．打切り時間Ⅵの  

分布関数をG（生存関数e＝トG）とするとき，大数の法則により，平均対数尤度エれ（β）／れ  

は，  

押）＝是〈上∞e帥g入（j）（坤机上上∞A（ブ）（坤咽〉  

に確率収束する．ただし，ガ＝ト牒詭．特別な場合として，打切りが起こらない場合（e≡1  

の場合）には，そ（β）を最大化するβの値はβ岩に一致する・また，モデルルーが正しい場合に  

も，ど（♂）を最大化するβの値は，打切り時間分布Gに依存せず，真のパラメータ値に等しい．  

しかしながら，一般には，押）を最大化するβの値は，打切り時間分布Cに依存し，βいこ一  

致しない・したがって，一般には，MLEβれはβ岩に対する一致性をもたない．  

3．近似MLE   

通常の（死亡原因を考慮しない）右側打切り生存時間データに基づくパラメトリック推  

定問題に対して，Oakes（1986）は近似MLEとよばれる推定量を提案した．Suzukawaet  

al・（2001）は，MLEと近似MLEの比較について検討した・ここでは，Oakes（1986）の近  

似MLEを競合危険問題に一般化する．   

生存時間分布端と死亡原因Jの累積発生関数穂）のノンパラメトリック推定量をそれ  

ぞれ，凡，穂）とする．このとき，近似対数尤度を  

珊＝㍑去“∞log入（佃）d蜘卜上∞A（j）（榊瑚〉  

′ヽ により定義する・近似MLEβ芸を，近似対数尤度現（β）を最大化するβとして定義する．近  

似対数尤度ムニ（β）は，り（β）における昂と穂）をそれぞれ，それらのノンパラメトリック推  
定量で置き換えたものである．   

近似対数尤度L；（0）の第1項と第2項は，それぞれAalen－Johansen積分，Kaplan－Meier  

積分とよばれる統計量である・前者の漸近的性質はSuzukawa（2002）により，また，後者の  

漸近的性質は，StuteandWang（1993），Stute（1995）などにより調べられた．これらと同様  

にして，近似対数尤度エニ（β）の漸近的性質を示すことができる．また，それを用いて，近似  

MTノE♂ニの漸近的性質が示される．   

掬＝inf‡ま：為（り＝1），化＝inf（y‥C（y）＝1）とおくとき，条件偶≦巧のもとで，  

現（β）／れが叩（β）に強収束し，したがって，近似MLEβニがβ岩の一致推定量であることが示  

される・また，適当な条件のもとで，エニ（β）／ノ元の漸近正規性が示され，したがって，近似M  

T－Eβニの漸近正規性が示される．   

モデルルtが正しいとき，MLEと近似MLEはいずれも真のパラメータの一致推定量で  

ある・しかし，近似MLEのMLEに対する漸近相対効率は1以下である．すなわち，モデ  

ルJuが正しいときには，近似MLEによる情報損失があり，MLEが好ましい．  

Oakes，D・（1986）．戯ome桁cβ，42，177－182．  

Stute，W・（1995）．Ann．Statist．，23，422－439，  

Stute，W・andⅥねng，J・L．（1993）．Ann．Statist．，21，1591－1607．  

Suzuk訂Ⅳa，A・（2002）・J・J叩肌β地紋goc．，32，77一犯．  

Suzukawa，A・，Imai・H・andSato，Y．（2001）．Ann．1hsi．Statist．Ma恥53，262－276．  
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Nonparametrickernelregressionformultinomialdata  

中国短大・情報ビジネス 奥村英則  

島根大・総合理工  内藤貫太   

1．序   
多項回帰の問題を考える・各共変量∬が与えられたときの（γ＋1）次元確率ベクトル  

Y＝（％，‥・，yt）rが多項分布MIl（po（ご），‥．，p7，（∬）；n（∬））に従う，すなわち  

，，－′、′∴、、∴、－占ダブ（∬）勘（エ） PrY 
（＝ylご）＝申）！H          ‾‾＼【Jt▼▼′’▼＼岬ノ’  

詩 的（ご）！  

とする・ここでy＝（恥…，飢・）r，∑；＝Opプ（可＝1，∑ニ＝。仇（ニご）＝れ′（ご）である・我々の目的は  

各項目における反応曲線pJ（ユカ＝0，‥．、rの推定である．1つのアプローチとして多項ロ  

ジットモデルまたは多項プロビットモデルを使用したパラメトリック推定がある．本報告  

では，kernel法による古典的な手法を特殊な場合として含む新しいノンパラメトリックアプ  

ローチを提案する．  

2．kernel推定量   

〟個の共変量勘＝（豆－1）／打，享＝1，…，〝に対して，釆ブ＝℃（エゴ）／n（勘），・よ＝1，．‥，〝と  

する・ここで℃（ごi）はごjが与えられたときの℃である。推定量を構成するのにRea（land  

Cressie（1988）で与えられているパラメータ入を持つpower－divergencelossfunctionを利  

用する．これはカルバック＝ライブラー情報量やヘリンガー距離のタイプの損失関数を特  

殊な場合として含む．各xに対して局所的にpower－divergencelossfunctionを利周して構  

成した推定量の導出基準を  

再河櫛1＋7（1－去叶  
2 ，竺  

∑如（エゴ  エÅ（β，7）＝  
入（入十1）急   

と定義する・ここでエ0（β，7）≡1inl人→。上人（β，7），ム＿1（β，↑）≡1im入＿1⊥入（β，7），β＝（β。，  

…，β，）T，7はラグランジュ乗数である．如（x）＝¢（x／h）／h，4｝はkernelで，そのサポートは  

ト1，1］とする．各∬に対して  

（銅）＝arg漑1エ人（β）7）  

とする・このときpJ（ご）の推定量は島によって  

（∑監1如（∬j－£）場＋1）古  
βJ，人（ご；ん）＝島＝   

∑邑。（∑芝1如（勘－ご）留＋1）嘉  

で与えられる・ここで常に0≦如（ご；ん）≦1を満たすことに注意する・特に入＝0のとき，  

古典的なNadaraya－Watoson推定量となる・実際の問題ではデータからパラメータ（入，h）を  

決定する必要がある，任意の（人，ん＝こ対する由（・；九）＝（ね入（・；ん），れ入（・；ん），．‥，如（・；ん））rの  

族はp（・）＝（po（う，pl（・），．‥，pr（・））Tの推定量のある1つのクラスを構成する．したがって  

パラメータの選択は推定量のクラスから推定量を選択することと考えられる．パラメータ  

の選択はデータを生成する分布と推定量の良さを評価する損失関数に依存して決定すべき  

である．  
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3．漸近的性質   

推定量の良さを評価する基準としてMISE（meanintegratedsquareerror）を採用する．  

氾宣＝れ（勘），豆＝1，‥・，〝とおく．ある適当な正則条件の下で如（ご；ん）のバイアスと分散の  

漸近的な評価はそれぞれ次式で与えられる：  

勒（ェ）（1－pJ（ェ））月  叫柚瑚煩）・鞠（刷抽′～ノ）］巴   
ナナi八■／J  

ここで〃2＝王1∬2¢（z）dz，月＝王1¢（z）2dzであって，ブ＝0，1，．．．，γに対して  

わ1J（ェ）＝（1－（1＋γ）pJ（ご）），  

醐＝叶（誓一癖癌璧）十可・  
さらに，†も1〝が→β2を仮定する．ここでβはある正の定数である．このとき任意の（γ十1）  

次元ベクトルα（≠0）に対して次の漸近正規性が得られる：  

れ1椚′αr（p（ご；／l卜p（£卜入（2㍑1）‾1bl（ご））→。Ⅳ（押γb2（ェ），αT∑（∬）（－）．  

ここでbl（∬）＝（わ10（ェ），む11（ユり，…ん（ご））了1，b2（£）＝（わ20（ェ），占21（ご），…，わ2γ（∬））rand∑（ユ：）＝  

R（diag（p（x））－p（x）p（x）T）である．仮定した条件の下で13，，＾（x；h）のバイアスの右辺の第1  

項は第2項の0（ん2）バイアス関数より収束が遅くなるので  

毎（£；ん）＝如（∬；ん卜（2ml）‾1坤ト（1＋γ）如（£；／も））  

とおくと，これはBiaぶ軋入（ェ；九）］の第1項をバイアスとして持たないバイアス修正推定量と  

なり，さらにこのバイアス修正は分散の主要項に影響を与えないことがわかる．分散の主  

要項は入を含まずノミイアスの主要項のみにÅが含まれることに注意する．またバイアス修  

正推定量に対しても同様な漸近正規性が得られる。  

4．パラメータの選択   

推定量の良さを評価する基準としてMISE（meanintegratedsquareerror）を使用する．  

バイアス修正推定量如（ご；ん）の積分区間［∂1，1－∂2］（⊂［ん」一棚に対するMISEは  

MIS恥（・駆響（鋸2＋2β2j入＋β3J）十謡  

となる▲ここでβ1J，β2J，β3J，りは∂1，∂2に依存したpJの汎関数である．従って，すべての  

P＾j（・；h）のMISEの和∑；＝。MISE払（・；h）］を漸近的に最小にする最適な入，／いはそれぞれ  

んopt＝（訂′5（  

1／5  

）   

入opt＝ 
）   

β1t′  
（乃1〟）‾1／5  

β1β3∵甥  

で与えられる・ここでβ1＝∑；＝。β小β2＝∑；＝。β2J，β3ニ∑；＝。β3J，V＝∑；＝。lうであ  

る・この結果に対してROT（RuleofThumb）やPI（Plug－in）の手法を適用すれば実際にデー  

タに基づくパラメータÅとバンド幅九が構成できる．   

5．シミュレーション   

データに基づくパラメータ入とバンド幅んの選択および推定量の挙動に関するシミュレー  

ション結果から我々のアプローチが有効であることを示した．  

Read，T・R・C・and Cressie，N・A・C．（1988）．Goodness－妨Fit Staiisまicsjbr Discrete  

multivariateData，Springer－Verlag．  
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ロジスティック回帰分析におけるロジットの推定量の分布の近似について  

帯広畜産大学・畜産  種市信裕  

北海道教育大学・教育 関谷祐里   

1．はじめに．一般線形モデル（NelderandWedderburn【4］）を2項分布B（n，7T），  

（；）  

打封（1一打）m‾封，（封ニ0，1，‥．，n）  Pr・（y＝封）＝  

について考え，その連結関数を正準連結関数であるロジット関数logit訂＝log（打／（ト汀））で与える。  

ここで，Ⅳ個の異なるサブグループにおける反応数に対応した確率変数れ、‥．，i≠が互いに独立に  

㍍～β（mα，甘α），（α＝1，…，〃）とすることに適用するとロジスティック回帰モデル（ロジットモデ  

ル）logit汀α＝琉β，（α＝1，…，〃）が得られる。ただし，琉＝（ユニα1，…，ご‘叩），（JJ＜Ⅳ）は共変塵  

ベクトル，β′＝（βh・‥，佑）とする。特に、p＝2，ごα1＝1，こ‡：α2＝コニα，（n＝1，．‥，Ⅳ）とすると用最  

反応モデルとして用いられるロジットモデルlogil一打。＝β1＋β3ユ‥α，（化＝1，…，〃）となる。ロジ  

スティック回帰分析においてはパラメータの最尤推定豊β＝（β1，…滅）′が漸近正規性を持つこと，  

つまりlogi亡命。＝logit打α（β）が漸近正規性を持つことが知られているが，本報告ではこの正規近似  

の改良の提案をおこなう。   

2．推定量の分布の性質・最尤推定量の漸近的性質（e．g．Ser貝illg同），およびLawleyf2］，McCullagh  

［3】の結果に基づき，logit・打。の推定量logit弁。＝昔ニβの分布に関して次の定理を得る。  

定理1‥∑霊1陀α＝〃γとするとき，条件  

7り／∧サ→杓（0＜損＜1）fbreac恒㍉ aぶノ町→∞  〔＝  

のもとで，iogiも介。－logit汀α上州0，α芝）舶 〃r→町（α＝1，‥，，〃）ただし，げ孟＝  

∑た1∑ニ＝l∬α∫ごαγ，l佗い托，代‘，mは（ゴ，り成分が∑た1諾。ブコニα招α打α（ト打α）であるpxp行列叫Fisher  

情報行列）の逆行列∬－1の（左m）成分であり，上は法則収束を意味する。  
定理2ニ条件（1）のもとで，上叩ogit舟α）＝月α十〃手1駄＋0（埠1）ル（王ogit舟α）＝埠1〔㍍十0（〃fl），  

叫（togitÅ☆α一だ（logit女。）門＝Ⅳ手2上）α＋0（Ⅳ手2），と評価できる。ただし，Aα＝Logit汀。，  

pppp  

βα＝－（1／2） 

Jご1‘才＝1r＝＝1β＝＝1   
付さ享㌔町∑∑∑∑ご呵托咄、，5代…，Cα＝Ⅳ土子㌔〃叩芝，  

PpPPpp  

か0＝〃王子㌔昭∑∑∑∑∑∑ご亡上榊∬α†托代J、q悍レKm，占代附，  
J＝lJ＝1けl＝ユマ＝1r＝ユ占＝1   

〃  

K。．r，占ニ∑ご明ごn，、ご。鞠汀α（ト打。）（ト2打。），（q，γ，5＝1，‥・，p）  
凸＝1  

とする。   

3・正規化変換によるロジットの正規近似の改良・定理1，定理2を用いてKonishi［1】およびTane－  

ichiet．al，【6】により導出された正規化変摸の一般的公式に基づきlogit弁。に関して以下の正規化変  

換を得ることができる。  

－617－   



衰1：β；＝－2，β芸＝3の場合の7l＝40，60，80，100，120に対するCHO・05）×105（j＝1，2，3）の値  

m   40  60  80  100  120   

C才（0．05）  1280  －136  295  586  384   

C㍗0・05）  885  －403  61  314  204   

C告0・05）  885  －383  72  314  214   

躇凍〈（幣）恥ヰ走（駄十指ふ）］い′誹）  

躇［4log幣一志匿十碁Cふ）］   い刷  

一－－∴－－－一 

三二  

貰は（e摘t舟√－一A‘t）→卜志（ βα十；c亡ふ）〉  
タ2（logit弁α）＝   

ただし，∈α＝」㌔／3C孟，り。＝A。モα十1とする。これらは，以下の性質勤（logit′弁鶏）上  

〃（叫，誠肺→∞，（ゴ＝1，2），および抽（logit弁α卜勒（logit弁α）））3J＝0（吋′2），（ノ＝  
1，2）を満たし正規分布への近似が改良される。   

4．数値計算による近似の性能の考察  

モデルとしてp＝2，Ⅳ＝8，ml＝…＝乃8＝れを考え，二項乱数を用いたモンテかレ口実験をお  

こなう。第一ロジットの推定値logit7flに関してAi＝（logit介1－logit7Tl）／q若，A亨＝91（logit舟1），  

胡＝酌00git弁1），としたときにβ＝10000回の繰り返しに対しAi，（ゴ＝1，2，3）が呵0，1）の上側  

5％点£0．05を越える回数をβi（0．05），（j＝1，2，3）とするときに〃（0，1）への近似の良さとして指標  

C紳05）＝月日o・05）／β－0・05，（J＝1，2，3）を剛＼／ミラメータの真の値がβ；＝－2，β芸＝：3の場合  

にその傭を示したのが表1である。  

参考文献  

回Konishi，S・：Amn5烏山融．，19（1991），2209－2225．   

f2］Lawley，D・N∴β血刀etr血，43（1956），295－303．  

【31McCullagh，P・：Tbnsormethodslnstatistlcs，（1987），ChapmanandHall．  

t4】Nelder，J・A・andWedderburn，R・W・M・：J・R．Statist．Soc．，A，135（1972），370－384．  

【5j Serfling，R・J・：Approxlmatjontheoremsofmathematlcalstatlstics，（1980），Wiley．  

【6】Taneichi，N・，Sekiya，Y・，Suzukawa，A・，andImai，H．：Commun．Statist．－Theo∫γMeth．，31   

（2002），163－179．  
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ACONVEXCOMBINATIONofTWO－SAMPLE tLSTATISTICS  

鹿児島大学理学部  

鹿児島高等予備校  

大和 元  

戸田 光一郎  

1．2標本U一統計量の凸結合  

FとGを実軸上の連続な分布関数とし，母数0＝0（F，G）をFandGのestimableparame－  

ter（regularfunctional）とするoすなわち，可側聞数（核，kcl・nel）h（xl，・・・，Tkl；yl，．・．，恥）があって，  

β＝上；′；帖‥，帖鶴）軒（塘ゴG（机）  
と表されるものとする。ただし，わ（ユニ1，…フJん1；紬‥・，抽）はそれぞれ．‡・l，…‥仇と裾．‥、批に閲し  

対称で，正整数たlとた2は上の式を満たす馴、の整数でdegI・eeである0軋・‥，ズγ11とれ，・‥，㍑2  

をそれぞれ分布ダ及びCからの大きさ町，7乙2の標本とする。  

ke工・nelんに対する2標本U一統計量軋1，n2は次で与えられる：  

坊tl，m2＝（汀1（訂1（γ崇）（γ崇）ん（片山…，片町；…ん2））  
ここで，和∑（里心） は1≦Jl＜…＜毎1≦町を満たすぜ1，…，fた1上で取られる0  

ひ（α1，…，αJ；た）は与えられたんについて，ノ＝1，…、たおよびα1＋…＋（土プ＝んを満たす正の  

整数α1，・‥，αJの非負で対称な関数とする。l〃（α1，…，αJ；た））sの少なくとも1つは正と仮定する。  

d（た誹＝∑ご1＋…叫＝ん可αl，‥・，αJ；た），J＝1，2，…，た，とし，坤，ん）＝∑‡＝1d（た，J）（プ）とおく0  

ム＝1っ■・・）た1及びJ2＝1，…｝た2に対し，kernelん（山2）を   

ん（Jl，J2）（ご1∵‥仁彗1；紬・‥，批）  

∑ニ＋‥サ1＝た1∑∴十ぶJ2＝ん2 項1，…つ両1輝1，…，βJ2；硯  d（た1，Jl）d（ん2，ブ2）∠一γ1＋‥巾Jl＝た1∠J51＋・＝十ぶJ2＝ん2叫＼－⊥フ…つ－Jl’－∨⊥ノル＼■ノ⊥  

×／も（生⊥慧，‥・，色；む想っ  んL二J  
rl rJl β1  

とし，このkerIlelに対する2標本U凝計量を祀悪）とする。  

βの推定量として，次で与えられる2標本U一統計量の凸結合を導入する：  

，批，‥・，机2）  
ヽ  1′   ノ  

βJ2  

た1 た2  

rフナ＝？）咄盈） （；北）咄盈）0  ∑∑d（た1，Jl）d（如2）   ㍑1，n。＝  
β（ml，たりか（m2，た2）  

Jl＝1j2＝1  

例えば，可1，1，・・・，1；た）＝1and t〃（α1，…，αゴ；た）＝0 払rJ＝1，…，た－1・の場合，㍑1，m2  

は2標本U一統計量軋誹2になる。他方，J＝1，…，たおよびrl＋‥守7リ＝たを満たす正の整数  

α1，…，αゴに対して，1旭（α1，…，αJ；た）＝揖／（α1！…αj！）の場合，㍑1，几2は2標本V一統計量に一致す  

る‥鴨1，m2＝m㌻机乃；た2 ∑芸ヒ1…∑㌫＝1∑畏1…∑罠＝1九怖1，・‥，ズ恒；雪1，…つ当た2）0  

2．漸近的性質  
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d（た，た）＞0，すなわちひ（1，…，1；た）＞0とする。このとき，∂た＝最（た，た－1）／d（た，た）とおくと  

（たニ1）＝告＋0（嘉）  
d（た，た－1）  

発射：）＝ト告 ＋0（嘉））   β（m，た）   

が成り立つ。また，γ1＋‥・＋り1＝ん1（力＝1，…，帰および51＋‥斗5J。＝た2（J2＝1，‥・，た2）  

を満たす正の整数rl，．‥，γjlおよびβ1，・‥，5j2に対して  

坤（包心且っt‥，包⊥J生；ご」⊥凸，…フ羊2つ・‥，羊2））2＜∞                                                し 
∵＋、「ノ  

γ1  γわ  β1  βj2   

とする。このとき，  

2  

㍑1，れ2－β＝軋1，m2パ十吼町珊1，γ上2〕≦完  

が成り立つ。これにより，‰1，m2の漸近的性質からⅤ帖m2の漸近的性質が導かれる0 なお，以  

下の極限操作ではⅣ＝ml＋m2とし，0＜p＜1に対し，pml，れ2＝γも1／Ⅳ→pとなるようにml，  

乃2→∞とする。  

およびん（叫（yl）＝叫1（礼‥・，ズん1；紬  紳0）（諾1）＝且［九（諾1，ズ2，…，ズ机；れ，  

1＝Ⅴ叫抑1）（れ）】とおく。  鴇，・‥，鴇。）］とし，（ぎ，。＝Ⅴ叫ん（1，0）（  

以下の性質が成り立つ：  

1 Ⅳ1／2（㌦1，n。－β）ヱⅣ（0，p」たぎくぞ，。＋（トp）‾鵜∂，1）（ml，几2→∞），  
C  
≦万0  ＿∝慧∞1叫1，乃2－β≦エト♪（‰1，m2－β≦諾）  

E［1h（1・0）（Xl）l3】＜。CトandE［fh（0・1）（Yi）J3］＜∞andI原石－v451≦CN‾1／2を仮定するoZl，Z2  

言1たヨ錯1とおく0このとき，  は独立で，呵0，1）に従う確率変数とする。ど孟1，m2＝牢1た苦くぞ，。＋m  

C  

．Ⅳ1／2’  ＿霊芝∞lp（〃1′2軋m2－∂）≦∬トp（〆／2た由Zl＋（1－p）‾り2妬1Z2≦ご）i≦  

‾り2 

＿豊∞軒′2〈p瑚，0＋（トp）瑚1〉（㍑1，陀2－β）≦ご）一叫≦蒜，  

＿霊芝∞Ip（絨（㌦1，γも2一∂）≦∬卜叫≦蒜0  

Denker，M．（1985），Asymptoticdistributiontheoryinnonparametricstatistics・Ftiedr・Vieweg  

＆Sohn，Braunschwelg．  

Koroljuk，V．S・＆Borovskich，Yu．Ⅴ・（1994），TheoryofU－Statistics・KluwerAcademicPublishers，  

Dordrecht．  

Lee，A．J．（1990），U－Statistics．MarcelDekker，NewYork・  

Nomachi，T．，Kondo，M・＆Yamato，H・（2002），ScieniiaeMathematicaeJaponicae，56，95－106・  

Tbda，K．＆Yamato，H．（2001），J．J叩α乃βね摘ま．goc・，31，225－237・  
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StatisticalEstimationofOptimalPortbliosbrDependentReturnsof  
Assets  

早稲田大学大学院理工学研究科Dl 白石博  

早稲田大学理工学部 谷口正信  

時間tにおけるm個の資産のランダムなリターンをⅩ（り＝（ズ1（f），…，ズ。1（瑚′とし、その期  

待値および分散共分散行列をそれぞれ〃＝且（Ⅹ（り）、∑＝Co′U（Ⅹ（f））とする。また、pOrぱ01io  

weightをα＝（α1，．‥，αm）′で表す。このとき、過去、種々の基準からoptIima′1porthlioweight  

が提案されたが、これらは統一的な形  

ガ（拓∑）  

で表される。ここに、ガ：R〃叶†rl（m＋1）／2→RγJい1なる関数。  

先行文献では、り夕叫ンがi．i．d．orstationaryprocessと仮定してoptimalportfolioweight  

を統計的に推定するものがあるが、推定量の最適性を論じたものは皆無である。本報告ではリ  

ターンに時系列構造を仮定し、g（佑∑）の漸近最適推定を報告する。   

（Ⅹ（i）＝（Xl（壬），…，Xm（t））′；t∈Z）がGaussisnm－VeCtOrStationaryprocessで、平均p＝  

（〃h．‥，〃m）′、共分散関数R（た）＝且（（Ⅹ（ま）－〃×Ⅹ（ま＋た）－〃）′）、スペクトル行列r（入）＝  

〈轟（入））を持つとする0  

さらに次を仮定する。  

Assumptionl．  

0く〕             ∑牌（g）帖＜∞  

J＝－0く）  

Ⅹ（1），…，Ⅹ（r）が観察されたとする。そのときR（0）＝∑＝（旬），β＝（〆，γeC九（∑）′）′とし、  

Ⅹ（ま）  

（Ⅹ…）（Ⅹ（…′  

（〆，UeCん（か′）′．  

∑ ＝  

∂ ＝   

とする。また、次の行列を導入する。   

nl＝ 27Tf（0），（mxm）－mα亡γ豆エ  

n2＝〈2升エ  （ん1α3（入）ん2α。（入）＋ん1。。（入）ん。。3（入））d入  

；α1，α2，α3，α4＝1，…，m，α1≧α2αmdα3≧α4〉，（m（m＋1）／2×m（m＋1）／2ト澗油鴎  

Assumption2．関数g（0）は、連続的に微分可能とする0  
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Theoreml．Assumptionsland2の下で、   

㈲卜g（β））加（0っ（釘（篭1芸）（紳（αβr→∞）  

ここに、  

）＝（許…息芸）…， 怠）・  （志）＝（訝  
軸  

鋸ecん（∑）′   

とする。  

Assumptiora 3. 

（i）f（入）は、り＝（恥…，り？）′∈叙⊂‡ぴでパラメトライズされる。  

（ii）A（J）（g）≡だ汀∂ら（入）／∂竹d入，J＝1，‥．諸パ∈Zに対して、∑罠…∞JJA（J）（g）帖＜∞が  

成り立つ。  

（揖）ヴ≧m（γ托＋1）／2・   

Assumptiom4・（入に無関係な）正の定数cが存在して、ら（入）－CImは半正定値とする。こ  

こに、Imはmxmの単位行列とする。   

Assumption5．時系列Fisher情報行列F（rl）は正定値とする。  

ここで、  

◎（入）＝（γeC（ゆ11（Å）‡，‥・，γeC（ゆml（入）），UeC（ゆ22（入）），…，UeC（砺肌（入）））  

ただし、＊。b（入）＝喜（eae；＋ebeと）（e。は第a成分が1、その他の成分は0のm次元ベクトル）  

とする。   

Tborem2・Assumptionsl－5の下では、g（0）が漸近有効であることと、次を満たす入に無  

関係な行列Cが存在することは同値である。  

（ち丁（入）′㊧ち（入）沖（入）＝（〃eC（∂ち（入）／∂仇），…，一UeC〈∂ら（入）／∂仇））C・  

定理2より、り夕㌦ンが時系列である場合、タ（・，・）の推定量は一般に漸近有効でないことが判  

明した。  

次に、どのような時系列モデルで、漸近有効でなくなるか、その度合いの大きさを  

∫Ⅳ且≡det［（A矧叩仙郷血ce両（呵－ア（り）‾1］  

を数値的に評価した例を報告する。  

最後に、quaSi－Gaussianmaximumlikelihoodestimatorを使って漸近有効推定量が構成で  

きることも報告する。  
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DiscriminantAnalysis払rMultivariateNon－Gaussian  
Loca11yStationaryProcesses．  

早稲田大学 理工学部  蛭川 潤一鵬  

多変畳解析においては、多くの判別解析の手法が詳細に研究されてきた。多変畳解析における  

古典的な判別の技法を時系列データに応用することは、実用上興味深い。Shumway（1982）は定常  

時系列における様々な判別問題について、包括的な研究を行った。NoかGaussian多変畳定常時系  

列データ間の判別について、Kakizawaetal．（1998）はKullback－Leibler情報測度やCherno托■情  

報測度を含む判別手法を提案し、地震と採鉱の爆発の分類の問題に応用した。   

定常時系列データについての解析はよく確立されて来たが、実世界の現象を記述するのに定常  

時系列モデルは妥当ではない。Dahlhaus（1996）は重要な非定常過程のクラスである局所定常過程  

を提案し、統計的推論の漸近理論を確立した。本報告では、Kullback－Leibler情報測度やChernoff  

情報測度を含む非線形なtirne－Ⅴ訂yingスペクトル測度の積分汎関数を用いた一般化された判別基  

準を提案し、その判別手法の最適性に関するasymptoticsを明らかにする。また、LANアプロー  

チによる其にnon－Gaussianoptimalな判別基準も提案する。  

定義1・確率過程列Ⅹげ＝（ズ甘・‥，∬さ昔））′，（£＝2－呵2，‥リ1，‥・，r，…，r＋〃／2；r，Ⅳ≧1）  
が細れ扉er♪招C如m行列AOの局所定常過程とは、表現  

エ  
Ⅹげ＝   exp（王領）A冒．r（人）dど（人）  （1）  

が存在することである。ここに、ど（入）は適当な条件を満たす定常スペクトル測度であり、だ亡：＝  

r汀e叩（五瑚d∈（入）は、ホワイトノイズベクトル。また、AOは次の条件を満たす。   
定数〝と2汀周期行列値関数A‥［0，1〕x政→CmXmが存在して、A（叫－Å）＝耶であり  

由㈱－A（妄，入） 。，わ  ＜∬T‾1  （2）  

舟rαJJα，わ＝1，‥．，mα乃dr∈Nを満たす。ここに、A（叫Å）はuに関して連続である。以後、  

r（叫入）‥＝A（叫人）nA（叫Å）＊，n＝β（ど亡E；）をと如もe一皿廟如スペクトル密度関数行列と呼ぶ。   

さて、ⅩげはMA（∞）表現  
（：）く〉   

Ⅹげ＝∑aげ（β）臣β  
β＝＝－00  

∞  

郎，T（人）＝∑aげ（β）exp卜揖）  
ざ＝・・・－00  

（3）  

を持つ、つまり、  

（4）  

であるとし、tranSfbrfunction行列は適当な正則条件を持っと仮定する。Time－Varyingスペクト  

ル密度関数ど（叫入）のkernel型ノンパラメトリック推定量として、  

紬Å）＝上ニ  ⅣT（入一両Ⅰ〃（叫〃）d拓  （5）  

を用いる。ここに、†町（u）＝財∑芸＿∞Ⅳ（財（u＋2冊））は適当な条件を満たすweighthlnCtion  

であり、Ⅰ〃（町人）は時刻現における局所ペリオドグラム行列である。  

ー623－   



Kullback－Leibler情報測度やChernoff情報測度は、次の非線形なtime－Varyingスペクトル測  

度の積分汎関数に一般化される。  

瑚；玩）＝言上1′ニ糊）人）拙，入））芸血   （6）  

ここに、ガ（・）はある行列値関数であり、関数ガ（Z）は、Z＝Em（単位行列）で唯一の最′ト値を持  

つ。ガ（Z）の候補として、  

月五（Z）＝か‡Z）－loglZトm，ガβα（Z）＝loglαZ＋（1－α）Em卜αlogIZl  （7）  

の他に、quadraticfunction  

ガQ（Z）＝項Z端）2  
（8）  

等が考えられる。   

今、観測系列Ⅹr＝（Ⅹら誹／2，r，…｝Ⅹ1，丁，…，Ⅹ；，γ，…，Ⅹ；．〃／2，T）′がtime－Varyingスペクト  

ル密度関数ち（町人）で特徴づけられる2つの既知のカテゴリーⅢかj＝1，2の内、どちらのクラ  

ーヽ スに属しているかを判別したいとする。Ⅹrのスペクトルとカテゴリー叫の距離をかⅣ世；ち）  

で測る。判別関数か〟を  

．へ〈               か〃＝か〝（転；ち）一刀厄（存；れ）  （9）  

で定義して、ガ〟＞0の時口1に、か〟≦0の時口2に分類する。β〟に基づく誤判別確率は  

ぞβ〃（2ll）＝Pr岬〝≦0但1）、托）〃川2）＝Pr（p〝＞叫Ⅲ2）となる。  

定理1・適当な正則条件を仮定し、ルベーグ測度正の集合上でも（叫入）≠ら（町人）とする。そのと  

き、町の下で、鋸ヱト1）州鋸（ち；玩）であり、  

v庁（鋸＋ト1）プ鋸（ち；玩）‡雪Ⅳ（0，堵（プ，拙 αβr→∞  （10）  

である。ここに、  

舶）＝上1［去工柵㈲）ち…｝2d入＋姦∑柚げ（両脚）］血｝ α 
，ム，C，d  

Qムパ叫Å）＝打1（町人）阿（1）（ちh，入）打1（叫人））］′，  

である。   

r隻，ん）（祝）＝｛7浩舶＝1・…，m＝エ和人胤た（町人）Aた（町人）d入  
この定理より、DHの一致性が示されるが、その他、IllがⅢ2とcontiguousである時のasymp－  

to七icGaussianoptimali七yやGaussianrobustnessを報告する。また、Non－GaussianLANに基  

づく真に、aSymPtOticoptimalな判別基準も報告する。  

Refbrences  

l・Dahlhaus，R・，1996・OntheKullback－Leiblerinfbrmationdivergenceoflocallystationary  

PrOCeSSeS・Stoch．Processes andTheirApplications62139－168．  

2・Kakizawa，Y・，Shumway，R・H・andTaniguchi，M．，1998．DiscriminationandClusteringfbr  

MultivariateTimeSeries．）．Amer．Statist．Assoc．93．328－340．  

3・Sakiyama，K・andrraniguchi，M．，2004．DiscriminantAnalysisforLocal1yStationary  

Processes．ToappearinJ．MultivariateAnal．  

4・Shumway，R・Ht，1982．Discriminantanalysisfbrtimeseries．仇ndbookofStatistics．Vbl．2．  

1－46．Amsterdam：North～Ho11and．  
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InauenceofLiquidityoIltheOptimalStrategy  

九州大学大学院経済学研究院  松本浩一  

数理ファイナンスの古典的な理論では，市場において金融商品が自由に取引で  

きることが仮定されている．しかし，現実の市場では，その仮定が適切でない流  

動性の低い金融商品も多数存在する．流動性の影響は無視できない問題である．  

本報告では最適投資戦略に対する流動性の影響を解析した．  

（n，ア，P，（苫；0≦仁≦r））を通常の条件を満たす確率空間としゝPの下での  

（苫）－Brown運動を（B（t）；0≦i≦T，B（0）＝0），強度入の（ろトPoisson過程を  

（P（ま）；0≦≠≦r，P（0）＝0）とする．安全資産の価格過程β（f）と危険資産の価格  

過程β（よ）はそれぞれ，以下を満たすとする．  

dβ（り ＝ アーβ（け離，β（0）＝1，  

d叩）＝ 〃β（りd≠十げ坤）dβ（り，β（0）＝▲‰．  

ここで，ぶ0，γ・，〃，げほ正の定数であり，†・＜／↓を満たす．   

総資産lγ（りを持ち，安全資産と危険資産で運用する投資家を考える．投資家  

は運用効率を上げるために，危険資産の投資比率ガ（りを′U（りに変更する取引を  

試みる．しかし，流動性が低いために取引は失敗する可能性があり，Poisson過  

程のジャンプ時刻にのみ取引は成功する．   

投資家の制御する℃（りを投資戦略と呼び，それに従って決定されるⅣ（り，ズ（f）  

をⅣ（よ；り），ズ（ま；γ）と書くこととする．なお，投資家に許容される投資戦略を以  

下の空間に限定する．  

V［ま，r】＝（巾は可予測，土≦占≦rにおいて0≦γ（占）≦1）．  

このことは，投資家は危険資産の空売りや借金による危険資産への投資ができな  

いことを意味する．   

本報告では最適投資戦略㌦（りと値関数V入拓∬，可を解析した．最適投資戦略  

とは投資家の期待効用均logⅣ（r；棚を最大にする投資戦略であり，値関数とは  

V入（土，ヱ，可 ＝ Sup丘■【log（Ⅳ（㌣刷店］l（和），Ⅳ㈲＝（叩）  
ぴ∈呵と，7’】  

である．なお∴取引が常に成功するときの最適投資戦略〃∞（よ）と借間数V∞（ま，£，ぴ）  

は，以下のようになることがMerton（1971）によって示されている・  

γ∞（り ＝ 祢   

V∞（≠，ヱ，ひ）＝log≠J  け－一汗   

ここで，ご0＝（〃－γ）／J2であり，0く∬0＜1とする．  
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本報告で示した主要結果は次の通りである．詳細はMatstllllOtO（2川）3）を参照  

して欲しい．  

［定理1］最適投資戦略は存在し，値関数は以下によって与えられる・  

V入（信行両 ニlog封トト勇人（7「－≠，ヱ）   

ここで，   

打（f，封）＝ 且［ノー（yy（り）ト  

柚）＝上土e塞（湖十人．上と。崇誓1（上βe瑚～痛九）ds一  
22 

㈲＝（〃－り什r・一J〝1  

：りぶ（ナ）／端  
i／r〟（り   

〟坤）／ゴ0十（1－〟）β（け  

特に入が十分に大きければ仁最適投濱戦略は一意で，適当な定数ぐに対して以下  

が成立する．  

腑）－：rol≦C，0くf＜了1・  

【定理2］有界で連続な関数帰‥［0，∞）→凡才≧1が存在し，任意のγ1∈Ⅳに対  

して次を満たす定数GL＞0，んt＞0が存在する．（j≦£≦7「，Å≧んとに対して  

相中（ご0十妾響）t≦qlふ？  

，了′り皇≦Cn蒜・  仰一冊項）－叫㌧廟十姜響  
［定理3］0≦f≦rとする．入→∞のとき，0≦ェ≦1で一様に  

V入（f，エル）→V∞（ま，ご，可，   
2 

入（V∞（恒）一咄∬ル））→J（エーエ0）2＋堀（トユ‥0）2（r－け   

なお，本報告では最適投資戦略の数値計算結果や漸近展開による近似精度につ  

いても言及した．  

［参考文献］  

MatsulnOtO，K・（2003）‥ OptimalPortfolio ofthe Low Liquid Asset・Doctoral  

Thesis，Graduat・eSchoolofMathematicalScienee，theUniversityofTokyo  

Merton，R．C・（1971）：OptimumConsumptionandPort・folioRulesinaContin－  

uousTimeModel，Jour・nalqFEconomic77LeOry，3，373～413  
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Testforparameterchangeindiffusionprocessesbycusum  
Statisticsbasedonone－StePeStimators  

ソウル大学  
S；1Ilgさで01Lee  

統計放矧粁楷軒 軌」＿＝場一  

東京大学大学院数理科学研究科 吉田朋広   

1．主定理   
パラメータ空間0はRの有罪凸開集合であるとする。次の確率微分方柁式によって与  

えられるト次元定常拡散過程を考える：  

J∫一㍉＝㌦（ふ骨牌十l’トY～）√J汀卜  

ただし壬へノーl’√はL次元標準ウイナー過柑であるとする。才k々は、仮説   

〃0：真値札∈⇔は変化しない1rS   

〃1：〃0でない  

を検定したい。以下、我々はCしTSけM検誼統計量を導入し、〃uのもとでの漸近挙軌を導  

出する。   
ここで、次のような仮定をおく。ただし∂ん＝浣と表す。  

Assumptionl確率過程i／VXFoは定常で叩mほ胴血Irn・tCのoJ一浪合過程である。  

AsstlITlption2各．r∈酎こ射し、関数β～l′i，（二1－，∂）は4輔車統的微分可能である。さら  

に、ガ∂［将（∬g，珊2】＞0が各〃∈0に対して成り立つu  

Assumption3Eo。［悍（XgU，0。）f2q］＜cx3があるq＞1に対して成り立つ。  

Assumption4各k＝1，2，3に対し、確率過程の族（碧（H。，0）；0∈0）が、一様大数の  
法則における確率過程の族（タ（3フβ）；β∈0）に課せられた条件を満たす。さらに、  

（榊昭 

司］  
＜∞，Jo†・e′と闇、討た＝1，2，3  

∂巧も椚も  

［  

＜叫 ル†・紺eア・〝Å：，J＝0，1，2、3餓C′乙伽と1≦た＋J≦3・  Slユp  

β∈㊥  

が成り立つ。  

対数尤度が  

帥＝〃抑醐0一 言王r（折帥  
によって与えられるという事実に基づき、我々は塘（∂）とり（β）を次のように定義する  

誓酬）d畔上丁半酬）紙  上r  
塘囲 ‥＝  

酢＝一昨折巧   
いま、我々はワンステップ推定量に基づくCUSUⅨ・i検定手続きを考える。我々は、初期  

ノ｛ヽ 推定量埠が次を満たすと仮定する。  
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．．へ Assumption50＊∈0を固定する。T∈【0，1］に対し、埠＝0＊とおく。T∈（1，∞）に対  
〈 し、SupT∈（1，∞）γr博一矧＜∝ト昂。－αgmOβまβ視r殉が、あるrT＞0であってrl／隼1→0  
αβr→∞であるようなものに対して成り立つ。   

〈  我々は、ワンステップ推定量βrを  

み＝鎗－［rり（釧－1塘（勘  

と定義し、確率過程択一箪を  

箪＝机庁（玩げ一項，∀㍑∈【0，1］ 〈  

と定義する。次が我々の主定理である。   

TheoremlJ4β占祝ア叩如mJ【∂が成り立つと仮定する。このとき、仇のもとで、r→∞  

とするとき、確率過程の列1上叫箪は平均ゼロのガウス過程・uヘカ1旬であってgi’－上‡′γ＝  

－り（鋸‾1什u∧′U卜肌）を満たすものにg∞仙川空間の中で分布収束する。  

この定理と連続写像定理から、我々は次の検定統計量の漸近分布を導出することができる。  

〈〈  

み＝Sup㌦rト叩（瑚）阪－みl2．  
祝∈【0，1］  

Corollary2ノ4ββそ上mp如アlト∂が成り立つと仮定する。このとき、ガ0のもとで、確率変  

数の列島はr→∞とするときsup坤，1‥昭l2に分布収束する。ただし∫u”Ⅳごは標  
準ブラウン橋である。   

2．Remarks  

ノ、  我々の結果を多次次元（J次元）の場合に一般化できる。この場合、検定統計量ぶrは  

ノへ   

み＝Sup㌔丁侃T－βけ（－77（叫）吼r一瑚                                                                                                〈               〈        〈  

u∈【0，1】  

と置き換えられる。ただし－り（β）はフィッシャー情報行列である。Corollary2における  

極限はぶノ＝Sup嘲1】∑た1附J！2によって置き換えられる。ただし視叫叩′霊フ1，．‥，町：サ  
はノー次元標準ブラウン橋である。その分布を解析的に計算するのは容易ではないが、Lee  

etal・（2003）はモンテカルロシミュレーションによる数表を与えている。（彼らのTablel  

を見よ。）   

上の結果は、独立同一分布に従う確率変数列の場合の結果と比較されるべきであろう。  

Cs6rg6andHorvath（1997）は尤度比に基づく検定統計量を提案し、極限   

Sup  
〔n＜u＜1－〔n  

を導出している0ただし∈mはゼロに収束する定数列であるが、分母に可1一視）があった  

ためこのような切り取りが必要だったのである。一方、我々の極限分布では切り取りを行  

う必要はない。   

Cs6rg6，M・＆L・Horvath（1997）．Wiley．  

Lee，S・，J・Ha，0・Na，＆S・Na（2003）．Scand．］．Staiist．30，781－796．  
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FirstandhigheトOrderasymptoticpropertiesofestimatorsfor  
StOChasticdi鮎rentialequationswithjumps＊  

Nakahil・OYOSHIDA  
Gm（111ILtCSdlOUIufMiLthcrllとLticalScicrlCCト，U‡liverHiLyorTukvL）7  

3一円－1Ⅰくonlal）乱，乱すeg11rO－1叫TolくyO153‥1apa11・  

D（！CCml北r2っ2004  

1Es七imationfbrstochasticdifferentialequationswith／withoutjumps   
員ni七ely／infinitelymanyoncompac七sbasedoncontinuous／discrete  
observations   

ForestニimatiollOrStO（：hasticdi鮎rel’ltial〔さquat，iunswiLhuuLjumps，eStimaLionsch（mlCShavcbecnprovidedand  

t・11e孔叩1呵血）t・iぐ：l）ell乱Viorslla、relJeelleSt札t）1isllP（l．Rigo川11S孔叩1叫）tOtict－11COりrilleS七山1礼tinllI汀Ol）1pl山t）y組111T）1e（1  

datawascsscnt．iallyilliLiat，CdbyPrakasaRao（1983，1988）．PrakasaRaoprovidcdalu舶tSquarCCStimatorand  

establishedasylllptOti（：reSultsulldertlle“raPidlyillCエ・eaSillgeXPel・inlelltaldesigll（RIED）”coIlditioll・Ybsllida  

（1992）proposedama）こimallikelil■100dtyl）eeStimaもorandprovedthejoi11tCOnVergenCeinlawofdrifトdi軌1Sioll  

CStimators with corrcct ratcs un（1cr alower sarnpling ra・tCもhan RIED．This forln Ofasympt・Otic results arc  

SuCCeededbyotherstudies‥J（essler（1997）impl’OVe〔1ittolowersmplingrat軋FbrastoぐhasticdiHerel’1tial  

Cq11atiollwithjumps，reCCnt11y Shimizu飢1d Yoshi〔la（もO apPC甜111SISP）gavcとしmaXilmlmlikelihuodもypc  

estinl乱tOrandl〕rOVedasymptoticllOl・1nalit・yOfit．   

A gencralM－CStimaor unif沖Ⅶもhose apl〕rOaChcs and the asymptoticl10rma・lity alld cxpansiol－WCre PrC－  

Selltedin Yoshida（Zenkilltenkai2OO3（2003），DYNSTOCH＝Illference for Partially Observed Proccesses at  

Copellhagcn（2004））．OurcstimatorisgellCral，andhence，itilleludesthcmaximullikelihoodtypecstinlatOraS  

wcllas other estimatorssuch a．s amomcnt csti111atOr．Misspecihcd cases are alsoin our scopc．So west．art  

Wit・hastochasticdiffel・entialequatiollaSagClleratOrOfthe“truC”（lata，indcT）ClldcntlyoftheparalnCtCrStObc  

cstinlatCd．   

Lct（E，f）bealnCaSura・blespaぐC．PdenotcsaPoissollra11donlmeaSurCOllR＋×EwithilltellSitynlCaSurC  

7ノ（dt・dv）＝dtx人（dt，）fol、SOmCCT一缶nit・ClnCaSurC入onE，alldletii＝町〃bcthccomp1－SatCdPoissonrandoln  

measure・Moreover，WβdcllOtCindcpelldent・Wiencrprocesses・WecollSidcrad－dilnellSlOnalstochasticprocess  

X＝（Xt）whichsatis鮎sthestochasticilltegraleqllatioll  

（1）  

描＋上才A（瑚十真上tββ（榊ぎ＋ル裾u）脚）丁   

wl－el，eノ1：Rd→Rd，ββ：Rd→RdandC‥Rdx且→Rd■   
IllauSualcorrcctlyspecifiedparametriccase，thecoe氏cientsandT／Of（1）dcpendorlunknownparameters，  

a・nd（1）coincidcswiththcequationcorrcspondingtothctruCValucofthcpararnetcrvcetor・Proccsscswith  
ill点nitelylllallyJ11mr）SOllCOmpaCtSarewithillOurSCOPe・   

＊Thisworkwasinpartsupported bytheResearchFbndforScientistsoftheMillistryofScience，Edl一（：atiol－and Ctllture，a）ld  
byCoopcrativcRcscarchProgralTlOfthcI11StiもutcorStat．1SticalMathematics・  
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Theda七asetwecanobserveconsistsofthediscrete－timeobservations（X土t）n＝Ofromthecompleterealization  
（Xt）托R十・Hereti＝ih・（i＝0，1，・・・，n）wiもhh＝h・”t Wedenoteby8＝（8／，0′′）∈Othe1111kl10WllParameter  

WCWanttOeStirnatcftomthedata（XLl）た。，Where∈）＝0′×0′′isanopenrectangleofRm／×Rm′′．The  
llnknowIIParameter has two parts．IllaHtandar（1situation，fc）r eXamPle，OJ（lel10teH a‡）al・ameter WhiclliH  

COmmOnlyinvoIvedinthedrirもandjumpparts，ande′′denotesaparamcterinthedifrusionpart．SinceβJcan  

l）ernulti－（limcllSi（一Ilal，thispFtralneteriza・七i（）rliユ1（：111（1esasr）e（血1casewheret．hel・eare（1istinctparametel・Sill（hlift  

and di飢siorl．   

In七hepreviousconferences，theauthorshowedasymptoticexpansionaswellasasymptot・icnormalityfor  

anestilnatOr，i・e・，amaPPingh’Om（X電i）；±otoO二Itcanbeconstructedquite丘eely，thus，WeCanChoosean  

estimatingfunctionindependentlyfrom（1）．LetA71∈7（Rdxe）／；R（L），a・ndsetI  

だ且（β′）≡e両（β′）＝ △－．ズー扉軋1（β′）、  

Where△iX＝Xt．－X亡t，1andノ軋1（0／）＝J4n（XL卜】，β′）；thisisollrCOmmOnruleofnotat．ioll．Wbconsidered  
anM－eStimator）arOOtOfthefollowlngl、andomfunctions：  

れ．  

れ；（β）＝ ∑月ご（耳ト1，△l∬刊［e五（β′）】  
之＝ユ   

†l  

＋∑（q（ズt、●lフ△i即′トeご（ズ電l＿1，△l即′））；  
・iニ1  

日     榊）＝∑〈矧札－1，△1ズ，β′′）【el（β′）⑳隼‾1一助札－1，△甘β′′）〉・ i 
＝ユ   

2 Polynomialtypelargedeviationinequality  

Inordertoobtain七hemostrigidcol－Sis七ency（i・e・，COnSistellCyOfanysequellCeOfM－eStima・tOrS），eStilnateOfthe  

residualterminastochasticexpansion，andconvergenceofthemomerl七s，WeneedaneStimate  

中一一矧≧司≦m‾∧オ   

WcpreparcthcfollowillgnOtation・aboundedopcn set臥in取m，C＝diamcter（0），＝＝0×T，MT：  
nx≡→RC3inβ，町（恥）＝（㍊∈Rm；恥十町（裾引・∈即，町（β0）∈GL（”l），  

gT（叫恥T）＝eXp†町（β0＋叶（β0）叫T）一恥（軋T））．   

Wework11nderthef〉artia】Ⅰ，AQp7・OPertyataC。∈6）：  

ZT（㈲）ニeXp（△r（∂u州一芸叩刷小rr帆T） 
払r（叫丁）∈Ur（β0）×γ・   

）  

Letlケ（r，00）＝（u∈UT（00）；r≦回）Wewillassumefourmomentcolldiもions．Undermildconditions，We  
ha．ve  

Theoreml・仇血mエ＞0，u乃der〟ほα占oveαββum担わ乃β，兢eree霊ね£βαCOγもβねm王Cム＞0飢血卜払出  

［ 

‰ み腑）≧e 
（叩）∈β。，×丁 

巧2vピー丁・21≦算  

ルγ・比m〟r＞∩αmdT・＞0．   

WbdiscusscdanillustrativeexampleonlyもOeXPlainthcidea，WhileitistoosilnPletoshowthcrealadvantage  

ofotlr reSl11t：  

ズ乙＝ズ。十鋸十、／拓叫，  

ー630一   


