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C（）NSTRUCTING C（）NFIDENCEINTEIIVALS FOR  
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InI）raCtice，thepercentilel）OintK‾1（（l）isapl）1・oxiIllattゝdby鋸流11111ation．   

An0抽冊bootst・rapaPpl・oachistheBCaint（汀Valanditsendl）Ointisd血1〔、（lby  

（◎（  

ヱu＋ヱ（t  

んBCル【α】＝d‾1   （5）  ヱ0十   

1－α（エリ＋ヱーと）   

Where Gisth（▲CuIIlulativedistributioIlfunctioIIOfthe boot・Stral）Valueん（S＊）aMIzし）and a a町  

respectively，thebias－COrreCtion aIldacccleratioIl工）aram（加rs．Thc BC‘，iI血1▲valis tmIISfbrrllatioIト  

respectingaIldraIlge－preSerVing．  

TheABCendpoiIltisarlaIlalyticalapproximationt（）thcBC（LendpointaIldi＝1冊a11ycal（－ulatcd  

byanevaluationofastatiHtic・Byequatingh（S十n＋1／26E）withthecxpansi0日oftheBC‘上（モIldl）Oint  

払raIlal）Ⅰ）rOl）riatedlOiceorE，W亡1Il抑e  

九A肛回＝噂十2γユーり2ゼα∂－1s由（1）凱  
（fi）  

血egα＝（‰＋刷（トゐ（乏u＋ヱ‘漱由‘1）＝（密sニ自），弧d狛Ⅰ上d抽‖1（、（モ血ator…fヱり  
anda，reSpeCtively・TheABCiIlterValistran血rI11ation－reSPeetiIlg．  

AnapproxiIllateeIldpointh［α〕iscalledPrst－Order・a（‥CuratEごifProb（h（n）≦jL［a］）＝α十O（n‾1／2），  

andsecond－OrderaccuraieifProb（h（n）≦h［a］）＝Ⅷ＋u（1L‾1）．Th（モtlバ11alcIldI）Oint（1）imrst－Ordcl・  

accuratewhereastheendl）Oints（3）to（6）aresecorld－Ordera（mrate．   

Let≡＝嬰0缶，Where缶＝囁「1一切－1A（A′申MIA）－1A′qlql．w｛，dSSul11（Athat≡isl）OSitivc  

definiteanddefineadiagonalIllatrixOiWhosediagonaleleIl把ntSarethej－throw（column）of＝－1＝  

（Eij）・Bynotingtherelationsii＝病＋′¢ま，itcaIlbeshowIlthat，払rthe（、aseof・Oi，J2＝2Eii十2LJ真山4耳，ぎ．  
ItcanbealsoshownthatthequaIltitiesml，m：l，aIldmllaregiv仁ゝIlby  

ロ†nl＝軌tr（Ⅰ，．も＋r‾1）十2t㍗缶軌缶（B（力≡‾1），  

㌔漑3＝岬8tr（中軌）3十24tr柏£嬰㊥豆B軌－2叫錐種目帽周甑十8u孟一2瑚ぎ＋4軌モズi，  

㌔mll＝－8tr（缶軌）ニi十16tr嬰㊥沖軌B軌一叫デ匝㊥沖軌恥汗d山孟一軌瀦－1叫デ十：払毎誉  

whereB＝偶J）＝留‾1Ar‾2A旬「十  

Ⅵ1rioustypesofintervalsdesぐribedabovewereconll）aredbyappli（、ationtorealdataandaMontぐ  

Carloexperinlent．Itwas払undthatallthesecond－Orderaccurateintervalsa（二Ilieved better balarlCC  

intheleftandrightthandidtheusualintcrvals・ItwasalsL）払undthattheComish－Fisherexpansion  

basedintervalsweretooshort，Where鮎thebootstrap－tintervalstendedtobeloIlg．TheBCaandABC  

methodsarerecorllmendcd払rconstruCtingconfidenceintervals丘）1・comnlu‡1aliti亡！Sin払L・tOraIlalysis・  

Re鮎ren（さeS   

Anderson，T・W・andRubin，H・（1956）・Prt，C・3TdBerkeleySy叩．、5，（pl）．11ト150）．  

DiCiccio，T・andEfron，B．（1992）．Biometγ魂a，79，23ト245．  
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Hall，P．（19鵬）．A7け乙．馳ぬ軋16，927－953．  

Ichikawa，M・and壬（onishi，S・（2002）．］．Mult．Anal．，81，47－66．  
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訂aetorAmalysisbyUsimg鴇igぬerOrderMomen富s  

LeidenUniversity AbMooリaarl  

InFactorAnalysis（FA）mostlycovariancesorcorrelationsarenttedonly．These  

COe托cients are called second ordermixed mome11tS because they dealwith cross－  
productsoftwovariables．Ifthevariablesarenormallydistributed，thesesecondorder  

moments contain，besides the且rst order moments，allthe necessaryinfbrmation．  

However，iftheobservedvariablesarenotnolmallydistributedhigherorderrnoments，  

1ikecross－PrOductsofthreevariables，COnfainaddifionaljnfbrmation．Forinstance，the  

Skewnessesofthevariablescontainalsoinfbrmationabouttheunderlyingstructure・In  
thispaperweextendthecommonfbrTnulationofFAintermsofsecondordermomentsto  

higherordermoments．  

Threedifftrentkindsoffactoranalysisare：linearFA（LFA），pOlym0mialFA（PFA）and  

lnteractionFA（rNFA）・A11thesetypeSOfFAcanbeusedfbr㍗Odelingnonnormally  
distributedvariables．A generalfbrmulation ofStructuralEquatlOnModels（Ofwhich  

factoranalysisisaspecialcase）withlinear，quadraticandinteractioneffbctsis：  

『＝α十おoTl＋rl亀＋r2代⑳ち）十ぢ，   

Wherer12isherethernainmatrixofinterest．SeealsoKleinandMoosbrugger（2000）．By  

Ourformulationmainefftcts，qtladratice晩ctsandinteractionefftctsarepossibleinone  

model・Themeasurementmodelisdennedasx＝T，＋＾xち＋8，y＝T，＋Av叶十£・  

Bydenningzx≡Ⅹ－E［x］，Z，≡ybE［y］andz弼≡（ち⑳ち卜E［％⑳；］wecanwrite  

肝晶1r．Ay£1r2〕〔芸：ち描；A昌一1〕  
WhereB＝トBo・Thisfbrmulationcanbewrittenintermsofsupervectorsandsuper  

matrlCeSaS  

Zo＝Aヱェ＋Ke，   

WherethesubscrlPtS“0”and“L”correspondto“observed”and”latent”vectors．  

Forthe蔦rst，SeCOndandthirdordermomentswehave  

g［z∂】＝Ag［zェ］  

且［z♂⑳z。］＝（A⑳A）g【zェ⑳zェ］＋（K⑳K）g［e⑳e］  

g［z。⑳z。⑳z。］＝（A⑳A⑳A）g［zェ⑳zェ⑳zェ］＋（K⑳K⑳K）g［e⑳e⑳e］・   

Ageneralizedleastsquaresfunctioncanbede伽edas：  
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′（0）＝（s－¢（0））－W（S－¢（0）），   

in which Wis some weight matrix．Minimizing f（0）with respect to thelatent  

parametersogivesgeneralizedleastsquareSeStimatesofO・Formorediscussionabout  
thisestimationprocedureseeBrowne（1984），Mootiaart（1985）・  
AnexamPleistheinteractonmodel・Seefbrsomerefヒrences Busemeyerand  

Jones（1983），KennyandJudd（1984），Ping（1996）BollenandPaxton（1998），Jackart狐d  
Wang（1995），J6reskogandYang（1996）■   

AMonteCarlostudywascarriedoutfbrthethreetypesOffactormodelsgivenabove  
With500replicationsanddi脆rentsamplesizes・Theresultsare：  

1：Fittingallthethirdordermoments，inadditiontoallsecondordermoments，glVeS  

largebiasesoftheestimates・  

2‥FittingallthethirdordermomentsglVeSthesmalleststandarderrorsoftheestimates  
（Whichcanbeproveningeneral）．Butseeremarkl・  

3：Thedistributionofthegoodness－OfこntstatisticX2ischisquaredistributedaccording  
tothelargesampletheorylnCaSeSWherethenumberoffittedmomentsisrestricted・   

Generalconclusion：Acarefu1selectionofmomentstobenttedisnecessary．  
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租五帥er－Orderest五ma古畳omerrorim払ctorama且ysis  

amdstrllC紬ra且equat豆ommode且imgum鮎rmommorma掴y  

HaruhikoOgasawara  

OtaruUniversltyOfCommerce  

1．Abstract  

Ageneralformulaofthehigher－Orderasymptoticstandarderrorisderivedfor  

the estimators of the parametersin structuralequation modeling・The丘）rmula  

COVerSnOnnOrmallydistributeddataaswellasnormallydistributedones・Forthis  
derivation，the third－ and fourth－Order asymptotic centralmoments of sample  

variances andcovariancesare providedfornonnorma11y andnormallydistributed  

cases・TheformularequlreSthepartialderivativesofanestimatoruptothethird  
orderwithrespecttosamplevariancesandcovariances，Whichareshown払rthecase  

oftheWishartmaximumlikelihoodestimator．Toseetheaccuracyoftheわrmula，  

simulationsareperformeduslngtheexploratory／con員rmatoryfactoranalysISmOdels・  

Itisnumerica11y shown thatsomeoftheaddedcontributions ofthehigher－Order  

asymptoticstandarderrorsaresubstantialwithsma11tomodestsamplesizes・   

2．Main rcsutts  

Underusualnotation，WehavethefollowlngreSults．   

Lemmal・Theasymptoticthird－Ordercentralmomentof Sub，Scd and Sef  

WiththeassumptlOnOfitsexistenceis  

巴（（∫‘JわーJ‘Jム）（∫。。一打。・。）（∫可・一打。′・）‡  

＝乃‾2（J‘血相 －♂‘血〟Jげ一打呵げ。d一打嘲J‘∫わ  

ーJ（托・〟J吋一打ぁぐdJ吋一打‘加汀吋－α‘′わ〟J〔て／・  

一打‘血げ瑚一打吋J。dど＋2J‘㌦㌔〟Jq／・）＋0（乃‾3），  
（p≧α≧み≧1；ク≧c≧d≧1；ダ≧g≧∫≧l），  

where CT。bcdd、，（㌔bcd and CT。bL・are the multivariate centralmoments of the  

VariablescorrespondingtothesubscrlPtS，reSPeCtively・  

Let K＝‡K。bcdibe the fburth－Order cumulant matrix of observable  

Variables．Then，Wehave  

Theoreml．Thebias－COrreCtedthird－Order（added）asymptoticvarianceof  

′＼ qwiththeassumptionoftheexistenceoftheassociatedmomentsofobserved  
ノヽ  

variablesandthreetimesdifftrentiabilityof qwithrespecttosamplevariances  
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andcovariancesisglVenaS   

△avar（∂∫；〝‾2）＝乃‾2  

‡  

∂2βf  

一迫K姓十∑∑∑讐    ノ1 ＿†     一1 ＿＿  ∂¢’飢F：岩美㌃ 
琵・∂J。み∂J“∫∂Jげ  

×（隼血相 一打。ム♂（朝一J（t‘′α瑚一打げげ。ム“∫   

一打〟ぐ〟J吋一打ム‘－〟J吋一打〟ム（・J‘′げ一打〟わ‘′Jぐく／、   

一隼血午岬－げ吋Jぐ‘′ど＋2J〟ム隼‘′J豆・）  

2 
∂3♂J  ∂2♂∫   ∂2βf． ∂∂7  

＋   

∂J〟占∂Jげ紬ぐ〟∂αg力  紬gヵ紬〟わ∂J（t‘／∂グげ  

×（J。ム（－。′一打。みα“′）（α榊一打げJg′～）  

∂β／ ∂2∂／  
し  紬’飢F：競売㌫ 

宕 ・∂J。占∂α（・。∂α。′・  

×（隼血相 －α。〆㌔昭一2ロ‘。〟J呵－2げ。。〟J吋  

－2J。占‘、J吋－2ロー〟ム。J。げ＋2ロー。みJ“′J可・）  
‡  

acov（S   ・tr‡をaco摩）acov（S）・aCOV〔6i，  〕  

∂2∂f  

∂s∂s－  

（fニ1，…，ヴ）．  

Corollaryl。Thebias－COrreCtedthird－Order（added）asymptoticvarianceof  

ノヽ q withtheassumptionofmultivariatenormalityinadditiontothatinTheoremlis  

［  

∂2β7  

∑∑∑貨  黙雷ま烹∂J 
ノヽ Aavar（Oi；n，2）＝n‾2  

‡。む∂J。。∂Jげ  

×（（汀薄Jぁ。＋JβJ。。）Jdg＋（J舟Jぁd＋J．仲J。〟）J。β  

＋（Je。J如＋打ど占J。。）♂好＋（♂ど。♂占。＋打どムJ。。）Jげ）  

∂2βf   ∂2βg ． ∂β～  ∂3βi  

＋∑∑∑∑   
α≧占c≧dど≧．′g≧力  

＋  

∂Jα占∂Jg′∂Jcd∂♂gゐ  ∂Jgヵ∂げ油∂♂cd∂Jげ  

×（J。。αみ。＋α。。Jム。）（JggJβ＋JどカJ．ね）  

（g＝1，…，ヴ）・  

Key words‥Mean square errors，aSymPtOtic standard errors，aSymPtOtic biases，higher－Order  

analysis，StruCturalequationmodeling，nOnnOrmaldistributions，aSymPtOticrobustness・  
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Factoramalysis，reliabilityandl血dimensiomal紬y  

UniversltyOfGronlngen，JosM・F・tenBergc  

Factor analysis and test theory go back a tong way・Not only do researchers want reliable and  

unidirnensionaltests and scales・Factor analysis and test theory also share the same mathematical  

什amework，reVOIvingaroundasefdj邑〔LSibletautoIL）gies．Thdtis，fbrilnXedobservedcovariancematrix∑，  

thereexistsasetofdiagonalmatricesDsuchthatboth∑－DandDpsd・Inthecontextorねctoranalysis，the  

diagonalmatricesaresolutions払rV，thenormegativediagonalmatrixofunlqueVariances，entailingaso－  

ea11ed reduced covariance matrix∑－V・Each polntin the ftasibleゝetis one possible tbetor analysis  

SOlution・lnthecontextoftesttheory，thediagonalmatricesaresolutionsわr∑ト，thenonnegiltivediagonal  

matrixoferrorvariances，entailingatruescorecovariancematrix∑－∑L：Eachpolntinthcsetnowrefersto  

OnePOSSiblesolution恥r∑L．ThispaperglVeSanOVerViewofthosepolntSinthe臓ISiblesethavingdirect  

psychometricinterpretatio恥－  

TheidealofねctoranalysISisto蔦ndasolutionforVsuchthatwec皿decompose  

∑ニ（Ⅲ）＋Y＝FF′＋Y  

with∑－Voflowrank，Whichcanbefbctoredas∑－V＝FF′，WithF（mxr）amatrixofloadings，fbrsome  

Smallnumberofcomrnon払ctors r．Akeyissuehasbeen towhatextentcancommunalities（diagonal  

elementsof∑－V）reducetherank．Theanswerhasalonghistory，reVOlvingaroundLedermann’sbound  

（LB）．Ledermann（1937）proposedthefunctionp（m）＝r2m＋トイ前J／2asan仰erboundtothe  

numberofcommonたICtOrS．CounterexamplesweregivenbyWilsonandWorcester（1939）andbyGuttman  

（1958）．Shapiro（1982）provedthatLBisalmostsurelyalowerboundtonumberofねctors，andthatthe  

minimumreducedrankisunstablebelowLB．Shapiro（1985）andBekkerandTenBerge（1997）alsosettled  

theidentincationissuegenerically：TheunlqueVariancesarealmostsurelyidentinedwhentherankis  

belowtheLB．ItmaybenotedthattheLBalsoplaysakeyroleintheso－Ca11edinversePCAproblem・  

Froman〝lXrPCAloadingmatrix，theentirecorrelationmatrixcanberetrievedwhenrisatoraboveLB・  

（TenBerge＆Kiers，1999）・  

Intesttheory，eaChpolntOfthefbasiblesetischaracterizedbyitsimpliedreliability・Themost  

interestingpointsaretheorigin（implyingthatperftctreliabilityisapossibility），andthemaximumsumof  

coordinatespoint，entailingthegreatestlowerboundtoreliability（Bentler，1972；Jackson＆Agunwamba，  

1977；Bentler＆Woodw∬d，1980；TenBerge，Snijders＆Zegers，1981）・  

Inねctoranalysis，eaChpolntOftheftasiblesetischaracterizedbyitsimpliedreducedeigenvalues  

aJldreducedrank．Althoughlowreducedrank（belowLB）occurswithprobabilityzero，SOmepOintsinthe  

setareclosertotheidealoflowrankthanothers，inthesensethattheirelgenValuesbeyondthenrstrare  

sma11．Minimum Rank Factor Analysis（MRFA，Ten Berge＆Kiers，1991）identi鮎s the most r－  
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dimensionalpolnt，f＝1，2，…，intheset，byminimlZlngthesumofthelastm－Treduced eigenvalues・A  

quadraticvariant（MRFA－Q）minimizesthesumofsqu揖●eSOfthelast′7卜rreducedeigenvalues・Thatiゝthe  

sameoqectivefunctionasinLeastSquaresFactorAnalysis，eXCeptthatMRFA－Qisconstrainedtostay  

withintheftasibleset．Themostimportantpracticaldi恥rencebetweenmethodstha†arearldrhoserhatare  

notinsidetheftasiblesetis山attheformeraIlowevaluatlngaperCentageOfexplainedcommonvariance、  

analogoustotheperCentageOfexplainedobservedvarianceinPCA・TheMRFAsolution丘）rr＝listhe  

mostunidimensional（congeneric）pointinfeasibleset・Anaturalmeasureofunidimensionalityofatestis  

thepercentageofcommonvarianceexplainedbythatsoIution，SeeTenBerge＆Soean（inpress）・Theleast  

unidimensionalpolntintheftasiblesetistheongln，WhichcorrespondstoPCA・  
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An〕ncompensatedFacto「AnaLys］SMode［ ■  

ThcNatiollalCcnt・CrforUnivcrsityEntranccExaminatiollS  KojiroShojimal  

Ill払ctoranalysis，thcjthvariablccanbcdcscribcdas旦＝杓＋刃f＋句，Wherc  

f＝［Fl・・・FLJ］／isaM－（1imcnsioIlalrandonlVCCtOr，句＝仇1・・・～M］′isavectorof  

factorI）attCrn払ritcmj，杓1Sanintcrcept，and句isaraIldolllCrrOraSSumCdtobllow  

anormaldistributionwithmcanOandvarianccl／功；i・C・，句～N（0，1／功）・  

Inthcfactoranalysismodcl，theconditionaldistributionof旦whcnf＝0，旦lO，  

fo1lowsaIIOmlaldistrib11tionwithmcan杓＋ぺOalldvarial－CCl佃・Thatis，  

3  n 0  

ex。－恥骨畔  
（1）  

鴫 ∃ 妄  

ん（旦＝ユ掴）ニ  
2打  

◎ 
a 

ー 2 

cx榊卜且－1乃） （2）  

王  

cx（∂サ佃4（針1年－1凸）・ （3）  

（3）becomesverysimi1artothcmultidiInCnSioIlalcontinuous 
． 

usingthefb1lowingtransfbrmations，  

～＝（亘1）1町 ／勺＝一世h）～1亘且 alld 功＝（亘1）2，  
（2）rcduccsint10（1）・Notctllat4＝q亘（MxM）in（3），andthcrTmClementofAJ  

is〔りmq。・Thcn，thccxpcctedscorcofFjCOnditiollCdonO，E［旦lβ］isrcprescntedas  
Fig・1・   

1・An Uncompensated FactorAnaIysis ModeL   
Assumingthatcvcrynondiagonalelemcntin4jisscttobcOin（3），WCCallObtain   

一  

酬）＝轟exph一言｛qo（β－…刷qo（β骨醐  
i  

（4）   

請Ⅹ喜1卯m一角m一旬m乃）2  

Thecxpectcdscoreof（4），E［旦［0］，becorIICSFigt6・Bythcway，itisobvioush■Om  
（1）and（4）t・hatthecompcnsatedmodcl（ordinaryFAmodel）yicldsnodifferenceas  
comparedwiththcuncompensatedmodelifthesimplestruct11rCiscompletelyrealizcd  
inthefactorpattcrn．  

1TheauthorisgratefuItoDr．Kano（OsakaUniversity）and Dr・Yanai（TheNationalCente「for  
UniversityEntranceExamination）fortheiruseFulcommentsandsuggestionsonearfie「Ve「S，OnSOfthis  
PaPe「・  
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2．A MixtureModeIofCompensated and Uncompensated Relationships  
Ifweintroduceadummyvariablc句m。（＝鴫。m）whichislifthcrelationshipbctwccn  

themthandthenthiscompensated，andisOothcrwise．Thatis，  

（  

1whenthcrelationshipiscompcnsatcd  

O whentherelationshipisuncompcnsated  
（5）  鴫m。＝4nm＝  

Thenpreparingasymmetricmatrix巧＝（鴫mn）＝（qnm）｝WeCaneXPrC苧SVarious  
Situationsofcompensatedoruncompensatedrelationshipsamongfactors，uSlngPjO  

AJ＝（鴫m硝mqn）insteadofAj・  

3．A ModelThatContinuouslyConsidersThe DegreeofCompensation   

Tbtakcthedegrecofcompensation（uncompnSation）intoaccount，CaChelcment  

Of巧canberegardcdascontinuumwithitsreglOn［0，1］・Continuouslyoperatingthe  

elementof巧，WeCanCOnSidermediummodelsbetweellthecoInPenSat′Cdandthc11Ⅰト  

COmPenSated（see Figurcs2－5）・Itis certain that the modelwith d＝1．O and d＝0・O  

becomesthecompensatedmodelandtheuncompensatedmodel，rCSPeCtively・  

F痩・1：m（d＝1・0）  Fig．2：d＝0．8  Fig．3：d＝0．6  

Fig．6：Uncomp．FA  

（d＝0．0）   
Fig．4：d＝0．4   Fig．5：d＝0．2  
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MeaIIColllParison：ManifbstVAriableversusLatentVariable  

KトHILiY11illl（UllivorHit，y（）fNot．rぐDと1mぐ〕と111dPぐtCLrM．Boiltlぐr（UCLA）   

L（、tyl，y2，・ 

． 

y～＝〃＋Aぞ乙＋亡い  （1“）   

WllぐrCIEi～111d e7～汀Oil－dppcll（1p11tLWith E（e‡）＝T，Cov（∈i）＝申，iln（lC（‾JV（∈i）＝㊥i…  

（1i鳩〔）11itl仙tt・ⅠうⅩ．SりtllClllぐと111V（ゝぐt・0Ⅰ・と111d川Ⅴ～lriとtll〔lCll血rix（〉｝f－y乙i11・ぐ  

〃＝レ＋AT ～lIl〔1∑＝A缶A′十申，  
（1り   

Ill（・1n・＝＝i（1nll11111†iv～lI・i山…11alv＝isthprpisagl、m止il－tPrCHti11tP＝til唱t・hplllぐ～1110fthelll～11－if”t 

vttriと1hl（ゝH（MV），†hptyl）i（liLlhyp〔）†・11（1HiHiHHol：P＝0．ThぐWぐ1トkIlOWnHotclli11gT2is  

（lぐHig11ぐ〔1f（）rH11（Lh里）llrl州ぐ，Whi（Lhisgivcl－byT2二n斎′S－1y，Whorぐ吏istllrlH～1111PlelllPfLll  

とlIl〔1SiHt・11ぐH；1叫）1ぐ（lnV托rhrl（：Plllat∫rix．  

IlltIll＝ぐtuI川flnOdpl（1），tCStillgP＝0（la11；Ll＝Obea（‥（・0111PlishpdbytぐStillgtheI肝anS  

ofthぐ1由IltVr（・t・Orぞ．ForcxampIp，WhcIIU＝Oill（1b），FL＝OispquivELlm－ttOT＝0・  

MorpgぐIIOmlly，HllP押HCtllrぐlぐmClltSOfFLand∑とIrPfurtllぐrPnr往1－1両ri肝〔1aHm（0）and  

C（0）．WllⅢ（冊r（、（・tly甲雨伽d，〝＝m（00），∑＝C（00）all（1wぐ（皿I100thopopulation  

v晶1P（〕r仇 L再β＝（β1，βら）′，Wllereβ1isa＝封×1vp（血rし汀）11tail血gと111t緑paral－－PterS  
t」11ataPPぐとIr（・）111yillm（0），andO2（：OntaillStheq2rCmainillgparal－1eterS・Wllel－P＝血1001，  

whi止gencrallyllnldHWhcnm（0）iHlincarinOl，t・hpllt・PStillgforHoliseLluivalellttOteSting  

Ho2：001＝0．TwocommonlyusedtIeStSt・atistics丘｝rt闇ting鞠2arCthpWal（1statisticTtキ′  

andthplikぐIihoodratiostatisti（・7lR．ThpirdistributionsaredcLS（－ribcdbyasylnPtOti（・Sand  

t，heyarぐaSylnPtOticallypquival（、ntullderidealized（l（mditions（Englぐ，19d4）・AnilltereSting  

quest・ioniswlli（・hstatistricpmvidesthemost・POWerfultestforFL＝0・Wト由1dythpdi駄rent  

t．cststatisti（・SaSymPtOt－icallyandcl叩1riL：ally・   

Ullder～lSCquellぐCOflocalalterllativcs，Wehavc  

r2ヱx芸怖）wit＝1＝叩′∑‾1〝；  （2）  

と111（1   

れ－・三塩（軌  （3）  

where62deppndsolltheconditionsdiscussedbelow・Because71Ral－d了1ぅ▼areaSymptOt・ical1y  

equivalpnt（Eagle，19朗），7iR（・analsobedescribedby（3）・WhenthefactorloadingsAin  

（1）arekllOWn，Kano（2001）showedthat61＝∂2＝6・Becausep＞ql，uSingTLR～XZl（6）  
し・OrreSPOndstoagreaterstatisticalpowerthanusingT2…XZ（6）・WithoutassumingAknown  

andwithoutaproof，HamCOCk（2001）alsoconcludedthat62＝61・Usingratherrigorous  

derivat，ions，Wefoundthat61≧62andtheequalityslgnholdsonlywhel－theorthogonal  
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COndition叫∑plrh2＝Oholds，Whererhl＝（∂m（0）／∂Oi‡00）alldIi12＝（∂m（0）／∂0らEO。）．  

ItisobviousthatKaIlOIs（2001）assulnPtionsatisficstheortl10gOnalL・0Ildition．Whpllthp  

factorloadillgInatrixAisunknown，62－61＞0ingcncralandtheirdi鮎renccill（lrPaSCSaS  

TdepartsfromthenullhypothesisHo2．However，d2＞61doesl10timplyt・hat了11′rOr71R  

aremorcpowerfultllanT2bccausepcanbemuchbiggcrthanql・TheirspeciBぐPOWerS  
dependonp，qlandthemagnitudcofT・Simi1arcon（Llusiol－holdsil1111ultipIc－grOupl－1CLan  

COmParisoll，thatis，thel1011CentralityparametCr（NCP）（10rreSPOndillgtO71γOr71R hr  

testingthelatentvariablemeanscallbelnu（さ11SmallcrtIhant・hatLLOrrCSpOndillgtOHot′elling  

T2fortestingthemanifcstmeans．   

Thechi－Squaredistributionsin（2）and（3）arejusti鮎dunderasequen（：COflocal之11tcma－  

tivellypOtheses・Inpract・ice，boththealternativehypothcsiHandt・11eSamPIpsizcarefixed．  

ItisilltereStingtokl10WWhpther（2）and（3）arestillvalid．Ourempiriし・alrcsultsilldi（・at・C  

that（2）poorlydescribesthedistributiol10fT2and（3）poorlydeH（：ribesthedistributiol川f  

7L′and71Runlessthenullhypothcsisistriviallyviolated．Alargesamplesizedocsll（Jt  

maketheapproximationbetter・ThemagllitudeofthealtIerllativehypothesisplaysとLmuし・11  

StrOngerrOlethant・hesamplesizcn・WealsofoundtllatTLRCallbestoL：11aSticallylllu（：h  

greaterthan7Lrasthealternativehypothesisr11OVeSaWayfromt・henullhypothesis．   

Noticcthatthestatistic7L；OrTLRarebasedontheassulnPtiolltllat，thefactorlllOdel  

（1）iscorrectlyspeci且ed・Whenn10del（1）ismisspeci鮎d，thentheNCPsinboth了1vand  

7七RCanbesmallerorgreaterthanthatcorrespondingtoa（，OrrCCtlyspecifiedbasemodcl．  

AmisspecifiedcovariallCeStruCturehとはarClativelysmallc鮎ctonlneal－COI－1parisoll・A  

misspeci鮎dmeallStruCturehasaquitcslgni鮎antcffectolll－1ean（・Omparisoll・   

WhendatadollOtfollowamultivariatenormaldistributioll，underasequellL‥eOflocal  

alternativehypotheses端；StillasynlptOticallyfollowsthcLLhi一叫Iaredist－ributiollaSin（3）  

Whenrhi∑Llrh2＝0・However，WeCa110nlyshowthat7lRfollowsaぐentralぐhi－Square  

distributionunderthenullhypothesisandrhi∑‾1rh2＝0．  
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IndependentcomponentanalysISPndi七s ●  
application七ocausalanalysIS   

ShoheiShimizu  AapoHyvarinen  Ⅵ1takaKano  
（）甘往kaU11iv（ll・Hity  U11iv（、rHlty（）fH（、1sillki  OHi血し丁Iliv（、1・Hi†Ⅴ  

Keywords：IuLl叩し，Il（1（，llt（・（）l11P（J11（、11tEulalysiH，11O工111（）1、111alit】y，i王1（恒）（111（1ul”l．川IISと11  

ill圭一eI・（、11日、，IlOn（つq）（、1・iIll（111tと1日l汀hl  

Abstract  

W、HtuLlytll（＝叫）Ⅰ）1i（：ati（）IIOfillLlep（†Il（1（モ11ti（・（）111Ⅰ）（）11（｝11tallalyHiHt・L）（1i根）V（lryOf托…tlH～Ll  

（）Ⅰ・（1（11・i堀l）（汀W（肌1（）l）聞耳Vfユ（1vとu吏もl）1（－H．Patllをlユ1alyHiパiパパ．Wi（l（ゝ1y－11バ（、（llll祀1川1坑）1・  

…11冊hⅢ叶叩iH．ItiH（）fco11fir111atOl・y11atulて，aIl（l（LallI）r（）Vi（1（－HtiLtIisti〔taltⅢtH f（）1・  

aHH11111ul（！auHall・し一1at，i（）11Hl）とLS（，doll〔・（）111P氾・i汁011し）ft．11（，il11l）1iL、（1川Ⅴ往1・i之111（・（、111汀h・ixwith  

aHalllpl（一COVari皿L，（t．EHt・illl几tし、（1patll川（亜（・i（う11tSalでuHぐ（lt（）（モⅤれ111油－tll（Ⅷ1哺11it・11〔1（1  

0f（lとt11甘払1ity．H（）W（1V町it・iHl）皿（モ（1（）11tll（1舶Hlユ111Ⅰ）ti（）Ilし）fll（）1・‖1往1ity往11（l（mly11H（、St－11P  

川Ⅴは1－iaH（l（ゝHtl・l1日111・t－，Wlli（・11iswIlyit－llaSH（、Ⅴ〔さ1・とl＝）1て）t）1川1H．   

Av（甘ySiIlll）l（、ill11Htrati（）Il（）ftheprot）1ぐIll（）ffill（lil唱tll仁ゝ（lir（、（・t・i（）Il（）f用uHalityiH  

裏v（mt）ytWり1で餅（甘心iりIll＝（j（1ぐ1H，ぐ往H（さ（Ⅲ′Ⅰ（）（l（モ11と11ユ（＝し餌（1（11211（甘（、：  

M（J（1（ゝ11：∬1＝ 占12こr2十モ1  
（1）  

h・∫Ⅰ（）（1ぐ12：ご2 ＝  わ21二rl十モ2，  （2）   

wl肌（、thぐ（一Ⅹ1）lallとtt（）1・yval・iとLl）1（ゝiバとは嵩11111（一（1t（）l）＝111（：（）1▼1圭ht∫C（lwitlltll（｝（1iHtul・l）はIl（・eEl  

（）1・E2．We（・allnOtSayallytllillgat）（）utWlli（・11IllO（1（ユ1isb（lttCl・froIlltlletWOCOnV（、工Itiollal  

rE登r（盟SioIlaIlとLlyH（，t；l）aH（ゝ（1（mth（，tWOlll（）（lelsabovE，iIlth（ゝfra111〔，WOrkofSEM．UsiIlg  

tll亡ISEMtel、miIlOIogy，t．he、r）OtllIllO（lelsaresaturat（l（1（）11t11（lC（）VariaIl（：（ll11atl・ixof  

［∬1，ご2J・   
Ka皿弧（1SlliIlliztl（2003）a工1し1SlliIIliztlall（1KともIlO（2003）sllOWe（1†∫11at uHe Of  

Il（）IlI101甘1ality（highcr－Ol・（1ぐr rI汀）ⅠIlellt・S）ofobstll・Ved variablcslrlak（，Sit possit）1（ゝtO  

（listillg11i止bptwceIIMo（l（111aIld Mod（112．Ⅰ工Itllis al・ti（：1（う，WPビXten（lthellldll（）（1  

toIllOretlla工ItWOVal、iablcsalld（1evel（）paIl（モWStatist・icall11etllO（lfo＝1iscovcryofa  

（lauS礼lolてkl血gusiIlgllO＝1（jmlalityof（jbsel・vedvaェぬbles．   

ⅠIlt・hefo11owiIlg，W仁Ia（・tuallyass11Illetllatthcdatafoll（）WSSuしAlla∴＝10（1（モ1HOtllat  

the用uSalor（1el血giり）律蒔il）let・L）翫1（1．Thus，WeaSS11me†血、丘）1lowlrlg（latarll（）（1（†1：  

∬ltj）＝∑毎榊）榊）十モz（汗  

ん＜j  

（3）  

WealsoassulllethatthedisturballCeVariabl仁モSE％（j）ar（ゝIl（JIlIl（JrIllal，alldl11tltual1y  

iIl（1epeIl（1ent・ThisinlPli（1SthatEi（j）isiIl（1epeIld（！11tfrolllEi（k）f（）rallk＜j・   

Tbinvestigatethecausalstructureofthexi，WeWOuldlik（モtO且Ildtlleモ（：OrreCt  

orde止1gi（j）．TlluS，tllePrOblemisfiIldingthepernlutatiollOftheot）椚Vedvariables  

that reaects thecausalstl、11Ctul、eofthe data．hwhat follows，Wewi11HilOWhow  

StldlarlOr（1erillgCalll）ei（1eIlti鮎（1．  
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LetusrlUrInalizeth（モe（1uati（）11（3）sothattIICしIisturballC（さVarial）1esEillaVぐullit  

nor工11．DeIlOtiIlg  

Var（∈ま（J））  び刷畑 ＝1／  

Varほ虞（j））foI・た≠J，  勒（j），珊 ＝ －わ棚，叫）／  

theequation（3）caIlbcexprcssedas：   

叫J）舶ご畑＝∑一叫プ），t（岬（ん）＋環j），  
ん＜J  

（6）  

Where範）arethedisturl）anCeVarial）lesstandar（li肌Itohav＝lnitva血IICe・   

Letus〔lenoteby孟tlleVeCtOrWher（，tJleOl）S（汀VC（1variat）1（ゝSareOl、（1（ゝ1でda（l（・Ol・（1ing  

toi（j）．ⅠIlIIlatrixfol・Ill，equati（）n（3）canbeぐⅩPreSSCdas  

盃＝β孟十ぞ  
（7）   

wherethe工11atrixBisIowe工・tl、iaIlgular．Usil哨W，t・hiHl）e（・（）1IICS  

（1iag（lγ）盆＝－（瓜目礼g（Ⅳ）孟十き＊ 01・叩1ivalentlylヰ′孟＝き＊   （8）  

whereWisstilllowertriallgular，fol、tllC（：Ol・re（：tpel・IllutatiollOftlle（）t）H（汀Ⅴ軋1vari－  

ables．This（：01－resl）OIldstotlle（・OrreCt・perエ11utati（）nOft・11（う（‥（）1uIllllSOfW・Fl－（）111tIl亡モ  

theoryofICA，WekIIOWthatthisWcanbeeHtiIllateしIul）tOapernl11tatioIIOfitH  

rows，uSiIlgStaIldardICA工11ethods．   

Thus，themodel（7）canbee抽Ilat（l（＝）yl）estil上1atiIlgarlillitialWt）yICA；2）  

丘ndingacoIIlbinatio工10fper王nutationsoftllerOWSandthc（1）lunlIISOfWHOtllat  
卸becoI11eSaSClosetoIowettl・iaI即1al、aspossit）1e，uSingtllCalg（）ritllIllabove；（3）  

（モStinlatingBbyLt－（1iag（W）－1w．TllCW（l（モIl（）t（！…H）lTC（・tIlyI）（1l・111utulv（モrHi（）11  
0flγ．   

NowweshallshowthenlO（1elslaIl（12（・ant）eeXPreSH（さdiIlthisframcw（）rk．ⅠII  

Modell，thecausalorderofobservedvariablesis（i（1），i（2））＝（2，1）．Modellcall  

be rewritteIlaS：  
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∬2   
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∬1  

M（）（1ell：  

⇔  

Here孟aIldβal、e  

盃＝［…汀β＝［諾2  

0
 
0
 
 

＝り   

OnecanseethattheBisIowcrtriangularwheIltheob腔rVe（1val・iat）1亡、Sal・C（）1・（lereし1  

accordingtoi（j）．AIsoiIIMode12，OneCanSCet11PIowel・triangulal、it・yOfBinthe  

SaIlle nlannel＼  

Reference＄  

Kano，Y・alldShilnizu，S・（20O3）・Causalinhrenceu血1gnOlll10rlnality・In Proceedin9S  
√げ／／廿J再＝T＝仙J川上．ゴJ川J〟ノ刷J＝り‖．）■川11什√げ〃…／√ん叩－′77け・J川／J∴l＝…、′ノ佃ノり／（イ  
theh巾rⅦatimLCbliterion伊Iq－（Higuchi，T・，Iba，Y・＆Ishiguro，M・，Eds・），2片ト  
270，ISM R．eportollResearchalld EducatioIl，No．17，TheInstit11teOfStatistical  
Mathelllatics，Tbkyo．  

Shimizu，S．andKallO，Y．（20O3）．NonllOnnalstructuralequatiollll10delillg・（submittcd）・  
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Wもywouldfactorsorcomponentsbenon－nOrmal  
andsquare－COrrelated？  

◆●一             AapoHyvannen  

H＝TBasicResearchUnitandDeptofComputerScience  

UniversltyOfHelsinki，Finland  

aapo．hyvarinen＠helsinki．fi  

WWW．CS．helsinki．fi／aapo．hyvarinen／   

lndependentcomponentanalysis（lCA）L7，4，6】isdmultivariatelinearlatentvari－  

ablemodelcloselyrelatedtotheclassicfactoranalysismodel．1tsLICtualestirmtion  

methods，Ontheotherhand，iu’everySimilartoprqectionpursuit．Thekeydi恥rence  

betweenICAandordinaryfactoranalysISisthatthelatentfactorsareiISSumedtobe  

non－Gaussiiin，i．e．tohavenon－nOrmaldistributions．Thisseemlnglys汀岨11difference  

inthemodelde仇一itionleadstohugedifferencesintheestimationprocedureandthe  
applicationsofthemode）．Infhct，nOn－nOrmalityallowsustosepamtesevera＝inearly  

mixedindependentlatentsignals，anda）sotouniqueh，de（enllinethejZL（・t（〃・lVTa  

withouttraditional払ctorrotationmedlOdssuchasvarimax．   

ThebasicdehnitionofICAisqulteSimple．Letxl，．r2，…，Xn denotenobserved  

randomvariables．Theseare mode11edas alineartrans丘）rmationofnlatent variables  

∫1，∫2｝・・・，∫J‡：  
〃  

耳巨＝∑‘桝，br／＝1，2，…，〃・  （1）  

ノ＝1  

The（lijareCOnStantunknownparameterstobeestimated，nOtunlikeIもctorloadings・  

WemakethefbllowlngilSSumptlOnSOnthelatentvariablesorindependentcomponents  

．TJ：   

1，Thesiaremutually（Statistically）independen［．  

2．ThesiarenOn－Gaussian，i．e．havenon－nOrmaldistributions．   

ThenthelCAmodelcaJlbeestimatedL4J．   
lnadditiontothebasicICAmodel，SeVeralresearchershaverecentlyconsidered  

thecasewherethecomponentssjarenOtindq，endent・Manydi駄rentvariantscanbe  

COnSidered：thecomponentsmightbedividedintogroupssothatcomponentsinside  

agrouparedependentbutcomponentsindifferentgroupsareindependentL3，6j，the  

dependenciesmightlも1lowa触edtopographicorganizationL6］，thestruCtureOftrees  

【2，8】，OrSOmegeneralparametricforms15，9l．Thereisaninhnitenumberofdifftrent  

dependenciespossible，SOanyparametricmodelhastoberestrictedtomodellingsome  

limitedlもmilyofdependencies．Mostauthorshaveconsideredoneparticulartypeof  
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dependencies：COrrehltionげSquaTeSbecausethiskindofdependencyseemstobe  
quitedominantinm皿ykindsofrealdatafoundinsignalprocesslng・   

Bothnon－nOrmalityandcorrelationofsquaresmayseemIobequiteoddassump－  
tionsinthecontextofclassicalfhctoranalysis．Non－nOrmalitymayevenseemtobe  

incorltradictionwiththeclassicalCentmlLimitTheorem．Inthispaper，ldiscussa  

Simpleframeworkthatmightexplainwhymanykindsofrealdataarenon－nOrmal・  
Interestlngly，thesameframeworkleadstocorrelationofsquaresasthenaturalform  

Ofdependencybetweenthecomponents．Ishallalsobrie貝ydiscussthecaseoftime  

Series，Wherethisftameworkleadstoaninterestingkindoftemporalcorrelationssimi－  

1artowhatisseeninmodelsbasedonbyautoregressiveconditionalheteroscedasticity  

（ARCH）．Theframeworkisbasedonscalemix．turesofnormaldistributionsLl，10l．  

Re鎚remces   

r＝D・AndrewsandC・Mallows．Scalemix【ureSOfnormaldistributions．JRoyal  

ごねf如才ぐαg∫0ぐ∫β年β，36：99－102，1974．  

【2］RR・BachandM・Ⅰ・Jordan．Beyondindependentcomponents：treeSandclusters．  

ゐ〟mαJげ肋c鋸〃eエg〟m血g月β∫βd作れ4：1205－1233，2003．  

【3］J・－FCardoso．Multidimensionalindependentcomponentanalysis．InPTV（・．］EEE  

力旺α扉〃〃A（・〟〟∫〆れ勘ggcカα〃〟鞠〃〟げ和ぐど∫j・吻rJC4且肝’タ勒SeattIe，WA，  

1998．   

t4］P・Comon・hdependentcomponentanalysisManeWCOnCept？SignalPmcessing，  

36：287－314，1994．  

【5］J・HurriandA・Hyvarinen・Tbmporalandspatiotemporalcoherenceinsimple－Ce11  

responses：Agenerativemodelofnaturalimagesequences・NetwoT＊：Cb〝甲uta一  

舶用J乃楠〟用J郎∫勧乃∫，14（3）：527－551，2003．  

L6］A・Hyv温rinen，J・Karhunen，andE．Qja．h7d甲endentComponentAn（lLysis．Wiley   

Interscience，200l．  

【7」C・Jutten餌IdJ・H6rault・Blindseparationofsources，PanI：Anadaptivealgorithm  

basedonn9urOmimeticarchitecture・S励alPTVCeSSlng，24：ト10，1991．  

f8］YKarklinandM・S・Lewicki・Leaminghigher－OrderstruCtureSinnaturalimages．  

楠仙OrたごC押野〟ぬ血乃g乃楠〟和才勒∫勧乃∫，14（3）：483－500，2003．  

［9］H．Vhlpola，M．Harva，andJ．Karhunen．HierarchicalmodeIsofvarianCeSOurCeS．  

∫励〟り）和ぐg∫∫軸，84：267－282，2004．  

【10j M▼Vhst・Outliermodelsandpriordistributionsinbayesianlinearregression．J  

只野〟J∫〟〟加如才ぶβr・ぬ伊凰46：431－139，1984．  
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lmprovementISOfI〃MTbchiniquesbyBayesianHierarchical  
Modeling  

Kazuo Shigemasu，TakahiroHoshino  

Tll（lU11iv（、1・パity（）fToky（），h雨it〉11t（、りfSt；1tiHtiぐとtlⅨ／Iilptll（lIlmtiぐH  

1．ⅠIltl・otltlしモtit）Il   

W（1押（）P（）Hult・h（、BnytゝバiaIIAIlalysisofStr11（・tI11ralELluati＝1M用1（tlu血堀Gil）l）HS托Illl）1（甘（Slli脚Llaパ11、  

H（）止iIl（）＆OhIll（汀i、2仙2）．1‡1t‡1iバと1】1と車′バiバ，lat‖1t Vと1Ⅰ、iれl）1（lバi甘fli‡1（血（1t・（1～㍍れ雨‖）OrGil）l）バSれユ1叩1げ  

Ⅰ・ilttlt・1、抽叩ilI・（、iIlt（lgl－血ゝ（1（）11t．（）Ilぐ之l（1vaIlt・；榔（）rt′11i…1）いⅠ・槻（1Iliバt（）Ill止（ltll（－ilIl叫壷Ⅷ血l心（111｛）l嘱ll  

t（）haIl（1lt！th（lVari（）llHkiIl（lH（）f（1atpa（（モ・g．，di（三h（）t（ml川lバ，l”iyt（）I110tlバ．Illul†il）l＝（・1川・t・i（軋（）r（i（汀ing）．hlthiパ  

甘hl（1y，W（、（1Ⅹt（、‡1（lth（、iul巾バiHtOal）Plyth（tBay（血1IlIll（lt・h（）（lt・侶皿小四（▲l）i血、tl（・川11l）几l・iMl（latl軋  

2瓜ノⅠ川1ぐ1Diバtril）11ti（）Il   

T‡1e11…（kl（1iぷtl砧utioIl長）1ゝt．IlぐISE九I、isg主vt！Iliu長川＝Wバ．凡）t山iun…Il【川i京1・il）11t。ioIl往1とuバtlIllti（）Il＝lH（▲（ユ  

iIlt【hiメe（1tlati川1iポt・llぐバ洞11（▲心Shi酢Illとuu，0IlIllOriとⅢ（1H（｝止i11（）1）叩押・   

ブノ（ズ，ダ，A、」玖ー，嬰，宙，n）  

∝酔軒号軒昔cxp〈一言t昭一1F；・（X－FA甘l（XmJ）L  
十（れ月′－ダ㌔）が（ア1月∠－げ）∠j〉  

：i．Mo（1ifi（、atioIlOrtIlぐ八一Io（1（ll   

ThenlOdelぐXl）1aine（1abov（Jis（・haIlgCdtoin（モIudeat．yl）iぐalHit，uatri（川1WhtlrCl）air（㌍l（－Mlll）ari鮒nmethod  

wとはu昌ed．Onc叩eCifi（－atioIli…S丘Jllows：  

諾＊＝A∫十el， 右＝〝＋rJ2十e2・  

什㍗＝Aル，∑霊■＝Al（rヱ宙r＋n）Ai十中・  

Thex＊，Whichw鵡aSゴurlle・dtobeohメCrV（dポO払r，IIOWislatcnt、鋸1dtheLれ（：tualdataofpair仁モdconlparisoIl  

isgivcnbytherelationshipsamoIlgth（tlと出さIltVariablesが・   

Foreachl）aircdcorIlr）al・i”l，theactual（1ataisobtaiIledonly払raI）artiⅢ1al・匹i工・Ofthcvariabl軋  

and theother（・OIllbiIlatioIlバare叫）l）OS（モtltol）（lIllissing．Ifwet】r（，at the allt）air（▲d（、Onlparison data  

sinlultaneously，theiIICOnSi血ntdata（・anIlOtbeallalyzedsottlatSOIll仁IallthorHhadt⊥）iIltm（luぐeaddit・ional  

errortermstoanalyzeincoIISist・eIltdata．  

4．Algorithm払rl）aircoIlli）arisondata  

Notethat：r■isthevectoroflateIltraIldoIuVariables．Nowthealgoritlm1is（－haIlgedas丘）1lows，  

Prel）areStartingvaluesorpar乱IlleterS，  
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StepO：generateFiU），Fとしり  

Stepl：脚1erateB（k）aIldr（k）basedonotherl）araI11etぐrSaIldlat・（モIltVarial）l（tS・  

Step2‥脚1erat（！A（ん）  

S七ep3：餅neI・atejレ（ん）  

Step4‥脚1erateFik），F皇ん）  

Step5‥gtさIlerateX叫）uIltilthegcneratedvariable昌Ill性tt・h（、（－（）IIStraiIltSgiv（1Ill）ytheol）S（－1rVCdl）とtir｛l（i  

C（m叩arisorldata．   

Step6：GotoSteplwithl＝l＋1・  

5．飢rlltllatk）IIDa－ta  
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r＝（71（0．4），72（0．：i），↑3（0．5））£，n＝d廟（叫（0．2），山2（0・：i），山3（0・4）），〝＝（0ル2（0・5）ル：主（1げ・   

Thevalucsinpar〔血hcscsarctrucvalue＝）fparalneterS・Withscv（さIIVarial）leバ，therearc7C2＝21l）airs・  

EaぐhpairwasobservCdwithI）rObabilityO．5，HOthccxI）CCt（dIlur11berofl）airs（、a（－huIlit・Illa（1（▲j11（l併Illult  

on w紬0月×21＝10．5．Ⅵkdぐ1et（dllIlitsthと1tIllれkeIlOjud酢Ill〔！Ilt．   

InthissiIuulation，theIlunlbcrof11nits（subj（牛山）g（、Iltlrat（dwat；2OO（｝r400・  

6．R．ぐバul帖OrバiIllulatioIldata  

ThetenreplicateddatasetsweregeIICratedh・onlthetrueIuOd（tlarld肝rCaIlaly椚1byth（、l）rOIJO出i  

method．TheIueanSOfcstimatesgivent）ythcpropo淡dnlCtIhodaret；howIliIITablcl．  

Tablel：Resultingestimates  

N＝200  n・uevalue  Esti∬1ate  MSE  N＝400  n・ueValue  Eバtinlattモ   九ISE   

入1   0．6  0．632：i．008127  入ユ   0．6  0，620と主 ．005：i14   

入2   0．3  0．2と与82 ．005364  人2   0」i  0．307と卓 ．00：i222   

入i   0．3  0．2925 ．004さ主01  入：i   0．：i  0．29とiO ．0040：摘   

入．1   0．6  0．58（う2 ．006230  入4   0．（i  0．6142 ．nOjlO5   

入5   0．8  0．81（i9 ．007218  入5   0．8  （），7912 ．005（i70   

入G   0．6  0．5893 ．006294  んj   0．6  0．5925 ．00：う601   

入7   0．8  0．7904 ．005787  人7   0．8  0．7962 ．00‘ま24ヰ   

「’l   0．4  0，3さ汀5 ．00464～う  ↑1   0．4  0．4051．00：iO98   

72   0．3  0．：il16 ．005204  つ2   0」i  0」iO55 ．00：i142   

7：i   0．5  0．490さi．00543：う  ↑：i   0．5  0．5062 ，00：う019   

山1   0．2  0．1と拍0 ．00：i770  （Jl   0．2  0．2079 ．00：i2：i2   

山2   0．：i  0．3101．004019  山2   0」i  0．2978 ．002651   

叫i   0．4  0．：i878 ．004938  山：i   0．4  0．：i951．00：う575   

レ2   0．5  0．5さ卓4：ミ ．02947：i  レ2   0．5  0．5407 ．01：う（通告   

リ3   1．0  1．1：i55 ．040560  〝：i   1．0  1．10：il．02：i741   
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列数の異なる目標行列に近似する因子パタンを得るための  

斜交プロクラステス回転  

村上 隆  

（名古屋大学 大学院教育発達科学研究科）  

問題 プロクラステス回転は，何らかの因子分析的方法によって得られたβ×r（ダ＞′うの因  

子負荷行列Aを，仮説的に与えられる同じ大きさのターゲット行列＄に最小2乗法の意味で  

近似させるような回転行列Tを求める一連の方法群であり，通常，次の関数の最小化が目指さ  

れる。  

ノー（TIA牒）＝l博一AT＝2  （1）  

他の因子回転と同様，斜交解と直交解が区別され 制約条件が11－T＝宣＝1’11－の場合が直交解  

である。斜交解は，さらに回転の結果得られる行列による区別があり，回転の結果として得ら  

れる負荷行列がパタン（各変数の「因子＿Jへの標準回帰係数を要素とする行列）である場合に  

はdiag（TTT）．一一＝且，構造（各変数と「因子」との相関行列）の場合にはdiagT’T＝‡である。  

規準（1）の最小化のためのアルゴリズムは，パタンの回転に関しては大変複雑である（Browne，  
1972）が，より簡潔で，負荷行列の列数′一がターゲット行列の列数ヴを上回る場合に適用可能  

な方法を提案する。  

アルゴリズムの概要 式（1）を列ごとに，次のように書く。  

ノ仇tA，bA）＝t】b尤－At点Il2  （2）  

Tからその第斤列を除いた行列をγ＿鬼とすると，diag（T－「r）‾l＝貫から若干の計算により，  

tん－（卜T】鳥（t良一T一点）－【lT－んりt点＝l  （3）  

が導かれこれがtたに関する制約条件を与える0ここで，MÅ＝卜T＿尤（T＋た－T山々）【lT＿長一と定  

義すると，この行列はランクr一宮＋1の零等行列で，′・－ヴ十1個の値1の固有値と曾－1個の  

0固有値を持つ。したがって，UlいU2員をそれぞれrx（r－ヴ十1），′・×（ヴーl）の正規直交行列  
で，U沌－U隷〒0いサり坤「りを満たすものとすると・  

M尤＝帆域批］  
と分解できる。そこで，P川＝AUlいPコA＝AU2点，V川＝UlÅ’tぇ，V三見＝Uコカ－tんと定義すると・  

最小化基準（2）は，  

ノ、（Ⅴ川，Ⅴ以＝㌦，P加，bA）＝‖軋－P川V川－P2ÅV2All2  （4）  

となり，制約条件は，Vlk－vlk＝1となるo以上のreparametrizationにより，パラメ〟夕は  

制約つきのⅤ川と制約なしのvユAに分けられることになった。   

そこで，kごとにv2Aを所与として，（4）を最小化するvlkをKiers＆TIbnBerge（1992）  

のmajorizationmethodによって求める第1ステップと，V．kを所与として通常の最小2乗法  

によってv加を求める第2ステップを，すべての舟にわたって実行し，それを収束するまで  

反復する。  

適用例 中村他（2000）によるIOS（interpersonalorientation scale，Hi＝，1986）のデー  

タに適用する。この尺度は，P，巳A，Sの4つの（下位）尺度得点を生み出ことになっているが，  

日本語版におけるプロマックス回転の結果は，原論文のものとは異なっていた。そのことは，  

Tablel左に示した通常の斜交プロクラステス回転の結果においても変わらない。しかし，  
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r＝6の条件では，Tablel右のように，はとんど原論文と一致した構造が得られ，主成分間  

相関についても納得し得るものが得られている。  

TablelPrincipalcomponent pattern ofIOSin two cond＝ions  

′＝4  r＝6   

Item   Ⅰ  王Ⅰ  ⅠⅠⅠ   IV  Expld．Var  Ⅰ  ⅠⅠ  Ⅰ‡Ⅰ   Ⅰ∨  Expld．Var．   

3  

6  

10   

0．＄2  0．38  －0．27  －0．04  0．61  0．59  0．24  －0．07  －0．03  0．52   

P  13  0．51 －0．08  0．29  0．13  0．38  0．50  －0．04  0，11  0．14  0．29   

20  0．40  0．06  0．45  －0．06  0．38  0．52  －0．17   0．20  0．22  0．34   

24  0．63  0．08  0．26  －0．14  0．44  0．60  0．06  －0．01  0．04  0．40   

25  0．52  0．02  0．42  －0．22  0．43  0．60  －0．14  0．05  0．13  0．33   

26  
＝l●HM川l●l■叫l仙l叫｝HIHl■■咄い＝川h■｛●ll●叫l＝H＝HllllH●M411■lll…叫lい■ll叫Il●l■叫IllMlllWl■…■■レ■00●州H●l■●H…H■l   

0．24 0．69 －0．09 －0．01  0．55  0．16  0．61 －0．05   0．02  0．48  

4  

E9   

15  0．08  0．59  0．24  0．28  0．53  －0．06  0．70  0．09  0．17  0．57   

17  0．08  0．62  0．05  0．33  0．51  －0．10  0．73   0．17   0．07  0．57   

23  0．21  0．59   0．18  0．12  0．53  －0．01  0．76   0．11 －0．01   
仙． 

5  0．16  0．20  0．33  0．00  0．22  0．17  －0．02  0．47   0．05  0．29   

8  －0．22  0．25  0．17  0．65  0．36  －0．09  0．14  0．21  0．47  0．34   

A 16  0．25  0．04  0．65  0．26  0．54  0．09   0．17  0．57   0．08  0．48   

19  0．38  －0．16  0．86  0．14  0．53  0．17  －0．03  0．89  －0．08  0．55   

21  0．36  0．08  0．62  0．09  0．55  0．14  0．25  0．51 －0．04  0．46   

22  ＝0・11 －0・09  0・44  0・37  0．22  －0．19  －0．06  0．68   0，07  0，43   

2  －0．06  0．43  0．09  0．31  0．25  0．23  0．07  －0．08  0．53  0．36   

7  －0．24  0．25  0．28  0．75  0．48  －0．02   0．08   0．17  0．65  0．52   

S  12  －0．09  0．14  0．24  0．70  0．43  0，10  0．08  0．01  0．61  0．43   

14  0．00  0．19  0．42  0．56  0．43  0．08  0．19  0．14  0．ヰ9  0．40   

18  －0．14  0．01  0．47  0．67  0．46  0▲05  －0、12  0．32  0．58  0．48   

CorreJationsbetween’factorscores’  

Ⅰ  ⅠⅠ  ⅠⅠⅠ   Ⅰ∨  Ⅰ  ⅠⅠ  ⅠⅠⅠ   Ⅰ∨  

1．00  0．14  －0．03  0．45  1．00   0．51  0．29   0．03  

0．14  1．00   0．27  －0．10  0．51 1，00   0．21  0－21   

－0．03  0．27  1．00  －0．24  0．29   0．21  1．00   0．17   

Ⅰ∨   0．45  －0．10  －0．24  1．00  0．03   0．21  0．17  1．00  
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TestingHomogenei七yofCovarianceswithInfrequentMisslngDataPatterns  

P（血1、M・B（モIltl（甘（UCLA）K（！－HaiYuaIl（N（）tr（†D往Ill（，）KevinKiIll（PittHl）lll・gh）  

WheIlth（一（latEL f（）1・士il｛血l・a11alysiH t）l・st∫11LLt11r沈l（一（1u雨iりIlIIl（）（1（lliI唱（・（）IIHistゞOfIⅢ叫′  

H11l）H～u岬1（一SWithp（）SSil）ly揖鮫川Ilt（・hELl・とII（血1・isti（：S，（）11（Ⅷ1岬（1t椚t・i（ulWh（豆h甘ILll甜叫混用1・（1  

丘（）111ともSil唱1（一重）（）ptll～もt，iollWit111と1（・（）1工1111Ulllll（1allVCぐtOl・′…11dし…IlIllし）Il…Ⅴばi皿ぐ（モ111址l・ix  

∑・ItIll～lyIlt｝t仙血モSeIIHCtりeIltCrtaillaSiIlglc止r11（Ltul・alI11（）（l（†1iIlhct（！l・（酢Il（畑1SSaIllpltlS，  

althoughifoIllytll（一Ill（肌IIHal・（うIlりthoIllりgCIl（う（）11S，aSiIlglt！（・りVar畠Il（・（†Htl・11（斗urcw（）ul（1バtillL）（、  

叩t）r（）l）rii・1・t（1．Thisl）1・ol）1（モIllt）fh（）Illり酢IICity（）fIエ1（mIIH托Il（lH）V；u・最ul（・（†…，l・i棋彗iIltll（Ⅷ）Ⅰ血Ⅹt  

（）fI11iHSil唱（1正札Wh（甘（一（li鮎1・cIltH（豆sofsllt）j（1（・tS（モXllil）it（1i汀（！rHltI）at，t（．、l・IIHりftll（ゝl）l・（モHHl（l（、‖1・  

血相皿（7（T（）fH”）l、（モS・Wh（、11th（甘（、il・1でf（Wl）とl仙1・11S．thぐHlult，il）l（一群（）11壬）Ill（1tll‖（1＝1（）紺OfA11i冊Il  

（1987）皿（巨M力tlldll，K岬1皿Lとlユ1（1Ht）11iH（1リ87巨皿止軒脚山t－（）（モⅤ晶lとllt（モ11t）111哺tlllt☆y（）fIll（棚1S  

aIl（1（・（）Vtl・riaIl（・（t＝・Tlliバニ＝1抽Il（）（1りl（）gyt）（一（：（）Il椚i叫）1・il・（・ti（二iLltりiI叩1日Il（モIlt・Wh（ゝIlth（モIlulllt）LlrOf  

l）atterIlバislarg（t・Buil（1il唱OIlth（モW（）1・kりfLit・tl（，（1！一）出）比11（1nl・l唱皿（l臥Iltl（，r（19弛），  

Ki111aIl（lBc血1●（2（）（）2）（l（モⅤ（，l（）f）（一（lとIrg（一Il（汀n・lizcdl…絨呵11とtr（うりGLS）ttモHt（）fhu111gClleity（・f  

IlleaIIS（a111iIl（）rVariaIltOfLittl（；Ht（叫，eValu～lrtiIlgWl血h（甘Va再ouHポとtIlll）1eI肝aIISXi（TOul（1t）C  

（一0IISi（1erc（lれS甜肌叩1es鉦olllとl・COIllIllり11pOpulati（）IIWitllaCUIllIllOlllll（Ⅷ1V（一ぐt（）lt拓aGLStcst  

Oftlし）111（即11（融y（）f（10V甜i払11CeI11雨†ic（1S，t（1StillgWll止ll（甘Vil・ri＝1S甜此申1（モ（10V肛i弧し・（1111血ri（：（ミS  

烏ぐ（）tll（1tJ（Ⅷ）IISi（1（汀（さ（1a・H針山叩1（－H血・0Illと1（：UIllI山＝1州）tllと血）IIWitl＝＝・‖Illl上1（）IlⅢVal・iれIlぐe  

matl・ix∑，aIlda（・OIlll）iIl（モ（1GLStestofhuIllUgeIICityりfIll（泊11San（1covとl，l・itLIl（・（†I11atl、i（：CS，that  

testst）Othhyl｝（）tlleH（！”iI11111tIEllIleOuSly．ⅠIlliIllit（！（1saIllplingst11di（一S，th（Wf川1Il（1thcsetcststo  

l）eげ01て111・（さ肌）Ilと血1yw（モ11．   

WithI工1ultivariatcIl（，l・IllalしIat軋tlle甜tLさStSar（モt（！HtH（）flllisHiIlgu）IllPlet（うIyatraIldum  

（MCAR）．Wcstu（1ythct（＿黒tt）fhornogelleityofcovariaIIHモIllatriぐCSulld（汀と111eXtreIlleMCAR  

（・OIlditi”l・The（lOVariallCeIIlatIricestestisbasedoIltheIlul1hypothesisthatthepopulatioII  

COVarianぐeIrlatriccs∑i（0）払rth（モⅥlriouspatt・ernS（Jfinぐ0叫）1etedatawithsaI叩1esizeniare  

SubsetsofasiIlglepop11latioIl（・OⅧriaIlぐeIIlatrix∑（0）（∑i（0）⊆∑（0）f血alli＝1，・・．，1n）・It  

is（・0I11ptlte〔1as  

2 

細＝裏書t亜－∑i（畔1（珂・   
（1）  

ThistcstisbasMI（）11thep芸available且aInpl（さ〔・OVal・iaIl（・eSan（ltlleq2＝P（p＋1）／2coIIlIn  

COVaria11CeSeStiIIlatC（l、an（1has戯＝（p昌一q2）degreesofh・eedonl．AsyI叫）tOtically，ullderthe  

nullhyputlleSis，NG2（∂）～X誌・Howevel・，ateClmi（・alaIla・1ysisverihcsthatthehoIllOgeIleity  

treststatisticrequiresthatnigOtOinfi11ity，aIldthattherelativesaIIlplesizepr（）POrtioIlni／N  

hasto（・0IlVergetOa11OnZerOlimitki→7i．Neithel－Oftheseconditions（モOuldbereasoIlably  

assul11edtoholdhranysamplemissirlgdatapa比ernthatexhit）itsni＝1，Whichwefindin  

pra〔・ti（▲eWhenahugeIlumberofmissing（1atapatterIISisal1owe（1inasaInPle．Evenwith  

VerySmallr2・itheasyI11ptOticassu王nPtioIISuIlderlyiIlgthetestsareIIOtnlet．Asaresult、the  

Per丘）rIIlaIl（LeOftllistest carlt）edisruptedwhentherearealargcnuIllhcr（）fdatapattel、IIS  
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thatareexhibitedbyonlyoneorvery鉦wsut）jc（ミtIH．   

Theorcti（・alaIlalysisiss11Ⅰ）P（）rtedbysiIll－11ati（）1111Il（l（汀H（）Ill（モ（一Ⅹtr（、Ill（一（…l（1iti（）IlバWll（、l・（∩、一Il）  

to9（）％ofc鮎eShavesoIllemisHillgdatfl・・W（，fill（lth雨saI岬1（モ（lOVfu・iaIlぐeHlatl・i（：（モSforI）れtt（甘IIH  

withni＝1ar（，IIOtdefi11（モda11（lwithsl11allniHlれyl）（，V（汀ybれ（11y（一Htilllate（1．A…r（†H111t，t．11（、  

GLStesthardlyeverr毎e〔ltStheIlullhyp（）tI蛸iHOfh（）Ill（）酢Ileity．AI11iIliI”1．1coIT（！Ctit）Iltり  

thecovariancet（ミStWaSprOPOSe〔1aIldevaluate（1・ThiHiIIVOlvcsr（、I11（）Vingalll）att仁汀IIHtIlat  

exhibitonlyoneot淵erVe〔lぐaSe丘・oIIltheconlI）11tati（）nS．Asa（l（）IISeqlleIIH，，theIluml）el・（）f  

Observe（Idatacovarian（：仁，SiHl－C（1uぐ（一（1，aIILlthedcgrcesofh・（1edoIll（）ftll（一t（モStissubstaIltially  

reducedaswell・ThissimplerevisioIlyiel〔ledH11bstaIlt・iallyinlPr（）Ⅴ（モrlp（モ1・f（）rl11anCe．ThiHt（モSt  

VariaIltisnowin（一1u（lc（1intheEQS6progl－aIn（B（一Iltl（汀，2（）（）4）．   

Kimall〔lBentler（20（）2）ha（l駄）url（1th（血testtor）el・駄）rIllW（一11，Wll（ゝreaH（）11ruIlぐ（）lT、e（血（1  

test（1i（ll）a（11y．Ak（モy（1iff（甘CIICet）CtWC（一Iltll（モ（‥11rr（一Iltarl（lpl、iorHiIllulati（）11SiHtllfLtinth（血  

0riginalstu（ulytheyhcl（ltheIlulnt）CrOfIlliHSiIlgdatal）att（11・11HtI（）aIIlaXi111uIIlOf32l）～lt・t（、‖1S．  

As ar（？Sl11t，鋸HaI叫）1esiz（†iIl（甘eaぶeS，m（）rea11dIIl（）1・（1iIl丘）rlllati（）nb（1（…11（、H aVailal）1（†往t．）（）ut  

allmi猫ingdatapatt（甘IIS・InthecurreIlt血1（｛1y，theIltl”bcr（）fl11i雨Ilg（1atapatt（1Ⅰ・IIHWnぶ  

hugelyill（：1、eaSCdcoIIIPare（1totheearlicrstu（ly，an（lals（），thcIluIIll二）（汀（）fulissiIlg（lata王）aト  

ternsin（TeaSedwithsaIIlplesize・AsぐOmparedto32patte＝1S，WeOt）tai11ed257Ⅰ）atterIIS（（m  

average）atN＝1000，a118一錠）1dincrease，aIldwitllN＝500O，thcrcw（汀ealIllOSttWi（！（ユaSIllaIly，  

With493patterIISOfrnissiIlgdata（onaver哨e）・Althoughpel甑rllan（・e（）ftherevise（1t・eSt  

base（1oIldeletingcaぷeSWithni＝1issubstaIltia11yinlPrOVe〔1，th（，Ilu11hyl）Oth（一Hi＝OfhoIIl（ト  

geneityisnowrqjectedataslightlyhigherratethaIlisdcHil、at）1e．ThuHWeStudi（1（1tllee抒ect  

Ofremovingh、omtwOuPtOtenCaSeSPermissingdatapattern．（）v（甘rde（モtionwassoIn（ゝWhat  

l・educe〔1，butstillr（）Illai11edatahigherlevelthani（1（1al．  
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OntheidentiBcationproblemoft・hefact（〕ranalysismodel：  

areviewandanaI）PiicationfbranestiInationof  

airI）OllutionsourceprohlesalldanlOuntS＊  

SATO，MaIlabl⊥1■  

Abstract   

Tll（モi（l（－11佃i（・再Ji川1押（）l）l（－Illりf■t】11（†f鋸・t（）1・洞1al）rゴiバIll（）（1（モ1iバ1・（、Vi（Wtl（l．W（、†′1・y tり（1甘ifすt・11（モ  

l・（血t・i（）11l）（モtW（モ（、IIAIl（l（1l・H‖lトRlll）ill’H郎1（1Will血11ト’t）ll（、（汀‖11．Mul・（、（）V（、1∴㍑11呵）l）1i（・iltjull（）ftFll（、  

i（l（mt・ifi…ti（ml）1・りl）l（一Illf‖r（一正iIllilt・il唱血l）O1111ti（）ll沖＝＝1・‖lI）lnfil（、…11（1日11（）l111t｝トiHiilt，l・川111（・ぐ（1．  

1Introduction   

Th（モi（l（一Iltifi（血i（）Ilいn）l）l（モIllH（Pl）aIl（1（P2）加Iyl）＝t～Lt・（1（l～lパfbll（1耶：  

（Pl）Existenceofadecomposition  
n）1・れIlyp－（）1・（1（甘Ⅰ）（）Hi†・ivい（l（壷Il山用yIlllエ1（血i（・ⅠIl山Tix∑、…11itl）（モ（1（†（l（）IllI）…椚十心  

∑＝AたA宝十尊ん，  叫  

Wh（，rしモAkiH al（）tL（liI哨Illatrix（）fl・れIlk kと111（1翫iH a（1i哺（山itlIllと血ix withl）りSitiv（モ（liagonal  

（モ1（モIll（モIltS，鉛ras＝11Ill（モ（lん（＜p）－／  

（P2）UniquenessofthedecomOSitions  
Ifth（一（l（！川IllP（）Hitiol川ⅩiHtS，iHit11111（l11C’！   

Revicwsofi（lcIltifiat）ilit・y（）ftll（）FA111（）（klar（モgiveIlt）ySllal）il・（）（【Sll叫）仙（lSato（［S921）・Ill  

particular，hrtheぐ（）Ilfimlat（）ryh（血raIlalyHislrl（）（1cl∴臨闇k（）副・J叫、トJ79】）皿しIB1111eIlaIld  

tJi加止og（［8・J叫）（li＝（・uパ紺（ltllei（l（さIlti柚．｝ility（Ⅵ1rliti（Jll．  

2 Uniquenessofthedecomposi七ions  
Thr（）ugll（）uttllisse（Lti（恥研HuIllぐthat∑11a・…（lc”lIll）（）最ti（）Il（1）・Thc11Ili（111（モIl（jSSPrOblcIll  

brthenuIllberm（）f王立し・tOrSISaS丘）11（）WS：D（淵tllel・e（1XistGm．≠q／kH11ぐllthat  

∑＝彗，も君も十C↑7い  

Where Fhlis apxml％1IllatrixofraIlk maIld Gmis a（1i哺OIltl，1111atrixwitLhpositivedト  

agonaleleIllentS，長）rgivenm（＜P）？Fbrm＝k．Lir軋WeWill（1iscusssufBcie‡1t（・O王1ditio11S  

駄）runiqueness・TheIllOSthlnOuStheoreIIl（The（）rell15・1ofAIl（1ers（）IlaIldRllbin［AR56】）is  

払1lows：  

＊TheauthorexpresseHmytllaヱ1kshrPr（壷ssorKANOYlltakaofthcりrga王血、rn）rFAlOOSympo血エn，  

†HiroshinlaPre払出uralC（｝11仁粁OfHealtllSぐiellCeS  
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Theoreml（AndersonandRubin，scondition）A叫伊cient conditionか、uniqutmess由  

抽出．／、仙／／り＝．・Jり圧・√車＼人、ゾ、＝J一山√・′＝鮎・〃J／＝J・＝＝≠両／＝椚＝恒／り川／・…J朝雨Jゾ√・＝イT…J＝．  1  

IharaandKano（［IK86］）gaveanot・herproof良）1、thistheoremandcoIIStruCtedaIleWeStiInatOl・．  

Theorem2（Williams，condition）As櫛cientconditiorLhruniquencssisthatthcl℃eJ：ist＄  

？ヲ封mmeか豆＝摘e血タαγムd担げ助乃輌げ伽γりひ＝md（：Og祝mれSげ∑フβ祝C九㍑β∑＝（∑曳J），  

官，プ＝1，2，3ひ加代  

i休り）∑12由た×たαmdげmれ克たαれd  

（Ⅳ2）れOmひげ∑記∑23CO汀拍ぬαgg祝汀り5．  粛   

Now，eaChco11ditiollisabbreviatedto‡AR・）and（W）r（1SpC（：tively．ThefollowillgLeIn111a  

IlOlds．  

Lemmal（W）isequit，alcnttothchllowingcondition（Wり：  

Ac（mむepαγ、出血omedか血抽0封上わmαかセcだβA（た×た）（エれdβ（（p－た）×ん）3祝C／も兢αま  

（出いけ（）′川イ／  

小町川川－イ／ブんヾ（晶、／ーてノ、／／け／川川ゾ什町／侶′J∫・＝イ／～J）川＝J＝山一：い直丁川人・Å＼  l  

Usingtheab（）VePrOpOSition，WeS（モethat（AR）closelyreH（11Ilt）les（W）．Ⅵわtryt（）（血・ifンthe  

relation bet，WeentWO COnditions．  

Propositionl（W）yields（AR）．  b  

Proposition2釣γ・た＝1αれd2，（A月）画地寸呵．  耳  

ConjecturelFbrk＝3，（AR）yields（Wl．  I  

RemarklmLenk≧4，（AR）doesiyQEyield（W）■  1  

In払・Ct，hrk≧4，thehllowing3（k－1）×kInatrixsatishes（AR），however，neVerSatis鮎s  

（W＊）‥  

O
 
1
 
 

1
 
0
 
 

〓
〕
 
0
 
 

0 0 ‥．1 0 0 ‥．1 0 0 ‥．1  

（〕0 ‥．0 0 0 ‥．0 11 ‥．1  

ⅠIlthissense，‡AR）isbetterthan（W）払rk≧4．  

3 Anapplicationofestimatingairpollutionsourcepro一  
員1es and amounts   

Multiv甜iatereceptormodelsainltOidenti秒the pollutionsourcesbased onInultiⅥ∬iateair  
pollutiondata・Parketal・（［PSHO2］）concernwithestilnationofthesourceprofi1es（pollution  

recipes）andtheircontributions（amountsofpollution）・TheyllSedthePropositiongivenby  
Anderson（pp．57㌻577iIl［A84］orp・5930f［AO3］）．   

EvenifaconditionbrunknowIIParameterSispresented，WeCannOteXaminewhetherthe  

conditionissatisfiedorI10t．Theconditionproposedin［PSHO2】isnot丘）raSOurCeCOmPOSitioIl  

matrixPbut forasoul、（・eCOntributioIlInatrix A．Both Pand Aare uIlknowIlparalneterS，  

hc＞WeVer，theauthorspointoutthatexistenceofInissingvaluescanbeutilized丘）rA．  
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MatrixMethodsanditsRelationshipswithFactor  

AnalysIS  

Natio‡1とも1Ce－1terlbrUI血el、SityEIltraI－CeExami皿tio11S Hal・110Ya．11ai  

1 ‡mtroductiom   

Sincc thcintrod11CtioIlOft，hc Spcarmall’s two factor mo（二1cli1119O4，aIlulllt）er Of  

books and articIcs on払ctor analysIS thcorics havcl〕CC11p11l）1ishcd ovcr tJhclast  

lOOycars．In accordancc with thc dcvclopnlCnt Of t，h（？Orics，aIl11mber ofIIlatrix  

mcthodshavcbccndcvclopcdaswcll・I11thispapcr，WCat，tCmpt，t．OrClatct．hcma－  

trixmcthodstosomcimportant topicsof払ctoranalysissllChasanidcIlt．i鮎1）ility  

COndition（Andcrson＆二Rubin（1956），Ihara＆Kano（1976）），COmm11Ilalityproblcm  

With spccialrcfcrcnccs to squarcd multiplc corrclation（SMC）（Ro仔（1936），Yanai  

＆Ichikawa（1990）），analyscsofimageandanti－irnagcvariablcs（Yanai＆Mukhcr～  

jce（1987），factorrotation，andcstimationoffactorscorcs，and沌11SWCattCInpttO  

cxtcndsomc ofthc carlicr thcorics oft，hcsc mcthods．  

2 Main Result   

LctA，Band（A，B）bcmatricesofordcrsnxp，mXqandnx（p＋q）．LctS（A），  

S（B）and S（A，B）bcsubspaccsspannedbycolumn vcctorsofA，Band（A，B），  

rcspcctivcly．Furtherlct P（A）andP（B）bcort・hogoェ1alprojcctorontosubspaccs  

S（A）andS（B），reSpeCtivcly．Thenwchavc  

Propertyl・（Rao＆Y瓦nai，1979）LctP（A，B）l）Cthcorthogonalprojectorsonto  

ぶ（4β）・TheII  

P（4β）＝P（月）十P（¢（A）β）＝P（β）十P（¢（β）A）．   

Usingthispropcrty，WeCaneStablish  

Property2・LctX（j）＝（xユ，X2，‥・，Xj－1，2＝j＋1，・・・，Xp）bcannby（p－1）column  

centered matrix．Thcn  

九言≧SMC（∬j）forJ＝1，・‥，p  
（1）  

andtheequalityholdswhen（xj）′Q（X（j））F＝Owhere年貢isthccommunalityof  

VariablexjandSMC（xj）isthesquaredmultiplecorrelationofxjOnX（j）・  
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Proof：TheprooffollowsfromPropcrtyl，Sinccwchavc  

P（ダ，ズ（J））＝P（ダ）十P（Q（ダ）ズ（∫））＝P（ズ（J））十P（Q（ズ（ノ）げ）・   （2）  

Furthcr，Wehavc  

ん言＝SMC（j）＋（諾∫）や（Q（ズ（ゴ）げ）∬J  

whichimplics（1），Sincc（xj）′p（Q（X（j））F）＝：］isnonncgat・ivc・（Q・E・D・）   

Observethatthccqualityof（1）holdsinthcfbllowingtwocases・  

Casel：SMC（j）＝1，Casc2：SMC（j）≠1and4）i＝Oforanyicxccptforj・  

（3）  

Example．Givcnfourvariablcsxl，X2，X3，X4，aSSumCthatthcnuml）CrOfcommon  

払ctorsistwoandthefactorloadingmatrixofthcscvariablcsisglVCnbythccl（一－  

mcntsofthcRrstandsccondcolumnvectorsofAgivenbelow．Wccomputcdthc  

communalitics and SMC，softhescvariablcsin thcthird and fburth columns ofthc  

matrixA．Thcnthccommunaliticsofx3andx4arCCXaCtlythcsamcasthcSMC’s  

oft，hesevariables．  

（∬1∬2 COm βmC）  

1 0 1 2α2  
0 1 1 2α2  
α  α 2α2 2α2  

α －α 2α2 2α2  

α
 
0
1
 
 

化
 
 
化
 
l
 
n
U
 
 
 

O
 
l
 
 
α
 
α
 
 

1
 
0
 
 
α
 
 
α
 
 
 

A＝  and月＝   

ThisresultcoversthccasewhichwasgivcnasthcthirdrrheorcmofRoff（1936），in  

WhichhementionsthattheSMC（j）equalsthecommunalityoftcstjifthcgroupof  
tcstscontainsr（r＜P）statisticallyindcpendenttcstswithacommunalityofunity．  
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Cali払rnia Press．  
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3，1，ト17．  

Roff，M・（1936）．Somepropertiesofthecommunalityinmultiple factortheory．Psy－  
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MixedFactorsAnalysis丘〉rFimdingGroupsinGeme  
ExpressiollPattern  

RyoYoshidaI TomoyukiHiguchil  seiyaImoto2  

yosbidar鮎sm・aC・Jp  hi即Chi◎ism・aC・Jp  imoto鮎m8・u－tOkyo・aC・Jp   

lR・eSeal・（・hOl・gaIlimtioIIOfIIlhlt11⊥atioIlaIl（1Sy血＝S，In軋ittlteOfStatisti〔・alMathト  

＝1atics，4－G－7Mi11紬1i－A粗l）u，MiIlatO－ktl，Tokyo，103－85G9，t†apa11  

2 Htl‖1；1IIGeIlOIllぐCe雨el・，InstittlteOⅢIe（1i〔・alS（血Ire，Uni、rel・叫・（二IrT〔恒0．4心1Slli－  

l．Okalle（lai，MiIlatO－ku，1bkyo，1U8－8G39，JaI）aIl  

1Introduction   

IIlI工1i（・l・（二）al・1里・（ご廿）（、1・illl（11血っ（、a・Clla，＝・ay｛判1t′aillHtllく、（ゝ叫）1でS＝i（一）111（、、で1s（）f●甘いⅤで1・altJll（二｝tlS言111dso壬◆併IlぐS  

（二｝11atissucLSaIllPlぐ・（）ul◆Ot）jcctJivcist・Ofill（l騨）lll・）Sill〔、Ⅹl｝1・（．、SSi＝11Patt肌・11Sりftissu（＿1日a・111plcso11t・llC  

l）aSisof粁11CS・Maj（二）rdiHi（：ult・yillt・llispl・Ot）1culistllatt－11eIlulIll）し11・（）ft・iHSu（、StOb（、餅（｝tll）ぐdislfluぐll  

甘＝1a11crtlha11tJllC（1illlぐ11Si（一I10r血tawllicll（・Orl・（l叩（1”1（lstotllぐ11ul11l）Pl・Of肝Il（lS・I11SuClla CaSC，tllC  

us｛＝）fcollVCIlt・io11allIl（〕（1cl－l）aSぐ（1clustcril唱uSiIlgfi11itc111ixt，ul・ClllしI（lels，ぐ．鍔．GallSSia111Ilixturc，lca（ls  

to ovcIIfit・ti咽（1ul・il唱tlle d（〕11Slty eSt・illlatio11l）rO（：CSS．rrbovcl・（・（二）lnC SuL：ll（lifficulty，WC COllSider a∫11  

ParaZエl（ItriぐⅠ封OdcIsol・Cfbrrcdt・（‥）aSthcIIlixedfhlCtOrS1110dcl．Asal・CSultofthislllOdclillg，WCCallaVOid  

tllCOC（・ulTC11CeOfovcrhttillg（ltlril唱thedensltyCStilIlat．io11l）1・O（－CSSCVCllWll（、Iltノll（、dilllC11Siol10fdata  

isIllOrethaIISCVeralthousall（1sa・11dtllCllumbel・OfsalrlPl（？isIcsscrtllallO11CllLlll（1rcd．   

2 Modeling  

Lctこrl）CaI10bscrvcdvariablcdistl・ibutcdoverRd・I111Ilicroal・rayStudics，tllCdiI工1C王ISiollOfdata（1is  

dctemli11edbythcnumberof肝11CSuSedirlthca王1alysis，andtl川勘tyPICa11yra11Eil11gh・OlI11O2toIO4・  

Tllel）aSicidcaundcrlyillgthemixed払ctoranalysis［11ist・Ol・ela・tC3；tOtlle土hctol・varial〕lcf∈Rqas  

諾ニ≡∫十仁・  
（1）   

Hel・Cq＜（1，andtheeisa11Ol）SerVatiorlalnoisetobeGaussiall，e～N（0，入Z）．Thelllatrixoforder  

dxq，＝，COIltaiIばthefb，CtOrloadi11gSaIldisretbrrcdtoast・he払ctorloaノdil哨matrix．（）urinteIltionis  

todescribethcgroupstructulでOf語∈Rdbyusingthcfactol・variablcbciI堪Ofthclowcトdime11Sio11al  

randozIIVarial）1c．CorlSider王10Wthat thetotalpopulatiorlOf諾andf eonsist・SOfGsubpopulatio11S，  

Pl，…，T＞G．LctlT＝（ll，・”，l（：）beavectorofunknowIIClaBSlal）CIstoilldieatctlleSubpopulation5  
SuCllthatl9ta・kcsvalucorlCif（3，，f）∈7L，Otherwisc腔rO・Mol・eOVCr，thclisassulnC（ltobelnultirlOl血1  

distril）utioIl，l～M（；（α）iIIWllicllt．llCPlて｝babiliticsofelltityarcdcfinedby（1T＝（nl，‥・，（tG）．Bcside，  

givc11ly＝1，tllC払ct・OrfisassulnC（ltol）eGaussia11f（l〃＝1～N（FLy，∑H）伽用∈il，‥・，G）・ThcIl  

theullCOllditioIlaldistⅠ・ibutiollOffrcsultsi11thcG－COull，）（二｝11ClltSGaussiallulixturcwitlldc11Sityt・ake11  

iIlt土1efbr叫  

（ノ  

p（f）＝∑両榔叛凧）・  
ダ＝1  

（2）  

Hcre¢（f：Py，∑9）dcrlOtCSthcGaussiaIldellSitywithmea11FL9audcovarialleCInatrix∑y・Wel’Cfbrto  

tllCObservedsystcInCOIISistillgOf（1）aIld（2），tllelnixcd払ctorslllOdel・  
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3 MixedFactorsAnalysis  

GiveIlaSetOfobservatioIIS，thcI工1ixcd払ctorsl110（lcIcallbcfittcdbasedo工1tlle111aXilnul111ikclillOO（l．  

This caIlbc acllievcd by thc EM algoritlllIl．O11Ce tllCIIIOd（▲1has t）CC11fitted to data，Oul・uletllOd  

O恥rstheapplica・tionstocluster111g，diIlleIISiollrCductio11．Thcsccallt）Caddressc（ll）yeValuatiIlgtll（、  

empiricalBayes estilnatOrSOftlle hiddenvariables，f，l，reSPCCtively・Thcallalysis also（・OVCl・S tllC  

mcthodofextracti11gSOmeSCtSOfgeIICStOberelcvallttOeXPlaiIltllCPl・CSC11CCOfgl・Oul）SOlladatascLt．  

Letp（a，，f）bethecaIlOnicalcorrelatiollSbetwee11；rl，‥・，：L：｛laL11dfl，■・・，fq・Byi11、でStigatil哨allvalues  

inthccorrelatiorlmatrix，eaCllOfq－COOrdinatescaIlbcundcrstood．Fbl・i11Sta・11ee，iftllehtllgeLllC，i．c．  

theftthelclnelltOfa3，ishighlycorrelatedwithfl，…，fq，tllellitisjtldgedtoberclevaIlttOCXPlaiIl  

thegrouplllg．IllPraCtice，itwilll）CuSefultolistsoIrlegenCStOglVCt・hcllighcstpositivecorrclatio11  

Withfkat呵andtogivethehighcstIlegative 
． 

biologicallylIICaIllIlgfulgroupsofgcIICStObeco－eXPreSSCdalldalsotocxplai11tllCpl、CSe11CeOf餅OupS  

OIlaglVendaね．   

Tlle lcukemia data al・C aVailablc at  
h上土P：／／www．broad．mit・edu／cancer／．Ol・igi－  

Ilallyitwasl・epOrtCdthattllisIcukcmiadata5setof20genestogivethehi9hest 5setof20genestogivetheh，ghcst  
COntairlStlu・eetyPCSOfacutcleukemias＝aCutCpositivecorrelationwithfltOf5  negativecorre，ationwithfltOr5  

111yCloidleukcInia（AML，47cases）aIld aICutC  

lymphoblasticIcukcInia（B－CCllALL，38eases，  

T－CellALL，9caISeS）．ThclO sets ofgcnes  

in Figure3are selectcdl）y the nlixcd factors  

刷L；  札し  いりトイ㌫   ±、ト‾ －。J∴l，加∴－，－■＝－－1 
こ  

軋L l  

modcIwith G＝3，q＝5．Tllelcft panel 

ShowsthccxpressioIIPatterIISOf5setsofgencs，  

喧fbrた＝1，…，5．Tllel・i如p弧elsllOWS  
theexpressioIIPatternSOf5sctsofgenes，f控  
払rた＝1，…舟 TIle鮎st25coluIIl工1S re董もr  

to the AML cascs，aIld thelast colulnnS，thc  

ALL26－72cascs（B－CellALL，26－63andT－Ce11  

ALL，64－72）．From this plot，it can be secIl  

thatthegrouplngCOrreSpOndstothefnOlecular  

Subtype＄，AML，B－CellALL aIld T－Ce11ALL，  

isrelatedtothcgenesin吼調川再＝1，2．  
Allgenesinasetareco－CXPreSSed．Inaddition，  

noticethateachpalrSOf呵alldfl竺showstlleFigurel：ExpressioIll）atterIlOfgeIleSjudged  
OPpOSiteexpressionpattern払rk∈il，…，5），tObereleva・11ttOthegroupillg．  

ThisimpliesthatallgeIleSin‡埠areexpressed  
incombillationwithonesiIl【之k．  

Refbrences   
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MuLTトTRAIT MuLTトMETHOD MoDELS WITH DATAINCOMPLETE BY  
DESIGN  

All皿tS油）rra（Ulliv（、l・HitatPolllf）HIFh′t）ra．Bar”、1（）11a）  

Will（－111E・S舶心（UlliⅥlⅢ如りf■AlllShrrl仙1）  

Illl（）5りCalllf）l）（モ11餌肌1Fiバk＝ugg（、トt（一（1thL、111111titrれiト111111till雨11（）（1（MTMM）  

（1…i鮮1f（）ご（†Vill11～止hlgtll（、Vali（1ityoflll（－れバ111・しゝ111（、11till山11111日山h・Sillぐ（、tノ11‖1，  

HぐⅥ－r～山ノわ（右〃・馴此毎症＝11り（1（11Hll～Ⅳ（－†）Cぐ11Ⅰ）rOI）（）バ（、（1か）1、れ・ITMM〔l（l＝i斜1H・A  

甘Ⅴ（、1、（1（lr？1Wt）れ（・k nf†ノll（一九′ITM≠Ⅰ（1（－バ痕11丘）1・鋸H（、バHi11gl・（、1ii由ilityれ11（1v山i（ト  

ity，i昌t，11血n明）〔）11（1日l紬11etモ（1to aユ1バW（、r r（－‡）鞠t・（－（1（lll（一正iollバ（）r tll（、Hal11（、  

t川血・Illl’（1（’（、”T／W・）1’k，Sariパ†SatoITaa11（1Coぐ11（i（一rH（2（）叫（SSC）f）1て）f（）H（、  

alll111tjf）1（1一群（）11r）（1（モHigll丘）rMTMMlllO（l（心（tll（一HPliトhall（汁・MTMM（1（、Hlgll，  

SB－MTMM）wlli（1hr（一（1u（廿里tlleb111・（1cllOfr（呵）011（1（、11tH（l・Ll（l11（：illgthし†11ulllt）（モ1・  

Ofr（一Pt池t（一（1（1u（一HtiollHtl）t）eallバWCrぐ（1）．H（1l・t，WtlぐⅩt（一11（ltll（lSSCw（）l・kt｝（”  

酢11（lr扇1110（1（！1wllt、1℃t・11ぐf）al、仙1（汀（、エーバ氾・ぐ（1加代1yi11t（叩1・（血l）1｛、礼バrt瓶t）ili†Y  

れ11（1v～血1ity（…雌（：it里t▲H．   

Wモぐ011Hid（、l、th（ln）11owi11gf）－illdi（nt・川m（二i－t・rait…11（l：i－111止ll（）（lバ）111川1（、l：  

ヱzJ＝ÅiJ彗ノ，彗ノ＝βゎCゎ十旬凋・11（1（プ之ノニTzJ℃＋7zJ叫，Wll（－ー｛、哀，J＝1－：i，  

t・11（）ダウH，G’㍉Tい＝Ⅷ（1t】11tl肘㌧軋1、tll～血山Ⅴ～扇れt）1ぐバ，豆ill（1i（満山欄tl腔h血t，～tll（1  

jth（1111CtllO（1．Ti1t7tl・aitH払rCfl・（一（ミ1y（：（）Ⅰ・rいht（一（1alIIUllgtll‖11withぐOVaria11（l（†H  

4）12，4）13all（14）23・Tll（1（甘r（）rt（一rlllSEi；＝al’（一allowLt（1t，（）11比Vぐ1111（：Ou出血1（一（1  

V虻i皿（・（両ブiJ’バ・R）1■t－11（Ⅷ払ぃllllt加rHβ’バ皿（lT、バt′〔）llaV（、（1il廿ti11tばⅠ）1●（一拍tioll  

aHth（，叩1ar（、rOOtOfr（一Iiabilityalldvali（1ity，tll（一Iat（1ntVariat）1（、HM．H，F’Hall（l  

r’H乱reぐ011血涙11（モ（1t（）11卿（1Vaユ、iaユ1ぐ（、1：町W（－i111I）（）H（、t－11（、f（皿（）Willgll（）lト1ill（－れr  

（仙出血t・バ：毎＝ト牒亘1（ユ増＝ト鳩，壬t）r山1宜，J・Cl（池軸tlli…1川1t、1  

illlI）1i（一…Hpu・ifi（：ぐ（）Variall（・”tJnlぐtur（－∑＝ニ∑（0）it）rt加ぐ0Vari皿（・（、I11血ix  

（）rtlltモ‡）val、i托t）1tlHエ’H．恥ご（さβiHtrll（モⅠ池r～も111（1t（11－Ⅴ（モ（・tOl・（・（）11（、（丑h唱tll＝（：晶l哨  

paralll（加1・H（t加入’H），th（，β’”11dT’H，aバWt－11aHt∫11（圧111－（一（ゝ（：（）rr（一Iatioll…111011g  

thctraitH．Ⅵねぐ（J11Si（1ertw（トalldtllrCC－grOuf）SB－MTMM（1（モHigllaポ（1iHぐtl出（一（1  

inSSC；＆）1、（一Ⅹa111PIc，illtllt†thrce餅O11Pdesigll：W（t（）hH（甘VeVal・iahl（一Hl－（i  

illgrOupl，Va血bl（モHl－：iall（1り－9ill餅O11f）2，all（1varia仙、H4－（＝11gl－（明）  

ごi．   

Paralll（加1・CSti111at・（1HWillb（？Ohtaill（！dlniniIllizillgthtlMLfit・tillgfullぐti（）11  

瑞化＝勒化（β），W土1（モで硝化：＝∑纂1糾ogl∑タけtIセガ∑；1卜1（）glちl－pg］  
GistllCllllIl血rorgro里）S，ぶタall（1∑タ（＝∑タ（β））餌℃tll…al叩1eall（1pop－  

111ati（）11Illatri”1Sf血gr（）uP9th，all（lp9th”1umb（TOfohHCrvCdvariat血  

illgrOuPgtll．SiIICeth（”alll（一mO（1elapplit－H丘）r allthtモgrOuPS，Wtlhav（、  
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∑9＝L9∑L；，WheretllCLg’昌are（kllOWIl）hxsclectiolllllatri（叫  

∂  

△タ＝編αg（β）＝坊Ⅴ叫β）＝坊△  

wllereαg：＝VeC∑タ（β）・△：＝晶vec∑（β）皿dこち：＝ムタ⑭エ針TlltlS，J‥＝  

∑畏1誉△弼△g＝△′（∑畏1雛押鵡）△，Wi千川ち：＝撞1⑪∑；1・Sし），  
theIlOrlllaltheorystalldarderrors（se）wi11beglV（ミ11bythcsq11arerOOtOf  

thediagonalofJ‾1／n．TheasylnptOticrobustHC（rse）wi11beobtaiIled  

＆0111rl△′（∑詰1箸り勒r9WbUJ△J‾1／n・Hcrc，r9issubstitutedby  

itsconsistentestiInaters。‥＝諌i∑警1（d9i－S9）（d9i－S9）／，Wheredgi‥＝  

VeC（z9iZ9i／），ands9isthesalllplemeanofthed9i’s・   

Thescal（一dandadjustedteststatisti（霊（）fSatorraalldBelltler（1994）（1o  

also apply．Fbrthecaseoft，h（ミS（一礼1ed statiバtic，1ct T d（）11Ot（〕th（）r噌111ar  

CllトsqareteStStatistic，th（モIltllCS（：alcdchi彗uarCteStissT：＝T／αWl腑  

αisglV（111by   

α＝［章tr勒rg－t皿（錦町可△卜  
withrbeingtllC degreesoffreedo1110fthetest．Clearly，illa11tllC above  

forIllulac，SalllPle values（（二011SiHteIlt eStimates）sllOuld replace populatioll  

qua11tities．   

Fbrthe昆ak（モOfcomparisoll，Sillglegro11panalysisofthesalllplecov虻iallCe  

matrixSobtaillCdusi11gtllePair－Wisedeletionoption払rlllissingdataisalso  
reportedallddiscusscdilltllistalk．   
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Noniterativeestimationanditspropertiesjn  

exp‡oratoryfactor ana【ysIS  

OsakaUnivcrsity Y11takaKano  

Afactoranalysismodclbranobscrvcdp－VCCtOrXischaractcrizcdas  

〔】0V（諾）＝AAT＋せ（＝∑，Say），  

Whcre＾isahctorloadingmatrixofpx kandせisadiagoIlalmatrixofordcrpfbr  
uniquevarianccs・Hcrcthckisthenumberoffactors．ⅠIlfactoranalysis，COmrnunality  

（＝トIlniquc－VariaIICC）estimationhasbccnanissucsinccfactoranalysiswasinvcnted  

andgcneralizcdbySpcarman（1904）andThurston（1934）．rrheconvcntionalwayofcsti～  

matingcommunalityisnowthcmethodofmaximumlikelihoodassun11IlgthcWishart  

distributionfbrasampIccovarianccmatriⅩ，bywhichal1paramctcrsincludingcommu－  

nalityarcjointly cstimatcd．Thc mcthod ofInaXimumlikelihoodrcquircs aniterative  

proccssfbroptimization．Historicallythercisanoniterativecstimationcalledprincipal  

factoranalysIS．Nowadays，ithasnotbecnusedanymorc．   

IharaandKano（1986）hasproposcdanalternativenonitcrativccstimationinfactor  
analysis．Lctmbcapositivcintegerthatdenotesthcnumbcroffactorstobccxtractcd．  

LctSbeasamplccovarianccmatrixl）aSCdonthcsamplexl，．．．，諾。．Partition   
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Whenm＝k，i．e．，thcnumberofcxtractedfactorsiscorrcctlyspcci丘ed，IharaandKano  

（1986）derived  

ゆ1＝Jll－－（r12∑諾J31，  （1）  

provided that C32 iS nonsingular. 

IharaandKano（1986）usedtheformulain（1）tosuggestacloscdformestimatorfor  

unlquneSS aS  

胡m）＝和一β－2電軸，  （2）  

OnccanobtainnoniterativecstimatorsfbrthcothcruniqucnessesbycxchanglngObscrved  
，ariabl。SSuitably．Let％（m）＝diag（崩m），…，壷m））beanestimatorforg，COnStruCtCd  
asdescribedabove．Afactorloadingestimatorisobtainedbyaspcctrumdecomposition  

ofS－㊨（m）．Kano（1990a）andCudeck（1991）havegivenane侃cienttabularmethodbr  

calculating京m）．AprogramofMS－ExcelwithVisualBa5icfbrthenoniterativccstimator  
isdistributcdbyHori．Thenon－iterativeestimatorhassomeimportantproperties・  
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Propositionl．（IharaandKano（1986），Kano（1990b））Assumethatthcfactoranalysis  

modclholdswith∑32nOnSingularandnormalassumptionfor諾1，…，a3。isInCt，Assumc  

furtherthat m＝k，i．c．，thenumbcroffactorsiscorrcctlyspcci8ed．Thcnonitcrativc  

estimatoriik）isthenscalcinvariant，COnSistent，andasymptotica11ynormalwiththc  
asymptoticcovariancematrixas  

¢子＋（ゆ1＋叫2∑諾甘3∑完J21）（¢1＋J13∑㌶せ2∑諾J31）．  

Proposition2．（Kano（1990a，1991））Assumc that thc factor analysis modelholds  

With∑32nOnSlngularandnormalassumption丘）r3：l，…，諾。is satisfied．Assume that  

k＜m（＜（p－1）／2），i・e・，thcnumberoffactorsisovcrcstimatcd．Thenonitcrative  

estimator4，im）isthcnstillscaleinvariantandconsistent．Theasymptoticdistributionis  
not．normalbutinstcad wehavc  

㍉（げ一両⊥｝¢ろ＋（ヱ（ポ／α11）（ろ＋zTz2／Z3），  

WhercZl，Z2andZ3arCunivariatcnormalvariates，Zlandz2havcNm＿k（0，ImNk）and  

thesevariatesareindcpendcnt，andwhcrccisaconstant．  

Anunexpectedrcsultisthattheconsistencysti11holdsforthccascwherethcnum－  

beroffactorsisovcrestimatcd，becausethefactoranalysismodclisnotidcntiacdforthc  

OVCrCStimatedcase・TheMLEdoesnothavethisproperty．Thcpropcrtygivcsatheorct－  

icalbackground払rthcfactthatthcnon－iterativccstimatorscldomcausesanimpropcr  
SPOluton（Hcywoodcase）．   

Thepropertywi11beablctobeusedtodevelopanalterntivestatisticforchoosingan  

appropriatcnumberoffactors．Fbrthis，howcver，WCneedtomakeafurtherrcscarchto  

dcrivethejointdistributionsof㊨（m）andS－㊨（m）．DistributiontheoryfornoIⅢOrmal  
POpulationsalsoneedtobedeveloped．  
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