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Large－devia七ionefBciencyof員rs七andsecondorder  

筑波大。数学 赤平昌文  
1 はじめに   

統計的推定において，Bahadul・有効性は大偏差確率の観点から導出された漸近有効性の概念の1つとし  

てよく知られている（〔B71］）・そこでは，未知母数の－一致推定量の裾確率の対数の下界がKullbaclトLcibler  

（K－L）情種量によって与えられ，また適当な正則条件の下では，Fisher情報量によっても与えられる．そして，  

その下界を達成する推定量をBaha（1ul・有効であるといい，さらにK－L情報量の漸近展開に基づくBahadur  

型の2次有効性についても論じられている（阿82＝A95j）・   

本論では，Ba・土1adur有効性とはやや異なる観点から，1次，2次の大偏差有効性について論じる．実際，漸  

近中央値不偏推定量の裾確率に対する2次の下界を求め，具体的には正規分布，両側指数分布の場合に最尤  

推定塵の1次，2次の大偏差有効性について論じる．   

2 設定   

ぷ1，∫2，・‥，芳一い‥・をたがいに独立に，いずれも（α一有限測度J上に関する）確率密度関数（p．（1．り′（ズ，β）を  

もつ分布に従う確率変数列とする・ただし，β∈0とし，馴まRlの関区間とする．いま，ズ：＝（∬1，…，∬Tl）  

に基づく∂の推定量∂γl：＝β，－（∬）が，βについて局所両様に  

恥l（∂，l≦β）＝1／2＋叫），」筒，m椀≧呵＝1／2＋0（1）（乃→∞）  

をみたすとき，∂nを漸近中央値不偏（asympto七ical1ymedianunbiased略してAMU）であるという．ここ  

で』をβのAMU推定量全体のクラスとする．  

定義あるAMU推定量牒＝鰐（ズ）が存在して，任意の∂γl∈4任意のβ∈0，任意のα＞0について  

為，γ1（岬γl－β！＞α）≧昂，れ掴ニー∂l＞α†（1＋（むl／れ′）＋0（1／m））  

＝：β（α，β）（1＋（わ1／れ）＋0（1／m））（71→∞）  
（1）  

とする．ただし，いまある定数とする．このとき，不等式（1）が0（1）まで成り立てば，βニを1次の大偏差有  

効（large－deviatione侃cient略してLDE）であるといい，さらに（1）が0（1／n）まで成り立てば，0芸を2次の  

LDEであるという．   

次に，LDEを考えるために，βn（∈誼）の両側裾確率の下界を求める．  

31次，2次の大偏差有効性   

まず，∂0を6＝こ任意に固定し，仮説ガ‥♂＝β0十α，対立仮説〟：β＝恥の漸近水準1／2＋0（1）の最強力  

検定¢＊＝が（ズ）は  

罰軒‥＝ ろ㈲＞c  
J＝1  

の形の棄却域をもつ．ただし，α＞0とし，  

ろ（恥巨＝log（′（ズJ，恥）／／（方ノ，β0＋α））（ノ＝ト‥，γ乙）   

とする．ここで，Cは漸近水準1／2＋0（1）をみたすように決められる定数であるが，いまの場合，  

c＝且β。＋α【Zl（恥）］十0（1）＝：〃＋0（1）  

とすればよい．さて且恥（が）＝吊。（前編＞c）であるから  

為。，ー－（βrl－β0＞α）≧1－為．），丁，（g（β0）＞c）  （2）   

ー367－  



になる、また，（2）において罰軒の裾確率の漸近展開を得るためには，鞍部点近似（sad（11epoi11ta壬）prO文一  

imation）を利用する（【J95］）．いま，原点を含むある区間の任意のfについて〟（f）：＝恥［ex沖Zl（鮎）汁  

∬（り：＝log几律）とし，方程式∬i（f）＝〟のまの解を毎）とする・  

定理βの任意のAMU推定量βm，任意のβ∈㊤，任意のα＞0について  

為，几（∂れ一β＞α）   

≧三相e叫セ0（入）＋留学榊）＋三〈曾β4（入）＋響β可＋0（嘉）］（3）  

∬′′（f），（3（f）‥＝勒（gl）／笹′′（ま））3／2，以ま）：＝K4，α（Zl）／（打′（£））2とし，  が成り立つ・ただし，人＝、席Ifl   

勒α（Zl），几。，α（gl）はそれぞれ，仮説ガ：β＝β0＋αの下でのglの3次，4次のキュムラントとする・また  

1  

β0（入）：＝入e入2／2（ト咽）㌣ 
誘訂 

（入→∞），  

卯）：＝－〈入3瑚一志（入3→入）ト去 
（入→∞），  

3  

抑）：＝入4卿）一（入4一入2） 扇 （入→∞），  

15  
卯）‥＝粕（入卜（入6一入4＋3入2）母一 房 （Å→∞）  

とし，◎を〃（0，1）の累積分布関数とする．   

上記と同様にして，α＜0についても∂れ（∈月）の裾確率P（∂－β＜α）の下界を得ることができる．  

4 例  

例1（正規分布）．Ⅳ（β，1）のp，d．f・をJ（∬，β）とすると，〃‥＝βα（gl）＝－α2／2巨打′（り＝（α2／2）（1＋2りとな  

るからf＝－1になる■また，勒α（Zl）＝代4，α（Zl）＝0となるから，（3）より  

昂，α（l∂乃一列＞α）≧2（ト㊤（、茄α））（1＋0（1／m2））  

になる・斉：＝（1／m）∑迄1∬壱はこの限界を達成するので，∂の2次LDEになる．  

例2（両側指数分布）・p・d，f．をJ（∬，β）＝（1／2）e‾トβl（∬∈針β∈Rl）とする．このとき（3）より，任意の  

β∈月1，任意のα＞0について  

為，m（恥－βl＞α）  
≧ト言（筈十三）三＋0（嘉）（…∞）  

（4）  

2（1－◎（ヽ席α））  

になる・一方，mが奇数，すなわちm＝2た－1とすると，βの最尤推定量は標本中央値Ⅹ（た）になる・また，任  
意のβ∈月1，任意のα＞0について  

為，れ（酋た）－βl＞α）  

＝1一芸（言＋三）三＋0（嘉）（…∞）  （5）  

2（1岬申（ノ蒜αH  

になる・よって，（4），（5）からX（た）は1次のLDEであるが，2次のLDEではないことが分かる．  

参考文献  

【A95］Akahira，M・（1995）・Statisticalinferenceandlarge－deviationprobability．（In．Japanese）．Mathe－  

mα玩cαg∫c首emceⅣ仇タβq56－62．  

【B71】Bahadur（1971）・SomeLimit77LeOremSinSiatisLics・RegionalConferenceSeriesinAppliedMat†ト  

ematics，SIAM，Philadelphia．  

［F82］Fu，J・C・（1982）・Largesamplepointestimation：Alargedeviationtheoryapproach．ATm．Statist．，  

10，762－771．  

［J95］Jensen，J・IJ・（1995）・SaddlepointApprvximations．ClarendonPress，0Ⅹhrd．  
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同時構造方程式（計量経済）モデルの  
セミパラメトリック推定法の改善  

国友直人（東京大学経済学研究科）  

1．同時方程式モデルのセミ・パラメトリック推定  
計量経済学において開発ざれた同時方程式（構造方程式）モデルのパラメトリッ  

ク推定法としては例えば制限情報最尤法や操作変数綾などを挙げることができる。  
制限情報推定法（または単一方程式法）として知られているこれら推定量の小標本  

の性質についてはAnderson＝Kunitomo＝Sa，Wa（1982）やAnderson＝Kunitomo＝  

Morimune（1986）等の研究がある。その後の計量経済学の展開ではHanSenの  
GMM法として細られている一般化モーメント法（Godambe（1960）の推定方程  
式法と本質的に同等）が実用面でもよく用いられている。さらにOwen（1989）が  
提唱し、推定方程式法にQin＝Lawless（1994）が応用した経験尤度法（Bmpirical  
LikelihoodMethod、略してMEL法）による推定法も注目ざれている。  

2．同時方程式の経験尤度推定とGMM推定  
簡単化の為に線形モデルを考えることにして、いま推定したい構造方程式を  

（1）   
机J＝（y；£lZ；ェ）（誓）抽匝1I・‥，几）  

としよう。ここで腑とy3£はそれぞれ1×1とClXlの内生変数、Z＝は打1×1外  
生変数、銅まpxl未知母数ベクトル、（勘）は互いに独立な確率変数列（g（也i）＝  

0（豆＝1，…，m））である。（β′＝（β′イ）は1×p（p＝Gl＋勘）ベクトルとする。）  
ざらに変数ベクトル方uを含む灯xl舛生変数（あるいは操作変数）が直交条件  

（orthogonalconditLon）  

（2）  
βぐuiE£）＝0（豆ニ1，…，れ）  

を満足することを想定しよう。内生変数の全体y：＝（yl‘，y；i）についての線型性  
を想定できる場合には、同時方程式の誘導形は  

（3）  
y上＝Ⅲ′勘＋vi（・よ＝1，・‥，m）  

と書ける。ここで誤差ベクトルⅤ：＝（・ULi，Ⅴ；‘）は呵Ⅴ‘l＝0を満たし、汀は（1十  
Gl）×打の係数行列である。この同時方程式モデルにおける母係数ベクトルβノ＝  
（β′イ）のM官L推定量は  

（4） 

【∑鋸…：‡）拙∑如舶糾王墓紬一                     丁l Tl                 i＝1         i＝＝1  

i＝三1  れn   ＝【∑鋸≡：；）痺刷舶静（y左宣，Z；‘）－（             ‘ご1  ）
 
 

、
β
～
ヤ
ー
 
 

と表現ざれる。（ここで食は経験確率の推定値、叫β）は残差の推定値である。）他  

方、GMM推定量は  

（5）  

碩≡：：）z：i鰭比胸：ユー1膝yl‘－   

＝【油≡：：）拙料（糊‾1【吉か（y；いZl誹  

）
 
 

へ
β
｛
7
 
 

と表される。  

3．経験尤度法の改善  

MEL推定量とGMM推定量を含む推定量のクラス（修正h膵L推定法）を導入す  

る。ここで経験確率（釣（官＝1，…，れ・））の推定値を  
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（6）  

ガ＝  

m【1＋∂入‘糾i（珊  

とする。ここで∂は正に一定値（0≦J≦1）であり、入はM且L推定法に表れるラ  
グランジュ乗数ベクトルである。ここで過剰識別度をエ＝∬－pとすると、特に  

J＝牢とおいて構成した推定量（修正MEL推定量）について考察した。  
このとき一定の仮定の下で漸近的な意味で修正MEL推定量はMEL推定量を  

改善し、特に上が大きいときには同時にGMM推定量も顕著に改善することが  
分かった。なお、既に得られた研究結果の一部分についてはKunitomo（2002），  

Kunitomo＝Matsushita（2003a，b）に説明した。  

4．高次の効率性との関係  

通常のパラメトリック・モデルの枠組みでは構造方程式の推定法に関する高次の  

漸近効率についてはより一般的な枠組みを用いてTakeuchi＝Morimune（1985）が  

示した結果が重要である。   

セミパラメトリック法に関しては最近、Newey＝Smith（2001）はPhanzagJ＝  
Ⅵ触1meyer（1978）の多項分布に関する議論を利用して、推定方程式の経験尤度  
推定法が漸近的に高次有効性を持つことを示したと主張している。我々の漸近展  

開の結果からは、この主張は必ずしも一般的に成り立たないのではないかとの結  

果が導かれている。この問題については我々の結果の方が正しいという確証はま  

だないが、セミ・パラメトリック推定の高次の効率についての問題としてみると、  

なお未解決な重要な問題を提起しているように思われる。  
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NoIトregularEstimationTheoryfbrPiecewise  
ContinuousSpectralDensities  

bv MasarlObuTANIGUCHI  
WasedaUniversity，JEIPa工1＊  

Abstract  

FbraclassofGaussianstationaryproCSSeS，thesl）e（血1densitryfo（人），  

0＝（T′，T7I）’，isassumedtrobeapleCeWISeCOntinuousfunc†，ion，Wher∈一丁  

describesthediscontLin11itrypoiIlt・S，andthegainissmmotlュIyparamctcr－  

ized byT）・Although estimatingthe parameter Oisaveryfundanlen†ノal  

PrOblem，t▲herehasbce11nOSySt・emat・icasymptoticestrimat，iontheory量br  

t・hisproblem．ThispaperdevelopstIhesystematicasympt，Oticest．imatiorl  

t－hcory払rpieccwisc（tOntIinuousspect・rabasedorlt．hclikelihood ratIiol■or  

COntiguousparametI〔汀S・Itisshownthat・t，llelog－1ikL三iihoodratIioisnot，lo－  

Callyasymptoticnormal（LAN）．Twoest・imat．orsf、ol・0，i．（㍉‖leIllaXilnu‡Il  
′ヽ   

1ikelihoodcstimatIOrO＾ILand塑yesestimatrorOBELreintrroduced・TheIl ′■ヽ  

theasymptotIicdistIributionsofO＾］L，andOB arederviedandshowntob（！  

nonI誉rnlal・FurthermoreweobservethatOBisasympt・OticallyefBcient，  

butO＾ILisnotso・AIsovario11SVerSionsofstepspect・raareCOnSidered．   

1Introduction   

Fbrindeperldentobserva七ions丘omaun血rnldistribution，fbrexample，tmik・rln  

distributionontheinterval［0，0＋1］，eStiIrlatingOisone（）fthenlOStfu11damen－  

talproblernsirlStatistics．Thesystemati（：aSymPt（）tic t｝雨imation the  

beenestablishe〔1byuヲeOfthelikelillOO〔1l－atioわl、umtiguou叩ramCt‖項1・g・，  

Ibragin－OVandHas’mlnSkii（1981））・However，illtimeseriessettings，therehas  

beennosystematictheol、yk）rSuChproblenlS・Concr仁，tely，SuPPOS（さthat（Xt）  

isaGaussianstationaryprocesswhosespectraldensityjb（人），0＝（T，・り），is 

． 

paraIneterizedbyrlSmOOthly・Spectraoftilistypeappeare（linsignalprocessing  
literature（e・g・，Papoulis（1984））andineconometricliterature．Especially，the  

Pbrmanentincomehypo七hesis（e・g・，GewekeandSingleton（1981））iswrittenas  

aspectraldensityofstepfunction（seeCorbaeet al（2002，p・1074））．Furtheト  

more，mOregenerally，SuPPOSethatjb（入），0＝（T′，77I）／，ispiecewisecontinuous   

＊財α£九emα壬豆cβ飢lりec£Cgαβ5ポcα如m「2ββ卯：62F12，6乞M‖5，62九ノⅠ99  

Keywordsorphrases：PiecewisecontinuousspeCtra、1ikelihoodrat・io，nOn－regularestimation，  

Maximumlikelihoodestimator，Bavesestimator，AsymptoticefBciency  
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withrespectto入，WhereT＝（Tl，…，7b）′describesthediscontil川OuSpOints，and  

＝（町‥・｝りq）′isasmoothparameter払rthegain・職？anfindsuchspectra  

ln many鮎1ds・Fbrexample，anenvironmentaltimeserleS Ca11ed the South－  

ernOscillationIndexhasthespectraldensityofpiecewisecontinuoustype（see  

ShumwayandSto鮎r（2000，p・244））・However，thesystematicasyrnptotictheory  

br thesespectrahasbeenquitebarren・Therebrethepurposeofthispaper  
istodevelopthemodernasymptotictheoryた）rPiecewisecontinuous spectral  
densities．Itisshownthattheasymptoticsofthelikelihoodratiobetweencon－  

tiguoushypothesesandestimatorsaregreatlydi鮎rentfromthoseた）rregular  
SpeCtralmodels．   

Thispaperisorganizedasb1lows・Section2dealswithaGaussianstationary  
processwithpiecewisecontinuousspectraldensityfo（入），0＝（7－′，T7／）／．Thenthe  

asymptoticsofthelikelihoodratiobetweenOan〔10n＝0＋（n－1△T’，n－1／2△11I）／  
areelucidated．Itisshownthatthis fami1yis notlocally asylnPtOtic normal  

（LAN）・Section3introducestwoestimatorsofO，i・e・，themaxinlumlikelihood  
〈 ．へ  

estimator（MLE）OMLandBayesestimatorOB・Basedontheasymptoticsofthe  
〈ノ■ヽ likelihoodratio，theasymptoticdistributionsofO＾IL，andOBaregivenandshown ノ、  
tobenonnormal．AlsotheresultsimplythatOBisasymptoticallyemcient，but ■｛ヽ  

OMLisnotso，Whichmakesasharpcontrasttotheordinaryasymptotictheory  

fbr 

． 

ratios areilluminated．Thenthesimilar resultstothosein Section3た）1low．   

Asた〉rnOtations，WedenotetheEuclideannormlofamatrixAbyllA‖E，the  

spectralnormofAbyllAII，T＋and7・‾aretherightandleftlimits，reSpeCtively，  

andf，1曳fimpliesIIf，1（入＝（l）l2d入→Oasn－→∞．  
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Onnonparametricandsemlparametrictesting ●  

ofmultivariatetimeseries  

矢島美寛東大・経済  

松田安昌 新潟大・経済   

1．序   

本稿では、スペクトル密度行列に関する制約条件に対してのノンパラ  

メトリックあるいはセミパラメトリックな検定を統一的に扱う数学的定  

式化およびスペクトル密度行列の推定量に基づく新たな検定統計量を提  

案し、その漸近的性質を導く。  

2．モデルと帰無仮説   

g亡＝（glい…，み電）′をγ次元正規定常過程とし、そのスペクトル密度行  

列を′（入）とする。タ（β，害小ま、γ×r行列値関数で、その引数は机次元ベクト  

ル、∂＝（β1，…，β机）′、およびγ2（′U2＜γ2）次元ベクトル、訂＝（仇，・、．，‰）′  

からなる。このとき帰無仮説の下で、J（入）はつぎの方程式   

（1）  J（入）＝タ（∂，月ⅧC（J（人川，   

をみたすとする。ここで月はlノ2×γ2の「選択行列」とし、すなわち各成  

分はすべて1か0であり、各行ではちょうど1個の成分のみ1、各列では  

高々1偶の成分のみ1である。したがって帰無仮説の下ではスペクトル密  

度行列は叫個のパラメータと、γ2より少ないγ2個の自分自身の成分で表現  

可能なことを意味する。机＝0のときはノンパラメトリック検定、机＞0  

のときはセミパラメトリック検定になる。   

応用例としては分離型モデルの検定、独立性の検定、条件付き独立性  

の検定、自己共分散関数の同等性の検定、自己相関関数の同等性の検定  

がある。  
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3．検定統計量   

観測値gl，…g和が与えられたとき、フーリエ周波数を入J＝慧（j＝  
1，2，…， 【門／2］）とし、ム＝J（人士）の推定量を平滑化ピリオドグラム  

m／2  
1  

m＋1  
ん£＝ニ‡て  ∑ ん，呵，壬＝1，2，…，［m／2］，  

j＝－m／2  

によって定義する。ここでん，メはフーリエ周波数入ゴにおけるピリオドグラム  

ノヽノ＼ 行列とする。一方帰無仮説（1）の下での推定量をJ即＝タ（∂n，月ⅦC（ん電）），ま＝  

1，…，【押／2】とする。ここで∂m＝（∂1町‥，∂卿）′は♂の推定量である。   

いま∬（A）を複素rxγ行列Aを引数とする非負の値をとる関数で、0  

となるのはAが単位行列に等しいときのみとする。そして統計量‰＝  

∑㌘】g（鳩），を導入する。ここで弼＝（m瑚）＝ん孟，壬とする・  

4．理論的結果   

定理1   

ある仮定の下で、帰無仮説が正しいとき、ある定数叩，打が存在して、  

（れ／m）1／2（㍍－（れ／m）叩〃Jは氾→∞のとき標準正規分布に収束する。   

したがって恥，anを甘，げの一致推定量かつ恥一叩＝Op（（m／m）1／2）とす  

れば、  

允＝帯（孔一芸醐れ  

は帰無仮鋭が正しいとき、標準正規分布に収束する。   

定理2   

ある仮定の下で、帰無仮説が正しくないとき、先は（氾m）1／2のオーダー  

で正の無限大に発散する。   

したがって通常のパラメトリック・モデルの検定における、対立仮説  

のもとでの発散のオーダー乃1／2より、スピードが速くなる。  
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非ガウス多変量指数型分布族  

椿 広計，岩崎正和  

筑波大学大学院ビジネス科学研究科  

竹内 啓先生の古希を心からご祝福申し上げます。  

0．   はじめに   

竹内 啓先生の講義・統計輪講並びに先生との対話の中には忘れられないものが多々ある。本  

題ではないが、田口玄一先生、GE．P Boxとの懇談会、R．A．Fisherの業績を振り返った講義（特  

に実験計画法）など印象に残っている。   

大学院生時代、先生がリタイアされたらKendallandStuartを超えた大著「統計学原典」を執筆  

すると仰るのを聴いて、－一体どんな本になるのだろうかと，わくわくしながら聴いていた。考え  

てみれば竹内先生は生涯超A級現役なのだろうから、これはどうも雉しい話なのかもしれない。  

ビジネス科学という，統計自身よりは，その対象を統計科学化することに関心がある今日この頃  

ではあるが、統計の「原典」がどんなものなのかについては，大いに気になる。   

さて、1986年の秋だったと思うのだが、椿の一般化線形モデルに関する学位論文予備審査をお  

願いに行ったときの、先生の指導も忘れられない：   

「椿君、GLIMは統計学のタイホだよ」   

「先生、タイホって何ですか？」   

「退歩は、進歩の反村だよ」  

というものである。小生は、これを聴いて、学位論文に通常の指数型分布族に従わない確率分布  

に対してGLIMでどのようにモデルを拡張しつつ、分布形情報を回復するかといった章を追加し  

なければならなくなったのである。   

その後、1990年代を中心に世間ではLiang andZeger（1986）の一般化推定方程式（Generalized  

EstimatingEquation，GEE）が，個体間，個体内相関を柔軟に取り扱える技法として計量生物学分  

野を中心に応用上大きなインパクトを与えた．特に、それまでの接近が質的多変量データでも多  

変量正規モデルの枠組みに押し込めていたものを、一般化線形モデル（GeneralizedLinearModels，  

GLIM）の枠組みで取り扱えるようになったものとして，評価されている。同時期、計量経済・  

金融分野では，既に類似技法として，Hansen（1980）の一般化モーメント法（GeneralizedMethodof  

Moments，GMM）が一定の地歩を築いていた．先生が、「原典」の中でこれらの方法論をどう評価  

するかは大いに興味のあるところである。  

1．最小二乗推定とモーメント法   

竹内先生には、「退歩」と叱られつつも、統計学における正規性の仮定ないしは指数型分布族の  

仮定の意義について復習したい。これも、考えてみれぼ竹内先生の講義（現象と行動の統計数理、  

新耀社）の中で習ったことである。また、1粥5年ころ計測自動制御学会主催のリモートセンシン  

グシンポジウムにおいて招待講演をお願いしたとき、「多変景正規性の促走の本質というのは、回  
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帰関係の線形性と外れ値がないことだけ」と発言されたのは、安岡善文先生（当時国立公害研究  

所、現在、東大生産技術研究所教授）をはじめ一部聴衆に竹内先生でなければできない発言とし  

てインパクトを与えた。   

さて、ここで強調したいのは、「方便」としての分布形の仮定である。真宗の安田理探氏が「世  
俗にうそも方便というが、うそが方便でなく、うそをまことにするのが方便である。」と述べてい  

るが、これは、「科学法則が、実用便宜のために人間が作ったもの」とするK・Pearsonの「科学の  

文法」ないしはE．Machの考え方と同一歩調と思われる。   

Gaussの最小二乗推定量とGauss分布の特徴づけには，密接な関係がある（Gauss，1805，1820）．  

Gaussは、当時，確率モデルの母数推定に使われていたMostProbableMethod（現在の最尤推定）  

が最小二乗推定（LSE）と一致する統計モデルとしてGauss分布を導いたのである．しかも，LSE  

の標準誤差は、変量がGauss分布に従わなくても，線形性，独立性，等分散性の仮定の下で一定  

かつ線形不偏推定量の中では分散を最小にすることを示したのである（Gauss－Markov定理）．  

Gauss以後，LSEユーザーにとては，モデルの線形性，誤差の共分散行列の無相関かつ等分敵性  

の仮定に比べれば，分布形の仮定は「擬似的」なものに過ぎなくなった．   

一方，Galton（1877）はQueteletの影響を受けGauss分布を擬似的なものではなく，真の生物  

測定個体間変動の近似モデル（LawofDeviations）として利用した．生物測定値の変動がGauss  

分布で近似できるようなものではないことを指摘したのが，Pearson（1894）であり、Wtldonのナポ  

リ蟹の前頸部帽と体長の比のデータが、Gauss分布の混合状態を観察したものとして近似するの  

が良いとした。この論文は，混合分布モデルの識別可能性の検討や母数推定方式としての「モー  

メント法」，すなわちデータY＝（均），ひ＝1，．‥，乃）の～次の標本モーメントと関心のある母数ベクトル  

βの関数としての母モーメントに関する方程式、  

Pi（Y）＝Pi（0），（i＝1，．．．m，dime＝m），  

すなわちモーメント関係に基づく推定方程式を用いて推定を行うことが提唱された論文として大  

きな価値を持つ．しかし，皮肉にも、この論文は「以下ではGauss分布を正常な分布（NormalCurve）  

と呼ぶことにする」と記述し，その後，Gauss分布を正常分布と考える方便を嘘にしてしまう、  

きっかけとなり晩年Pearsonは後悔することとなる。   

その後、Pearsonは4次までのモーメント関係に基づく分布族（Pearson系）の分類に着手した．  

が，Pearson系は指数分布族とは限らないので、実はモーメント法との相性は良くない．また，Fisher  

の最尤法を基調とする推定論における有効性概念や小標本論の発展によって，モーメント法は批  

判され，Gaussの提起した操作的意味での誤差分布の想定という考え方も閑却される．一方，  

Fisher（1935）は，明確に推定方程式あるいはPivotalQuantityの概念を導入し，これは推定方程式論  

の前駆として位置付けられる．  

2． 推定方程式の効率と最も弱い意味での頑健性   

Godambe（1960）は，不偏な推定方程式に対して「効率」概念を導入し，最良推定方程式の理論  

を確立した．Bhapker（1972），Morton（1981）は，それを多母数の推定問題に拡張した．特に，不偏な  

推定関数g＝（gf（Y，β）），ノ＝1，．‥㌦＞〃ヱが与えられたとき，最良推定方程式として，  

坐c。V（g）－1g＝0      ∂0  
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が導かれている．Godambeは，モーメント法の効率の低さと最尤法の適用範囲の限界といった弱  

点を克服する接近として最良推定方程式の理論を構成したとしているが，どちらかというとある  

性質を共有する統計モデルのクラス内での「効率」を強く意識した体系と言わざるを得ない．こ  

の推定方程式論と流れを同じにするのが，Hansen（1980）の一般化モーメント法（GMM）であり，  

こちらは推定方程式のような停留方程式ではなく，推定関数ベクトルのL2ノルムをその共分散行  

列の逆行列を計量として最小化  

聖ngTcov（g）」g  

を行うように母数の推定値を定めるものであり，一種の最小カイニ乗推定量である．上記の計量  

を用いるのが，2次形式最′J、型の推定量の中で推定量の漸近共分散行列を最小にするという意味  

で最良であることも示されている．   

さて一方，Huber（1964）のM推定量は，明確に衆尤法を統計モデルの誤想定のもとで利用する，  

すなわち統計モデルの「擬似性」を意識しており，標準誤差の評価方法（今日のInformation  

Sandwich）やMin－Max原理に基づく擬似統計モデル想定として，「最小情報量分布（LeastInformative  

Distribution）」の概念を導入している．GEEを特徴付ける技法の一つである，InformationSandwich  

は共分散構造誤想定への標準対処としてWhite（1980）の方法と呼ばれ，計量経済分野でも日常的操  

作となっている．   

これに関係して，椿が学位論文作成にあたり注目したのが、Vhdderburn（1974）の考え方である。  

彼は，NelderandWtdderburn（1972）のGLIMにおける散らばり母数を持つ指数型分布族の尤度想定  

は，「擬似尤度（Quasi－1ikelihood）」と位置付けられる事を主張し，その分布が、分散関数所与の  

下で指数型分布族が期待値母数に関する「最小情報量分布（LeastInformativeDistribution）」である  

ことを示した．wedderburnの擬似スコア関数  

ユ●’・一一〃 ‾  

寸砧う  

Q（y，〃）＝  

は分散関数Ⅵr［れ＝V（〃），〃＝E［れの想定が正しければ，分布形によらず期待値構造に関する母数  

推定の漸近分散共分散行列が等しくなり（一種のミニマックス性），漸近最良線形推定方程式推定  

量となることも意味する．つまり，LSEの自然な発展がGLIMのQuasiMLEということになる．  

また，Wtdderburnの擬似尤度は，分散関数所与の分布族のスコア関数を∑，＝1，．‖〃g（FL，）（Y；－FLi）とい  

った一次結合で情報量損失の意味で最良近似したものに相当する（椿，1988，Heyde，1997）．なお，  

計量経済分野の議論で注目すべきなのがGourierouxetal．（1984）のPseudolikelihoodである．すなわ  

ち，分布系の想定が誤っていても推定量の一致性は満たされる尤度のクラスとして自然指数型分  

布族を特定したものである．素朴なモーメント法が，最尤法と一致する分布として指数型分布族  

を特徴付けたものである．なお，Whiteの方法は、この種の分布形誤想定の下でも議論されてい  

る。  

3． 多変量擬似尤皮とその問題：可積分共分散構造：2変量ガンマ分布は構築可能か？  

McCu11agh（1983）は，Wedderburnの擬似スコア関数を  

q（℃〃）＝∑‾l（Y一匹）  
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と多変量に拡張した．ここで，〃＝E【Y】，∑＝Cov【Ylであり，共分散関数∑は〝の関数である．擬似  

［雷］  

という関係（Fisher情報行列が満たすべき  尤度あるいは最良推定方程式論では，Cov（q）＝－E  

性質）が，共分散関数の誤想定が無い限り性質するというのが，効率ないしは前記ミニマックス  

性の成立に本質的である．GEEは，  

∑＝diag［Ⅵr（Yi）］l佗R（p）diag［V叫Yj）］l佗   

という作業相関構造（WbrkingCorrelation）R（p）を持つクラスに限定することで，Whiteの方法を適  

用可能にした点を除けば，McCu11aghの擬似尤度そのものである．それにも関わらずMcCullagh  

がGEEに批判的なのは，McCullaghandNelder（1989）で指摘しているように、一変量の場合と異な  

り，共分散関数を想定したときに，擬似スコア関数は構成できても，可積分条件が満たされなけ  

れば、対応するDispersive指数型擬似尤度が存在しないからであり、GEEで用いられている共分  

散構造の大半はこの状況なのである。   

一方、GEEの代わりにQuadratic指数型分布族に基づく推論を提唱している論文も多い．特に，  

やはりGourieroux et．al．（1984）に端を発するQuadratic指数型分布族，その二倍データへの適用と  

考えられるZhaoandPrentice（1990）らの方法もある。一方，Morris（1982）の2次分散関数を持つ指  

数分布族を多変量に拡張しようとしても，GEEが想定する特定の作業相関構造から導かれる指数  

分布族が存在するとは考えられない（Kotzetal．，2000，山本，椿，1992）．   

山本、椿（1992）は、McCullaghandNelder（1989）が指摘した可積分条件が、次の偏微分方程式、  

げ＝0   
∂〟J  ∂〃ノ  

Covk，1）  
ただし、ダレ‘，巧）＝   E【れ］＝〟′である。更に、この偏微分方程式の完全解は、   

Ⅵ汀（㌢）  

ダ＝G（F〃「〃ノ）   

となることも示した。ここで、Gは微分可能な任意関数である。   

命題l：相関係数一定の多変量指数型分布族は、Fが定数となるか、叩ルfと表されるかの何れ  

かである。  

証明‥ク2＝F（〃f，〃ノ）F（〃ノ，〃f）＝G（ダ（〃′，〃ノ）〃「〃ノ）G（F（〃ノ，〃．）〃ノー〃∫）を満たすので、   

β2＝G（F（〃f，〃ノ）〃叩ノ）G（勘げ（〃J，〃ノ）－〃f）   

となり、G、Fは定数関数か、Gは定数倍、ダ（〃f，〃J）＝C〃如上となる。  

（1）  

従って，分散関数が〃ユに比例する指数型分布族，すなわちガンマ分布は，自然な共分散関数  
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p〃f〃ノを持ちつつ相関係数一定を実現できる多変量正規分布以外の唯一の指数型分布族ではな  

いかと予想された．ところが，Ll」本，椿（1卵2）は，単純な2変量ガンマ型共分散関数，  

1  

Cov（Y）＝≠∑＝¢diag（／Ll－，，′L22） 
1  

diag（／り－1／∠三三） 

は可積分条件を満たさないことを示すと共に，これに積分因子（′刷）菜を乗じれば可積分とな  

ることを示した．この場合，積分因子は，通常のGEEに対しては「重み」として作闘することに  

注意されたい．さらに，IwasakiandTもubaki（2002）は，この推定方程式に対応する自然指数型分布  

が実在すること，すなわちこの推定方程式は擬似統計モデルとして利田可能なことを示した．  

命題2（IwasakiandrIhhaki，20O2）  

共分散関数  

c。V（Y）＝≠（′刷）一一浩di。g（′り2，′りユ）1′コ  2－′コ   

di咄〃∴／り）   （2）  

に対応する2変量指数型分布族の密度関数をデイラックの∂関数を用いて表示すれば，（3）のよう  

になる．  

丁、  

Åb，刷）＝∂けl）拘ブコ）exp（一人）・∑  
ノー1  

／）ノ  

）・，′ 

〝′（宮）Jリ17。）（ヨ）  

であり（た1，2），βfは，この2変量指数型分布族  ただし，  
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備考）確率分布（3）は，一β＝0を除いては，Y＝0に有限な確率を持つ分布であ り，独立な2変量ガ  

ンマ分布が同一のポアソン変量によって複合された分布である．また，P→0の極限では，独立  

な2変量ガンマ分布に収束する．  

命題2の証明は，次の2つの補題を通じてなされる．  

禰題1共分散関数（2）に対応する指数型分布族の対数尤度  

γlβl＋γユβユーみ（β1，q、β）  
logム（γ；β）＝こ  ＋c（），－、γ2，β，桝  

ー379－   



となる．  が存在するとすれば，そのキュムラント関数あ（q，q，β）は，  

証明は，共分散関数とキュムラント関数の関数関係を偏微分方程式で表現すれば良い．  

l
 
 

〃
…
バ
 
 
｝
 
 
 

す
し
 
 

じ∠  
槻2キュムラント関数瑚，ち，か  

β   

に確率分布が対応するとす  2
 
 

）
 
 β

 
 

＋
 
 

l
 
 

（
 
 

／γ ／V  
れば・そのモーメント母関数は，MY（t）＝eXP（一頒告（1－itl） 
る（記法は，命題2と同様）．   

このモーメント母関数が命題2で示した分布に相応することは直ちに分かる．   

系1分布（3）の周辺分布は，ガンマ分布のポアソン混合分布であり，これは，Tweedy分布と呼  

ばれる指数型分布族であり，この分布の分散関数はⅤ（〃）＝〃2∴βとなる．   

備考）甑eedy分布は，分散関数から眺めるとガンマ分布（V（FL）＝FL2）とポアソン分布（V（FL）＝FL）  

とを繋ぐ役割を果たしている．   

参考までに分布（3）に従う確率変量の密度関数（これ以外に原点に確率が）図1に示す．  

（b）戸0劇げ叫声が0）＝0－3朝2（C）／抑乳汁（炉笑＝0）輔637d  

ld）戸D乱打匪美＝0）＝0・7215（e）戸0・恥打輌ニ0｝瑚，80卯汀ノ戸0・95・托か基＝0）ニ0・弗び  

図1〃1＝〃2＝1，≠＝1の場合の密度関数（3）  
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分布（3）は，維散変量による複合で非正規変量の相関を設計できることを示唆する一方，分布（3）  

自体をポアソン変量を複合して相関のある負の二項変量を設計するのに利用することも可能であ  

る（IwasakiandT加baki，2003）．こうして，構成されたBivariateNegativeBinomial分布は，当然のこと  

ながら，独立な負の二項分布のポアソン混合分布となり，従来提唱されている多変量負の二項分  

布よりは，相関構造が柔軟である．  

4． 相関構造に関する再考察  

命題1を眺めれば，相関係数一定以外に，興味のある相関構造を導出できることが分かる．実際，  

F（〃∫，〃ノ）  
〟∫  

と置くことで，相関関数の二乗が〃（／り〃（／りと変数分離形になることが分かる．このとき，   

血ユ  
〃（〃出＋  

／J∫  

となり，G（如））＝l＋血jを満たすようなGが存在すれば，この相関構造が可積分となるこ  
〃f   

とが分かる．ということは，上手に確率変数の定義域を設定できれば，可積分な相関構造は意外  

と広いクラスになり得るということと考えられる．  

例：多項分布の場合  

多項確率の場合，上記の条件は次のように〃，≠は，それぞれ  

且 〃蝉，甲（玖）＝  

となる．従って，G（甲）＝  ととることができる．  
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Ⅴぬ1idi七yoftheexpec七edEulercharacteris七icheuristic  

Dept・OfStatistics，StanfordUniv．JonathanTaylor  

東京大学大学院情報理工学系研究科 竹村彰通  

FacultyofIndustrialEngineeringandManagement，Tbchnion，RobertAdler   

′′、、．ノヘ  凡才をC3級多様体，〟⊂方を粛に埋め込まれた部分的に滑らかな多様体，〟上のC2  

確率場を拍），∬∈荻そしてJの〟への制限を榊），∬∈叫とする．ここでは拍）の 〈′、   
最大値の裾確率  

P（認エ）≧㍊ ）   
（1）  

を近似するオイラー標数法の正当化を考える．Jが期待値0分散1のガウス場の場合には，（1）  

式のオイラー標数法による近似は  

dinl凡才  

∑£、バ川  
ゴ＝0  

（2叶小1）′2上∞恥）e－γ2／2か  （2）  P【sup∫（∬）≧㍊  

と表される．ただしHjはj次のHermite多項式，L：j（M）はJの共分散関数からMに誘導さ  

れたリーマン計量に基づく”intrinsicvolume”あるいは“Lipschitz－Killingcurvature”とよばれ  

〈 る〟の幾何量である（［8］）．∫が期待値0分散1のガウス場でかつ有限項数のKarhunen－Lo占ve  
一へ 展開を持つ場合は【6］で調べられている．この場合には写像p‥〟→ぶ（Rm）とm次元標準正  
規確率ベクトル∈（山）～Ⅳ（0，ん×m）が存在して  

Tl  

鮎山）＝〈p（ェ），抽）〉温和＝∑抽）pj（∬）  
j＝1  

と書ける．ただしぶ（Rm）⊂R乃はR几の単位球である．チューブ法を用いた議論により［6］で  

はオイラー標数法の誤差の上界が  

び照2′2d ぴ  C（叫上：。Sβ。（叫  （3）  

で与えられることを示した．ただしβ。（〟）は〟の臨界半径（［7］【3］）である・  

．〈．  別のアブロMチとし，fが等方的（isotropic）なガウス場の場合には，Mに関する適当な正  
則条件（［2】のTheorem4．5．2）のもとで，Piterbarg［4】は“double－Sum”法を用いることによ  

りオイラー標数法の誤差の上界が  

Ce一肌2／2  ∃α＞1，             ）  
（4）  

と表されることを示した．ただしαは明示的には与えられていない．   

これらの上界は（2）式の近似式の各項と比較して，指数オーダーでより小さいものであり，オイ  
ラー標数法による近似が良好であることを示している．しかしながら以上の結果は，Karhunen－  

L。如e展開が有限項である場合や，ガウス場が等方的な場合など，限られた設定でのオイラー  
標教法の正当化を与えるものであった．（4）式に関しては等方性の仮定はきついし，また財に  
関する正則条件（［2】のDe丘nition4．5．1）も面倒な形をしている・（3）式に関しては・任意のガ  
ウス場はその再生核を通じて無限級数の形のKarhunen－Loむ佗展開を有することは知られてい  
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る（cf」用が，（3）式の誤差評価をm→∞の極限操作に用いることはできない・実は・上の  

二つのケースは互いに排反であって，任意の有界な慣域〟⊂Rたに制限された等方的な確率  

場は決して有限項のKarhunen－Lo包Ⅶ展開を持たないことを示すことができる（［5］）．   

本論文の目的は一般の設定でオイラー標数法の正当化を与えることである．本論文の結果と  

して例えば次のことが証明される．∫が平均0分散1のガウス場であれば   

聖霊f－㍊岬2log（ip（≡苫掴≧視）一声（≡諾掴≧㍑）l）≧妄十姦 
（5）  

が成り立つ．ここでJ2（J）は，有限項のKarhunen－L虎ve展開を持つ場合の〟の臨界半径の  

概念を無限次元の場合に拡張したものである．  
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In鎚renceongeneraluni恵一rOOt COintegration  
amdassocia七edcompu七ationalme七hods  

YuzoHosoya＊andTaroTakimoto†  
GraduateSchoolofEconomicsandManagement，TohokuUniversity   

rrhepaperpreseIltSaPraCticableframeworktodealwiththeoreticala・SWellascornput′atioIlal  

aspects ofstlatisticalinferellCe Ollgeneralcointegration models・Wit・h generalunit－rOOt  

cointegrate〔lprocesseswhichirlCludthevectoI・ARMAmodelasaspecialillStarlCe，thepaper  

proposestheWhittle－1ikelihoodratiotestforcoi11t・egrationrallkandprovi〔lesalimittheory  

usefulhrtllCEISy叩）t・Ot・icsoft111at・tIeSt・Sectio112derivestheGl・El・11gerrePreSentat・iol－tlle（）rビ＝1  

（Thcorem2・1）hycmpIoyillP；tIheacljointn”・t・rixofARpartoftlhegel－eratillgmeChとulisl－10r  

t・heprocess・Theapproa（：hturnsouttobeusefulforexamiIletherooトCOll（1it・iollOftrheDGP・  

InSectio113t，hepapergivesacel止rallil11itt・h（！Ory（Theorem3・1）andanallie（1invariance  

principle（TlleOrCm3・2）basedo‡1aSetOfassumptionsintroducedbyHosoyaaIldTalliguchi  

（1982，93）wllichrequirestheMartingale－di鮎renceand／orconditionalhomoscedasticit・yOnly  

a・SymPtOticallyfortlleinllOVatio－1PrOCeSSiI－VOIved・ThelimittJheoryofthepapereIlables  

applicationofthecointegrationranktesttoawiderclassofprocessestlほ11t′1－OSeinv∈さSt・igated  

in theliteratur・（モSO rar．Sect，ioT14（、OllSiders t．11C Whittlelikelihoodirlt，h（j generalset－uP  

ofthepaper．Extelldillg．JollarlSCll’sasympt10tic theoryorthclikclihoo〔lratio（LR）tJeSt  

fbrcointegratioIlrarlk，Sectiol15l）reSeIltSTheorem5・1whichsllOWSthatthelogWhittle－  

1ikelihood ratio hasasymptoticallythedistributionofthetraceofamatrixcomposedof  

functiorlalsofamultivariateBrowniaIlmOtionandaBrowniaIlmOtionasi11Johansen（1995）．  

Corollary5・1showinghowthea5ymptOticresultismodiBedbyt・eStingagainstthealternative  

hypothsisoftrendstationarity・Tbderivetheasymptoticdistribution，thepaperemploys  

implicitlytheasymptoticstheorybyHosoya（1997）ontheWhittle－1ikelihoodbasedinference  

forstationarylongィangedependentprocesses・Basedonourlimittheory，Section6proposes  

aftasiblenumericalmethodforevaluatingthemaximumWhittlelikelihoodestimatorand  

thejointp－ValuesbymeansoftheideaofHosoya（1989）’sgeneralizedlikelihoodratiotest  

fbrhierarchicalstatisticalrIlOdels・Testingthecointegrationrankisconductedbymeansof  

simultaneouscomparisonofanull－hypothesisrankagainstanestedsetofalternativerank  

inwhichthefull－rankexplicitlylnVOIvesatrendterm・Themostdelicateissueinvolvedin  

thenumericalevaluationforBnitesamplesisthatthemaximumoftheWhittlelikelihood  

isnotnecessarilyattainedinsidetheadmissibleparamet－erSPaCeWheretheroot－COnditions   

＊Thepaperispartia11ysupportedbyGrant－in－AidhrScientiAcReseal－Ch（C）（2）15530136・  
†ResearchFellowofthe．JapanSocietyforthePromotionofScience，TheDoctorprogram（TheSecondary  

Course）．Thepaperispartial1ysupportedbyGrant－AidforJSPSFeuows15006983・  
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required bythecompanymatrixofanymodelofglVenrank aresatisLied・We pI・oPOSed  

anadjustmentmethodincasetheyareviolatedandalsoanumericaliterationprocedure  

formaximizationofthelikelihoodineachstepofwhichtherootrequirementsofestimat・ed  

coefRcients areimplemented so that the estimate obtainedin each stage ofiterationis  

guaranteedtofal1inside七headmissibleparameterspace・   

InSection7theempiricalanalysISisconductedinviewofidenti＆ingtheVARMAmodel  

pertinent to thetrivariate U．S．interesthrateSerieson the basis ofthepaper’s estiInation  

andtestingmethod・IncomparisontoReinseland Ahn（1992），％・Palld Reinsel（1995），  

and恥kimotoandHosoya（2003），thispaperinvestigated thesame three U．S．sel▼ics，r・lle  

FederalFund rate，90－day andl－yeaI・neaSury Billrates，OV（・r trhtゝI）el▼io〔1196O：L一川79：12  

anditturnsoutthatoursimultaneousWLRtestISuPPOrt・S■nlOStIt，heVARtren（トst・；両（nlal・y  

modelamongthel－eStedset ofVARMAmodelsillCOntraSttO t・he existli11gliteriltFur（」；Lll  

ofwhich seem toindicate results more favourable to someI・educed rank unit＿rO（〕t．1110（1els  

ratherthantheconstant－meanStationarymodel・Thedifferentoutrcomemaypossibly be  

duetoouremploymentofthetrend－Stationarymodelasthefulトrankalterllative．Ull〔1er丹1e  

trend－StationaryalternativehypothesisweconcludethattheseseriesaretJrend－Stat・io”u・y  

PrOCeSSeSindividua11y，butit seemsto depend on the charactcr oforiginaldatasets we  

usewhether constanトmean ortrend－Stationary hypotllSisis El・PPrOPriate as the rull－r～LIlk  

alternative・Recently，AndreouandSpanos（2003）discussedwhetherthe macl・Oe（ニOnOmic  

Seriesaretrendordifferencestationarybybringlngintheconceptofstatisticaladtぅquacy  

WhichisconcernedwiththeempiricalvalidityoftheprobabilisticassumptionsuIlderlyirlga  

statist．icalmodel．  
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準完全分離データの処理について  

長崎大学・医歯薬学総合研究科  柴田義貞  

1 背景  

表1は、チェルノブイリ原発事故後にべラルーシ、ロシア、ウクライナ3国のチェルノ  

ブイリ原発周辺地域で激増した小児甲状腺がんの主たる原因が事故で放出された放射性ヨ  

ウ素への内部被曝によることを証明するためにチェルノブイリ原発から半径150km以内  

に位置する地域で行った検診結果を示しているl）。このデータの解析で経験したいくつかの  

ことがらについて以下に紹介する。  

表1．1998年2月から2000年末までに検診したチェルノブイリ周辺の子供21601人にお  

ける年齢・出生時期・性別の甲状腺がん有病率（症例数／検診数）  

群（生年月日）  
検診時年  

齢（歳）   

Ⅰ（01／01／87－31／12侶9） Ⅲ（27／04侶6・31／12／86） Ⅲ（01／01侶3－26／04／86）  

男  女  男  女  男  女  

0／67  0／75   

0／651  0／667   

0／1383  0／1287   

0／1523  0／1457   

0／897  0／858   

0／305  0／302  
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0／149   

0／406   

1／437   

0／159  

0／28  0／26   

0／333  1／345   

1／989  6／906   

2／1449  6／1460   

3／1339  9／1319   

0／579  2／754   

1／93  0／100  

計  0／4826  1／1151  7／4810  24／4910  

2 準完全分離データ   

放射性ヨウ素への内部・外部被曝の程度は、Ⅲ群がもっとも大きく、次いでⅡ群であり、  

Ⅰ群は被曝していない。したがって、群は、放射性ヨウ素への被曝に関しては、順序尺度  

になっている。  

Ⅰ群、Ⅲ群の検診者数は、男女ともほぼ同数で、5000人弱である。そして、放射性ヨウ  
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素に被曝していないⅠ群には甲状腺がんは1例もいなかったが、放射性ヨウ素に直接披曝  

したⅢ群には31例（男7例、女24例）の甲状腺がんが見つかった。また、胎内被曝のⅢ  

群2409のうち1人に甲状腺がんが見つかっている。そこで、表1を提示して、チェルノブ  

イリ事故後に周辺地域で激増した甲状腺がんの原因は、明らかに、放射性ヨウ素への内部・  

外部被曝であると結論付けた論文を投稿したところ、3人の審査員（1人は統計家）から、  

統計解析を行うように、とくに統計家からは、p値を示すようにとの指摘を受けた0   

説明変数は、性、検診時年齢、および群であるから、甲状腺がんの有病率をpとすると、  

標準的な解析は、次のようなロジスティックモデルに基づくものである。  

（1）  log【p／（1－P）］＝β0＋β1S＋β2a＋β3Xl＋β4X2   

ここに、Sニ0（女）、1（男）；aは検診時年齢（歳）；Ⅹ1＝l（Ⅲ群）、0（その他）；X2＝巨川群）、  

0（その他）であり、βは推定すべき未知母数である。   

ところで、表1から分かるように、このデ←タは、モデル（1）の下ではxl、X2に関し  

て準完全分離（quasicompleteseparation）2・3）であり、β，、β。の最尤推定値は無限大となり  

求まらない。   

そこで、群を表示する変数gを導入し、次のようなモデルの下で解析した。  

1喝b／（1・p）1＝β0＋β1S＋β2a＋β3g  
（2）  

ただし、群が順序尺度であることから、g＝0（群Ⅰ）、g＝l（群Ⅲ）、g＝2（群Ⅲ）とした。   

公表論文に対してかなりの反響があったが、その中にモデル（2）に基づく解析は不適  

切で、したがって結論も疑わしいとする1e恍erが翌月投稿され、編集者からの照会に応じて  

回答を投稿した。そこでは、α（0≦α≦1）について、㌘0（群Ⅰ）、g＝α（群Ⅲ）、㌘1（群  

Ⅲ）として解析した結果を紹介し、さらに、1991年から1996年までに行った12万人の検  

診結果に言及して、結論を訂正する必要のないことを述べた心。   

3 結語  

何事も仮説検定の結果をみないと判断できないという、治療困難な疾病が世界的に蔓延  

している。   

参考文献   

1・ShibataY；YamashitaS，MasyakinVB，PanaSyukGD，NagatakiS：15yearsa魚erChernobyl：  

newevidenceofthyroidcanCer．LanCet358，1965－1966，2001  

2．Silv叩ulleMJ：Ontheexistenceofmaximumlikelihoodestimatorsfbrthebinomialresponse  

models．JRStatistSocB43，310－313，1981  

3・AlbertA，AndersonJA：OntheexistenceofmaximumlikelihoodestimatesinloglSticregression  

models．Biometrika71，1－10，1984  

4．ShibataY：ThyroidcanCer15yearsa氏erChernObyl．LanCet359，1947，2002  
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交互作用の多重比較法とその様々な応用  

明星大学。理工 広津千尋  

1．因子の種類と交互作用   

交互作用解析は様々な統計分析の鍵と言える．それは単に分散分析モデルに限らず，分割義解  

析や多項分布比較など広範な応用を持っている．それにもかかわらず，多くの場合単に無交互作  

用の検証を目的とした総括検定の行われることが多い．しかしながら，交互作用はそれを構成す  

る因子の種類によって解析の目的や解析結果への対応の取り方が種々異なり，とても通り一遍の  

総括検定では済まされない．   

2元配置分散分析モデルでは，通常両方の因子が制御因子である場合を対象とし，最適水準組  

合せを求める手法のみが扱われている．しかしながら，例えば一方の因子が標示因子の場合，標  

示園一戸は最適選択の対象ではなく，標示因子の水準ごとに制御因子の最適水準を求めることが目  

的となる．それには標示因子の水準の多重比較が有用であり，2元表の行あるいは列ごとの多重  

比較という手法が要請される．その方法は，制御因子同士の場合にも，最適組合せを単にセル平  

均の比較から決定する方法に替えて用いることができる．   

次に，一方の因子が温度その他の使用環境，あるいは起炎菌，重症度のように実験室では同定  

できても実際の現場では同定できずノイズとして働く変動因子（誤差因子）である場合を考える．  

ニの場合は，変動凶子のばらつきを超えて有意に優れる制御因子の水準を探す，あるいは変動因  

子の変化に対して安定L■た特性値を与える制御因子の水準を見つける等のことが目的となる．そ  

のためにも制御因子の水準ごとのレスポンスの多重比較が有用な手法となる．  

2．行（列）ごとの多重比較法定式化   

繰返しのない2元配置モデル  

γリ＝仇＋㌔， f＝1，‥・，〟；ノ＝l，…，占  

を考える．繰返しがある場合は，ここでの取り扱いの他に純粋な誤差分散推定量が得られるとい  

う違いがある．行ごとの多重比較の基となる交互作用要素を  

（1）  

L（卿）＝眈一県）   

で定義する・軒壷，‥朝b） は行の断水準の応答ベクト′レで，ぞ一は朋魂」，ろ一j7＝0†（j＝（11・・・1）T），  

を満たす（b【1）×b直交行列である・従ってエ毎；〃）＝0は，軋一軋＝称すなわち，第用水準と  
第乃水準の応答が平行であることを意味する．（1）式は水準をいくつかプールして群を構成し  

た場合の群間交互作用L（Gm；Gn）に自然に拡張される．この2群間交互作用要素はさらに多群間  

の交互作用要素  

エ（G－；Gコ；…；G椚）＝蔦－（γ1Pl＋γ2Pユ＋…＋γ‘∫P．，），  

γ．＝4 げ f∈q，∑吼ペ＝0，∑吼ペ＝1  （2）  

に拡張される．ここで交互作用要素の大きさを表す統計量（群間の二乗距離）を次のように定義  
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する．まず，（1）式に関しては，単に〝iにyiを代入すればよい．次に（2）式は未定係数入′を  

含んでいるので，  

（3）  

咋謹；…；G〝∫）＝椚泄’レ．yI＋γコy十・・γ．．y，．）iコ  

を群間二乗距離とする（Hirotsu，1991）．ここで，（3）式の統計量は明らかに最大統計量  

ズエ、＝m酬γ・⑳珊lコ＝m㌍レーyl十…＋γ∫′y〟）′苫畑y十‥十γ．－y．一）j  （4）  

で上から押えられる・しかるにα≧ぁの時点いの帰無分布はWisbrt行列ロ2叫ん－1，a－1）の最大固  

有値の分布に等しい．そこで，行間二乗距離を基本に，Ward法類のクラスタリングを進め，最  

後に一般化群間二乗距離をWishart分布で評価することにより，分類の有意性を判定すること  

ができる．実際には擾乱母数であるロ2を消去するための統計量で除した統計量を剛、る．  

3．単調性仮説の下での推測   

行または列の水準に自然な順序がある場合に，2章の考え方は様々に拡張される．例えば，列  

に自然な順序があり，第i行とi‘行の間で  

仇一〟‖≦拓－〟′・。≦…≦軋－〟川  （5）  

で示されるような差異（差が単調に拡大していく）をとくに検出したい場合がある．この場合，  

（5）式は差分行列を用いて，町≠一匹．．）≧0  と表されることから，（2），（3），（4）式におい  

てPbせ  

君●■＝C（βゎーβハ）‾1且－， C：基準化定数の対角行夕I  

で置き換えた統計量が有用になる（Hirotsu，1982，1991）．一方，同じ設定で，列の群分けをし  

たい場合は  

m琳た－⑳p′椰 p′：だの第脚  

が提案される．これは列の順序に従ってどこで分割するのが最も大きな差異を示すかを探索する  

続計量になる・これらの考え方はさらに，凹凸の形状パターンの差異を抽出する目的で拡張され，  

具体的に血圧日内リズム解析へ応用される（Hirotsuetalリ2003）．  

さらに行と列の両方に順序がある場合は，   

m柵’⑳納ii：（P・：ぞの第i列）；叫す（p．一⑳b晰（b：スコアベクトノり；望抑p，T⑳pノー粧  
のようないろいろな統計量が提案できる．これらの統計量は順序分割表にもそのまま適用でき，  

臨床試験データ解析をはじめいろいろ有用な場面がある．  

参考文献  

（1）Hirotsu，C．：Useofcumulativeefncientscores丘）rteStingorderedalternativesin  
discretemodels．Biometrika69，567－577．（1982）  

（2） 

8 
（3）Hirotsu，C．，Ohta，E．，Hirose，N．and Shimizu，K．：Pro丘1e analysis of24－hours  

measurementsofbloodpressure．TbappearinBiometrics．（2003）  
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Ra，ndolllizatioIlについて  

竹内 啓  

1  

RaユIdo‡11izatiollは20世紀に発達した数理統計学の多くの手法の中でも，主要なものの一  

つということができよう．その一種と考えられる「くじ引き」は，ほとんど太古の昔から  

行われて来たから，その前史は古いといわねばならないが，統計学の方法の中に意識的に  

取り入れられたのは20世紀になってからであった．そうして20世紀に発達した統計的方  

法の中で，それはR．A．Fisherの実験計画法におけるrandomization，．丁．Neymallのralldom  

samplillg，そしてコンビュ」タの発展とともに発達したMonteCarlosimulati（）11，さらには  

最近のB．Efl，011によるBootstrap法に至るまで，いろいろな点で重要な位置を占めているこ  

とに注意すべきである．   

しかし，randolniza七iollの意味そのものについては，なおあまりすっきりしないものが残っ  

ているように思われる．私はこの問題についてほとんど50年にわたって，いろいろな方向  

からその時々に考えてきたことがあるので，以下それらについて概略を話して，今後の検討  

を待ちたいと思う．  

2 randomizationの正当性   

基本的な問題は「randomizationはなぜ正当な方法なのか」ということである．それはよ  

りさかのぼれば「くじ引きはなぜ公平か」という問題に帰着する．これについて私はずっと  

前に一つの小文を書いたことがある．すなわち「くじ引き」は結果としては必ず不公平にな  

る．もし結果も公平にすることが可能ならば「くじ引き」をする必要はない．くじ引きが行  

われるのは，分割不可能な少数のものを同等な権利を持つ大勢の人に分配するような「平等  

な分配」が不可能な場合である．その場合くじ引きの結果としては「当たった」人と「当た  

らなかった人」では不平等が生ずることになる．しかし「公正なくじ引き」であったと認め  

られれば，当たらなかった人も「運が悪かった」としてあきらめるであろう．その場合結果  

は不平等になったとしても，事前には皆が「平等のチャンス」を与えられていたのだから，  

結果は平等でなくても「公平」あるいは「公正」であったとされるのである．しかし「平等  

はチャンス」というのは考えてみれば実体のないものである（ここで大数法則を引き合いに  

出して，同じようなくじを何度もくり返せば皆が平等に「当たる」ようになるといっても無  

意味である．同じことについての「くじ引き」はふつう一回しか行われないし，同じことが  

何回もあるならくじ引きなしでむしろ順番に配った方が結果は公平になる）．そうするとく  

じ引きの結果について，皆が納得するのは「くじを引く」（あるいはそれと同等の）手続き  

が「公正」だと認められているからにほかならない．もしそれが誰かが勝手に決めたこと  

であったら，人々ほそれを受け入れないであろう．とくに「手続き」の「公正」と，結果の  
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「公平」に禿離が生じているわけであり，そうして前者が保証されれば，1，2は後者が維持さ  

れなくても，それを受け入れるということなのである．   

これは一つの重要なポイントであると思う．ふつう手続きの公正ということと，その手続  

きを適用して生じた結果の公正ということは密接に結びついており，そうして前者は後者に  

よって根拠づけられる．すなわち公正な結果を生み出すような手続きが公正なものであると  

考えられている．しかしながら，不特定多数回の場に適用される手続き，あるいはルールの  

公正ということと，個々の具体的な場における公正ということは必ずしも結びつかない場合  

は実は少なくない．法や規則が適用される場合，「そのように決まっているから」ということ  

であれば，それを個々の場合に適用する場合の結果について争われることは稀である．その  

場合「法」や「規則」の決め方が安当であれば，その適用の結果について，公正であること  

が明確でなくても，あるいは場合によっては若干不公正と思われても，受け入れられるので  

ある．   

randomizationもこれと同じ意味を持つ．そこで問題になるのは，くじ引きの場合の公平  

性の代わりに「客観性」である．randomizationは「客観的に偏りのない方法である」とい  

うのはその手続きが客観的であり，「偏りがない」というだけであって，結果はいずれにして  

も何らかの方向に偏るのである．しかし手続きが客観性を持つことによて，結果の偏りは容  

認される．そうしてその偏りの程度は「確率計算」によって保証されるが，それもまたくり  

返し同じ方法を適用した場合の比率を計算するという「ルール」によって求められたもので  

あって，個々のケースにそのままあてはめられるものではない．   

「推測のルール」という考え方に激しく反撥し，具体的に与えられた標本からの「推測」  

という考え方を強く主張したR．A．Fisherが，伯方ではrandomizationを推進したのは矛盾  

のようにも思われるが，Fisherの思想を理解する上での一つの問題点である．   

さらにさかのぼって考えれば，Fisherの「仮説的無限母集団からのランダムサンプル」と  

いう考え方自体が，現実の観測値を「自然」が選び出すルールと想定したものであり，そこ  

から結果の不均一」性（つまり確率変動）が生ずるにもかかわらず，統計的推測の方法の「客  

観的妥当性」が保証されることになっているといってもよいのである．   

ところで「くじ引き」が行われる場合「不確実性」つまり結果の不平等性自体を良しとす  

る，あるいはその途中の「スリル」を楽しむ，純粋の賭博のような場合を除けば「手続きの  

公正」ということと「結果の不平等あるいは不公平」との間には，なるべくギャップが小さ  

いことが望ましいであろう．すなわち可能な限り結果の「不公平」は少ない方がよいという  

ことになる．同様に完全に偏りのない標本を構成することが不可能な場合，randomization  

によって，平均的，あるいは確率的に偏りのない標本を作るとしても，それは結果としても  

なるべく偏りの少ないものであることが望ましいであろう．  

3 因子ランダム化実験   

randomizationに関連して，私が最初に「異常な」状況に直面したのは，田口玄一の「確  

率的相応法」を知ったときであった（1959年夏三河田口でのPSGサマーセミナー）．それ  

は次のようなものである．2れ回の実験ですべて2水準のた偶の因子について実験したい（こ  

の中には交互作用項もふくまれる）．そのときた＜2m－1ならば2れ直交表の各列に適当に  

た個の因子を配分して実験を行えばよい．しかした≧2m－1の時は，いくつかの因子は交錯  

してしまうから，完全な実験は不可能になる．この場合2た＜2m－2ならば，次のようにす  
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ればよい．た＝p＋q p＜2㍑・－1q＜271－1として因子をpイ臥q個の2組に分けて，2れ  

直交表を2つ用意して，一方の列にp個の因子を，他方にq個の因子を割りつける．2個の  

直交表の2㍑個の行をランダムに組み合わせ，各行に対応する因子の組み合わせを実験して  

2Tt個の観測値を得る．得られた結果について，第1組の因子の効果について推定，検定を  

行うときには，第2組の因子の効果はランダムな誤差とみなして，一括して扱い，通常の分  

散分析の方法を第一の直交表にもとづいて適用する．次に第2組の因子について解析すると  

きは第1組の因子効果はランダムな誤差とみなして第2の直交表にもとづいて解析するとい  

うのである．これを最初に聞いた時，因子効果の自由度が標本の大きさを越える配置などと  

いうものは認められるはずがないと思ったが，実はしばらく計算をしている間にそれは論理  

的に全く正当であることがわかったのであった．そこでこれについて一連の論文を書くこと  

になった．   

状況を一般化してモデル化すれば次のようになる．〃を寛験観測値の71次元ベクトル，βを  

母数のp次元ベクトル，〟を誤差ベクトルとすると，βと〟は†l∫×Jノ配置行列（二1esignlll融1tix∬  

によって  

〃＝∬β＋㍑   

と表される．ここで通例のようにβ（祝）＝0，且（皿′）＝J2Jと仮定すると，†・α門′ズ＝p＜m  

ならばβは最小2乗法によって  

∂＊＝（ズ′ズ）‾1ズ′〃   

によって推定され，またJ2は  

∂2＝y′（ト∬（ズ′ズ）‾1ズ′）〃付いp）   

と推定される．そうしてβについて仮説検定や，区間推定も教科書通りに行うことができる．  

しかしγαれたズ＝p＞mの場合にはβの推定は不可能になる．   

ところが∬がランダムに決められる，すなわちそれが確率変動で，かつその分布が既知  

とすればp＞氾の場合でも推定が可能になる．   

それはz＝ズ′討とすると  

且（ヱ）＝β（ズ′x）β   

となるが，pXp行列且（ズ′∬）の階数は（芳′ズの階数はつねにれ以下であるが）pになるよ  

うにすることができる．   

そのときに  

∂r＝β（ズ′ズ）‾1訂＝且（∬′ズ）‾1ズ′封  
（1）  

とすれば且（鋸＝βであるから∂rは確かにβの不偏推定量（ベクトル）になっている．すな  

わち標本の大きさより多い母数をすべて推定することが可能である（？）．∂0の分散共分散  

行列も  

V（βγ）＝且（∬′ズ）‾1動耳′朋β′ズズ′）且（ズ′ズ）‾1一朗′＋J2月（ガ′ズ）‾1  （2）  
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と表すことができる ．このような推定量はp＜れの場合にも計算することができる．そのと  

き最小2乗推定量の分散共分散行列は  

Ⅴ（か）＝J2月（（ズ′ズ）‾1）  

となる．∂γとかの分散共分散行列を比較すると前者はβをふくむ第1項だけ大きくなるが，  
逆に第2項は，つねに  

ガ（（ズ′ズ）‾1）≧属（ガ′ズ）‾1（≧は左辺一右辺が非負定符号になることを意味する）  

であるから，後者の方が大きい．すなわち（曲）が小さければ∂γはよい推定量になる．   

さらにβについて，事前にそれがほぼ∂0に等しいと想定される場合には，β職β。を推定  

してそれにβ。を加えるという形で  

∂0＝執耳′ズ）‾1ズ′（封一朗0）＋β0  

という形の不偏推定量が得られる・この推定量の分散共分散行列は（2）においてβをβ一恥  

でおきかえたものになる．そこでβ＝恥ならばⅤ（如＝J2丘－（ズ′ズ）－1となる．   

几が正規分布に従う場合には，βに関するFisher情報量行列はβ（X′ズ）／J2になるから  

V（鋸はその道行列に等しく，したがって∂いま局所最良不偏推定量となる．すなわち和ま  
ある意味でよい推定量である（！）．  

J2の推定については   

現∂γガ（ズ′ズ）机 ＝ 血ce点■（ズ′ズ）卵γβニ）  

＝ 加ce岬（ズ′ズββ′ズ′芳岬（ズ′∬）‾1＋J2J）  

＝ β′且（ズ′ズβ（ズ′∬）‾1ズ′ズ）β＋pJ2  

であり，また  

且（訂′y）＝β′且（ズ′ズ）β＋れJ2  

であるから，且（ズ′ズβ（ズ′ズ）ズ′ズ）＝柑（ズ′ズ）たは定数という形になっていれば，  

1   

＝ （y′y一如瑚r）  
㌃石碑  

という形で推定することができる．一般の場合にはげ2の不偏推定量は求められない．  

4 Randomdesignの有用性   

n＜pの場合，いわゆるover－Saturateddesignについては，ちょうどその当時（1950年  

代末）sat七erthwaiteの提案があり，一時論議を巻き起こしたが，やがて田口氏自身も確率  

相応法についてあまりいわれなくなり，OVer－Saturateddesignは，ほとんど受け入れられる  

ことなく終わってしまって，それとともにrandomdesignについての関心が消えてしまった  

のは残念であった．   

というのはrandomdesignの価値は0Ver－Saturateddesignのような極端な場合に限るわ  

けではないからである．0Ver－Saturateddesignも全く無用だとは考えられない．それは多数  
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の因子が存在する中で，有意な効果を持つものは少数であることがあらかじめわかっている  

が，その中のどれが有意であるかはわからないような場合には有用であると思われるからで  

ある．   

それよりもむしろ，p＜7もであるがズ′ズを最適にすることが不可能な場合，ズをランダ  

ムに選んで且（ズ′∬）を最適な形にすることは可能であり，しかもズのばらつきほなるべく  

小さくなるようにすれば，ほとんど最適に近い結果が得られると期待されるからである．   

例えばもっとも簡明なのは∬′ズ＝α2ちとすることが望ましい場合である（直交配置）．  

ズに対する制限条件の下で，これが不可能な場合に且（∬′ズ）＝J2ちとすることが可能な場  

合は少なくない．確率対応法はその一例であるが，田口氏の場合耳のばらつきが大きすぎ  

るという欠点があるように思われる．   

より実際的なのは混合水準の場合，例えば〆′lxq（’（p水準の主効果因子m個，せ水準の  

ものe個）の場合である．このときpけ－×¢個の行からなる混合水堆直交表を作ることは，  

一般に困難である．このような場合にはq（一個のp川直交衷を並べたものと，〆‖個のqf二直交  

表を並べたものをそれぞれ用意し，その行をランダムに組み合わせればよい（確率対応法の  

一般化？）．   

あるいは不完備ブロック配置において，む個の品種を大きさたのわ個のブロックで実験す  

る場合，毎／む＝＝＝γが整数ならば，一つの品種のくり返し数をrとすればよい．しかしこの場  

合でも完全な釣り合い型配置balancedincomletedesignが存在するためには  

入＝r（ん－1）／（l巨1）   

が整数でなければならないし，またその条件が満たされてもBIBが存在するとは限らない．   

このような場合に各品種のブロックへの割りつけをランダムに行って，任意の2つの品種  

の会合数（2つが同じブロックに入る回数）の期待値が上記の入に一致するようにすること  

が考えられる．このようなrandomBIBと呼ぶべきものを作ることは容易である．またその解  

析もB柑とほとんど同じように進めることができる．すなわち封を実験観測値のmベクトル，  

祝を一般平均，βを品種効果を表すベクトル，丁をブロック効果を表すむベクトル，祝を実験  

誤差を表す乃ベクトルとすれば（㍊についてはβ（肌′）＝J2∫また正規性を仮定しておく）．  

封＝山m＋箱＋β丁＋叫 β（u）＝0 且（祝2）＝J2  
（3）   

と表すことができる．ただし1はすべての成分が1であるれベクトルを表す．またr，βの  

すべての要素は0または1であり，かつ   

r′r＝γん，   

β′β＝たん，  

1；T＝0，  

γ
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 を満たすとする．このとき最小2乗法にもとづく正規方程式は  

m免′＝1加＝れ訂，  

γ飢γ＋γ∂＋r／βチ＝ア／y，  

た滋1む＋β／rβ＋た子＝β／y・  
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これから   

∂＋r′βテ＝餉一鋸  
γ   

チ＋抑∂＝（釣上紬），  

（ト去r′β抑）∂＝主叩一言叫（y雄）＝Q， r  
を得る．この右辺Qはadjustedyieldvectorと呼ばれるものである・また  

A＝rβ／β／r   

は会合数行列である．BIBの場合は  

A＝（7一入）J＋左し1乞  

となっているから，1L∂＝0に注意すれば（ト（7一入）仲）∂＝Q   
結局   

∂＝  

を得る．randomBIBの場合にも   

∂＝（トβ…  

（7）  

wは誤差ベクトルという形になるから，β（A）＝（γ一入）J＋入1γ1もに注意すれば，やはり（7）  

の形でβの推定量を与えることができる．ただし今度は  

γ－1′▲ ′一、、r ＿▲1．′、ハ．た（γ－  
（A－（r一入）トγし1も）β＋  β＝β－  ＼’’ソ‾ ‥‾U一いリノ〉一 

rγ（た－1）＼‾●  v（た－  

となって，右辺の第2項の分だけ∂の分散が大きくなる．   

このことからBIBと同様にして品種に対応する平方和Q′Qを作ると，その期待値が   

且（わ）＝（リー1））（（1＋′桓吉＋J2），   

J吉＝（∂明ルー1），   

J＝打貢ル又2， 頼まAの要素入豆戎′，豆≠宜′の分散，  

となることが導かれる．したがって誤差平方和は   

β＝y′…′β恥拍  
テ  

という形で求められ，∂2の不偏分散は  

∂2＝  

む（た－1）－（り－1）／（1＋J）  

という形で求められる．  
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そこで分散分析は通常のBIBの場合と同様に進めることができることが示される．ただし  

そこで，品種間平方和昭，およびその自由度lノー1をともに1＋〆で割ることが必要にな  

る．Jがあまり大きくなければ，さらにここで通常のダ分布を用いて品種効果がないという  

仮説を検定することができる．   

ところでこの場合，配置はランダムに選んだ後に，解析に当たっては配置を与えられたも  

のとして条件付で考えることもできる・すなわち方程式（4）（5）をそのまま解いてβを求めれ  

ばよい．現在でばこのような方程式を解く場合の計算上の困難は存在しないといってよいで  

あろう，   

実は上記の方法よりさらにさかのぼって（4）（5）式の段階でβrについて期待値を取って  

しまうことも考えられる．すなわちランダム配置の解析法にはいくつかの段階のものが存在  

するのである．  

5 Random最適配置  

J．Kiehrは1958年に”Non ran〔lomize（loptimalityand randomizedIlOnOPtimalityof  

symmetricaldesigns”という論文で，最適計画について論じ，その後しばらくし流行した最  

適計画の理論研究の口火を切ったのであったが，その際もっぱら注召され，Kiekr自身も力  

を注いだのはこの論文のタイトルの前半の方で，後半の”ran〔lomizednon－OPtimality”の部  

分はその後ほとんど関心を惹くことはなかったように思われる．   

問題の本質を示すために最も簡単な例を挙げよう．Å：通りの処理法に対して実験観測値は  

平均∂ゎ 宜＝1，…，れ 分散J2の正規分布に従うとする．問題は〃回の実験を行って  

β＝‥・＝鮎を検定することであるとする．   

そのとき最も普通の考え方は，た通りの処理に対して，それぞれⅣ／た回の実験を行いそ  

の結果をズ宜j 豆＝1，・‥，た j＝1「‥，れとして  

m∑（又ゴーズ）2／（た－1）  
．F＝   

∑∑（鞄「薫）2／（Ⅳ－た）  

をダ分布を用いて検定することである．そうすると対立仮説の下での下の分布は非心度   

¢＝れ∑（β豆－∂）2＝Ⅳ∑（β豆－∂）2／た  

自由度た－1，Ⅳ－たの非心ダ分布になる．これは∑（β1－∂）2＝Cとなる村立仮説に村する  

検出力の下限を最大にする検定であり，またnon－randoInな配置の中では同じ範囲で検出力  

の下限を最大にする方式であることが示される．これが”non－randomizedoptimality”の意  

味である．   

ところがランダム化を許すとすれば次のようなことが可能になる．た個の品種の中からm  

個をランダムに選び，それぞれⅣ／m回ずつ実験してダ検定を行えば，対立仮説の下で検定  

統計量の分布は，自由度m－1，Ⅳ－m，非心度   

ゆ′＝〃∑（ち－♂′）2／m ∂′＝∑βブ／m  

官  

の非心ダ分布となる．ただしここで和は選ばれた品種についてのみ取ることになる．ゆ′は  

確率的に変動するが，その期待値は   

鞘′）＝呵m－1）打吉／m α吉＝∑（β豆一∂）2照一1）  
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となる．   

今Ⅳが十分大きいと仮定すれば，（m－1）ダがほぼ自由度m－1，非心度ゆ′の非心ズ2分  

布に従うことになり，  

β ＝ 吊（ダ＞鳥（m－1，〃一頃トご吊（ズ2（”l－1，¢′）＞ズ孟（椚几－－1））   

＝現真壁㌘e－〃2叩2（m－」＋2た）＞蜘－1））  
た＝0  

という形に表される．ただしここでズ2（↑乃－1，¢′）ほ非心ズ2統計量ズ2（J），自由度JのX2  

統計量ズ孟（m－1）は自由度m－1のズ2分布の上側α点を表す・そうするとさらに   

β＝α＋Cl瑚′）＋箸抑2）＋箸抑3）＋‥‥  

という形で展開できるが，上式から第2項の係数clは   

Cl＝（芸）ぎ【宣 ただしy＝矧m－1）  

となる．ここでβ（¢′）＝Ⅳ（m－1）α∂／mを代入するとcl丘岬）は汀んが増加すると単調減少  

することがわかる．すなわちグ吉が小さいときにはmが小さい方が検出力が大きくなる．こ  

れが「Randomizednon－OPtimality」の意味するところである・0・吉が大きくなるとE（4，′）2  

以下の項が大きくなるのでこのことは成り立たなくなる・グ3がある値より大きくなれば，  

m＝たのときに最大になることは証明できる．   

そこで興味ある問題はm＜たの方がm＝たより検出力が大きくなるのは打吉がどの程度  

の範囲までかということであるが，この間題の数値的なチェックはまだ行われていない．  

6 Randomizationの効率   

Fisherがrandomizedblockの考え方を導入したとき，多くの人の抵抗にあったようであ  

る・この問題をめぐって長年Fisherの理解者であっt”Student”（Gosset）とも決裂してし  

まったとのことである．多くの人々が主張したことはブロックの中のプロットにいくつかの  

品種をランダムに配列するより，注意深くバランスさせた方が効率がよくなるということで  

あった・これに村してFisherはそれでは有意性検定ができなくなるとのべただけでなく，ラ  

ンダム化した方が効率がよい．すなわちプロット間のバラつきの品種間の収量差に与える影  

響が小さくなると主張したのであった．しかしこの後半部分は無理な主張である．ランダム  

化によって実は偶然に「偏った」配置になることは，実験のくり返し数が極めて大きい場合  

を除けば，実は起こり得ることなのである．そうして確率分布はそういう「偏った」場合も  

すべてふくめて計算されていることはいうまでもない．  

多くの人に「現実の実験配置，あるいは標本摘出において乱数表を引いてみたら，明らか  

に偏った結果になったらどうするか」とたずねてみたことがあったが，大抵の人は乱数表を  

引きなおすと答えていた．しかしそれでは実は有意性の計算の前提が変わってしまうことに  

なるが，そのことはとりあえず「忘れてしまう」のが経験豊かな実際家の態度であったと思  

う・私もそれが正しいと思う・「理論」にこだわって明らかに「偏った」結果を出す必要は  

ない．  
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しかしそこで生ずる理論と実際のギャップをまじめに考えるとすれば，最初から明らかに  

偏っていると思われるものは除いて，残りからランダムに一つを選んで実行するのが正しい  

と思われる．そうするとそれに応じて確率分布や分散の公式も変えねばならなくなるかもし  

れないので，そのことを十分考慮しなければならない．実際正方形に近いブロックでラテン  

方式を採用するのは，このような偏りを避ける一つの工夫である．その際ラテン方格の中で  

ランダム化を行わねばならないことはいうまでもない．しかしそこでR．A．Fisherはすべて  

のラテン方格をリストアップしてその中からランダムに一つを選ぶことに固執したが，しか  

し一つのラテン方格を固定してその文字と品種との相応，行番号，列番号と現実のブロック  

における行と列との対応をランダムにすれば，それで十分なはずである．もう一つこの場合  

誤差分散の公式が変わることをNeymanが指摘したのに対してFisherがそれを拒否し，そ  

れが2人の激しい感情的対立に発展してしまったこともあった．   

実際のraIldoInSanlplingにおいて，しばしば名簿の中から系統抽出によって，スタート  

点だけをランダムに選び，後は一定の番号毎に標本を抽出する方法が取られることがある．  

これは実際にはごく少数の組の中からランダムに一つを選ぶことになるので，ランダム性の  

点では問題であるが，名簿の中では観測値の自己相関が存在するとすれば，系統抽出の抽出  

による誤差を小さくすることには役立つであろう．  

7 有限母集団からのrandomsampling   

oversaturatedrandomdesignは有限母集団からのrandomsamplingと密接な関係がある．  

というより後者は前者の一つであると考えることもできる．すなわち大きさⅣの母集団か  

ら大きさmの標本が観測される場合，母集団での値を∈1，‥．，どⅣ，それを要素にするベクト  

ルを∈標本の値を肌，…，ynそれを要素とするベクトルをyにすれば，観測誤差はないと  

して  

（豆＝1，…7丁と．ブ＝1，…，Ⅳ）  

（第五標本が母集団の第．ブ単位であるとき）  

（そうでないとき）  

重複抽出はないとれば，すべての乞について∑Jlエ宜．ブ＝1と表される・あるいは  

y＝∬∈   

ズはランダムに変動する行列である．ここで丁、αれ．ズ＝m＜Ⅳだからズ′xは非正則であるが  

且（ズ′ズ）＝β  

は対角線行列で，その第j対角要素は母集団の第J単位が標本にふくまれる確率釣に等し  

くなる．したがって  

ぎ＝且（X′ズ）‾1ズ′y  

がモの不偏推定量になる．よりくわしく書けば   

も＝  
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となり，これは第j単位が標本にふくまれればも／かこ，ふくまれなければ0に等しくなる・  

これは一見随分奇妙な推定量であるが，不偏推定量であることは容易に確かめられる．すな  

わち大きされの標本からⅣ個の母集団単位の催すべての不偏推定量が得られる．しかもこ  

れがまともな推定量であることは，   

ぎ＝三∑も  

の推定量が   

ぎ＝土1′ぎ＝去∑ち＝…∑机＝否 れ  

となって，ごくふつうの推定量になることからも明らかである．   

この考え方を拡張すると母集団母数♂でタほ1，…，∈〃）が  

1  仏…，モ〃）＝拓 
jlた 

と表されるとき，m＞たならば九（も1，‥・，もた）の不偏推定量が   

柚∴録）＝〈炉鴫1， 
…，もた），◆，位がすべて標本にふく  

ただしp（jl，…，元）は鉦…，尭が標本にふくまれる確率で0でないとする   

という形で求められるから，  

1  ∂＝講話 

． 

が不偏推定量になる．   

実は有限母集団の母数が不偏推定可能であるてめの必要十分条件は，βが上のような形に  

分解されることであることは容易に示される．   

実は有限母集団の母数については，分散をつねにゼロにすることができるような特別の場合  

を除いて，一様最小分散不偏推定量は存在し得ない．そのことを示すのも容易である．例えば  

Eの推定量についていえば，Ej j＝1，…，Nに村して，適当なcontecturedvaluesaj j＝  

1，‥．，mを考え，αゴの平均値瓦jとして∈㌧房の不偏推定量を考えれば，それは好一月（ただ  

しAは標本に含まれたαの値の平均）という形で与えられるから，  

ぞα＝クーA＋a  

がぎの不偏推定量になる．そうしてどαの分散はたまたまも＝αj j＝1，…，Ⅳであれば  
0になることは明らかであるから，任意の点での局所最小分散不偏推定量の分散はゼロにな  

る．このような議論はすべての不偏推定可能な母数に関していえることも明らかである．   

上記のように母集団での各単位の倦もに対して何らかの情報を与える量αjが存在すると  

き，それはいろいろな形で与えられる．上記の例は「差推定」と言うべきもであるが、この  

ような補助情報を比推定や回帰推定の形で利用することは現実にもしばしば行われている．  

このような方法は村象の構造について特別のモデルを仮定するものでなく，いわゆる”model  

丘ee”なものを考えられているが，しかしそこには問題がある．一つほ通常用いられている比  

1 耶鴫1，…，もた）（Jl，‥・，五番の単位がすべて標本にふくまれるとき）  
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推定量や，回帰推定量は不偏でない．不偏な比推遺墨や回帰推定量もいろいろ提案されてい  

るが，その多くは形が複雑であるし，またその中には不偏ではあっても分数が大きくなって  

しまうものも多いので，実際にはあまり用いられていない．しかし「不偏性」は1nOde＝tee  

な方法における「客観性」の唯一の基準であるから，軽々しく扱うべきではないと思う．第  

二にこのような補助情報を用いるいくつかの方法が提案されているとき，それらの間を選択  

をする客観的な基準が必ずしも存在しないことが問題である．ここで2つの推定量β1，β2  

が存在するとき，その分散の推定量を比較して，その大小によって優劣を決定すればよいと  

思われるかもしれない．しかしながらその分散の推定に当たっても，補助情報が用いられる  

とすれば，2つの推定量が得られるはずであり，そのとき  

惰1（1）＜惰。（1）， 鴇1（2）＞惰2（2）  

となることがあり得るからである・但し惰1（t）は補助情報1を用いる∂1の分数の推定量で  

ある。そうすれば補助情報1を信じる人は，β1がよいと主張し補助情報2を信じる人はβ2  
がよいと主張して，合意が成立しないであろう．   

補助情報の利用は結局主観的な判断に依存することになるから，それが多く用いられるよ  

うになるとran〔lonlizationによる「主観的判断から独立した客観的な方法」というmagicは  

消えてしまう．   

現実の統計調査は複維化し，またその中の調査項目も互いに複雑な関連を持つようになっ  

ているから，そのような情報を利用することは結果の制度を精度を高めるために不可欠に  

なっている．このような状況では「model鉦eeな客観性」というフィクションはやめて，対  

象となるデータの構造について明示的にモデルをどうにゆうして議論を進めるべきであると  

思う．そうして標本摘出においても，そのようなモデルは積極的に利用すべきであろう．  

8 Mon七e Carlo法   

最後にMorlteCarlo法についてふれておこう．それはrandomizationがすべての方向に  

バランスするという性質を積極的に利用するものである．とくにそれは多次元積分（あるい  

はそれと同じことでああるが複雑な統計量の期待値）を計算するのに有効である．くり返す  

数をNとすると誤差が次元と無関係にN一主になるところがM。nteCarl。法の長所である．   
しかし問題が「deterministicならばrandomにできることが，どうしてnon－randomにで  

きないのだろうか？あるいはMonteCarlo法，すなわちrandom法は最も効率のよい方法と  

いえるだろうか．   

これについて一次元（時には二次元）の場合はシステマテイツクな方法の法が効率がよい  

ことが知られているが，3次元以上になればより高いオー ダーの近似を得る方法が知られて  

いる．私はその方面のことはくわしくないので立ち入らないが，概していえば  

／  
J（J‥1，‥・，∬m）dご1，…，dこごれ  J＝  

を計算するとき，Jの動きについて全く何も仮定されない・すなわち2点（ェ1，・t・，ご几）と（綜…，ご㍍）  

の間の関係（距離）と2点での値J（ご1，‥，エm）とJ（ェ1，…，ご；l）の差について，全く何も想  

定できないならば，おそらく単純なMonteCarlo法がminimax的な意味で最良であろう．し  

かし一般化は少なくとも区分的連続性，あるいは区分的にリプシッツ条件が成り立つことが  
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わかっている場合が少なくか－ので，そのような場合にほその情報を利用した方法を考えね  

ばならない、それは複維な確率構造を持つMonteCarlo法との形で与えられるかもしれない  

が，しかしそのような考え方を進めると最後にはシステマテイツクな方法との差が少なくな  

るであろう．  

9 むすび   

Randomizationというものは，どうもつかみにくい概念である．未だに完全に理解できた  

感じはしない．それでも場合によって役立つものであることは疑いない．  
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