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GeneralizationErrorandThin1ngError  
inSomeSimpleSingularStatisticalModels  

Shun－ichiAmari，HyeyoungPark，TbmokoOzeki  

RIKEN Brai11SciellCeInstitute  

1Introduction  

Whenastatisti．calmodelhas ahierarchicalstrucLuresucllaSmultilayerperceptro11Sil111eu－  

ralnetworksorGaussianmixture〔1cnsityrepresentation，tllelnOdelillClu（1esdistributiollSWith  
unidentほableparalneterSWhenthestructurebecoIlleSredundant．Frolnthegeonletricalpointof  

view，distributionsspecifiedbyunidenti丘ableparaIneterSbecomesingularpointsill七heparame－  

terspacc．Theproblemhasbee11remarkedinmanystatisticalmodels，andstrangebehaviorsof  

thelikelihoodratiostatistics，Whenthe11ullhypothesisisatasingularpoinも，havebeellanalyzed  

sofar【1，2，3，4，5ト   

In the present report，Wefirst demonstratea method ofanalyzing thegeneralizatiol－and  

trailli11gerrOrS for mle and B町eSPredictive distributionin terms ofGaussian ra11doln鮎1ds，  

by usll－g a Simple col－e mOdels・The obtained results are completely difrbrcllt from regular  

statisticalmodels where Carm6r－Rao paradigm holds，and the method can be applied to the  

lllultilayerperceptro11・Wethenshowanotherapproachofanalyzlngtheasymptoticperfbrma11Ce  
atsi11gularitiesbyusingasimpleGaussianmiⅩturemOdel・   

2 Singular StatisticalModels  

Inthepresentreport，WeuSeSimpletoymodelstoallalyzethesingularities・Letus丘rstintroduce  
asilnPleconemodel：LetことbeGaussianralldomvariable3：∈Rd＋2，Witlll11ea11FLandidentity  
covariancematrixZ，andletS＝（FLIFL∈Rd＋2）betheparameterspace・TheconemodelMis  
asubsetofS，embeddedas  

（。≡ C〔J  
）  

（1）  ＝ぞα（u）   1J：Jl  
Jl十Cヱ  

WhereciaCOnSta11t，‖捌＝1，LJ∈SdandSdisad－dimensチOnaluIlitspherc・TheMisa  
cone，havlng（E，LJ）ascoordiIlateS，Wheretheapexf＝Oistheslngularpoint・   

AsilnPlelnultilayerl）erCeptrOnhasalsothesameslngularstructure・Thelllput－OutPutrela－  
tionofasimpIcmultilayerperceptl・011isglVellby  

（2）  
ひ＝叩（ぴ・£）＋m   

Whenv＝0，thebehavioristhesamewhateverwis，Whichmakesslllgularity・   

WealsodiscussaboutasimpleGaussianMixturemodeloftheLbrln，  

p（∬；γ，叫，て〟2）＝（1一℃）¢（ご一叫）＋叫（諾－ひ2），   （3）  

wllCre¢（x）isLllCStandar（1GaussialldellSiLyfuIICtioll・TlleSingulariticsoccuratv（1－1））（wl－  
ひ2）＝0・   

3 Analysis ofConeModelandMLP 

Fbr the conc nlOdel，We de丘ne tlle Gaussian random Gcld，Y（u）＝a（LJ）・孟，Wllere孟＝  

涛∑た1Xt・TllenFollowingIhrt・igan【5】（seealsot3］fordetails），WeCal10btainfo1lowiIlg  
results for t．he caseofmle．  
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Theoreml．tllegeneralizationa11dtrainingerrorofmleisgivenby  

］＝妄痛y2（u）巨  
［ l 

c2d  p。（ご）  
（4）  og   鶴川 ＝ 且β且諾  

2了1（1＋c2）’  p（ごは，ふ）  

ト妄痛y2（u）ト  α  g
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c2d  p。（諾i）  
（5）   

2r（1＋c2）●  l卓、ふ）  p
．
 
 

Fbrthe Bayesprediction，WeCanalso use the Gaussianrandom Bled Y（u），and get the  

followingresults．   

Theorem2．UlldertheJe汀reyspriorfbrf，thegcneralizatioIICrrOral－dthctraillillgerrOr  
Ofthepredictivedistributionaregivenby   

ちe，1＝妄叫∇log雛）‖2］｝‰αi乃＝ちen一妄叫∇log榊）ヰ（6）   
榊＝去／恒叫dexpト去z2〉d棚）＝／抑（u））exp（…y2（小山・（7）  

Undertheunifbrmprior，theaboveresultsholdbyreplacingIb（Y）byl．Inaddition，WeObtained  
Fgen＝（d＋1）／2TfbrtheJeffreysprior，al－dFgen＝1／2Tfortheu11ifbrmprior・   

FbrthesimpleMLPmodeldefinedin（2），WeCanalsoapplythesameGaussianralldom6eld  
approach，andgetsimilarresults．（See【6】fbrdetai1s・）  

● 4 AnalysIS OfGaussianMixture  

FbrtheGaussianmiⅩturemOdelde丘nedin（3），WeCOnSiderthecasewerew2≧wl，andu＝  

w2－Wl≧Oissmall．Wetreaもthecasewherev orl－Visnotverysmal1．Weintroducethe  

newcoordinates，u＝W2－Wl，W＝（1－V）wl＋vw2，Whereuindicatingthedifferenceofthe  

twopeaksandwtheircenterofmass．   

For丘xedw，1etusintroduceanexponelltialfami1ySw＝（p（z；α，β））oftheform，  

両β）＝e寸言＋卦 2－1）＋卦3－3ヱト仙β）〉，  （8）  

ullderasuita．blemeasure，Whereweput2＝X－W．   

Whenuissmall，byneglectinghigherorderterms，OurmOdelisembeddedin the regular  

nlOdel扶〃by  

γ（1一可  

祝2，β＝一小楯u項3，   （9）  
α   

、乃  
Whichisslngular・Thisshows仁hecusptypealgebraicsl11gularity．TheIIWeCanObtainthat，When  

uissmallandtllenumberofobservationsTislarge，  

1 1  

山～  
而一  誘済  

（10）  △u～  
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Componentwiseshrinkageinor七hogonalregression  
三重大学工学部萩原克事   

1 Introduction  

In harmonic analysis，WeOften encounterthe problemofdetermining mainlvcontributedfrequency  

components．Theproblemisbrmulatedasmodelselectionofanorthogonalregressi（）‡1・Fromastand  

pointoftheharmonicanalysis，itisnaturaltoestirnatethefrequencycomponentswhosecontributions  

arelarge．Then，WeShouldconsidertheorthogonalregressionmodel，inwhichweestimatenotonly  

the coefncients but also the componentsin the parameter estimation．Therefore，the orthogonal  

regressionmodelisnotlinearoneandbecomesnonlinear．Indeed，themodelisbundtobewithout  

identifiabilitv．【3］and［4】haveproposedamodelselectioncriterionた）rtheproblelTlindependently  

and［3】hasshownthatthecriterionhasaconsistencyofmodelselection・   
Ontheotherhand，theminimizationofthecostfunctionwhichconsistsoftheempiricalerrorplus  

a penalty termis known to yield the shrinkageestimator anditis possible toimprove prediction  

perbrmancecomparedwiththeleastsquaresestimator・Inthispaper，WeCOnSidertheintroduction  

ofthe componentwise shrinkageinto the orthogonalregression mentionedin the above・Then，We  

extendtheQuinnSakai’scriteriontohandlethecomponentwiseshrinkageestimator・  

2 Fbrmulationoftheproblem  

Letusdenot？Npairsofinput－Outputdataby（（xn，yn）‥Xn∈Rd，yn∈R，1≦れ≦N）・Here，Out－  
PutdataynlSgeneratedaccordingtoyn＝h（xn）＋En，WherehisatruefumCtionandEnisadditive  

llOise．Throughout this paper，WeaSSume that El，．．．，En areindependent samplesaccordingto a  

GaussiandistributionN（0，CT2）．Here，WeCOnSidertheregressionwithfi，b（xn）＝∑た1ak9bk（xn），  
wherea＝（al，．．．，aK），ak∈RisthecoefBcientvectorandb＝（bl，・・・つbK），bk∈（1，‥・，N）is  

theindexparameterswhichdeterminethecomponents・Unlikethelinearorthogonalregression，this  

functionhasaparameterb．Toestimatebcorrespondstothechoiceofcomponentsfromthefami1y  

Q＝（9l，…，9N）intheestimationprocedure・Here，WeaSSumethattheorthogonalityconditionfor theelernentsinQas∑た19k（xn）gl（a：n）isequaltoskifk＝landOifk≠l・Now，thecostfunctionis  
definedbyC（a，b，＾）＝rem，（a，b）＋∑た1入ka孟，Whererem。（a，b）＝∑た1（yn－fi，b（xn））2／Nisthe  
empiricalsquarederrorforjL，b・Letusde丘neZbk＝（入bん＋sbk鶴and古bk＝∑ny竺gbk（xn）／（人bk＋sbk）・  

LetLl，・・1lNbetheindexeswhichsatisfyZll≧Zlっ≧‥・≧ZIN・Thenっwehavebk＝lkandak＝句k  

asthemlnimizingparameters。fthe。。St．Letusdfinepbk＝SbJ（lb人＋sbk）．Then、theleastsquares  

estirnatorofabんisgivenby石bk＝∑nynbk（xn）／sbkandwehave石bk＝Pbk石bk・BecauseO≦pbk≦1，  

和ん1SaShrinkageestimator，Whichisasslgnedtoeachcomponentindependently・  

3 0verfittingproperty払rnoise  
In theた）1lowing，tO See the overfitting propertyoffi，bわr noise，We aSSuIne that yn＝＝En，n＝  

1，．．．，N；i・e・the datais a Gaussiannoise sequence・Let zl，…，ZN bei・i・d・Samplesfromthe  

distributionofylandyl，‥・，yN，Zl，…，ZN beindependent・Letusde負nethepredictionerrorby  
2 

r（a，盲）＝＝た1Ez（zn一帥n））／N，Wherez＝（zl，・・・，ZN） 
． 

TheoremlLetusdqfine否N＝2logN＋（．1＋E）loglogN，WhereEisanarbitrarypositiveconsiant・  

Tn，en，hranyPxedK，WehavelimN→∞P（r（a，盲）≦rem。（a，盲）＋蒜∑E＝1Plk否N＋6〉＝1hrany  
∂＞0．   

Theorem2LetusdejineQN＝2logN＋ト1－E）loglogN andassumeth・atPl＞rY＞Ojoran・yl・  
爪印′，か咽榊∬，1im〃→∞P〈r（a，盲）＞reln。（a，盲）＋掌∈〃－∂〉＝1かα竹∂＞0・  
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4 Modelselec七ion criterion  
The。remltells。Sthatthec。rreCti。n。ntheovernttingtonoiseisI10tmOrethan2∑た1PIL戸N  
andthisistightbecauseofTheorem2fbrlargeN・Then，WeprOpOSedthemodelselect・ioncriterion  

whoseformisgivenbyMSC（K）＝ren．p（aK，SK）＋客∑た1PLA否N・Here，ifpL＝1brl＝1，∵・，N  
thenthecriterionreducestoHayasaka，scriterion［2］，WhichisgivenbyMSCo（K）＝remp（亮K，bK）＋  

主祭CN，Whereremp（左K，bK）＝mina，bremp（a，b）・NotethatMSCo（K）isequivalentwithQuinI卜  
Sakai，scriterion［4］［3］．IthasbeenshownthatMSCo hastheconsistencyofmodelselection・Also  
wecanshowtheconsistencyofMSCifweassumethatO＜pl≦1andsl＝0（N）払ralll・This  
isbecauseMSC（K）＝Op（1）払rK＜K＊andMSC（K＊）ニOp（1），WhereK＊istIhetruenumber  

ofcomponents，andMSC（K）＞MSC（K＊）forK＞K＊duetoTheoreml・Ontheotherhand，in  

practicalsituations，WeShouldestimatepl・Theminimizingp10ftheexpectedpre〔1ictionerrorisgiven  

bypT＝α？sl／（cT2＋α？sl），Whereα？isthetruecoe氏cientofthelthcomponent■Thell，WeCOnSider  
theestimateみ＝Sk琵孟／（房2十Sk言孟），Where∂2isanappropriateestimatorof∂2・Pkhasalsobeen  
employedinrl］asanempiricalestimateoftheshrinkageparameterindesigningthedigitalWiener  

Blter．   

5 Numericalsimulation  

Inthesimulationto evaluatetheperformance ofMSC，Qissetto beanorthogonalfamilywhose  

componentsconsistofsinusoidalfunctionswithdifferentfrequencycomponents・Here，WeSeth（x）＝  

∑去聖19k（x）ando・2＝1・Inthesimulation，WeeStimatetheparameter払reachof500setsofdata  
withsizeN．Fbreachestimation，thepredictionerrorisestimatedbytheaveragesquarederroron  

lOOOsetsofnewdatawithsizeN．Theaveragedpredictionerroriscalculatedastheaverageofthe  

estimatedpredictionerrorsfor500trials．Asthenumberofdata，WetakeN＝50，100，200，400・Table  

lshowstheaveragedpredictionerrorattheselectednumberofcomponentsbyMSCoandMSC・As  
WeCanSee，MSCoutperformMSCoatanyN．  

6 Conclusions and Future works  

Inthispaper，WeCOnSideramodelselectioncriterion払ranorthogonalregressionwithcomponentwise  

Shrinkageestimators．By anumericalsimulation，We Showed thatthe proposed criterionwith the  

empiricalestimateofthe amount oftheshrinkageexhibits betterperformancecomparedwith the  

Criterionundertheleastsquaresestimation．Asseeninthispaper，theproposedcriterion，alsothe  

Criterionproposedin［3］［4】［2l，areCOnStruCtedbasedonlyontheover鮎tingpropertyfornoise・Indeed，  

fbrourregressionmodel，itmaybeshownthatthevarianceoftheestimatedcoefhcientofthetrue  

COmpOnentisO（1）butthatoftheothercomponentisO（logN）fbrlargeN・Therefore，thepenalty  

termsofthecriteriamaybeoverestirnation．Thisproblememergesinconsideringmodelselectionof  

anyregressionmodelswithoutidentifiability．Onepossiblewaytoovercomethisproblemistosuppress  

thevarianceonlyfortheoverfittingtonoisebyusingthecomponentwiseshrinkageandconstructa  

Criterionunderthissetting．Thisisleftasafuturework．  

〃  50  100  200  400  

MSCo l．41947 1．29090 1．21088 1．14102  

加ISC l．40364 1．28068 1．204111．13537   

Tablel‥Theaveragedpredictionerrorsofthemodels，WhichisselectedbyMSCoandMSC．  

References  

fl】S・Ghael，A・M．SayeedandR．G．Baraniuk，inProceedir2，9SqfSPIE，SanDiego，389」399，1997．  

［2］T・Hayasaka，K．Hagiwara，N．Tbda and S．Usui，in PrY）Ceedings qf1999Workshop on  

坤mα如れ・－βαβed九血c身わ乃ぶc乞e71Ceβ，Jβお’タ玖Izu，Japan，15ト156，1999．  

［3JB・G・Quinn，J・耶meSer．Anal．，10，7ト75，1989．  

〔4j H・Sakai，ノ惹gβ升αれ・5．Aco祝βf．，郎eecん，箪gれ▼αgP和Ceββれg，38，999－1004，1990．  

－772岬   



GaussianvolumesoftubesandEulercharacteristicdensities  

StanfordUniv．JonathanTaylor  

Inthisworkwe describesome newresultsinapproximatingthe distributionofthe  

maximumofasmoothstochasticprocessonamanifo1dMspeci丘callyGaussianand  

Closely related processes．We use the expected Euler characteristic method to  

approximatethisdistributionanddescribeanewformula，aGaussianversionofthe  

ClassicalKinematicFundamentalFormulaeofintegralgeometry．Thisresultrelates  

the Euler characteristic densities ofa certain class ofprocesses to coe脆cientsin  

CertainpowerseriesexpansionsofthestandardGaussianmeasureofcertaintubes．  

Wegivesomesimpleapplicationsoftheresult，includingasimple derivationofthe  

ECdensitiesofGaussianand x2processes．Althoughthesetworesultsarenotnew，  

theGaussianKFFshedssomelightonthemgivesageometricinterpretationofthem．  

As a corollary to the result払r x2processes，the GaussianKFF yields the EC  

densitiesofnon－Centralx2processes，Whichhavenotbeenpublishedpreviously．  

This GaussianKFF alsoshowshowtouse the EC approachforcertain丘eldswith  

Piecewise smoothlevelsets．As an application，We derive the EC densities ofthe  

PrOCeSS given by taking the pointwise minimum oftwoi．i．d．Gaussian processes，  

knownasacorrelatedconjunction．Tbvalidatetheseapproximations，WeCOnClude  

Withtheresultsofasmallsimultationstudy．  

－773－   



Tailprobabilityviatubeformulawhen  
criticalradiusis zero  

竹村彰通（A．コもkemura）東京大学大学院情報理工学系研究科  

栗木哲（S．Kuriki）統計数理研究所   

LetMbeaclose〔1subsctoftheul－itsphereSn－1illRn・Ⅵもconsiderul）Pertaill）rObability  
OfthemaxilllulnOfara11dom丘eld Z（・u），u＝（ul，…，un）′∈M，de丘ncdby   

れ  

Z（視）＝㍑′z＝∑叫Zわ  

i＝1   

WhereE＝（El，．．．，Zn）′isdistributedaccordillgtOn－dimensionalstandardmultivariatenor－  

maldistribution凡（0，1L）・ThisisthecalOnicalformofGaussianrandomAeldwith丘nite  

Karhunen－LoらveexpansiollandconstantvarlanCeaSdiscussedinTakemuraandKuriki（2002）．  

Lety＝（yl，…，yn）l＝Z／‖瑚bedistributedaccordingtotheunifbrmdistributionUnif（Sn－1）  

ontheunitsphereSn－1・WbalsostudyuppertailprobabilityofthemaximunlOf  

y（祝）＝祝′y．   

InTakemuraandKuriki（1997）wetreatedconvex M fbrstudyingthepropertiesof文2  
distribu七ionintheh・ameWOrkoftestingagainstmultivariateordered alternatives．InKuriki  

andTakemura（2001）wetreatedsmoothMwithoutboundaryforstudyingmultilinear払rms  
innormalvariates・Unifyi11gthesecasesinTakemuraandKuriki（2002）wecorlSideredindex  
Se七Mwhichislocallyapproximatedbyaconvexcone．Weestablishedthatinthiscase M  

haspositivecriticalradiusandthetubemethodbySun（1993）andtheEulercharacteristic  
methodbyAdler（1981）andWbrsley（1995a，b）1eadtoidenticalvalidasymptoticexpansion  

Oftheuppertailprobabilities・Inadi鮎rentsetting，Adler（2000）showed thattheEuler  

CharacteristicmethodforisotropicGaussianrandomfieldsonpiecewisesmoothdomaingives  

Validasymptoticexpansionusi？gtherヲSultsbyPiterbarg（1996）・   
TheseresultsmightgiveanlmpreSSIOnthatthefbrmalasymptoticexpansionbasedonthe  

tubeformulaisvalidandidenticaltotheEulercharacteristicmethodforpracticallyallregular  

CaSeS・Howeverthisisnottheca5eifthecriticalradiusofMiszero・Themainpurposeofthis  
paperistoshowthatifthecriticalradiusofMiszero，theasymptoticexpansionbasedonthe  

tubeformulaisgeneral1yincorrectexceptfbrthemaintermoftheexpansion・Furthermorethe  
equivalenceofthefbrmaltubeformulaandtheEulercharacteristicmethodnoIollgerholds・  
Wbalsogivesomesimpleexamplesofindexsetswithzerocriticalradius，払rwhichthefbrmal  

tubeformulaandtheEulercharacteristicme七hodgivedi鮎rentasymptoもicexpansionsand  
bothareincorrect・Moresubstantialapplicationoftheresultsofthepresentpaperisgiven  
inTakemuraandKuriki（2001），Whereanaturalmultivariateteststatisticshasanassociated  

indexsetwithzero criticalradius．  
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Tube method and Euler charac七eristic method払r Gaussian  

random尻eldswithinhomogeneousvariance  

SatoshiKuriki（Inst・Statist・Math・）  

AkimichiTakemura（Univ・Tokyo）  

1． Tube with nonconstant radius．   

De丘neaGaussianheldwithnniteKarhuneIトLoらveexpansionanditsstandardizedversion：  

ズ（り＝紳）′ヱ，y（り＝紳）′ヱル拙 f∈J⊂月d，   

Wherez～Np（0，ち）isastandardl＞dimensionalGaussianrandomvector，and4）：I→¢（I）⊂RP  

isaone－tO－OneC2－maPPing．W占assumethattheimage4）（Z）isacompactC2－Submani払l（lofRP  

without boundarynotcontainingtheorigin．Let q（i）＝F極（t）IF and p（t）＝4）（t）／cT（t）・We also  

assumethatp（i）：I→SP‾1aone－tO－OneC2－mapPing，WhereSP‾1denotestheunitsphereinR   

X（i）isacontinuousGaussianfi1edwithmeanzero，VariancecT2（t），andthecorrelationfunction  

COrr（わ，亡2）＝早（fl）′や（f2），ま1，ね∈J・   

ConsiderthemaximaovertheindexsetI，  

r＝坤）＝湘）′z，打＝y（t）＝紳）′り臣≠  

Theyexist becauseoftheassumptionofthe compactnessof4）（I）．Inthispaper wewi11discuss  

uppertailprobabilitiesofthedistributionsofTandU．  

Put  

肘＝‡紳）】f∈け  
（1）  

Since腑（t）IL＝1，MisaC2－SubmamifbldoftheunitsphereSP‾1⊂RP．Thefunctionucanbe  

regardedasafunctiononMbyq（u）：＝0・（p‾1（u）），u∈M．ThedistributionsofTandUdepend  

OnlyonthemanifoldMandthefunctionJ：M→R．   

Notingthattheindependenceo‖zILandz／HzH，Wehave  

仲＞訂＝珊  ア（r＞エ）＝βlP（U＞  
（2）  

Here  

叩＞α）＝P（m㌢叫）p（州lヱIl＞α）＝P（∃恒（州側＞α／㈹）  

＝ P（∃ちCOS－1（紳）リー酬）＜cOS‾1（α／坤）））．  

Sincez／Hz‖isdistributedmiformlyonSP‾1，P（U＞a）isl／Vol（SP‾1）timesthevolumeoftube  

aroundMwithgeneral1ynonconstantradius：  

（祝∈gp‾11諷cos‾1（紳）′u）＜cos‾1（α／坤））ト  
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2． Main Results．   

Hereweuseconventions∂／∂t乙＝∂いPl＝∂′～P，Pl］＝∂′，qP，etC・ThemanihldMin（1）isa  

RiemannianmanibldwiththemetricgiJ＝P；ダ），andthea触1eCOnneCtionrり，k＝琉pk・The  

COVariantderivativeisdenotedby▽・Letcり＝岬∇z∇Jt＋∇IL’∇Je，P＝logcT，bea（0，2）symmetric  

tensor・LetR2］kLbethecurvaturetensor，andletRukl＝RijklN（91k9JL一肌IgJk）・Denote（i，j）－th  

elementoftheinversematrixofdl．j＝giJ＋cljbydi］・Thenwehavethebllowing：  

Theoremlh）OlumeqFtube）・  

叩＞ご）＝上det（仇ノ＋c泄t（ダリ）一類f乙  
庭 

㌔ r（草）  
×∑   
e＝＝0  

（1＋ll∇gll2）一書（d一ゼ＋1）  

21＋与打去（d＋1）   

1＋lt∇引l2  
ェ2）  ×β喜（d－e＋1），与（p－d＋e－1）   ×くe（り  （3）  J2  

かご≧1ユーaXu∈〟叶u）cosβ。，ぴんeγ℃β。ねαpOβ血ecomβ加古．包，ん（・）由叩perp†・0払占夏物げ伽抽α  

血由砂油血＝血丸印mm抽m（α，♭）・（。（り＝0♪reodd，αれ．dルre蝕e門′  

くe（壬）＝ ∑ ∑己【川点Jlj2柚…点トl抹＿1 ふ′dJlた1・・・dJ九，  

1≦11＜‥・＜査′≦prj，呵  

W加re伽β祝mmα血一∑州宜β£αたem冊γαggpOβ甜epα五血両（両2）∵・－（ブe－1，刷仇d  

（（た1，た2），・‥，（た。－1，たe））伽m（宜1，…，豆e）β祝C存続αり1くゴ2，‥リブe＿1＜Je，た1くた2，‥．，た。＿1＜たe，  

αmdJl＜J3＜…＜Je－1■ 拍湖＝Sgll（Jl，．‥，Je；た1，‥．，た。）ま5班讃吻m扉pem′uね如乃．九  

pα膏血れ紳）＝1αmd雛）＝喜島JたJd輔ヱ・   

OncethedistributionofUisobtained，thedistributionofTcanbederivedvia（2），thatis，by  

subs七itutingx2：＝3＝2／＝zfl2in（3），andtakingexpectationwithrespecttol酬2～X2（p）．AsinSun  

（1993）andKurikiandTakemura（2001），WeCaIlprOVethefo1lowingtheorem．  

Theorem2（tubemeth・Od）．P（T＞x）＝β（T＞x）＋0（ep（3：2（1＋tan20c））），X→∞，Wher℃  

Jd軌＋c泄t（動）一書？d壬～  β（r＞エ）   

r（竿）  （1＋11∇g】廿止半  
21＋号打与（d＋1）   

1＋ll∇glF2  ・′・コ．）  ×（e（り，  J2  

αmdeレ（・）乞β叩per叩わαゐ官物扉兢ex2d豆β柄わ一u如γ＝〟五紙レdeタ柁eβ扉舟eedom．  

Theorem3「エ叩gαCe叩prOエまmα如乃ノ．Aββ祝me兢α吉打（f）ね止eβ兢e㍑m宜叩e汀‡・α滋m－」昆mαf亡＝0・  

耶兢0㍑亡goβ5可部乃eγαg軸αββ祝meJ（0）＝1．mem  

P（T＞x）～岳（x）×det（9ij（0）－eij（0））喜det（－eij（0））一喜，X→∞，  

ひ加代る（′u）ね叩peγp和むα占乞物げ班eβ加dα通れOmはgゐ壬わぁ祝如㍑Ⅳ（0，1）．  

Theorem4「βquivalen・Ceqfthetubemeth・OdandtheECmetho4）・Omitted・  
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TheMultivariateAnalogofthe One－SidedTestRevisited  

AkioKUDO（HyogoU山versity）  
alldⅥ）Shil・oYAMAMOTO（TamaU11iversity）  

1INTRODUCTION   
Itisalready nearlyfourdecadessincethepaperofKudo（E2］）waspublished1963・The  
problemwasasfollows．Givenap－Variatenormaldistribution‥Np（0，g2A）、WeCOnSiderthe  
testingproblem：Ho：0＝0versusHl：0≧0，WhereAisassumedtobeknown，butthescale  

P？r竺meterU2isunknown・0！＝（Ol，‥・，Op）≧OmeansMaxO2＞0，Mil101≧O・IllKudoIs  

orlglnalpaperf礼theunknownscaleparameterwasabsent，butitWaSimnle〔liatplya〔l（lprlin  

thebrmulationinthebookbyBarlow，Bartholomew，BremnerandBrunk【1］・   

In this book，Publishedin1972，itis stated that the algorithm for computatillg the test  

Statisticis not available，and mreover the nu11distribution”may be expressedin terms of  

Orthant probabilities ofcertain multivariate normaldistribution，and no generalsolutionin  

Closedformexistsforr＞3．Thusthe rangeofthesolutionsinwhich oftest callbe usedis  

rathersVerelyrestricted・”（seeonpage177－8infl］InshorttheypointedourtwodifBculties：  
OnelieslnCOmputationofthestatisticandotherishowtocomputethenulldistribution．   

Afterabout15yearslateranotherbook［6】waspublished・Thisbookreferstothepaper［2］  
more丘equentlybuttheauthorsofthisbookwerenotseemtopayattentiontothedif五culties  
Statedin［1ト   

Thepurposeofthispresentationistodescribethedevelopmentsinthearearelatedtothe  

above di員culties．   

TheyassumedthereexistsanindependentestimatorT20fJ2basedonY2distribution．The  
mainpurposeofthispaperistopresentanotwidelyrecogmiedfact・thattheexistenceofT2  
isnotnecessaryneeded．  

2 THE 
． 蘭碍。anb。。btainedbythemeth。dreviewedin［9］，aIld  

／ lettheMLEbeXO・Wehavethepartitionofthequadraticfbrm：XA－1x＝XO′A岬1xO＋SO  
ズ0′A－1ズ0  

andthelikelihoodratiotestrejectsHowhen   istoolargeA Thisstatisticmaytake  
gO＋r2  

thevalueO，aSXO＝Omayholdtrue，andmoreoverthevaluelwhenT2isnotpresentand  
ズ0＝ズ．  

3 DISTRIBUTION   
Wbdiscuss七hedistributionofthe王bllowingstatistic．  

Ⅹ0′A－1ズ0  ズ0′A－1Ⅹ0  

鷲＝  
ズ／A－1ズ＋r2 ∬0′A－1ズ0＋ぶ0＋r2   

Theorthantprobabilityofapositivede員nitmatrix∑，denotedbyP（∑），istheprobaL）ility  

thattherandomvectordistributedinN（0，∑）hascomponentsallpositive．  

ThedistributionofthestatisticE孟underthenullhypothesisisgivenbvthe  Theorem  

hllowlng．  

Pr（E£＝1）＝ P（A）incasewhenT2isabsent  

Pr（E孟＝1）＝  O incasewhenT2ispresent  
Pr（EZ＝0）＝ P（A‾1）inbothoftheabovetwo  

andfbrO＜a＜1wehave  

Pr（鷲≧ニ）＝Pr（眉捌＋¢£p仙）‾1｝仙川ノ｝ム（苧 ㍑（肘） 

ヱ）－n（肘）十壬  

WhenT2isabsentfshouldbeunderstoodasO，and  

ん（喜，…）＝盲㌫上αご喜一1（ト押血  （2）   
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Hel・e，∑denotesthesummationfbrallpossiblellOll－emPtyPrOperSubsetAlofP＝（1，2，・・・k）  

1It・（M）isthenmberofelemelltSi11SubsetAIIAI’isthecolllPleHl円丑〔）fAIIA一、Iisthp、’ariallCe  
nlとItrix ofXl．7∈凡A＾I：＾I′is variallCe matrix ul－derthe co11ditiol－Xj＝0・j¢AI，an（1  

P（A）istheprobabilitythattheralldomvariablesdistributedinalnultivariat・eN（0，A），Wllere  

COVariancematrixAareallpositive．  

4 cASESWHENLRTESTIS POSSIBLEWITHOUTT2   
Theequation（1）inthistheoremstateswhenT2isabsent、thelikelihoo〔1ratiotestwiththe  

Signihcancelevelα 
． 

Another case when this conditionis satisfiedis the case ofsimple or（ler altpmative．Let  

X＝（xlご2，・・・Xn）distributedindependentlyinnormalwithmeansOl，02っ‥，On・thenull  

hypothesISistheequalityofthemandthealternativeisOl≧02≧…≧On whpreatleastone  
ofTい－1illqualitiesisstrict．Thisproblemcanbetransformedtoourframeworkt）VtノとLkillgthe  

successive〔1i触ence，an〔1thentheconditionisseentobesatis鮎dasPIA）＝aIldthisis  
less than O．05when n＞4．   

5 HISTORICAI∴REVIEWANDDISCUSSION  

ThefirstpaperintllisareaissaidtobeduetoKudo［2］，andcitedin［1］andt6］・Therecent  

paper［9】dealtwiththecomputationalalgorithmsbasedonthemetho（l【8］・   
ThecasWhenT2doesnotexistwashrsttreatedin［4］andatablewaspublishe（1brsimple  
Ordercaseln［3トWhentheseworksweredone，themethodofcalculatingthenoru1alorthand  

probabilitywasIlOtWelldevelopeduntill【7］，Whichhadmadeoneoftheauthors，Kudo，COWard  

indevelopingandpublishingthegeneralform．   

TherecentdevopelnentrePOrtedinthismeeting【10］ismostcongratulate（1・   
Aboutthecheckingtheaccuracyon（1），tWOidentitiesareavailable．  

P（A）＋ ∑ p（（心〃「1）P（A〟：几′′）＋P（A‾1）＝1  （3）  

ト1）㌣P（A）＋警⊂ト1）岬）p＝Aル′′）‾1）P仇Ⅷ′）＋P（A‾1）＝0   （4）  

¢⊂ルナ⊂ア   

Thefirstoneistrivialandsecondisdueto【5］  
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AsymptoticsfortheLikelihoodRatioTbstunderLo8SOfIdenti丘ability  

Rockefe11erUniv． Xin Liu  

The classicalquadratic expansion of thelog－1ikelihood ratio around the true  

parameter can failwhenparameters characterizing the true distribution are not  

unlque．In丘nitebinomialmixture models，a reparameterization can reduce this  

problemintothelikelihoodratiotestundernonstandardconditions・Ingeneral，this  

reparameterizationtechnicsmaynotwork・ToovercomethisdifBculty，WeeStablisha  

quadratic approximation of thelog－1ikelihood ratio functionin a Hellinger  

neighborhood ofthe true density．Then the asymptotic nulldistribution of the  

likelihoodratioteststatisticcanbeobtainedbymaximizingthequadraticformeven  

when thereisloss ofidenti丘abilityin parameters．Tbsting the number of  

COmpOnentSin丘nitemixturemodelsareconsidered・  

一780－   



Detectingthenumberofchange－pOintsvialikelihoodra七iotest  
九州大学二宮義行  

1．はじめに   

情報量規準を用いて変化点数を決める理論に比べ，検定に基づいて変化点数を決める理論は発  

展していない．特に複数の変化点に関する検定統計量の分布理論に関する論文は少ない．そこで、  
独立に分散既知の正規分布に従う系列の平均パラメータが未知の時点でシフトする，という変化  

点間題の最も基本的な設定で尤度比統計量の漸近理論を抜い，数値実験でその妥当性を確かめる．  

2．結果   

∬－（乞＝ト．．，けりが各々独立に正規分布〃（∂て，1）に従うとし，変化点モデルに従うという仮説  

打7 ‥ β1＝ ＝ βん1≠軋1十1＝ ＝βた。≠…≠軋十1＝ ＝β，。  

を考える．ただし漸近論のためたtは′〃lの関数であって1imⅧ→∞た？／77l＝人？＜1を満たすものと  

する．  

∬叶1から∬壬までの平均∑…＝叶1エ誹－5）を烹…と記すことにすると，変化点数0対1，つま  
りガ0対仇の検定の対数尤度比統計量は端：1≡111aXl≦、S≦m（β（烹昌）2＋（′了－－5）（烹㌘）2－Ⅲ軽『）2）  
と書け，次のような結果がある．  

定理1（Cs6rg6＆Horv孟th［1］p・23）を（m）≧1／Im，f（Jm）≧1／mにおいて  

1im sup m（！（m）＋子（m））expト（logm，）1イ）＜∞  
TTl→00  

がある0＜∈＊≦1について成り立てば，任意の0＜亡≦亡＊に対し，帰無仮説〃0のもとで  

（1）  

苗‥1W 
旦（m）≦…≡冒＿軸〈器〉り2  

＝Op（expト（log77t）1‾f ））   

が成り立つ．ここで，B（t）はBrownianブリッジで，EB（t）＝0，EB（s）B（t）＝min（s．t）－Stを  
満たす．  

注1基準化したBrownianブリッジの最大値の裾確率に関しては評価式があり，Cs6rg6＆Horv孟th  
川は圭（m）＝竹花）＝（logナ7t）ニi／2／γnとしてそれを用いることを提案している．   

上で使われている理論を拡張し，変化点数ナl対几＋1，つまりガれ対軋＋1の検定の対数尤度  
比統計量71：叫1に対して用いる．  

定理2 圭ん（m）≧1／〃l，育ん（汀t）≧1／77と（ん＝1，．・Jト＋1）が（1）を満たすならば，任意の0＜∈＜亡＊  
に対し，ガnのもとで  

㍍畔 
［ ぷ㌔刷〈誤〉1′2］  1≦1拍  ＝Op（expト（log叫卜亡 ））  

が成り立つ．ここで月ん（り（ん＝1，．．．れ＋1）は各々独立なBrownianブリッジである．   

変化点数0対2の検定を考える前に，エピデミックタイプの変化検知のための尤度比検定に関  
する結果を述べておく．  

定理3（YAo［4】）  

ガ。：β1＝ ＝ 鋸1＝♂毎＋1＝ ＝ βm≠鋸1＋1＝ ＝鋸2  

とし，この変化点の位置に関してfom≦た2－た1≦（1－fl）†乃という制約を入れる（壬0，亡1は小さ  
い正の定数）．この制約の下でのガ0対ガeの検定の対数尤度比統計量（一般化尤度比と呼ばれる）  

を箭：eとし，また叫〃］＝2〃‾2expト2∑芸1m‾1◎トl小一1／2／2））とすれば，帰無仮説仇のも  
とで  

叩‥e珂0）で抽）3／2exp 仁竿）上：1  

が成り立つ．  

喘缶〉1′2］2加   （1一律2  
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このように開催∈＝m缶を越える確率の7れに関する漸近展開の主項を与えることは，裾確率  
の大偏差近似と呼ばれる．ここで周いられるSiegmund［2］やYao〔3】の手法を拡張すると，Ho対  
ガ2の一般化尤度比に関する以下の結果を導ける．  

定理4 月■2の変化点の位置に関してた1≧如Tl，た2－た1≧士1・m，m－た2≧わ〃1′という制約を入  
れる（fo，fl，亡2は小さい正の定数）・この制約の下での仇村方2の検定の対数尤度比統計量を  
端‥2とすれば，帰寮仮説ガ0のもとで  

d
 
 

1一書2  

＋fl  

‾t2‾と1 

珊‥2珂0）誓去γ梅（一字）上ニ dざ王  
d封  

り2 

占（∈0一読y2）‾〈（帰一レ2ル2－一項呵町－〃2－j  

咋2∴吋＋（〝1∴レ2十ル2＋－〝3）2v山一－レ2＋γレ2＋－レ3J〉］  

が成り立つ．ここで  

〝3ン   （そ0一古y2）㌫， 〃2士＝封士  （モ0一言了〃2）憲，  叫土＝y士  

そして軋対ガ叫2の検定の対数尤度比統計量‰：叫2に関しては以下の結果を導ける．  

定理5了ヂ‥2】い乃J′用′＝1，・‥，叫1）を孤‥2のコピー（データ数7γり′，各々独立）とすれば，仇  
のもとで  

〈sup若鶏 7L：n・2～m弧［1≦j猥．1 ＋sup若雫〉，1≦発莞＋l（P：2］（k；′J；／－1）］（2）  
が成り立つ・ここで祐…，た芸は真の変化点であり，また，た岩＝0，た芸＋1＝′rTlとしている・   

3．数値実験と考察   

上で得られた結果で必要とされる定数に対して適当な値を定め，モンテカルロシミュレーショ  

ンによる評価と比較した．   

定理2においては，注1を考慮し，  

ち（m）＝ち（m）＝ilog（たプ－たJ－1）3／2）／（たJ－たプ－1）  
（3）  

を用いることを提案した．ここでた1，…，たnは軋の下での変化点の最尤推定量であり，その一  
致性が成り立つことよりこれらは条件（1）を満たす．そして，変化点数れに対するデータ数  
割合が小さすぎなければ，漸近論がうまく働くことを確認した．   

定理4においては，fo＝fl＝壬2≧0．07ならば一般化尤度比の大偏差近似は精度が高いこ  そ
然
 
 

－
自
 
 

と
ゞ
 
 

に
 
 して，変化点に制約のない場合の尤度比統計量に関してはto＝tl＝わ＝1／ml  ヽ一  る

 
 

－
V
 
 

m
用
 
 

を
 
 であるものの，これはmが大きいときによい漸近評価を与えないことを確認した．  

定理5においては，（2）のザ2】（た言′－た言′▼1）のかわりにげ21（ら′一たJ′－1）を用いることと（3）  

とを提案した・やはり長の一致性より，この提案は定理5を満たす・卯）とげ2ユは独立では  

ないが相関は正であるため，保守的な検定の構成を目指し，卯）とげ2】は独立であるものとし  
て裾確率を近似した．そしてこれは保守的すぎる結果を与えないことを確認した．  
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【1】M・Cs6rg6andL・Horvath．LimitTheorem・Sin仇an9e－PointAnalysis．JohnWiley＆Sons，  
1996．  

［21D・Siegmund．Approximatetailprobabilitiesforthemaximaofsomerandom鮎1ds．Arm．  
Pγ0あαむ．，16：481L501，1988．  

t3JQ．Yao．Boundary－CrOSSingprobabilitiesofsomerandom鮎1dsrelatedtolikelihoodratio  
testsfbrepidemicalternatives．］．Appl．Prvbab．，30：52岬65，1993．  

〔4］Q・Yao・Tbstsforchange－pOintswithepidemicalternatives．Biomeirika，80＝179叫191，1993．  
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SelectionamongthekBern0ulliTrials－FixedSamplecase  

明治学院大・国際 竹内啓   

Ⅳ個の対象に対してた種の処理のうちのいずれか適用するとする．結果ズは0か1のいずれ  

かであり，第宜処理を適用したときP（ズ＝1）＝凱＝ト一郭となるとする．目的は且（∑た1ズ壱）  
を最大にするように処理をえらぶことである．ズ乞に対する処理の選択はズ1，・‥，ズ宜－1にのみ  

依存するとすれば，  

βズ五＝p刷＝抑  
（姜）妾 

となる．Ⅳ£は第宜処理を適用する回数である．   

maxpi＝P＊と置けばregretは  

た  

月＝∑（〆一凱）レi  

豆＝1  

と定義される．   

Fixedsampleruleにおいては最初kn個の対象について，k種の処理をn個ずっについて施  

し，残りの〃－たれ個については，最も成功の多かったものを施す（タイがあったときはランダ  

ムに定める）・最初の陀個についての成功の数をれ，…，鴇とすると，これは2項分布月（m，p壱）  

に従う．そうすると  

た  

月＝m∑（〆一節）＋（Ⅳ－叫∑（〆一釣）P（℃＝nlチⅩ雪）  
か＝1  

と表される（タイの場合を考慮すればやや複雑になる）．  

P（Ⅵ＝maX℃）＝P（Ⅵ≧れ，Ⅵ≧鴇，…）  

の評価に大偏差近似を用いる・℃－Ⅵ＝gl，・・・，㌍一端＝Zた＿1（羊一羊を除く）とすると  

P（署＝maX雪）＝P（Zl≧0，…，Zた＿1≧0）  

となる．前稿の方法を用いれば  

（蔚＋百）mた  P（Zl＝ ＝ろト1＝0）＝  
（2打）穿伺  

炉ニ（恥）1／た，百＝（nヴ宜）1′た，戸＝糾…）＝1－Q  
となり，e－∂J＝鞘／戸となるからpj＜抽＝1，…，た，j≠壱）ならば  

（戸＋が陀  
P（gl≧0，…，晶＿1≧0）＝   

となる．この近似から，実は  

矩m∑（p＊－p豆）十（Ⅳ一叫∑（〆－p豆）P（ヤ≧町  

ただし，Pi・＝maXPiとなるので，nについての近似的なminimax解を容易に求めることがで  

きる．  
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Asvmptoticpropertiesofestimators払rsmalldi軌sions t／  

SEITbmonari；KOMAKIFumiyasu†  

e  

metricgabande－，m－COnneCtioncoefncientsTab〔・r  
lll  

rabcOn7）arede負nedby  

タα占 ＝ Eu［∂αゼ。∂占ゼ仁］，  

Abstract  

The second－Order e侃ciency ofbias－COrreCted  

estimators for di丹■usion processes with small  

noiseisinvestigatedfrom the viewpoint ofin一  
応rma・tiongeometry・Abias－COrreCtedestimator  
is second－Order e侃cientif and onlyifthe an－  

cillary manifolds are orthogonalto the model  
and their embedding m－CurVatureS Vanish・In  
particular，themaximumlikelihoodestimatoris  

second－Order e疏cient．Itis essentialthat the  

statisticsappearedintheexpanSionsofestima－  

tIOrShaveasymptoticnormality・  

1．Di軌sionprocesseswithsmallnoise  
and information geometry 

SupposethatX∈＝iXf F t∈［0，T］）∈CT，  

whereCTisthesetofcontinuousfunctionsfrom  

［0，T］toR，isadi軌sionprocesswithsmal1noise  

Parameter仁∈【0，1】  

d耳言 ＝ 〃（ガ；，祝）df＋〔dW壱，ガ昌＝恥   

Where tヰ／＝il弟）isal－dimensionalstandard  
Brownianmotion，P＝FL（・，・）isasmoothfunc－  

tionanduisam－dimensiona，1unknownparam－  

eterin theparameter space U⊂Rm，and the  

initialvalue xois aconstantindependent ofu．  

Theloglikelihoodfunctione∈isglVenby  

丁 抑）＝さ上r揮f一志上跡   

WedenotethisrnodelbyP＝（ee（・，u）lu∈U）  

a・ndintroducesomegeometricalnotationsas永）1－  

lows・SeeAmari［1］fordetails aboutinforma－  

tiongeometry・Atangentspaceofア）at u∈U  
isd誠nedby7L＝SPan（∂aee（・†u）），Whereaa＝  

∂／∂1Lahra＝1，・・・，m．TheFisherinformation   

e  

rα占c  

Ill  

rα♭c  

E祝［∂α∂措∂。f∈〕、  

e rαb。＋E誹丑∂措∂。g亡］，  

respectively．SillCeallofthesequantitiesareorr  

der。fE－2，WePut9ab＝E2gab、rqb。＝E2flαbc e  
nl   

andrabc＝E2軍abc．Theexplicitexpressionsjbr  
thesequantitieshavebeenobtained（SeeSeiand  
Komaki［6】）・Intheibllowing，WeuSeEinstein’s  

summation convention．   

2．The asymptotic expansion for the  
MI」E  

Themaximumlikelihood estimator（MLE）h  
withrespect to anobserved process Xe has an  

asymptoticexpansion：   

㍍一＝ご1㌦＋どgαあ由＋仁2（gα占タrd如由  

一釣棚悔），  
where  

鮎 ＝ ∈∂αゼ（ウ  

e   

如 ＝ 仁∂α∂♭ゼ仁一Eu巨∂。∂占g亡トrαムC威。，  

（9ab）istheinversematrixof（9。b）andthesynl－  
bol＝±meanS aSymPtOtic equlVa・1ence・See Ku－  

toyants［5］and Yoshida［7］払r the validity of  

asymptoticexpansionsrelatedtotheM   

Usingtheexpansionandasymptot・icnormalitv  
Of鮎and宙。b，We Obtain the expansion of the  

mean squareerror（MSE）ofthebias－COrreCted  
MLE包＊・See Eた・On［2］and Amari［1］for the  

COnCePtOfbiascorrection．   

Propositiot12．1 1．／l（＿1／．～’ム・4／／）（（）／（I・、－  

COγreCfed財エガ五5タ富℃細らy  

E躍坤（包＊帰）］巴碑＋言c2αら 
，  

事Department of MathematicalEngineering andIn－  
fbrmation Physics，SchoolofEngineerlng，University of  

Tbkyo．  

†DepartmentofMathematica・1Infbrmatics，Schoolof  

InfbrmationScienceandTeclm0logy，UniversityofTokyo．  
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By using asymptotic normality（1）ofうand a  

nl relat血1∂ノ～∂・ノrα＝－AfβAJ「r桝q7、Ⅴ加reノ1f／プ＝  
∂twβ，the MSEofthe bias－COrreCted estima・tOr  
免＊is representedasfb1lows．   

Theorem3．1 rわe朗－∫gげα占五αS－COrreぐまビd  

ノ7J・・、い…／げ（．伊√・／＝′／√・、／／川√′／り′・J・ヾ  

唖＊α〟）（包＊もーめ］空碑＋言c2ロー占  

1l、／lぐ7、f   

c2q・む ＝ 澤）加ゎ十2（晶ア）2αb＋（凱）2d・b，  
占叩スレ （㌫）2αら ＝ 竿ぺAα芋〃レβタ，  

椚d（竿）加わαmd（丘ア）2αbαre卸用わ～prOpOβオ如m  

β．J．  

ThethreetermsinC2abareal1non－negative  

and（芋）2aband（鮎）2abareindependentofthe  
estimator．Therefbre，がissecond－Orderefncient  

ifalldonlyif（岩A）2αら→Oas（→0．The  
quantity（呂＾）2abmeanssquareoftheembed－  
dingm－CurVatureOfAu．lnparticular，thebias－  

corrected MLEis second，Orderefficient．  

l【－ん仁㍗仁  

（Y2リム ＝（芋）2α♭＋2（品ア）2αら，  
占cF〃 （軍）2α♭ ＝竿。。α芋e∫gタ，  

（丘ア）2αら ＝ 耽損タαCガムピタ〃，   
A在d∈イ ＝ Eu【如如］・  

3． The asymptotic expansions fbr  
訂isher＿COnSistent estimators   

Inthissection、WeaSSumethat themode17）is  

acurvedexponpntialfamilyembeddedinafull  

exponentialfami1yf＝（P亡（・，0））de五nedby  

f亡トⅤ，β）＝ 亡‾2（β壱5壱（ガト叫β，り），  

whpreOistheTL－dimensiollalnaturalparameter，  

．5（X）isthesufBcientstatisticcorrespondingtoO  

andg（0，E）isthepotentialfunction・Thequan－  

tit／y E Plays arole as the dispersion parameter  

（JorgenseIl［3】）．See Ktichler and S＠renSen［4］  

払r details abo11t CurVed exponentialfamilies of  
st10Chastic processes．This assumption holdsif  

the drift coe用Cientisin alinearlbrm．   

Let77be the expectation parameter：りi＝  
T／i（tLj）＝Eu［si（Xe）］，Which depends on E・We  

SuPPOSethattheasymptoticnormality  

うi＝f‾1（占f（ガトり宣）→ 呵0，（飢ノ））（1）   

1101ds．   

Let us consider an estimator expressed by  

h＝T（恥whereTisasmoothfullCtionfromRn  
toU．WeassumethatilisFisherconsistent，i．e．，  

ua＝Ta（T7（u，0））holdsforal1u∈U・Wedefine  

theancillary manifbldAu byAu＝T－1（（u））．  
Thenotationsabouttheancillarymanifoldsfol－  

lowAmari［11．   

Theestimator愈isexpandedas  

aα聖跡挿㍗）疎十（∂励α）的・  

Here，∂iTa（r7）（a＝1，…，m）areinterpretedas  
VeCtOrSnOrmaltotheancilla・rymani壬bldAu．It  

can be shown that the estimator包is範rst－Order  

e航cientifandonlyifAuand7Lareasymptotト  
callyorthogonal，i・e・，∂7Ta巴gab∂bOt・   

From now on，We aSSumethat愈isfirst－Order  

efRcientanddiscusssecond－Orderefnciencyof色．  

Re昆rences   
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［2］Efron，B・（1975）・血れdJぶOJぶfα亡よβ鳥c5，3，1189－1242・  

［3］J針genSen，B・（1992）・J扉ernαfわmαJぶ加古βf査cαJ鮎－  
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進化速度の確率変動モデル：ゲノム進化と相同性検索  

東京大学・農学生命科学 岸野祥久  

ノースカロライナ州音大学・バイオインフォーマテイクスJe翫eyL．TllOrne  

1 序   

数多くあるゲノムの変異の中から、生物の適応進化に本質的に結びついたものを探し糾す努力が多くの生  

物科学者によって積み電ねられてきた。現在のところ、ゲノムレベルでの適応進化の爪痕を検Hける際の第  

一の探索的アプローチとして系統間で分子進化速度を比較する方法が有力視されている。重複遺伝子の運命  

（【6・4］）、歯類の共生と分子進化速度の加速化（同）など、90牛代半ばから興味深い研究が次々にHlてきた。   

筆者らはこれまで、分子進化速度が変動する様子を、事前にグループ分けするなど強い制約を置くことな  

く柔軟に推定する階層モデルを提案した（【5j）。そして、分子帖計を仮定した解析との対比において、分岐隼  

代推定の頑健性を調べた“2】）。  

2 分子系統樹の尤度と進化速度の確率変動モデル   

マルコフ過程で記述される分子進化の推移速度行列をモデル化することにより、分子系統樹の尤度が表現  

される。相同な㌃本の配列を比較して系統関係を推定する場合を考える。配列の良さを†lとすると、系統  

樹アの対数尤度は  
n  

J（桝Ⅹ）＝∑log／（Ⅹhlβ）  

ん＝1  

（1）   

と表わされる。ここで仇は進化のプロセスを規定するパラメータである。配列の変化の統計モデルとしては  

マルコフ過程によるモデル化が妥当する。分岐後それぞれの種の配列は独☆に進化すると仮定すると、J（Ⅹ岬）  

は  

J（Ⅹlβ）＝∑打Z－．．n ∑鞄叫ノいZ∫（≠αn。（山）  （2）  

Z．1－  J∈mode（T）＼t‖ Zノ  

と簡単に表される。ここで、乃Ode（r）は系統樹rの節を表し、砧はその根である。無根系統樹の場合には、  

作意の節を指定する。肌C（J）はJに隣接する祖先となる節である。た封（りは時間fを経た推移確率である。   

進化速度が変動する背見要凶として、選択作の変化を中心、とした環境変動、集団の大きさの変動、虻代の  

長さの変動などが考えられる。これらはいずれも自己相関を持って変動することが予想される。そこで、事  

前分布として速度r（りの対数をとったものが簡単な拡散過程に従うとする。すなわち、予（f）＝log項＝ま正  

規マルコフ過程で、任意の2時点ま，5（f＞β）に対して  

印（晒）1＝戸（βト…（ト5）  
V【印）卜戸（β）】＝ レ（トβ）   

を仮定する。移流項は進化速度の期待値が傾向的に変動させないためにつけたものである。分岐後、速度は  

2系統で独朝こ変化するとする。各枝の平均速度は、それをはさむ2つの節における速度の平均で近似する。  

分岐牛代を所与とした系統樹の節における速度の対数は、多変量対数正規分布に従う。   

分布を規定する超パラメータとして平均速度〃および拡散係数レを持つ。これら2つの超パラメータは  

独竜なガンマ分布に従うとする0時間スケールを規格化し、〃の期待値は1、標準偏差は0．5に設定する。ま  

た、レについては強い制約とならないよう、平均、分散ともに2，0に設定する。複数の遺伝子を扱う場合に  

は、独電な事前分布を導入する。  
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3 複数遺伝子の解析と共進化の検出   

遺伝子間で独立な速度変動の事前分布を導入し、分岐叶代を共有させた複数の遺伝子の速度変化階層モデ  

ルを検討する。シミュレーションを通じて、速度変動の大きさを個々の遺伝子について精度良く推定するた  

めには数多くの配列が必安で、分岐隼代の推定については、数多くの遺伝子を解析するときにこの影響がよ  

り強く現れることがわかった。ただし、RNAウイルスのように異なる∩も．1から採られた配列には、分子進  

化速度に関する情報が多く含まれている。   

ところで、遺伝子間で独☆を仮定した事前分布に対する速度の事後平均を遺伝子間で比較することにより、  

共進化を検Hけることができる。ここで、速度の系統間の系列相関があることに注意が必要である。2遺伝  

子における各節での速度の事後平均戸叩（〃l＝1，2，J∈丁乙0（∫e（r））を求め、順位相関を放る。無相関♂）帰無  

仮説の下での分布は、速度変化の確率変動と推定誤差による不確実性を踏まえていなければならない。ニこ  

では、速度変化の方向を鮒乍為化することにより分布を得る。すなわち、帰無仮説の下での各節における速  

度の事後平均戸LIJを  

テL，l‖  r”刷  

戸；n，J テ；－l、丁－αれ。（」）＋lヰ㌦J（テ軋ノーア汀り・肌。（ノ））（J∈γとOde（r）＼斎0）  

により生成する。t隼nJは1，－1をそれぞれ確率喜でとる耳いに独キな確率変数である。  

4 比較ゲノムとホモロジー検索   

ゲノムはミクロレベル・マクロレベルで変化し続けているが、その大枠はかなりの程度で保存されている  

ことがわかって来た（川）。進化の歴史に其づくゲノムの相関関係は、重要な遺伝子を探索するときに他の生  

物で得られた知見を利用できることを示唆している。ただ詳細なスケールでは、マーカーや遺伝子の相対的  

な位置関係に結構入れ替わりがあるという証拠が得られつつある。   

比較ゲノムにより種を跨いだゲノムの対応関係を詳細に追って行くときには、注意が必要である。相同性  

検索はひとつの統計的推定作業であり、誤差が付きまとう。また、ある時点で遺伝子電複が起こり、離れた  

場所にこの遺伝子のコピーが生じたような場合も見かけ上達伝子が移動したように映ってしまうことがある。  

ゲノムの変異と多様化に対する多くの人の理解が深まるにつれ、相同性検索における不確実性を考慮に入れ  

た解析の電卓性が今後認識されてくるであろう。  
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qTL解析における非正則性‥遺伝的アルゴリズムによる大域的最適化と問値  

東京大学大学院農学生命科学研究科 中道礼一郎  

1目的   

生物学研究において量的形質に関与する遺伝子座（quantitativetraitlocus，QTL）の解析は、重  

要な課題である。量的形質は環境など遺伝因子以外の要素によって変動し、比較的効果の小さ  

い複数の遺伝子座によって支配されているため、その解析には統計遺伝学的手法が必要である。  

現在最も一般的なのは、連鎖地図上の全ての位置でQTLの存在を尤度により検定する手法であ  

る【3］。しかし、qTLの数は事前に知ることができないため、可能な全てのQTLの数と位置の  

組み合わせに対して検定を行うのは現実的ではなく、効率的な探索法が必要である。また、モ  

デルに取り込むqTLの数に対してペナルティーを課すため、検定統計量に対し適切な開催を定  

める必要もある。本報告では、F2集団と無作為交配集団を対象に、情報量規準（Akaike－s  
infbrmationcriterion，AlC）を評価関数とする遺伝的アルゴリズム（geneticalgorithm，GA）を用いて、  

最適なqTLモデルを選択する手法を提案する。  

2 複数qTLの遺伝モデルと尤度   

一般的な線形モデルのもとで、ある生物個体の表現型値yが次のように表される。   

〟   

y＝〝＋∑㌫＋g  
〝Iニl  

ここで、ルは遺伝子型によらない定数である。eは環境効果による残差であり平均0、分散一定  

の正規分布に従うと仮定する。MはQTLの数で、g。（m＝1，2，…，M）はm番目のQTLの遺伝  

効果である。簡単のためQTL間に遺伝子間相互作用（epistasis）は無いものとしている。   

自殖や近交によって純系の親系統を作ることが容易な生物では、2つの純系親を交配して得  

られる分離集団を用いて検定を行う。F2集団の場合、〟個のqTLに対する尤度エが以下のよ  

うに得られる。  

．ヽ■ ユ・lr  

上＝Il∑  
ノ＝1慮三1  

ト・蝿g〝，員）i  

ここで、〟はF2個体の数で、ろ．たはノ番目 ¢＝1，2，…，〃）のF2個体の椚番目（〝戸1，2，…，〟）の  

QTLが、隣接マーカーの遺伝子型にたいしてん番目（炉l，2，…，3〟）の分離パターンに該当する  

条件つき確率である。この確率はQTLとマーカーの位置から組換価によって求められる。¢ノ  

はqTL遺伝子型に対する量的形質の条件付分布である。前述のように量的形質の残差は正規分  

布を仮定するので以下のように表される。  

（ヅノー〝－G）ユ  

仇（G）＝   
2Jヱ  

ここでロ2は残差分散であり、＆再は椚番目のqTLが鬼番目の分離パターンに該当するときの  

遺伝効果である。   

純系の親系統を作るのが困難な生物では交配実験のデザインがやや複雑になる。現在、我々  

が採用しているデザインでは、調査する集団から無作為に叫個体抽出して親個体とする。この  

親個体間で叫（叫－1）／2組の交配を行い、交配ごとに〃Fl個体のF，集団を得る。このとき、〃  

個のqTLに対する尤度エは以下のようになる。  
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ヽ■p（．ヽトl）   

2 ・ヽ－rl m印   

J＝1 ノ＝l  ‡  
∑  

41J   

尤＝Ⅰ  

▲＼■p  

エ＝印  
J＝l  

ここで、gP〝，′はJ番目（／＝l，2，…，叫）の親個体の肌番目（椚＝L2，…，〟）のqTLの遺伝効果で、  

Fj，kはj番目U＝1，2，…，NFl）のFl個体のQTLが、隣接マーカーの遺伝子型にたいしてk番目（k＝l，2，  

Fl …，4一っの分離パターンに該当する条件つき確率であり、g石山はそのときの遺伝効果である。  

3 GAによる大域探索とAICによるペナルティー   

qTLの数と位置を仮定すれば、その仮定を尤度によって評価することが可能である。そこで、  

尤度を最大にするQTLの数と位置の組み合わせを遺伝的アルゴリズム（genetic algorithm，GA）  

によって探索する。今回設計したGAでは、GA遺伝子型はQTLの数と位置である。M個の  

qTLがあるとき、これは2〟＋1個の要素の数列、〟，（cl，／1），（c2ノ2）…（c▲佑／ん′）であらわされる0 こ  

こで、Cm（m＝1，2，・・・，M）はm番目のQTLの存在する染色体の番号であり、／mはm番目のQTL  

の染色体c川上での位置である。／仰は、染色体c′，～の端からの距離（cM）によって表される。こ  

のGA遺伝子型に対するGA適応度には、これらのM個のQTLに対する尤度を用いるが、QTL  

の存在しない位置にゴーストを検出することを抑えるため、情報量規準（AIC）を用いること  

により、qTL数にべナルティーを課す。   

GAmness＝－2ln上＋2（パラメータ数）  

このようなGA個体の集団をはじめはランダムに生成し、適応度に応じた淘汰と交配と突然変  

異を繰り返して新たなGA個体を生成し、より高い尤度を持つQTLの数と位置の組み合わせを  

探索する。交配では、適応度に応じて2つのGA個体を取り出し、それらのGA遺伝子型に含  

まれるQTLの位置から、無作為にQTLの位置を選択して、新しいGA個体の遺伝子型を生成  

する。また、突然変異では、GA遺伝子型に含まれるQTLの位置を無作為に変更する。これに  

は、QTL数の増減を含む大幅な変異と、QTLの位置をわずかにずらすだけの小幅な変晃をくみ  

あわせる。  

4 GAによる優れた探索性能と今後の課題   

シミュレーションによって生成した集団を用いて、さまざまな条件でqTL検出実験を行い、  

従来の手法との比較も行った。実験に用いた個体のマ椚カー遺伝子型データとQTL遺伝子型デ  
ータは、Haldaneのモデルに基づいて、遺伝子座間で干渉が無いものとして生成した。量的形  

質の表現型値は、複数qTLモデルに基づき正規分布に従う乱数として生成した。その結果、様々  

な条件のもとで、GAは従来のstepwise探索【2］やBayes推定［4］［5］より優れた大域探索性能を示  

した。一方、検出の閥値の設定は悩ましい問題である。農学分野では、qTL解析の主目的は有  

用形質をもつ系統を選抜し育種を行うことであるため、今回我々は比較的1iberalな規準である  

AICを採用したが、よりconservativeな、Permutation Test［1］や検定統計量の分布の近似【3］によ  

って閥値を求める手法も広く使われている。複数のqTLを扱う場合には、確実な誤り率のコン  

トロールと計算負荷の軽減の両立が欠かせないが、現時点ではどの手法も完全ではない。   
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【1］Churchi11，G．A．andDoerge，R．W．（1994）Genetics138：963－97l・  
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Approximately unbiasedtestsofreglOnSuSing ●  

multis七ep－multiscalebootstrapresampling  

HidetoshiShimodaira  

TheInstituteofStatisticalMathematics shimo＠ism．ac．jp   

l Introduction  

We consider a function taking O／1－Value，denoted Ho（端），Of data端 ＝（3：1，．．．，Xn）．  

（Ex・1）Ho（みl）＝1iほ＝（xl＋‥・＋xn）／n≦0，andHo（端）＝00therwise■（Ex・2）Ho（ノ㌦）＝1  

if（rabbit，mOuSe）cladeissupportedbyaclusteranalysisofmammalianDNAsequences，and  

Ho（′㌦）＝00therwise・LetHo（‰）bethelimitingvalueofHo（．㍍）asn→∞，andllo（ん）  

isassumedtobewhatwewantknowhere・However，ObservingHo（ノ㌦）＝Omaynotnecessarily  

implyHo（‰）＝0，Sincerandomnessofthedata端1eadstorandomnessofHo（みl）．There－  

foreweconsiderahypothesistestingofthenullhypothesisHo（‰）＝1againstthealternative  

Ho（‰）＝0，anddecideHo（‰）＝Owhenthenullhypothesisisr毎ected．The㌢Valuc，denoted  

＆（札），Ofthetesttakesareal－ⅤaluebetweenOandl，SuChthat  

Pr（占（みl）＜α）≦α，〟0（‰）＝1，aIld  

Pr（a（ギー）＜α）≧α，仇（スふ）＝0  

holdatlea5taPprOXimately．  

Inpractice，Ho（私）isgivenasaprocedure（computersoftware），anditsanalyticalexpression  

ishardtoobtain・Ourp－ValuecalculaもiondescribedbelowworksperfectlyevenirlSuChacase．  

Ourmethodaccessesthedataonlythroughthefunction仇（札）andresamplingofみ一．Thesame  

featureissharedbythenaivebootstrapandthedoublebootstrap・Theadvantageofourmethod  
isthatit achievesthesameasymptoticorderofaccuracyasthedoublebootstrap（third－Order  

accurate），yetitrequiresonlythesameorderofcomputationasthenaivebootstrap（1inearinthe  

numberofreplicates）．  

2 Multistep－MultiscaleBootstrapResampling   

Letろ；l＝（x；，・・・，Xニ1）beareplicateda・taSetObtainedbyresamplingnlelementswithre－  

placementftomthedata札＝（xl，…，Xn）ofsamplesizen．Usuallynl＝n，butwereservethe  

generalityofusinganyvaluefbrnl・Let帯；＝（x；’，・‥，3：；；）beareplicatedatasetobtained  

byresamplingn2elementswiもhreplacementh・Omthereplicate現1・Werepeatthisstepagaln，  

and昭：＊＝（3：；＋＊，・・：，Xニ；＊）isareplicateobtainedbyresamplingn3elementswithreplacement  

from帯；・Let（n皇k），n皇k），n皇k）），k＝1，‥．，KbeKcombinationsof（nl，n。，n3）．Fbrea。hc。m－  

bination，（現1，現；，帯：＋）isrepeatedlygeneratedB（k）times；C壬k）istheGbserved丘eq。enCyOf  

仇（現1）＝1，Cik）isthatof仇（X；：）＝1，andq皇k）isthatofH。（電：＊）＝1．Thetotalnumber  

ofreplicatesis3∑た1B（k），ratherthan∑た1（B（k））3．  

EachC宅h）isbinomiallydistributed，andthelimitingval。eaSB（k）→∞isden。tedby  
C去k）／B（k）→打3（n／nik），n／n皇k），n／n皇k））・訂1（n／nik））and汀2（n／nik），n／n皇k））aresimi1a，1yde6ned．  

Thesefunctions7Ti（・）arerelatedtothe㌢Valueasdescribedbelow．  
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3 Approximately Unbiased Tests 

Let us assume the existence of unknowIISmOOth transfbrrnation y＝ f（みl）such that㌢  

dimensiona．1randolnVeCtOry＝（yl，・・・，yP）belongstotheexponentialfamilyy～eXp（Oiyi－¢（0ト  

h（y））．UsingtheexI）eCtationparameter77i＝a4｝／∂Oi，thcregionofHo（‰）＝1isassumedtobe  

expressedasHo＝（り＝（771，…，77p）lr7p≦－dab7。恥－eabc17。T］br）c），Wheret・heindicesa，b，Crun  

throughl，．．．，P－1．WithoutlossofgcIleralityweassumethepotential的）＝maXo（Oi77i－＊（0））  

satisfies∂¢／∂T7ilo＝0，∂2¢／∂γ7i∂I］jIo＝6tjandtheobserveddataisy＝（0，．・．，0，l）・Thenthe  

followi11gholdswitl－errOrO（n‾3／2）．  

〈  

71Tl（1＋73了ち＋47言窄＋75端＋76了も）  恥（Tf，づ，づ）＝1－◎  

－（7171）‾1（72＋737ち十7宜瑠＋74ソち＋375Tb十37Gれ）  

whereTl＝（Tf＋T2＋73）‾1／2，772＝（Tf73＋7373＋73Tf）7？，7b＝（Tf73弓＋74Tf＋Tf（73＋7jZ））Tf，  

andTl＝（Tf73増）T？．Thecoefhcients71，…，76arede丘nedgeometricallyby  

71＝入＋吉相pp＋人3ト去¢叩p¢叩p一志（¢ppp）2＋去¢pppp），  
72＝入〈－dαα－吉¢ppp）＋入2〈dα研一主dαα¢ppp十去¢叩¢叩p＋締pPp）2一如pppり，  

73＝一書岬pp＋人2〈去¢叩p¢叩＋押pp）2一組研）－  

74＝入2〈－dヤbp＋喜dαα¢ppp＋喜¢両¢函＋圭¢叩p¢叩p＋紳pp）2一頼明一 拍仰），  

75＝入牛去¢叩p¢叩p一喜（¢ppp）2＋去㌍pり， 76＝入2ト喜¢叩¢叩一押pp）2＋去¢pPpp〉，  
where4｝ijk＝∂3¢／∂r7iar7，∂恥lo，4・ijkl＝∂4¢／∂T7i∂71j∂恥∂TuIo・   

Since入＝0（1），dab＝0（n‾1／2），djk＝0（n‾1／2），4）ijkl＝0（n－1），thecoe疏cientsare71＝  

0（1），72，73＝0（n－1／2），74，75，76＝0（n‾1）．ThecoefRcients71，・・．，76areeStimatedby飢ting  

7T3（Tf，73，Tf）toC5k），k＝1，．．．，Kobtainedbythcmultistep－multiscalebootstral）・Usingthe  

COefhcients，WeCanCalculatethe㌢Value  

的）＝1ヰ1（1・73＋4甘り6）＋7抽2＋7抑74＋ヰ  （4）  

whichsatis6es（1）and（2）witherrorO（n－3／2）．Wealsoobtainsomeinformationrrom7Tl（Tf）＝  

7r3（7－f，0，0）＝1－◎（71／Tl－（72／71）Tl），7T2（Tf，73）＝7T3（Tf，TZ，0）・Fbrexample，71，72，73are  
estimated丘omC≦k）sothatthe㌢ValueiscalculatedwitherrorO（n－1）．Whenyisnormally  
distributcd，73＝・・・＝76＝Oandth。Sthep－ValueiscalculatedwitherrorO（n－3／2）fromC壬k）．  
Inthenormalcase，theresultsof［1】and【2】1eadto7Tl（Tf）and＆（y），andtheonestep－mutiscale  
bootstrapisproposedin［3］；thecompムtersoftware【4】isavailable丘omtheauthor・   

Bibliography【1】EFRON，B．（1985）．Bootstrapconfidenceintervalsforaclassofparameト  

ricproblems・Biometrika72，45－58．［2】EFRON，B・ANDTIBSHIRANI，R・（1998）・Theproblem  

OfreglOnS・Ann・Statist．26，1687－1718．［3】SHIMODAIRA，H・（2000）・Anothercalculationof  

thep－Value fortheproblemofreglOnSuSlngthescaledbootstrapresamplings・TbchnicalReport  

No・2000－35，StanfordUniversity．【4］SHIMODAIRA，H・AND HASEGAWA，M・（2001）・CON－  

SEL：forassessingtheconfidenceofphylogenetictreeselection・Bioir巾rmatics17，1246－1247・  
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LargeDevia七ionApproxima七ionofMultivariateDistributions  

明治学院大・国際 竹内啓  

Ⅹ豆（宜＝1，…，m，…）がi．i・d．実p－ベクトル確率変数であるとき  

Tl  

鬼Tl＝∑ズ豆／乱  

立＝1   

と定義し，  

P（哀れ≧諾）＝Qm（諾）  

の漸近値を考える．ズ宜のm．g．f．  

〟（∂）＝β［exp（∂′ズ1）］  

が実ベクトルβの原点をふくむ開集合と定義されるとき，大偏差近似が可能になる．  

1）ズ五の分布が連続な密度関数J（諾）を持つとき，指数型分布族  

p（坤）＝〟（β）‾1eβ′ご′匝）  

を定義する．扁几の密度関数を恥（諾lβ）と表すと  

恥（坤）＝財（∂）‾陀e柁拇ふ（諾）（ん（諾）＝恥（可0））  

となるから  

ん（£）＝〟（β）乃e‾m∂′認恥（霊l町  

又花の特性関数は，  

となるから  

坤p（枕）呵＝〟甘㍗朋（β＋訂1  

刷）＝（2灯りAす（β＋慧）几叫町me一舶dt  

旗）＝（2打）瑚）me一花∂ 小才（町慧）花嘩rme一肌闇  

を得る．ここで  

∬（∂）＝log〟（β），  

珊＝珊  瑚）＝蒜珊 etc・  

と表し，∂を  

垢（β）＝諾豆 （豆＝1，‥・ ，p）  

をみたすとすれば  

几す（∂＋訂抑1＝eXpし去∑∑細射‥・）  
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となるから  

以諾）＝（2打「号7伽（∂）隼巌怖諦再（1＋0（三））  

となる．高次の展開も可能である（このことは既知である）・次に封≧0として  

ん（諾十莞）＝（2打「号m号叫∂）ne‾几∂′訂‾∂′封  

×／〟（∂骨抑∵壱t′：軸 
離  

＝（2打）‾号乃号〟（∂）TLe‾′舶悔ブ（β）l‾亨  

（1＋三 ×e一拍小吉抽＋0（去））  

となるから，∂＞0ならば  

雄l≧諾）＝／ん（諾＋慧）晋  

＝m一冊品（1＋…＝ 冨＋嘉＝針0（嘉））  

となる．ズ宜の分布が正規分布であるとき，これは九4ill，sratioの多次元への拡張を表す．   

2）ズ宜の分布が格子点分布（弟＝0，土1了…）のとき，今度はγt＝∑た1ズ五とすれば  

．f二  几叫∂十叫Tt〟（β）‾rle‾托′封加．  p（‰＝封）＝（2升）‾p〟（β）几e‾拘  

また，垢（∂）＝y／mで∂を定義すれば  

珊＝y）＝（2訂「号m一物∂）neヤ瑚∂）←叶＋0（三））  

珊＝y＋z）＝P（y－・＝y）e－∂′ヱ（1＋0（三））・  

∂＞0ならば  

（1＋0（三））・   
P（γl≧y）＝∑p（㍍＝y＋z）＝P（㍍＝y）∑  

Z≧0  
1－e－βl  
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DistributionalandRelatedProblemsontheComplexMatrixSpaces  

香川大・工学部  筑瀬靖子  

1Introduc七ion  

LetSmand凡7．．PbethespacesofmxmHermitianmatricesandofmxpcomplexrectangular  

matrices，reSPeCtively，thatis，  

虐m＝†β＝ぶ1両島，W軌∫1mXm叩mmefricαmdβ2mXmβ加び一叩mme汁呵   

and  

点瑚＝‡Z＝Zl＋iZ2，扇班glαnd為mxpr餌ヱre血ng祝Jαrmα机α叶  

ThestatisticsonSnandRm，PareOfgreatuseinStatisticsJinparticularIintimeseriesanalysis・This  

paperisconcernedwithsomeresultson（i）complexmatrixa皿alysis，（ii）complexmatrix－Variate  

normaldistributionsde丘nedonSmand点m，P，and（iii）complex－Hermitepolynomialsassociated  

withthesecomplexmatrix－Variatenormaldistributions・   

Someapplicationsarepresentedtoasymptoticdistributiontheory，definingcertainexponential  

distributionson the complexStiefbland Grassmannmanifolds，inuseofthetheoreticalresults，  

especial1yRodriguesformulae．   

SomeoftherecentresultsonthecomplexnormalandWishartdistributionsareglVenbyAnder－  

Senetal．【1】・Chikusebvesdiscussionsoftherealspaces［2，4，5］forthefundamentaldistribution  

theoryand【3，6］払rtheaBymptOticdistributiontheory．  

2 ComplexMatrix－VAriateNormalDistributions  

2．1ComplexNormal丙mm（0，Im）Distributionon岳m   

Thecomplexnormal軋，n（0，Im）distributiondefinedon点mhaBtheprobabilitydensity  

¢（m）（ぶ）＝汀－m2／2由（－∫2）  （2．1）  

WithrespecttotheLebesgueme警ure（dS）＝（dSl）（dS2），havingthecharacteristicfunctionE  

etr（iTS）＝etr（－iT2）forT∈Sm・Thegeneralnprmal丸m（0，∑）distributionisdefinedby  

S＝∑1／2v∑1／2withVbeingdistributeda5nOrmal軋．n（0，IL．），for∑∈克thespaceofmxm  

POSitivede昆niteHermitianmatrices．  

2・2 ComplexNorma痛m，。（0，Im⑳Ⅰ。）DistributiononRm，。   

AnmxpmatrixZ∈Rm，Pissaidtohavethecomplexnormal∧㌦，P（0ふ⑳ち）distribution  
iftheprobabilitydensityisgivenbyv＞（m7P）（Z）＝7r，mPetr（－Z■Z），withrespecttotheLebesgue  

measure（dZ）＝（dZl）（dZ2）（see【1】）・Thegeneralnormal丸Ⅶ（0，∑1⑳∑，）distributionisdefined  

byZ＝∑王／2Y∑圭／2withYbeingdistributedasnormalNn，P（0，Ln⑳ち），for＝1∈克and∑，∈耳．  
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3 Associa七edComplex－HermitePolymomials  

3．1 Complex－Hermi七ePolynomialsonSm   

Wemayde丘nethecomplex－Hermitepolynomials卑まm）（S）associatedwiththenorm山軋m（0，In）  
distribution，havingthegeneratingfunction  

云∑  軒）鵬（r）＝ム e岬rガー…瑚恥  
m，  C入（㍍）J！   

wheree＾（T）complexzonalpolynomialsinT∈点mwithorderedpa∫titions入トEofanintegerl，＾＝  

（Ll，・・・，l．71），ll≧・・・≧En≧0，∑畏1li＝E，and【dH］thenormali乙edinvariantmeaSureOntheunitary  

group∂（m）＝（H；H．H＝Ln）．WbobtaintheFburiertranSfbrm，Rodriguesfbrmulae【di蝕rential  

andintegralversions（inverseFburiertranSform）］，軒）（S）＠（m）（S）＝e入（一書∂S）＠（m）（S），andseries  
expansionfbr盈まm）（S）．Useismadeofthediscussionofdi鮎rentialoperatorsandTaylorexpa血ons．  
Thenormaldensity（2．1）andtheassociatedpolynomials点■まm）（S）canbede丘nedaBCertainlimits  
Ofthecomplex－Wishartdensityandassociatedcomplex－Laguerrepolynomials．   

3・2 Complex－HermitePolynomialsonRm，P   

Wecanproceedasimilardiscussionofthecomplex－Hermitepolynomials励まm－P）（Z）ぉsociated  
withthenormal軋，，（0，Jn⑳ち）distribution，includingthecloserelationshipwiththecomplex－  

Laguerrepolynomials・   
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Gassiatinequalitiesandsomenewresults丘）rSlngularmodels・  
（Abstract）   

DidierDacunhaqCaste11eParisqSudUniverslty   

WeglVeaglobalandsimplifyapproachtotesttheorderofanon－identinablemodeluslng  
L．R．TortoidentifythisorderuslngPenalizedlikelihood・Thenwetheseresultstopopularornew  
examples．   

Letafamily伍）06rOfdensities，rbeingthesetofparametersinRSandletrothesetoftrue  
andunknownvaluesofOandfothetruedenslty．Theslngularitycomesfromthefactthatroisnot  
aslngletonandweareinterestedinsituationsasO tendstoroandinthebehaviorofthelikelihood  
orrelatedfunctions・Themoreusualcaseisr＝Up∈PrpWithapartialorderonPandtotestp＜q  
uslngLRTortoestimatepuslngPenalizedlikelihood・   

Therearemainlytolinkedapproaches・Thenrstone，introducedbyDacunha－Castelleand  
Gassiat，uSeSafunctionalreparametrizationuslngthesetDofdirectionnalscoresde貞nedas  

ノもJl】仙  L2脚v）1imitsfbrOtendstorloofso＝   
腑刷帖加   

DisincludedinthesphereofL2，WeCalllocal1yconicparametrization（LCP）・Theother  
approachisto丘ndsuitableexpansionsofthelikelihooduslngSPeC抗cdistancesasHe11ingeror  
Pearsonone，itisfbrinstancetheworkofLiuandShao・UsingGassiatpowerfulinequalitiesonthe  

likelihood，andstartlngfromtheLCP，Wegetaniceexpansionofthelikelihoodundernatural  
hypothesisandmakesynthesisbetweenthetwoapproaches・   
Gassiatinequalities．Letsg＝一に鑑－thenormbeingthatofL，2（掛′）andletln（g）                     順 

一て〝帰  

log－1ikelihoodoftheoftheiidrandomvariablesXl・・Xnwhenistheirdenslty・Let  
（∫gト＝－min（0，∫g）  

lnequality I supg∈G‥l。（gト1nU）≧0‖g－ulI2≦2supg∈G  
∑7∫g（鋸  

∑7（∫g）…（ガ∫）   

Inequality 2 

叩g∈G（血（gト～乃∽）≦‡supg∈G  
（∑7∫g（弟））2  

∑て（∫．曾）壬（ズ′）  

LetnowGbeasetofdensitiesandS＝（sg；g∈G）・LetHb，2theentropywithbracketingof  

Swithre竺eCttOthenomofL2㈲and？PPOSeJこ抑du＜のSOSisaDonskerclass・Let  
DasprevlOuSlyde伽edbyd∈DiffitexIStSaSequenCegnSuChthat‖gnTfb仇‖瑚，）→Oand  

lld－∫g〃lいO   

Theorem（Gassiat）Undertheprevioushypothesis   

叩g∈G（叫g卜棚）＝‡su恥（max（寺∑乃堆）；0）・涙1）  

Fromthisresultweobtaintheclassical1imittheoremwithforlimit   

sLPD（max（W（d）；0）2whereWisacenteredgaussian鮎1dwiththescalarproductinL2（伽）  

aSCOVananCe．   

NowwecanaPPliedthistheoreminmanysituations，themainpolntbeingtogeneralize  

Gassiatinequalitiesandentropyestimatestomoregeneralsituationsthaniidrandomvariables．   

Letusrecal1someexamplesstudiedinourgroup・  
Orderof負niteMixtures：Dacunha－CastelleandGassiat   
MixtureswithMarkovreglme：OrderestimationGassiatandLRTGassiatandKeribin   

ARMAprocesses：OrderestimationandLRT：Dacunha－CastelleandGassiat   
AdifftrentsituationisthatofsegmentedregressionmodelsinFeddersense．   

Let F＝U（0，t）；0∈O）asetoffunctionson［0，1］andgadensityofprobability．Let   

Xi＝∑7j（qj，t）1［Tトl，，i］（t）＋ElbeasegmentedregressionmodelwithEiSequenCeOfiid  

randomvariableswithdensitygandj（Oj・t）∈F・TheparametersaretheorderptheOj’sandthe  
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breakpolntStj・   

Themodelisclearlyslngulareven，anditisandinterestlngCaSe，ifwesuppose that  

∑7f（OjJ）1［［，J，［i］（t）isacontinuousfunction（noteforinstanceinthecasewewanttotestp＝1  

agalnStP＝2thepaperplayedbytl＝00rt2＝1・ForsimplehypothesisonFwecanapplythe  
previousschemeofproof，afterextensionofthevariouslngredientstothiscaseofindependent  
variableswiththesamedensityafterasuitabletranslation（dependingonj）．   

Reftrences   
Dacunha－Castelle，DandGassiat，E．Testlnginlocallyconicmodels．ESAIMprob・andstat・，1，   
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Parametrization‥pOPulationmixturesandstationaryARMAprocesses・AnnalsofStat・，27，4  

1178－1209，1999．   

Gassiat，E．Likelihoodratioinequalitieswithapplicationstovariousmixtures，PrePnntOrsay，   

toappearinAnnalsofstatistics・   

Leroux，B．G．andPuterman，M・L・Maximum－Penalizedlikelihoodestimationforindependent  

andMarkovdependentmixturemodels・Biometrics，48，545－558，1992   

Liu，X．，Shao，Y．AsyrnPtOticsofthelikelihoodratiounderlossofident捕abilitywith  

applicationsto員nitemixturemodels・prepnnt，2001  
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LikelihoodRatioofUnidentifiableModelsand  

MultilayerNeuralNetworks  

KepjiFhkumizu  
TlleInstitute ofStatisticall，Ia［11ematics  

C一丁11ail：hlkllTれi別l煎isnl．ヱIr∴JI）  

T（1is（：llSSthcasymptoticbchaviorofl′rrJf三11n（lcrthcco一一（iitionthatthc  

Lrucl）aranleLerisullidellLifiablesucllaSnlixLurenlOdels，ARl工A，RRR，a11（l  

lleural11etWOrks．Ifthesetortruel）arameterSisofdilnellSiolllargerthall  

ZerO，tllCFis土1Cril血rnlatioIl111血rixaい1tr11CI）ill・aT11CtCris別l一針11叫肌（1tユ1C  

Standardasymptoticnormalityisnolongersatis丘ed．   

LetS＝（f（z；0）IO∈0）beastatisticalmodel，andZl，‥・，Z，Li・i・d・  

SamPlef王omthetrueprobabihtydensityJb∈S．Idis〔：uSSOntheasymptotiL：  

Orderof七helikehhoodratio（LR）teststatisticsoflILE，  

叩♂∈0んも（恥 wllereエ誹）＝∑迄1log致賢，  （1）  

as thcsampIc－Sizcngocs toin翫1ity・Thisworkfb（：uSCSOn（1ivcrgcn（：C Of  

LRinlocally conic models（Dacunlla－Castelle and Ga5Siat1997），Which  

formulatetheunidentifiabilityoftrueI）arameterS．   

LocallyconicmodcIsanddivcrgenccofLR  

I，CtAobca（d－1）－dimcllSiona・1di触rcntiablcnlani丘）1（l，andOasubmani丘血I  

illjloxR＞U■ThcparameしerO∈OisdecomposedasO＝（α，β）fbrα∈J・1u  

al一（1／ヲ∈転0．Thestatistical1－10dcISis（：alledlocallyconicatjbif［l］O  
i11r：111（ksOo：＝一こlo x（町ヱ1－1（1tIl＝CtOFtllCI）iu・al11CtCrS tngiwノb k Oo，  

【2］払reaぐ11α∈J4u，七1⊥eSet O（α）‥＝（β∈R＞Ui（α，β）  0
 
 

∈
 
 

a（・losed  

＝1．  掛舶擁0）  i＝もαVal、VitllO王）eIlilltel・ioェ・，aIld【3】bl・ea（：ムα，  
エ2（九／⊥）  

Intuitively，alocallyconi（：mOdelSisaullionofone－dimensionalsubmodels  

ぶ。＝（J（ぷ；α，β）lβ∈0（α汁   
Undertheassumptionsofasyml）tOticllOrmalityforeachS（”もhcLRill  
theIIIOdcIScanbedecoIlll）OSediIltO（uaし：unlla－CastclleandGassiat1997）   

suI）♂∈0ん（β）＝Sul）Q∈A。（喜〈（末∑；ヒ1γ（－（瑚＋12＋op（1）），（2）  

where・u。（＝）＝蕗logf（ぷ；（α，O））isauIlittaIlgClltVeCtOralollgS。・1fwecall  
丘ndallarbitrarynumberofalmostu11COrrelatedtangentvectors，thclimitillg  
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（1isLrit）11tJiollSOf友∑；ヒ1－Un（Zi）arealmosLil－dcpendelltGaussianvariables  
alldtllCSuI）remumisal・bitrarilylarge・Gel－eralizingthisideaofHartigan  
OnaGaussiannlixturcnlOし1cl（Ⅰ工artigall1985），WChavethc丘）1lowillguSeful  

s吊1i（血11t（：011（liti（）11（Jrl」Il・（liv（．汀鉾11（二（j；  

Theore∫Tll・A封≠mCβ＝（／（g；（α，β）））gざJ〃Cα勒c〃7↓夏cαよ九∈β∫α7鼻d  

ルr eαCんα⊂J40銑eβ・～訪rnのdeJβα＝（／（；；α，β）l利用f吋；eβα叩mpわf五c  

γ～・Orγ托α柚・〝班ere e∬宜βねα呵て脚｝Ce（γれ）芝1わ乙班eβef扉肌忌まβCOreβ  

（かogル；（α，0））lα∈一・40）β・～化ん血よ一じγ島→0夏γlprOみα紬y，〟肌，か  
αアーゐ五行托r〃JJ＞0，7〟eんαt昭  

1iIllm→∞Prob（s11i）（。，β）んt（α，β）≦〟）＝0・  （3）  

AsymptoticorderofLRinmultilayerpcrceptrons  

Al－OthermainresultistheasymI）tOticorderofLRfbrthemulti－1ayerneural  
networkmo（1el，Whichis（1cLine（1t）yrCgreSSion－1SlngtllefllnCtiollhmily  

函β）＝∑J…1恒a叫αJこけり）十（g，  
（4）  

whereこC∈此andO＝（ul，bl，Cl，…，aII，bII，（：II，（l）∈臆3IItl．lassulnealaw  
Q＝q（x）／取払riⅠ）tltSamPle，amlaconditionalprobabilitydensityftln（：tion  

r（yftL・）fbranoISemOdel・ThesLaListicalmodelisde凸nedby／（x，y；0）＝  

r（減車；0））q（x）・AsalnPleisgivellbythetruedellSityr（yIpo（こr））q（x）fbrtLle  

tll・一1Cfu】1Ctionpo（：r）・rt・iscalSytOSCCthatthctru叩aramCtCrisuni（lcntinablc  

i［Lhc LruefullCLionisglVe11byalleLworkwiLllaSmauernumberofl正1den  
ullits thallH．11Tc canintro（1uce alocauy conicl）arameterizatiollin tllis  

11－－i（1c爪in山）ility，al－（1sIlOW（1ivcrgc11r：CnrIJRashllo椚；   

TlleOrem2・Aぶβ1↓γ／ほ仇αま軌cγJムOdcJ窟β兢c rJ川比嘉山〟C†■pe化叩れγムW拙ガ  

ん盲ddeγ乙祝γ乙毎αγ乙d〟ほよ門Je♪川C如ア乙夏ぶg如汀乙ゐ〟αγ乙どょt〟Orた？〟拙∬んgdde㍑  

・uれ′gね♪r∬＜∬．乙玩deT・βOme reク祝Jαr軸COγとd立正0Tlβ0Tl班e Tと0宜βe mOdcg  

γ・（〝卜↓），ル†・α†・みかαγ・リムJ＞0ノ肌／＝甘UC  

liI叫1→∞Prob（su鞍，β）エ轟，β）≦〟）＝0・  （5）  

1fthereareatleasttworedundanthiddenunitstorcalizethctrucfullし：tion，  

We Can dcrive alowerbollnd oftheorderofLR．   

The（｝rem3・Aββ祝γne兢αま班emのdeJ豆β班em†血励erpe化甲わァ乙ざ7〟首班ガ  

／と豆ddeγi肌毎即とd兢e打てほル†lC如†L宜βク鉦e†乙ゐ〟αγほ如orたびg兢∬ん五ddeγと  
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・i用∠ねルr∬≦∬－2．仇derぶOmer印てlね†功co†乙d夏如7もβ07乙まんeγi・Ogβeγれ・OdeJ  

r（〝卜払）∫〃ほr℃血βね∂＞0β一㍑C／＝兢最  

1iェ11illr，1→∞ProL）（st11）♂ん1（β）≧∂logTん）＞ 0・  （G）  

†f■tilC nOiscnlO（1clis Ga11SSia．11，WC士1a、′elogm111）Ⅰ）Crt）O111－（1fbra・Wi（1n  

Classofregressors．  

Theorem4．A即・u汀Ie班α‖／ほVCd夏me†ば夏抑扉α♪▲†乙Cよ宜0γもCJαββアgββrl如，  

αγ乙dよんeれeルアiC琉肌ヂ0∈ア夏βわ仇†もded．封H汀乙，♪r fんeβねま宜βfまcαJmodeJ  

？（こ刷2）由）lp∈ア），WCんα〃C  （J（こ訂，〃；ア）＝  

s、1！ヱ1。g   
／（∬哀，1・；；ヂ）  

＝Op（log可・  
（7）   

這蒜缶‾，’‾○ノーげi，署；印）  

Fromtheabovetwotheorems，WeknowthatLRoftllemultilaverI）erCel）－ ヽ■  

tronnlOdelisofexactlyorderlogn，ifthemodelhasatleasttworedundallt  

hiddeIlunitsto realizethetl・ue fullCtionalld theIIOiseis Gaussiall．  

1Iostoftheresultspresentedherearecompletely showninFukumizu  

（2001）（http：／／www・ism・aC・」p／～fukunizu／papers／memo780．pdf）．  

Refbrences  

Dacunha－Castelle，D・andE・Gassiat（1997）．TbstinginlocallyぐOnicmo（1－  

elsandappli（lationtomixturemodels．ESAMPrDbabilityandStatis一  

雨cぷノ，285－317．   

Fukumizu，K．（2001）．Likelihoo（1ratioofunidentitablemodcIsandmulti－  

1averneuralnetworks．RcscarchIllemOrandum，IllStituteofStatisti（・a1  

1lathematics．   

Hartigan，J・A・（1985）．A払．ilure ofhkelihood asyml）tOtics fbr normal  

mixtures・InJ）mceed旬ざげβerたe吻Co†函reγ乙Ce云γi仇丁もOr扉．Jergy  

〃e〃m肌肌d．ねcた∬首（燕γ，1）王）．807－810．  

ー800－   



特異点解消および確率的複雑さの法則収束  

東京工業大学 渡辺澄夫   

1 問題   

密度関数q（∬）を持つ確率変数ズからの乃個の独立なサンプルをズれ＝（礼ズ2，‥・，ズ乃）と  

書く。d次元多様体の部分集合Ⅳをパラメータ空間として持つパラメトリックモデルp（∬Iぴ）  

（ぴ∈Ⅳ）による統計的推測の問題を考える。特にⅧト→p（・恒）が1村1でないとき、特定不能な  

統計モデルという。カルバック情報量を  

瑚＝／刷og蕊血  

とする。月－（w）＝0を満たすパラメータ（真のパラメータ）の集合が次元を持つ広がりとなる  

とき、統計的推測の精度がどのようになるかは未解決の問題である。この間題は、混合正規分布  

や神経回路網などの、外界からは隠れて見えない部分を持つ確率モデルでは必ず現れる問題であ  

り、特に、知能情報科学で多用されている複雑な構造を持つ推論モデルにおいて避けては通れな  

い問題である。この報告では、ベイズ法の推測精度の漸近論について一般的解答を与え、その背  

後にある数理的な構造を考える。   

2 ベイズ推測   

パラメータ空間に事前分布甲（可があるとする。これから作られる事後分布をp（叫ズm）とし、ベ  

イズ予測分布をp（∬lズm）＝Jp（∬Iひ）p（叫ズ几）dwとする。ベイズ推測においては、確率的複推さ  

（タイプⅠⅠ対数尤度の符号反転）  

／垂  
p（薫恒）p（ひ）dぴ  ダ（ズm）＝－log  

が次の3点で重要な役割を果たす。（1）ベイズ予測誤差は、確率的複雑さの増分に等しい。すな  

わち、－logp（ズれ吊lズm）＝ダ（芳叶1トダ（ズ几）が成り立つ。（2）ベイズモデル選択は、確率的複  

雑さを最小にすることにより行われる。（3）ハイパーパラメータは確率的複雑さの最小化により  

最適化される。そこで確率的複雑さの漸近的なふるまいを解明しよう。   

3 結果   

本報告の主要定理は次の通りである。  

定理1カルバック情報量ガ（ぴ）がぴの解析関数であるならば（より厳密には、自然な仮定を  

幾つか付加することにより）、確率的複雑さはれ→∞で次のように漸近展開できる。  

ダ（ズ氾）＝ぶ（ズm）＋入logm－（m－1）loglogれ＋月（ズm）  

ここでざ（ズm）＝－∑た1lo銅（ズ壱）は経験エントロピーであり、入とmはゼータ関数  

（1）   

ガ（ぴ）Zp（Ⅷ）  J（z）＝   
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の最も絶対値の小さい極とその位数である。ここでJ（z）は全複素平面上で定義できる有理型関  

数で、その極はすべて負の有理数である。また月（方円）は、真のパラメータ集合の上の経験過程  

の極限として得られるガウス過程の積分で表される確率変数に法則収束する。  

このことの証明は、特異点解消定理（広中によって証明された。論文（Atyah，1970）の解説が簡潔  

でわかりやすい）に基づいて叫び）＝0の特異点を解消し、ゼータ関数を通して確率的複雑さを  

経験過程で表すことによって行われる。入とmは、∬（w）＝0の特異点解消を得ることで求めら  

れる。特異点の解消は必ず存在するが、その発見は困難であることが少なくか、。しかしながら  

J（z）の一般の極一入′は、ブローアップによって求めることができ、一入が最も絶村値の小さい  

極であることから、Å≦入′が成り立つので、上限を得ることは容易である。一般に1≦m≦d  

が成り立ち、もしも、事前分布が真のパラメータ上で0でなければ、0＜入≦d／2が成り立つ。  

Je鮫eys事前分布は真のパラメータ上で0になり、一般に入≦d／2が成り立つ0   

4 考察   

以上の問題に関連して、今後の課題を述べる。（1）特異点解消定理は統計学では応用されたこと  

がない。本報告で述べた定理の真価を、より多くの方にご理解いただくために代数幾何を用いな  

い証明が望まれる。（2）実問題への応用では、其の密度関数は統計モデルに完全には含まれてい  

ない。その場合に生ずる現象を解明する。（3）入とmについては、幾何学的な解釈を与えること  

ができるが、属（ズm）は未だに不明である。これに幾何学的な解釈を与える。（4）J曲eysの事前  

分布は、特異モデルのモデル選択において有用であると思われるが、入＝d／2とならない続計モ  

デルも存在する。Je駄eysの事前分布よりも、普遍的な事前分布は存在するのだろうか。（5）本  

論文では確率的複雑さの漸近論を与えたが、確率的複雑さを具体的に計算するアルゴリズムを与  

えたわけではない。パラメータが特異点を持つ場合において有効となる計算手法を確立する。   

5 結論   

特異点を持つ学習モデルのベイズ推測における漸近論を初めて確立した。ゼータ関数によって、  

代数幾何と統計学とが数理的に結ばれ、神経回路網などの大規模で高度に複雑な確率モデルの解  

析を行うためのひとつの基盤が構成された。   
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