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SemiparametricEstimationinCopulaModels  

Hideatsu Tsukahara 

DepartmentofEconomics，SeijoUniversity  

Introduction・LetXk＝（Xf，…，X吉），k＝1，．．．，nbeindependentlyandidenticallydistributedrand。m  
VeCtOrSWithd－dimensionalcontinuousdistributionfunctionF＝Co（Fl，・・・，瑚whereCbisOpulaand  

O＝（01，…，Om）isanm－dimensionalparameter・WbconsidertwoestimatorsbasedontheemplrlCalcopula：  

rankapproximateM－eStimatorandminimumdistanCeeStimator・Thelargesamplepropertiesoftheseestimators  
Canbederivedfromasymptoticresultsontheempiricalcopula．   

Asymptoticsfbrtheempiricalcopula・LetEk＝（払．．．，f5），k＝1，…，nbeindependentlyand  

identical1ydistributedrandomvectorswithdistributionfunctionCwhichisacopula．Set  

た＝1  
Gm（祝）全三1陣1，…，軌｝，Gmi（叫）全王墓1｛抽｝・  

人：＝1  

Thenthee7T岬iricalcopulaisdefinedby  

Cm（可全Gm（Gニさ（叫），…，Gコ（祝。））．  

TheempiricalprocessUだandtheempiricalcopulaprocessⅢ）E，bothassociatedwithC，arede丘nedby  

噌（祝）全ノ完（Gれ（可－C（祝）），哺（u）全㍉（Cm（祝トC（瑚．   

Wethenhavethe払1lowlngaSymPtOticrepresentation：   

d  

咤（祝）＝嗟（祝ト∑ci（坤据（1，町1）＋‰（祝），  
i＝1  

whereCi（u）＝皇紆，i＝1，・・・，dandsupu（Rn（u）‡＝Op（1）asn→∞．   

WecanalsoprovethebllowlngmaXimalinequality：ThereexistpositivecoIIStantSKlandK2，nOtdepending  

OnC，SuChthat  

P（sup鵬（祝）l＞γ）≦∬1e－〝2r2 ，γ＞0，  
加   

ゎrallm＝1，2，‥．．   

AIso，undercertainregularityconditionson¢，itholdsthat  

／岬だエ／躍＋か細（1，刷dC  
where¢i＝爵，i＝1，‥・，d，andUCisaCqpinnedBrowniansheet．Therandomvariableontheright－hand  
Sidehasnormaldistributionwith meanO and variance  

var（¢（侶帥（小仙d叫） 

Where∈～C．   

）  

RankApproximateM－eStimate・LetXk＝（Xf，…，X吉），k＝1，．．．，nbearandomsampleonFb＝  

Co（Fl，…，為）・TheparameterspaceisO⊂Rm・InthissectionwesupposethatthecopulaCohasadensity  

Coandcoisdi鮎rentiablewithrespecttoO，andwewriteと0＝（教，…，緻）′・  
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Nowsuppose如：Rd→Rmisafunctionsatis＆ingI4）0（u）dCb（u）＝0．ThenaIlySOlution∂こtotheequation  

Tl            ∑如（軋1（賓），…凧d（需））＝0  
た＝1   

iscalledaRankApprv加maieM－eSiimator・   

LetusdenptetheleftrhandsideoftheaboveequationbySn（0），thenwehaveSn（0）＝J如（u）dCn（u）・  
Assumethat4＞0（u）＝皆（u）（mxm）existsandsatisBescertainregularityconditions・Thenonecanprove  

that，aSn→∞，、席（軋－0）convergesindistributiontoanormaldistributionwithmeanOandcovariance  
matrixAi’1∑0有1，Where，1etting∈～Co，  

A∂＝／摘，∑∂＝ヰ（侶帥（軸軒刷（鋸）），  
and鵡（可＝聾，宜＝1，‥・，d・   

MinimumDistance Estimator．Supposethatthecopulaassociatedwiththedistributionfunctrionof  

Xた＝（Xf，…，X5）isinfactD．Ontheotherhand，Wehaveagivenparametricfamilyofcopl11as（Co：0∈0）  
tofitthedata．Letusde£netheMDJunclionalTonthespaceofcopulasby  

r岬）全arg専泄臓）・  

Herepisadistancebetweenprobabilitieson［0，11d．InthepresentpaperweconsidertheCram6r－VOnMises  
distance：  

エ  

【C（餌卜β（瑚2血  β（C，か）＝   
，l】d   

Asbe払re，1etCnbetheempiricalcopulabasedonthesampleXl，…，Xn．De丘ne軋＝T（Cn）andcal1itan  
〟工）eβま豆mαわれ   

Wbcanprovedi鮎rentiabilityofTat Counder certainregularityconditions：i．e．，∀0∈OOand∀Dina  

P－neighborhoodofCb，  

／  
r（か）＝β＋   7β（p－G）血＋0（β（β，Cβ））  

where  

7β（が［／叫■1岨  

Thankstothisdi鮎rentiablilityandthemaximalinequalityfbrtheempiricalcopula，WeCanPrOVetWOreSults．  

OneisarobustnesspropertyMDestimator：TLconvergeslocal1yuniformly七OtheestimandT（D）whenthe  
trueDisclosetoCb．TheotheroneisasymptoticnormalityofMDestimatorinlocal1yuniformsense：under  

anysequenceDninav応shrinkingneighborhoodofCo，  

、広軌－r（仇））ヱ｝呵0，rβ）asl柁→∞，  

where  

rβ＝Var（／叫1｛く≦≠｝一妾軸｛刷］血）  
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Monte Carlo Method 

fbrprlClngOfBermudatypederivatives ●■  

ShigeoKusuoぬ  
GraduateSchoolofMathematicalSciences，UniversityofTbkyo  

1 Introduction 

Let（0，f，（苫）吋。，∞），P）beafi1teredspacewiththeusualcondition，and（Bt）吋0，∞）be  
adidimensinalBrownianmotion．LetT＞0，andletcT‥【0，T］×RD→RDxRdand  
b‥［0，T］×RD→RDbecontinuousfunctions・Fbreachs∈［0，T］andx∈RD，1et  
X（t；S，X），f∈［s，T］beasol11tionoftheb1lowingSDE・   

柚£）㌶＋上土巾｝恥購γ＋上t坤漱；棚γ，吋刷（1）  
W白assumethattheaboveSDE（1）hasapath－Wiseuniquesolutionfbrevery（s，3：）∈  
［0，r］×R上）・   

Letg‥【0，TlxRD→Rbeacontinuousfunctionwithsuitableconditions・LetN≧2  
andletTL，n＝0，1，．‥，N，bepositivenumberssuchthatO＝Tb＜Tl＜・・・＜Tk＝T・  
LetSn，＝0，1，…7N7bethesetofみstoppingtimestakingvaluein（Tl，TL＋1，・‥）7LT）・  
ConcernlngtheprlClngOfBermudatypederivatives，Weareinterestedincomputingthe  
fo1lowlngValuefunctions・  

un（∬）＝Sup（現g（T，ズ（T；5，∬））い∈＆‡， m＝0，1，…，Ⅳ・  

Letusde丘neaprobabilitymeasl甘ePn（x，・）俳erRDforeachn＝0，1，・・・，N－1，and  
£∈Rエ）by  

pn（∬，A）＝P（ズ（孔．1；㍍，∬）∈A），  braBorelsetAinRβ，  

anddefineaoperator島，n＝0，1，…，N－1，by  

上β  

J（y）pm（∬，dy）＝現J（ズ（㍍＋1；孔，∬））］  凡才（諾）＝  

払rameasurablefunctionfonRD．Thenvn，n＝N，N～1，…，0，aregiveninductively  
bythefbllowlng．  

軸（£）＝g（端，£），  

γm＿1（∬）＝（島＿1Um）（諾）vg（‰－1，∬）・  

Sothevaluefunction 

． 
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SeveralpeoplesuggestaMonte－Carlomethodtocomputethevaluefunction・Inthis  
paper，Wediscl迅Sandjustifythemethodgivenby［1］・Ⅵ屯a＄Sumethefo1lowingassumption  

（A）．  
（A）Dn，n＝0，1，…，N－1，aremea5urablesetsinRNsuchthat（島vn＋1）（x）≧g（7L，3：）  
払ra町諾∈R上）＼か陀．   

Remarkl（1）か几＝Rββαま哀訴eβ仇eαββ鋸叩如乃（A）・  

（2）銅（ま，£）≧0，かα乃y（ちエ）∈【0，ア］×R，触れβ乃＝（£∈Rβ；タ（㌔，∬）＞0‡βα壬榔eβ  
仇eαβ馳丁叩モ由乃（A）．  

→  NowletLn≧1，n＝0，1，．．．，N－1，and‰，e＝（XL，e（m））だ＝。，e＝1，…，Ln，  
n＝0，1，…，N－1，areidenticallyindependen七randomvectorswhosedistributionisthe  

SameaSthedistributionof（X（㍍；0，X））だ＝。．Letj㍍≧1，n＝0，1，‥・，N－1，and＊n，k，  
k＝1，．．．，軋，n＝0，1，‥．，N－1，arefunctionsonRD．ThenwedefinefunctionsHn，  
n＝N，N－1，‥・つ1，0，OnRDind11Ctivelybythefo1lowlng・  

鮎（£）＝1・  

When虎叶1＝（‰）だ＝n．1，aregivenwelet  

J几，ゼ＝血n（m≧几＋1；‰（二㌦，ゼ（m））＞0）， ゼ＝1，…エ陀・  

Thenwelet（an，k‡監1betheminimizingpointofthefunction  

エれ  ‰  
1  

凡（（α漉）＝孟∑l軋，‘，‰，ゼ（J几，ゼ）卜∑αれた軋g（m））l21βれ（ズm，ゼ（m））・ ゼ 
＝1  た＝1   

Finallywede丘ne昂Iby  

仇（ご）＝  

Tbenwele七  

妊㌦可－∑禁1毎諦恒（£），  
－1，  

エ∈D，－  

∬∈Rβ＼βm．  

膏0＝軌範】ゼ（J吋））・  

Ⅵ毎sbowtbat  

l血辻m・刷γ0（∬ト重012∧1］＝0． ‰エ 
n→∞   

References   

［1］Longstaff，F・，andE・Schwartz，Ⅶ1ueingAmericanOptionsbySimulation：Asimple   

Least－SquaresApproach，TheReviewofFinancialStudies，14（2001），113－147  
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Di軌ユSionswi七hmeasuremen七errors．  

A．Gloter＊ ＆J．Jacod†  

LetXbeal－dimensionaldiHusionprocessonthetimeinterval［0，1］，Ofthebrm  

（1）  
C（β，士，方丈）dⅥち， £（ズ0）＝り・   dズセ ＝ む土dま＋  

Here Wis astandard Brownian motion，and r71S an arbitraryinitiallaw on R，and  

bis a（non－anticipative）drift term which maydepend on the path ofX or W・The  
nonnegativefunction cdepends on aparameter O which）for simplicity）is assumed to  
belongtosome（finiteorinfinite）openinterval00fR・Weobservethisprocessattimes  
i／n払ri 

． 

町＝ズ申＋㌦訂抗， 豆＝0，‥リm，  
（2）  

wheretheth，sarei．i．d・N（0，1）andindependentoftheprocess・Ouraimistoestimate  
theparameterO，knowingthenoiselevelpn，andonthebasisoftheobservations（2）・   

Thisproblemdoesnotseemtohavebeenstudiedsofar，Withtheexceptionofarecent  
paperbyMalyutovandBayborodinwherenoattempttowardsoptimalityismade・The  
modelisahiddenMarkovmodelforwhichalotisknown，butoursituationdiffersinthat  
usuallyhiddenMarkovchainarehomogeneousergodicandtimegoestoinfinity）Whilehere  
thesequenceXi／TL・i＝0－1一・・・，hasatransitionkerneldependingonnwhichdegenerates  

asn→∞，Whilenoergodicpropertyisrelevanthere．   

Our results go a5follows・The“optimal”rate ofconvergence un depends on the  
behaviour ofthe sequence npn：up tO taking subsequencesitis no realrestriction to  
assumethatnpnconvergesin［0，∞】and，rulingoutthetotallyuninterestingcasewhere  

thesequencepnitselfisunbounded，threecasescanoccur：  

Casel npn→u＝0‥  take un＝1／v6  

Case2 npn→u∈（0，∞）：  take un＝1／Jh  

Case3 npn→u＝∞，SuPnPn＜∞：  take un＝（pn／n）1／4  

Ⅵ厄also set  

汀 む＝0  

汀 0＜㍑＜∞   

if 祝＝∞．  

封2（2＋ご／可  
（4）   仇（ヱ，y）＝  

＊G．R．A．P．E．，Universit6Montesquieu，aV．L60nDuguit，33608Pessac，France（CNRSUMR5113）  
†Laboratoirede Probabilit6s et Modら1es a16atoires，Universit6Paris6，4placeJussie11，75252Paris，  

nance（CNRSUMR7599）  
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ThearstresultconcernSthecaぷebt≡0andc（0，t，芯）＝C（0，i），thatiswhenXtニ  

JgJ耶d耽・Ourassumptionsare，hragivenO：  

Hypothesis（Hlo）：Thefunctionぐ→C（（，t）istwicedi鮎rentiablewithpartialfirstand  

secondderivativesdenotedbydandと，andc，dandとarecontinuouson（）×【0，1】・Further  
thefunctionc（0，．）doesnotvanish，andthefunctionと（0，・）isnotidenticallyO・  

Hypothe＄is（H2c）：Thefunction占（0，・）doesnotvanish・   

Hypothesis（H30）：ThesetF＝（s∈［0，1卜占（s，0）＝0）istheunionofitsconnected  

COmpOnentS With positivelength，Plus aBorelset with Lebesgue measure equalto O．  

Moreoverthefunction占（0，．）isH61der－COntinuouswithsomeindexα∈（0，1］・  

Theoreml．Aββむmer甘Jβノ・Ⅳe九αUe兢eエAⅣp和per毎αまpo哀れ士βα㍑dひ助伽和まeβ視れ  

g由柁れαわ0γeαmd兢e」弼β九erか巾mα如乃  

叩）＝上1勒（c錮紳））dβ，  （5）  

玩仇βeβJα乃dg肌dαgβ0血仇βeβげ舟r班erて〃eん肌ee拙eγ（甘鞄ノ，Or〔甘鞄ノαmd兢e  

sequencenト4αpnisbounded（whereαaPPearSin（H30））．  

Nextwecomebacktothegeneralequation（1）．TheassumptionsareaISfbllows：   

Hypothesis（HS）：（0，t，3：）JVC（0，t，X）isafunctionfrom61×【0，1］×腐＝ぅ（0，∞）which  
istwicecontinuouslydiiferentiableinOandoncecontinuouslydi仔erentiableint，andc，d  

andaaretwicecontinuouslydi鮎rentiableinxandcontinuousint；theprocessb＝bt（LJ）  
isoptionalandlocal1ybounded（local1yintime）：henceinparticular（1）admitsaunique  
Weaksolutionfも．   

Hypothesis（HI）：（i）Fbr（≠Owehavefb（c（ぐ，t，Xt）＝C（0，t，Xt）∀t∈［0，1】）＝0．   

（ii）Wbhave昂（d（0，t，Xt）＝0∀t∈【0，1］）＝0．  

Thenaturalextensionof（5）is  

J（β）＝  恥（c（β，β，ズβ），岬，β，ズβ））dβ．  （6）  

Theorem2・Assumc（Hg，PI），侶LdpIsolhatwcarcinoncoftft・C班rcぐCa…（）f  

例・meγ川eC肌CO乃βれcfeβ£乞mαねrβ β乃 びん宜cんcomue†耶わβ宜乃為－p和占αわ乞g軸，αれd  

統eβ叩e㍑Ce志（軋－β）coれγ叩eβれh…mdeγ鋸0…α血抽び九宜cんc肌わeぴ㍗触れαβ  

町～巧町，ぴんe代打由〟（0，1）α乃dわdep帥deれまげ叩）タねemあy仰   

′、  AprecisedescriptionoftheestimatorsOnisabittoocomplicatedtobegivenhere，  
buttheseestimatorsareindeed“explicit”．  
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カウンターパーティ・リスクを加味した  

金利スワップの評価モデル  

AnEvaluationMethodofCounterpartyRisk  

inInterestRateSwaps  

青沼君明  中山季之  

Kimiaki Aonuma TbshiyukiNakayama  

東京三菱銀行金融商品開発部  

TheBankonbkyo－Mitsubishi，Ltd  

1．概要   

金利スワップは、カウンターバーテイ・リスクが内包された商晶であり、これらのカウン  

ターバーテイ・リスクを加味したプライシング・モデルの構築と、保有するスワップ・ポ  

ジションのリスク評価モデルの構築が実務上の重要な諷題となっている。Jarrow and  

Turnbullは、カウンターパーティ・リスクを内包する金利スワップのプライシング・モデ  

ルを、デフォルトの推移確率を格子によって表現することによって示した。Jarrow and  

Turnbullの論文では、金利はdeterministicであると仮定されている。それに対して本稿  

では金利はランダムであるとした。また、Jarrow and Turnbullの論文ではカウンター・  

パーティAやBのデフォルト確率を利払い日ごとに与えていた。これに対し本稿では、カ  

ウンター・パーティAやBのデフォルトを確率変数で表現してその生存関数によって各利  

払い日時点のデフォルト確率を表わしている。これは、生存関数を推定する方法は実務上  

よく発達しているという事実を考えてのことである。  

2．理論的フレームワーク   

カウンター・パーティAが固定金利による利払い斉を受取り、カウンター・パーティB  

が変動金利による利払いを受け取るスワップ契約について考える。この金利スワップの利  

払い交換日をγ，ち，…，㍍（て，－㌔＿1＝∂，〃＝1，2，…，Ⅳ）とする。また、利払いの交換の  

基準となる変動金利の水準は、山一抑前の利払い交換日に確定するものとする。ここで∂は  

正の定数であり、期間（㌦申て，］にデフォルトが起こったときの滑算処理は、時点れにおい  

てなされるものとする。   

評価モデルは，完備確率空間（n，F，P）上で棉成する。この空間上の1次元標準ブラウン  

連動（w（軌≧。を考え、それによるフィルトレーション（G′）′≧。を   
G。＝（d∈F；P（d）＝00rP（」）＝1）   

G′＝G。＞J（w（∫）；∫∈［0，址J＞0  

により定義する。このブラウン運動によるHW型モデルを使って、満期rで1ドル支払わ  

れる無リスク割引債を定め、確率測度Pをリスク申寵確率測度とみなす。この割引債によ  
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って時点71における【1，Ti．）］間のLiborrateを表わす確率変数R（1）を定めるo   

カウンターバーティAとBがデフォルトした時点を、［0，∞）に値をとる確率変数rJ，rβ  

（ここでは独克性を仮定していない）で表わす。どちらかがデフォルトする時点を表わす  

確率変数を丁＝アノ＜rβと表わす。デフォルトしたかどうかを表わす  

〃J（り＝1（rJ≦′），〃β（り＝1†rβ≦′）・〃（′）＝1い≦′）を導入する0金利のみならず、デフォルトの情  

報も込めたフィルトレーション（F′）′≧。をF′＝∩．－，′（G∫＞巾。＜可＞頼β＜抽こより  

定義する。  

金利スワップの想定元本をⅣ♪とすると、時点ちにおいてカウンター・パーティAが受け  

取る額はり（ち）＝〃タ∂（万一町＿l））で計算できる。カウンター・パーティAβがデフォ  
ルトしたときの回収率を、それぞれ甲。，甲βとし共に定数であるものとする0時点1におけ  

るカウンター・パーティAからみたスワップの残存価値（時点ちより後の、デフォルトも  

考慮に入れたキャッシュ・フローの総価値）をF（1）と表わす0まず当然のことながら  

V（7L）＝0とする。通常の意味でのSavingaccountを表わす確率過程を（β（t））′≧。とし、本  

稿では各乃＝1，2，…，〃に対して  

（町（1．）＋r（れ）Xト〃（㍍））  r（rトー）  

（り（r，）・r（れ）わβ1（γり，仰〝（榊〉（1－〃。（㌔））Ⅳβ（r－）  

（り（r，）・F（r－）玩1（り抑十㌢（掴） Ⅳ。（て，）（トⅣβ（れ））  

（り（れ）＋r（㌔）来緑｛用，＋r（榊｝＋仇恒刷岬（佃｝れ（r∫）Ⅳβ（r，）  
β（て，）  

によりスワップの残存価値をバックワードに定義し、いくつかの仮定の下でこれをフィル  

トレーション（G′）′≧。による条件付き期待値と生存関数により表現した。  

3．実際の数値計算と結論  

最も簡易な場合についての数値実験を行った。第1に、AとB両者のデフォルトを考慮に  

入れない場合のスワップ・レートが、両者とも格付けBの場合にデフォルトを加味すると  

2．5bp程度低下した。第2に、スワップ・レートはカウンター・パーティBすなわち固定  

金利の払い手のデフォルトの影響をより強く受けていることが実放で確かめられた。金利  

スワップでは、通貨スワップと異なり元本部分の交換がないため、カウンターバーティが  

ディフォルトした場合の影響は少ない。しかし、ここで言っているのはあくまでも算出さ  

れるスワップ・レートの偶に対する影響度であり、ポテンシャル・エクスポーシヤーなど  

は大きくなるので注意が必要である。また、本稿では金利スワップの例で説明したが、同  

様のフレームワークは通貨スワップの場合にも適用可能である。  
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Application oftubefbrmulatodistributionalproblems  

immultiwaylayouts  

栗木哲（S．Kuhki，統計数理研究所・総合研究大学院大学）  

竹村彰通（A．Take汀1tl叫東京大学大学院情報理工学系研究科）   

StとIndardresultsofmatrixtheoryplayamajorrolein（・OnVentional111111tivariatestatisticalanalysIS  

orcategoricaldataanalysis・IllParticularwhen dataar仁，SullJlmarized as atwo－Waytable，many  

methodsof〔lataanalvsishavebeenbase（lonthesl11gularvaluede（：OrllPOSitionofthedatamatrix・  

HoweverdatalrlaynOtbesummarizedasasinglematrix・InafactorialdesigllOrCrOSS－ClassiBcatiol一，  

data are usuallv obtained as a multiwaylayout．MoreovereverlWhen〔1ata are summarized as a  

two－Waytable，uSualmatrixtheorylSllOt neCeSSarilyapplicable・Forexaml）1e，inatwo－Way（・rOSS－  

classined table with ordinalrow and column categories．ordinary matrix metho（lsiIIVariant with  

respecttopermutationsofrowsorcoltlmnSarenOtSuitable・   

Recently，anintegralgeometricmethodcalledthetubemethodhasbeenactivelvdeveloped・This  

methodoriginatesfromHotelling［5］andWbyl［1G］・Sun［14】showedhowthetubemethodcanbe  

used払rderivi‡1g（1istributiollSOfmaximaofGaussianl、andom鮎1ds・Aclosplvrelatedteぐhniqueis  

theEulercharacteristicme）thoddevelopedmainlybyAdleran（lWorsley・Adetailed reviewofthe  

Eulercharacteristicmethod a11ditsrelationtothetubemethodisgiveninA（11er［1ト TheEuler  

characteristicmethodhas beenextensivelyused fbrana1yzingbrainiInagedata，InTakemuraand  

Kuriki［15］wehaveestablishedtheequivalenceofthetwomethodsusingarleXtendedhrmofthe  

Morsetheorern（seealsoKurikiandTakemura［7］）・  

Initial1ywe have beeninvestigatingthe coefhcierltSOfthe克2〔listribution appearingin order  

restrictedinference from geometric viewpoint．Duニ・1gthisinvestigとItionwe havcrecognized that  

thetubemethodleadstoapproximationoftheuppertailprobabilityofmaximumtypestatisticsin  

theformoflinearcombinationofx2distributioms，Whichcanberegarde（lasageneralizationofthe  

更2distribution．momthisviewpointweappliedthetubemethodtomany（1istributionalproblems  

inconventionalmultivariateanalysis．wherematrixtheorycallnOtbeapplied．  

In this talk we review severalapplications of the tut〕e method to distrit）utionalproblemsin  

multiwaylayoutsbytheauthors［6，8，9］andbyNinomiya［11．12］・Wegiveabriefintroductiontothe  

tubemethod．Thenwereviewfburapplicationsofthetubemethodtothet・eStingproblemsbelow＝  

（i）Atestた〉rinteractioninthree－Waylayoutbasedonthethree－Wayanalogueofthelargestsingular  

Value（BoikandMarasinghe［2］）・（ii）Atestfbrmultivariatenormalitybysearchinganonnormal  

directionproposedbyMalkovichandA兢［10］・（iii）Tbstingindependenceinorderedcategorical  

databymaximizingrowand columnscoresunderorderrestriction（Goodman［3】，Nishisatoand  

Arri［13］）・（iv）Detectingachangepointintwo－Waylayoutwithordinalfactors（Hirotsu［4］）・  
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TheAsymptoticExpansionApproachtoFinance：  

ComputationofOptimalPort払1io払rInvestment  
andVarianceReductionofMonteCarloSimulations  

AkihikoTakahashiandNakahiroYbshida   

GraduateSchoolofMa七hematicalSciences，UniversityofTbkyo，  

3－8－1Komaba，Meguro－ku，Tbkyo153，Japan．  

January26，2002  

Abs七ract   

W占willproposeanewcomputationalschemefbrtheevaluationoftheop－  
timalportfbliofbrinvestment．Ourmethodisba5edonanextensionofthe  

asymptoticexpansionapproachwhichha5beenrecentlydevelopedforprlC－  

ingproblemsofthecontingentclaims’analysisbyKunitomo－T乱kahashi（1992，  

1998，2001），Ybshida（1992），Takahashi（1995，1999）SorensenandYbshida（1998）  

andKa5hiwakuraandYbshida（2001）．Inparticular，WeWillexplicitlyderive  

aformulaoftheoptimalportblioassociatedwithmaximlZlngutilityh・Om ●●  
terminalwealthinafinancialmarke七withMarkoviancoe臨cientsandgivea  
numericalexampleforapowerutilityfunction．Wbwillalsoshowthatour  

fbrmulacan beusedfor thevariance reductionoftheMonte Carlo method  

incomputationofoptimalport払1ios．  
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1 Summary  

Wb shallpropose anew computationalschemefor the evaluation ofthe  

optimalportfo1ios fbrinvestment・Our methodis based on the a5ymp－  
totic expansion approach，aunified methodofe且cient compu七ationJuS－  

tifiedbyMalliavin一Ⅵねtanabe（1987）theory，Whichhasbeenrecentlydevel－  

opedforprlClngPrOblemsofthecontingentclaims，analysisbyKunitomo－  

Takahashi（1992，1995，1998），Ybshida（1992），Tbkahashi（1995，1999），Kunit－  

omo andKim（1999），Sorensen andYbshida（1998）and Kashiwakura and  

Ybshida（2001）．Theyhavedevelopedthemethodthroughderivingformulas  

forpracticalexamplessuchasaverageoptions）basketoptions，andoptions  

withstochasticvolatilityandwithstochasticinterestra七esinaMarkovian  
setting，aSWella5bondoptions（swaptions），aNerageOPtionsoninterestrates，  

andaverageoptionsonfbrelgneXChangerateSWithstocha5ticinterestrates  
intheHeath－Jarrow－Morton（1992）framework．Inthispaper，WeeXtendthe  

methodhrportfblioproblems．Inparticular，WeWillexplicitlyderivethe  

formulaoftheoptimalportfo1ioassociatedwithmaximlZlngutility丘omter－  
minalwealthinafinancialmarketwithMarkoviancoe侃cients，andgivea  

numericalexample丘）raPOWerutilityfunction．Ingeneral，itisquitedifRcult  

tocomputeanoptimalportfolioexplicitlywhentheinvestmentoppotunity  

isstochasticinamultiperiodsetting．Thestochasticcontrolapproachiniti～  

atedbyMerton（1969，1971）givesasolutionintermSOfthederivativesofthe  

valuefunction：Whilethesolutioncanbeevaluatednumericallybased on  

theHamilton－Jacobi－Bellmanequa．tion，theimplementationisnoteasyespe－  

Cial1yfbrthecaseofmultipleassets・Inthemartingaleapproachinitiatedby  
Karazasetal．（1987）andCoxandHuang（1989），OconeandKaratzas（1991）  
proposedtherepresentationofoptimalportfbliosbyutilizingtheClarkfor－  
mula．Althoughtheirrepresentation氏）rmulaswerederivedingeneralset－  

ting，eXplicitevaluationwasobtainedonlyforlogarithmicutilityfunctions  

or a丘nancialmarket with deterministic coe氏cients，Which were already  

knownwi七hout theirformulas．Star七ingwith the Clarkformula，Wewi11  

presentanexplicitexpressionfortheoptimalportblioinafinancialmarket  

withMarkoviancoefBcientswhichismoreconcretebutpractical1ysufBcient  

Setting・Moreover，WeWillshowthatourfbrmulacanbeusedfbrthevariance  

reductionoftheMonteCarlomethodincomputationofoptimalportfblios．  

Ourmethodcanbealsoextendedtotheoptimalport払1iosassociatedwith  
maxim12；1ngutilityfrombothconsumptionandterminalwealth，andtothe ●●  

hedgingportfolios associatedwithcontingentclaims・Theorganizationof  
thispaperisasfbllows．InSection2weexplaintheproblemoftheoptimal  

POrtfblioforinvestment and restatetheproblemin aMarkoviansetting．  
InSection3afterexplainingbasictooIsfortheasymptoticexpansion，We  

illustrateourmethoduslngaPOWerutilityfunctionandderivethesecond  

Orderschemeexplicitly．InSection4wealsoderivethesecondorderscheme  

hrgeneralutilityfunc七ions・InSection5weglVeanumericalexample・In  
Section6weproposeanew variance reduction menthod ofMonte Carlo  
Simulationsforthecomputationofoptimalportfo1ios．Finally，inAppendix  

weshowtheresultofthethirdorderschemeforapowerutilityfunctionand  
discussthevalidityoftheasymptoticexpansionforthenumericalexample．  
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Infbrnla・tiongeomet・ryOfpstinlatOrSfbl・〔liffllSionl）rO（・eS椚With  

sl11aユ1110ise  

SEIToIllOIlari‡l（0九1ノlI（IFt汀111さ▼a」Stl十  

is（1（血－Pdl）yγ′＝叩a・J一拍′√亡ト～り），、㍉▼11e王、e∂fl＝  

∂／∂′J上√上山r化＝1，…，軋TlleIllishel、il血l、1Ilatio】l  
e  

nlPtI、ic軌沌a・Il（1e－，111－（、011Jl（－ぐ†ioIt（ニOernCielltSr。ふ∵，  
Ill  

r√血0Ilアa・re defilledlJy  

凱占 ＝ El⊥［∂。f∈∂らf‘∈〕，  

（、    r。わ。＝ E～周一∂ゎピ。∂〔、ピ亡］，  

Ille    r′止ら（二 ＝ r巌＋El上岡1．で∈∂みβ∈∂。で亡ト  

Ⅰ・espeCtively・Sincpallofthpscquantitiesareor－  

e 〔l（、1－Or（－2，Wep皿t〟扉＝（2凱ん，1、晶＝仁2i化と，。  
nl   2 

；川（1Il祓＝〔。．むど．Tll…XPli。it呵，reSSi。IISIt）Ⅰ、  

tJhesc（luantitieshavebeenol）taill（、〔1（SeeSpia．tld  

r（01＝aki［6］）．Illthefb1lowing，WellHe FニillStPill7s  

stllllllla．tiollCOnV（チ11lノio11．   

2・The asymptotic expansion for the  
MIノE  

Tlle ma・Ⅹimumlikelihood est，imator（MLE）竜  

Wil・土1J・espe（二t tO an Obsel－Ve（1process－Y亡11aS a－11  

a・Sy【上IptOticexpallSioIl：   

aα竺′“・り1（ダ化b殻b＋（2（タ〔エ占βビd転銑ヱ  

一言竿rdα甜∫∫絢）っ  

wILere  

〟化 ＝（】∂α（′い  

e   

カ（エわ ニ ∈島∂措－E・u［咄∂♭ゼ。］－rαbC弘，  

（〟化も）ist加i肌el・seI▲na▲t．ⅠうⅩOf（鮎）a一Il（1tlleSy肛  
l〕010ごJrlea・IIS a．SymPtOtic equlVa・1encc．See Klト  

tOya・ntS［5］and Yoshida［7］for the va，1i（1ity of  

asymptoticexpansiollSrelat・e（1tothe MIJE，   

Usi11gt・heexpansionaIl（1a・SymPtOticnormality  

Of b，L．a・nd如，We Obtain trhe expansion of the  

mea・n S（111are errOr（MSE）oftlle bia・S－COrreCted  

MLEふ＊・See E丘on［2］a」Tl（lAI－1a1り1］fbl－tlle  

（・（川「ぐt）tOrl）iilS rⅢ、1te（、t・ioIl．  

Abstract  

The secoll（1－OrdeT e侍．ciellCy OrbiaS－（二Orl、eCle（1  

estima，tOl－S jbr difFusiollPrOCeSSeS with sma11  

110iseisinvestlga」ted from the viewpoint of－in－  

jbrlna・tiongeoI－1etry・Abias－COrreCte（1estilma・tOl、  
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alld their emt）eddil－g m－CurVa・tureS Vanish・Ill  

particula・r，thema・Xin－umlikelihood estimat10ris  

second－Order efFiciellt．Itis esscntialtha．t thcL  

sta．tisticsappearedin thee里）anSionsorestima－  

toユ、Slla」Vea．SさrI11ptOticIlOl、ⅠIla」1itノ＼ー． t   
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andinformatiollgeOmetry  

StlppOSe tllat－r亡＝（一一言If∈【0，了】1］）∈（771，  

whcI・eCTistheset ofcolltilluOuSfunctions n・0I11  

［0，T］toR，isadi飢1Sionprocesswitl－Smal1IlOise  

pa．1、aIllete＝∈［0，1j  

dJV吉 ＝／上（、∫言，可（1才＋（dレn，一丁占＝町   

where W＝（l′n）is al－dinlellSiol柑1stall（1a］1（1  

Brownian motiollっ〃＝IL（・，・）is a・Sn－100t，h fun（・－  

tionalld uisa17巨（1imensiollalt‖11（110WnParam，  

eterillthe pa・工1aImeter SpaCe U⊂Rm，alld t，hc  

illitia1value：I：ois aconstantilldependellt，Of・u．  

Tlleloglikelihoo（ifunctionE。isgivelll）V  

帥）＝ 主上7’曲－㌫上了1ル  

1Vede】10tetIlis汀10delbyア＝（侶叫佃∈り  

a・11（lintroducesomegeollletrica・lIlOtationsasfbト  
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lio11geOmetl、y．A t－aユ嗜ellt・叩a・（で0→r7〕a仁il∈と「   

＊DeI）artn－ellt Or Mathema■ticalI三Ⅰ－如eel・川g all（111ト  

IbrItlation Plll′Sics，SchoolofEllgiIle（・r11哨，Uni＼・eI・Slり′0［  

rIもk†rO．  

†D叩artLment OfMat111ematica17nforl－1～1ticH，SchooloL、  

In上t）川Iat／io11Sciencean（lT（l（、IlnOIogy，tTni、刊元号OrT（〕kvo．  
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ユ」．  

ThethreetermsinC2aba∫（…1ll101卜一1（瀞tJiv  
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Proposition 2．1 耶ば」lノ乃甘げ蝕 む古根卜  

川J川・／f－ノし〃ノニ、′・、車√川／川  

EとJ【（a瑚一冊わー混む）］巴砕＋c▼2αむ「  

旺－／i（で∈  

c2αあ ＝  澤）2α占＋2（晶ア、）2（エ占、  

澤）2αむ ＝芋。。αデ。∫占タCeガ〃，   

（丘ア）2αわ ＝ 基材タαCダムピタ〟．  

耽呵 ＝ El上［如如］・  

3． The asymptotic expansions for  

Fisher＿COnSistent estimators   

Inthissection，WeaSSumethatthemodelア〉is  

acurvedexponentialfami1y embeddedin afull  

expollentialfami1yf＝（ee（・，0））deAnedby  

ど亡げ，∂）＝（‾2（βよ占盲（∫卜叩、∈け  

WhereOistrhen－dimensionalnatllralparameter，  

叶Y）isthesufhcientstatisticcorrespondingtoO  
and申（0，仁）isthepotentialfunction．Thequaか  

tity（plays arole as the dispersion parameter  

（Jorgensen［3］）・SeeIくiichlerand S＠renSen［4】  

fbrdetailsabollt CurVedexponentialfamiliesof  

StOChastic processes．This assumption holdsif  

the drift coe篤cielltisinalinearform．   

Let17be the expectation parameter：T7i＝  
T］l（～l．E）＝Eu［si（X亡）］，Which dependsonf．We  

S11ppOSethattheasymptoticnormality  

行∫＝∈‾1（占壱げトり盲）→呵0、（ガ壱j））（1）  

1101ds．   

Let us consider an estima・tOr eXpreSSed by  

ar＝T（恥where Tis asmooth function丘om  
R′員to乙7．Ⅵ辱ass11me抽at 五is f「isher coIISis＿  

teIlt・i・e・，ua＝Ta（7（u，E））holds王brallu∈U  

altd＜・Wede名netheancillarymanifoldAuby  
Au＝T‾1（（u））・Thenotationsabouttheanciト  
1arymanifolds王bllowAmari［1］．   

TheestirnatOr／aisexpandeda・S  

…糾瀬肺瀬）的・  

鮎re，かr以（77）（α＝1†‥・，”t）a∫eillterI）ret．edas  
VeCtOrSnOrmaltotheancillaryma11ifoldJlu．‡t  
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A鮎Ⅹibleclassofstochasticvolatili七ymodels   
MichaelS＠renSen，DepartmentofStatisticsandOperationsResearch，  

UniversityofCopenhagen．   

AgeneralizationoftheBlack－Scholesmodel払rthelogarithmofanassetprice  

d端＝（〃＋抑2）dま＋Jd明，  

もhattakesintoaccounttheemplrlCalfindingthatthevolatilitycr2variesrandomlyover  
timeisastochas七icvolatilitymodel：  

d晶＝（…珊湖中何期．  
（1）  

Herethevolatilitylろisastochasticprocessthatcannotbeobserveddirectly．   

W白shallin the fbllowlngbeinterestedinconstructingstochastic volatilitymodels  
Wherethevolatilityprocess Visstationarywithagiven distributionwith density f．  

First，adi乱・SionprocesswithlineardriftandamarglnaldistributionwithaglVendensity  

functionfcanbeobtainedasthesolutionof  

dⅥ＝－β（Ⅵ－ど）df＋  
（2）  

wIlere   

申）＝誌上〇（リーⅢ肋  
（3）  

Thisis，Ofcourse，PrOVidedthat（2）hasaweaksolution．ItisnotdifBculttoseethat  

V（x）＞Ofbral13＝＞0・UndertheconditionthatthereexistpositiveconstantsK，Cand  

ESuChthatf（x）≦Kx－（2＋E）fbrx≦C，WefindthatjTv（x）f（x）dx＜∞andthatthe  
autocorrelationfunctionofVisp（u）＝eXp（－Ou）．Theadvantageofad瓜1Sionmodel  

Withlineardriftis thataIlalyticallyitisrelativelytractable．Aproblemisthatitisa  

Well－eStablishedempiricalfactthattheautocorrelationfunctionofthevolatilityprocess  

decreasesmoreslowlythanasingleexponentialfunction・Underrelativelyweakregularity  
COnditions，adiffusionmodelhasanexponentiallydecreaslngautOCOrrelationfunction．A  

Su用・Cientconditionisthatitisp→mixlng・Fbrthis reason，StOChasticvolatilitymodels  

Withadiffusionvolatilityprocesscanusuallynotfittheautocorrelationofthevolatility  

processwell．  

In applications where the autocorrelation ofthe volatility processisimportant，a  

SOlutionistousethefbllowlngCOnStruCtion・Weconstructavolatilityprocesswithauto－  
correlationfunction  

P（u）＝PleXP（－01u）＋‥・＋pmexpトOmu），  （4）  

WhereOl＞02＞・・・＞Om＞0，甲i＞0，andpl＋‥・＋pm＝1．Againwewantavolatility  

PrOCeSS With agivenmarginaldistribution・Supposethat thisdistributionisinfinitely  
divisibleanddenoteitsdensityfunctionbyfanditscharacteristicfunctionbyC（t）．Let  

fi，i＝1，…，m，denotethedensityofthedistributionwithcharacteristicfunctionC（壬）Pi．  

Definethevolatilityprocessasthesum  

Ⅵ＝Ⅵ（1）＋…＋Ⅵ（m），  
（5）   
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where  
dⅥ（盲）＝－β豆（呼）一甲i∈）亜＋  

（6）  

HereB（1），．．．，B（m）areindependentstandardWienerprocesses，  

二二ご＝  
上エ（ツー両端（抽   

andEis七heexpectationoff．NotethatpiEistheexpectationofj；，andthatV瓦r（ti（i））＝  
piVar（t｛）・ThevolatilityprocessVdefinedinthiswayhasmarginaldistributionwith  
densityfandautocorrelationfunction（4）・   

Examplel．Supposewewantavolatilityprocesswithgammadistributedmarglnals，  

i．e．  
∬に一1e一∬／β  

′（ご）＝   

β托r（K）’  

WherefC＞Oandβ＞0．ThenListhegammadensitywithparameters／乞i＝PiFCand  

島＝β，and  

dげ）＝－β。（げし脚β）糾席所d酢  

Example2．SlユppOSe We Want aVOlatility process withinverse GaussiaIldistributed  

marglnals，1．e．  

榊＝（去）喜∬一室 ∬ 2 
三二∴÷  

入（∬－〃）2  
eXp  

Where入＞Oandp＞0・Thenj‡istheinverseGaussiandensitywithparameters入i＝Pf入  
andlLi＝PiFL，andtう（i）solves（6）withE＝FLand  

e嘲′2 
exp（芸（吉刷－1）輝招＋  

明（ェ）＝βi   

With◎denotingthestandardnormaldistribuもionfunction．  

Amoredetailed account ofthetheorypresentedhere canbe k）undin Bibby and  

S卯enSen（2002）．  
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Oninheritedergodicityinaclassofpartial1yobserved  

stochasticmodels  

HirokiMasuda＊   
Crα血αね∫cん00gO／〃α兢emαま夏cαg∫c豆e乃Ce，仇哀眠rβ軸0∫乃たyo．†  

1 Contents   

Inthis talk，WeCOnSideramomentestimationinaclassofpartiallyobservedstochasticmodelswitha  
certainstochasticstructure．OurargumentisInOtivatedbytherecentworkofGenon－Catalot，Jeantheau  

andLaredo（2000，Bernoulli）・Withcontinuoustimeh・ameWOrk，OurmOdelconsistsofahidden（unob－  

SerVable）processXwithanE－MarkovstruCtuIア｝anObservedprocessYandtheirdrivingL6vyprCeSSeS  
L（1）andL（2）．weassumethatobserveddatalSOnly（1う△‥j＝0，1，・・・，n）withaExed（determlnistic）  
timeinterval△＞0・WesupposethatahiddenprocessX＝（Xt）柁R．isstrictlystationaryandα－miⅩing  

（henceergodic）andconstructadiscretetiIneObservedprocessy＝（yj）j∈Zl，Zl：＝（1，2，・・・），SuChthat  

yj＝il△－†てj－1）△・Then，undersomeregularitycondition，yinheritsergodicityofXsothattheusual  

moment methodcanbeappliedforthismodel．Ofcourse，COnStruCtionofmomentestimatorsstrongly  

dependsontheconcretestructureofthemodel・   
AsaspecialcasebrX，WetreataStrictlystationaryOrnstein－Uhlenbecktype（OU）processdriven  

byaL6vyprocesses・RecentlyOUprocessbasedmodelinghavebeenpropose（1bytheworkofBarndorff－  
NielsenandShephar〔1（2001，JRSS）mainlyaboutstochasticvolatilitymodelsinmathematicalfinance．  

They have not only鮎Ⅹibility forInOdeling purposebutalso mathematicaitractability・Undermi1d  
conditions，it canbeseenthattheypossessexponentiallydecreasingβ－mixingcoe汽cie工1tSSOthatthey  

exhibitergodicityandthenthemomentestimationintheirmodelcanbeverified・   
TwotypesofexamplesiIICludingstochasticvolatilitymodelswithnumericalexperimentsa工、epreSented  

iIlOne－diInenSionalframework．  

2 A class ofhidden E－Markov model  

Wcwillconsiderastochasticr）rOC（1SS（X，Y）＝（（Xt，11））tER．drivenbyaprocessL＝（（L…1），L皇2）））tER．  
onagivenprobabilityspace（0，3～，P）whereXalldYareRdl－andRd3－dimensionalcadlagstochastic  
processes，reSPeCtively・WeassumethatonlyYisobservablewhileXisunobservable・Moreover｝WeaS－  

umethatL（1）andL（2）areRT、1andRrユーdimensionalL6vyprocesses（cadlagprocSeSWithindependent  
lnCrementS，in otherwords，randomwalksincontinuous time）startingattheorlgln，reSpeCtively・The  

distributionof（X，Y）（possiblyalsoof（L（1），L（2）））dependsonunknownparameterOwhichwewantto  
estimate where Ois abounded domainin RP，P≧1．Let昂and Eo denotetheprobabilitymeasure  

correspondingtothetruevalueOo∈OaIl（1theexpectationunder瑞，reSpeCtively・ForanI⊆R＋，1et  

ギ：＝q［Xt：t∈I］vNandFデL：＝0・［Lt－Ls：S，t∈（］vNwhereNdenotestheg－鮎Idgeneratedbyal1  
ttleJつ－Ilullsets．   

Assumethefollowingthrecstatementsaboutstructureofourmodel・  

Al（X。，†，b）and（L皇1），L皇2））tER．aremutuallyindependentwhileXoand｝も，andL（1）andL（2）maybe  
COrrelatedrespectively．  

＊臥mail：且stf働ms．tl－tOkyo．ac．」P  

ナ3－8－1Komaba，Meguro－ku，rTbkyo153－8914，tJapan・  
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A2Under昂，Xisstrictlystationaryandα－miⅩing，thatis，  

α∬（り‥＝Sup（胸（Anβ仁和A）和利‥A∈瑞，β∈韓叫〉→O  

asttendstoin丘nity．  

A3q［Xt］⊆牲F，S〕∨瑞］and岬；－‡；］⊆瑠－E，S］∨瑞】forsomeEandarlySandtsuchthatE≧（〕，  

s，t∈R十andO≦s≦twhere，forconvention，Xu＝Xo払r・u∈トE，0］・  

AswehaNeSeen，WeCOnStruCtadiscretetimeobservableprocessyfromYbv  

損＝｝；△一半ゴー1）△，J∈Zユ  

Where△＞Oisafixeddeterministicsamplinginterval・   
It can be shown that yinherits ergodicity from X under above assumptions so that the mom（一nt  

methodcanbeappliedwiththeaidofBirkhoH’s eryodictheoremandIbra9imoて）’scentrallimittheuT・em  
forsirictlystationarymi∬in9PrOCeSSeSwithadditionalassumptions・   

Ourargumentisalsovalidindiscretetimeframeworkbymodifyingtheassumptionsbyanobvious  

Way■   

3 Someconcreteexamplesinone－dimensionalframework  

3．1 The randomtrendmodelwi七h ahidden Gaussianprocess  

Consider the moclel 

（ 

＝p（守一∬f）df十ノ声dWf，  

＝芳td士＋dエt  

Where W and L are one－dimensionalWiener process and L6vy process，reSpeCtively，Whichlrlay be  

COrrelated・Forexample7L王＝PWt＋仰砺withip］≦1andanWienerpr（〕CeSSti7whi（・his  
independentofW・Inthisexample，X＝（X上）緩R十eXPreSSeSaCertaintrendvarylllgaloIlgtil－1e，aI－d  

Y＝（i′；）托R＋doesanoisyobservation・Itfollowsthatypossessesergodicity・  

3．2 ThestochasticvolatilitymodelofBarndorfF－Nielsenand Shephard  

Astrictlystationaryone－dimensionalOUprocessX＝（Xi）teR．isexpressedas  

上土  

e一入（ト5）dZ£  芳£＝e一入土方0＋  

withaone－dimensionalL6vyprocessZ＝（Zt）teR．andapositiveconstaヮt（regressionparamet／er）入・  

Under払1lowingconditions，Xisergodicwithanexponentiallydecreasingβ－mixingcoe惰cieIlt．  

Bl・TheL6vymeasureofZhasanabsolutelycontinuouspartwheneverZisnon－Gaussian．IfZhasIIO  

jumps，theGaussianpartofZisnondegenerate．  

B2・ThestationarydistributionpofXhasaArstorderabsolutemomentatleast．  

九m㍑払d哀mem血乃αJcαβe，ひe†もeedα舟r兢ercomd富加氾0れ兢er印reββねm卯γαmeねrカreァ即d才c軸oJ∫．   

Barndor庄一NielsenandShephard（2001，JRSS）consideredastochasticvolatilitymodelwithXasthp  

Squaredvolatilityprocess．Thedynamicsis  

〈雲若  
＝－Åズtdま十dg人士，ズ0＝り，  

＝（〃＋β∬土樽＋√訂dⅥ1，‡も＝弥  

Herep，Å＞OandβareparameterS，WisastandardWienerprocesswhichisindependent ofaL6vy  

PrOCeSSZcontainlngSOmeunknownparameters，りisarandomvariabledistributedasagivenmarginal  

OneOfX，and yois arandom variableoraconstant．Thereasonwhythetimescale ofZis different  

丘omotherprocessesistostaythestationarydistributionofXholdwhateverthevalueof人is．Again  

ergodicityofyenablesustoapplythemomentmethod．  4  
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WINDOWS 2001 

Yu．A．Kutoyants，Lat）OratOircdeStatistique＆Processus，   

uliversit6duMaine，72085LeMans，C6dex9，FRANCE  

Tokyo，December2001   

WeconsiderseveralproblemsofparaInetereStimationconcernlngergOdic  
diffusionprocess  

dズt＝∫（β，∬£）dま＋J（晶）dl鶴，ズ0， 0＜f＜ア，  

wheret9∈0＝（α，β）istheunknownparameterandthetrendcoefRcient  
S（・，X）andd胤sioncoemcientu（x）2areknownfunctions，PrOvidingaweak  
solution ofthisequation．The goalofthisworkistoshowhowthechoice  
ofwindows fbrobscrvatiollS Ofthisprocess can helpln thc construction of  
estimators．Thedetailedproof白canbefoundin［3］・   

Optimalobservationwindows・Letusconsidertheproblemofpa－  
rameterestimationinthesituationwhenwe canobservetheprocessXtin  
thewindowA入Ofaxedlength．Thegoalistoobtainanoptimalwindowin  

thec］ass，1．e．，thewindowwhichprovidestheminimalasymptoticvariance  

ofthe bcst estimator．   

Therefbrewehavetwoproblems．Thefirstoneistoconstructthelower  
boun（lonthcmeanSquarCerrOrS forthe allchoicesofthewindowsandes－  
timators and the second－tO COnStruCt a Window and an estimator which  
attains this bouIld．   

Proposition．uldez・l・eg●ulaI・ib，COIlditions   

敦藍｛盈｝囲芯rE㊥（∂鴫－β）2≧Ⅰ（∂0㈲1，  

whereinfistaken overallpossiblechoicesofwindows andes七imatorsand  
thequantityI（00，A6）playstheJOleofFisher＊formationinthisproblem・・   

Wecallastrategy（windowAT＋estimatorOT，AT）asymptoticallyoptimal  
ifitprovidestheequalityandweproposeanasymptoticallyoptimalinthis  

SenSeStrategy・   

Contaminatedmodel．Letussupposethattheobservedergodicdi軌1－  

Sionprocessis  

dXt＝S（W，Xt）d舌十h（Xt）d壬＋0－（Xt）dl鶴，  

whereh（・）isunknowntothcobserverfunctionofknownsupportÅ，i・e・，  

九（ご）＝Oif∬∈ÅC・  
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Wehaveoncemoretwoproblems：tOCOnStruCtthelowerboundonthe  
riskofallestimatorsandthento丘ndanestimatorwhichattainsthisbound．   

Letus丘Ⅹt90，ho（・）andintroducethe6－Vicinityl亮ofthisfiⅩedmodel   

Proposition・（H6pfner－Kutoyants）ぎupposethattheregularib，COndi－  

tionsare且1］B］］ed，thenbra］］estimatorst9Tande（・）∈範   

無塩恥謂鴨恥ゼ（斤（∂r－汐））≧Eゼ（賄九0）‾1′2）  

血e‡…〒E叫（望紆）2x岬｝＞0・   

ThenweproposeanestimatorOT，JhC Whichprovidestheequalitylnthe  

glVenlowerbound．   

Similarresultfornul－reCurrentdiffusionprocessareobtainedin［1］・   

Change－pOint problem・Supposethattheobservationsarecontami－  
nated，i．e．，  

dXt＝－Sgn（X土－79）dま＋h（Xt）dt＋dW；，Xo，  

Whereh（・）isunknowntotheobserverfunction・LetusfiⅩ7＜1anddenote  
by7i7thesetoffunc七ions叫＝（h（・）：SuPxIh（x）J＜7），i・e・，thevaluesof  
h（・）areinthewindow】B＝ト7，7］・  

ノヽ  Proposition・（【2】）771e‘MLE”OTisunifbrmlyinh（・）∈7i7COnSistent，  

£九，β〈r（∂r一粛））⇒£叩（嬬am＝加mome雨βCO∫1Ve聯血   
Hereu＊istherandomvariabledefinedwithtllehelpofthelimitinglikc－  

1ihoodratio．  

Remark．Similarresults areobtainedintheproblem cu5peStimatioIl，  

i．e．，intheproblemofparameterestimationbyobservationswiththetrend  

COefncientadmittingtherepresentationS（W，X）＝alx一明P＋r（x－W）where  

p∈（0，1／2）．  

Refbrences   

［1］H6pher，R・，Kutoyantsl兄・A．，（2001）OnaproblenユOfstatistica］infbr－  

enceinnullrecurreIltdi仇sion，tOaPPearinScandinavianJ．Statistics  

［2］KutoyantsⅥ1・A・，（2000）Onparameterestimationfbrswitchingergodic   

di軌sionprocesses，CRASParis，t．330，S6riel，925q930．  

【3］KutoyantsⅥ1・A・（2001）StatisticalhlfbrencefbrErgodicDi軌sionPro－  

CeSSeS，fbrthcomlngbook．  
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GeneralStateSpaceModelingforComplexTimeSeries  

GenshiroKitagawa  
TheInstit，uteOfStatisticalMathematics  

1．GeneralState SpaceModeland S七a七e Es七imation  

Consideranonlinearnon－GaussianstatespacemodelforthetimeseriesyT”  

エ花＝j㌔（ごれ－1，γm）， 恥＝仇（憲れ，勒），  （、1J  

where諾nis an unknown state vector，Vn and wn are the system noiseand the observation noise  

withdensitiesqn（v）andrn（w），reSpeCtively・Twomodelsin（1）arecalledthesystemmodelandthe  

observationmodel，reSpeCtively・Theinitialstatexoisassumedtobedistributedaccordingtothe  

densitypo（x）．j㌦（x，V）andHn（x，W）arepossiblynonlinearfunctionsofthestateandthenoise．   

Themostimportantprobleminstatespacemodelingistheestimationofthestatevectorxnfrom  

theobservations，坑≡（yl，…，ytl，Since manyimportantproblemsintimeseries analysiscanbe  

solvedbyusingtheestimatedstatevector・Theproblemofstateestimationcanbeformulatedasthe  
evalua七ionoftlleCOnditionaldensityp（xnl坑）．Correspondingtothethreedistinctcases，n＞士，n＝t  

andn＜壬，theconditionaldistribution，P（xnlY；），iscal1edthepredictor，thefi1terandthesmoother，  

respectively・   

Forgeneralstatespacemodels，theconditionaldistributionsbecomenon－Gaussianandtheirdis－  

tributionscannOtbecompletelyspecifiedbythemeanvectorsandthevariancecovariancematrices．  

Therefore，Varioustypesofapproximationstoorassumptionsonthedensitieshavebeenusedtoob－  

tainrecursivebrmulas払rstateestimation・However，thefollowingnon－Gaussianfi1terandsmoother  

【2】canyieldanarbitrarilypreciseposteriordensity・  

【Non－GaussianFilter］  

p（弘一lごれ）p（ェれ1㍍＿1）  
p（ごTlれ－1）p（ごT卜JVい1）血，卜1，p（∬几tyl）＝   p（ェ几l‡てぃ1）＝  （2）  

p（yrl‡㍑＿1） 
’   

wllereP（ynl㍑－1）isthepredictivedistributionofynandisde丘nedby   

【Non－GaussianSmoother］  

p（裾tご，l）p（£れ】1㌔＿1）血m．  

p（㌫叶1巨rm）p（勘叶11拓）  
p（ヱml絢）＝p（〇mll㌔）   

（3）   dご几＋1  

p（諾n＋11㍑）  

Thedirectimplementationofthe払rmularequirescomputational1yverycostlynumericalintegra－  
tionandcanbeappliedonlytolowerdimensionalstatespacemodels．Tbmitigatethecomputational  

burden，numericalmethodsbasedonMonteCarloapproximationofthedistributionhavebeenpro－  

posed【1，3］・IntheMonteCarlofiltering，WeapprOXimateeachdensityfunctionbymanyparticlesthat  

canbeconsideredasreali21ationsfromthatdistribution．Specifical1y，aSSumethateachdistributionis  

expressedbyusingmparticlesas払1lows：（pg），…，P㍍））～P（xnlYL＿1），（fLl），．．．，か））～P（xnL㍑），  
（sHL，・・・，S器）～P（xnlm）・Namely，P（xnlYL－1）isapproximatedbytheprobabilityfunction  

Pr（xn＝Pg）Jn＿1）＝1／m，fbrj＝1，・・・，m．ThenitcanbeshownthatasetofrealizatioIISeX－  
PreSSingtheonestepaheadpredictorp（xnlYl＿1）andthefilterp（xn（YL）canbeobtainedrecursively  
asfbllows．  

tMonteCarloFilter］  

1．Cemerαねαγαγ血mm祝mわeγぶJ）～p。（諾）煎り＝1，…，m．  
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2．点呼eα土仇eカ抽ひ如gβ吻βカrTl＝1，…，凡   

（a）Cemerαねαm几dom肌mわerug）～由），かj＝1，…，m・   

（b）Comp血p㌘）＝ダ（だ1，凄）），かブ＝1，…，m・   

（c）Co叩血α㌘）＝p（訂れIp釣かブ＝1，．．．，m■   

（d）Cemerαねガ），ゴ＝1，…，mむy鮎reβα叩物納崇），…，p㍍），W裾加ひe砂叩mpO勅mαg  
） ） ゎα，…，α．   

Theabovealgorithm払rMon七eCarlo丘1teringcanbeextendedtosmoothingbyasimplemodi丘－  
cation．Thedetai1softhederivationofthealgorithmisshownin［3］．  

2．Self－Organi2；ingStateSpaceModel  

Thestatespacemodel，（1）and（2），uSual1ycontainsseveralunknownparameterssuchasthevariances  

ofthenoisesandthecoe毘cientsofthefunctions凡and乱．Thevectorconsistingofsuchunknown  

parametersishereafterdenotedbyO・Ifthenon－Gaussianfi1terisimplementedbytheMonteCarlo  
丘1ter，七hesamplingerrorsometimesrendersthemaximumlikelihoodmethodimpractical・Inthiscase，  

insteadofestimatingtheparameterObythemaximumlikelihoodmethod，WeCOnSideraBayesian  
estimationbyaugmentingthesta七evectoraszn＝［x君，OT］T．Thestatespacemodelforthisaugmented  
statevector2：nCanbeeasilyde丘nedfromtheorlglnalstatespacemodel．   

Themarglnalposteriordensi七iesoftheparameterandoftheorlglnalstatecanbeobtainedfrom  
theposteriordis七ributionp（zn［拓）giventheentireobservations拓＝（yl，・・・，yN）．Thismethodcan  
beeasilyextendedtoatime－VarylngparameterSituationwheretheparameterO＝On evoIveswith  
timeγも．   

So far，We have considered the casewhen the parametric fbrm ofthe modelis given・As aIl  

extensionoftheselLorganizingstatespacemodel，byusingthepredictionerrorinoii－iiェIelnOdeling，  

wedevelopedamethodofconstructingstatespacemodelwithoutassumlngaparametricた）rmOfthe  
noisedistributioh．Wbnoteherethatin七hestatespacemodeling，fromthederivationofthenon－  

Gaussianfi1terandsmoother，WeCanuSeal1theinbrmationinobtainingthepredictivedistribution  

霊m～p（霊nlズふ＿1，㍍＿1）， ‰～p（仇lズれ，㍍－1）・  （4）  

Itsuggeststhatthenoisedensi七yq（v）canbeestimatedffomYL＿1．Onew町Ofestimatingthenoise  

distributionqn（v）istousethe払1lowingupadatingformula  

．打  

‰（v）＝（トα）ヴ几一1（可＋α∑β（む－ど禦1），  （5）  

ゴ＝1  

whereE㌘）isthepredictionerrorattimen，S（v）isanarbitrarydensityfunctionandαisthediscounting  
factorandsatis＆0＜α＜1．BytheuseofthisupdatingformulaandtheMonteCarlofi1ter，itis  

possibletoconstructaself－OrganlZlngStateSpaCemOdelthatcanautomatical1yadapttothechange  
ofnoise distribution．  
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ConditionalAsymptoticExpansionandItsApplications＊  

NakdlhiroYOSHIDA  

GraduateSchoolofMathematicalSciences，UniversityofTbkyo，  

3－8－1Komaba，Meguro－ku，Tbkyo153，Japan．  

e－mail：nakahiro＠ms．u－tOkyo．ac．jp   

Inthisstudy，WeCOnSideredconditionallimittheoremsandconditionalasymptoticexpansions・  

OurdiscussionisbasedontheMalliavincalculus・Weprovidedasymptoticexpansionsinageneral  
SettinglnCludingtheso－CalledsmallcT－mOdels・InordertoglVeabasistotheasymptoticexpansion  
schemefbrperturbedjumpsystems，WebuiltanextensiontotheWatanabetheoryinpart．Finally，  

wederived七heasymptoticexpansions（doubleEd9eWOrthe叩anSions）ofconditionalexpectations．   

TheMalliavincalculusisnowadaysrecognizedasanimportantinstrumentfromapracticalcom－  

Putationalpointofviewintheoreticalstatistics）StOChasticnumericalanalysISandmathematical  

finanCeaSWellasprobabilitytheory・Itenablesustoapplyausualdifferentialcalculustoirr印u－  
larfunc七ionals，Whichveryoftenappear，forexample，aSCOVeragePrObabilities，nOn－differentiable  

PayOfFfunctions，andsoon・   

The conditionalexpectation may be one ofmostirregularfunctionals・For a continuously  
dis七ribu七ed conditioning variable，it requires the analysis over a nullset．Without doubt，the  

conditionalstochasticcalculusfeaturesinstatistics：SufRcientstatisticsinunbiasedestimationand  

testinghypotheses（e■g・，Lehmann－Scheir6theorem，Rao－Blackwelltheorem，Neymanstructure），  

COnditional1ikelihood and conditionalinference，COnditionally Gaussian experiments aslimitsin  

LAMNsituations，aPPrOXimation払rmulasconnectedwiththeconditionaldistributionsuchasthe  

P＊（magic）formulaofBarndorff－Nielsen，fi1teringproblems，reCentlyintroducedpartialmixing，etC・  

Inspiteoftheimportance，COnditionalasymptoticsdoesnotseemtobesowellfoundedastofulfiu  

theprac七icalpurpose・   

W邑provided，inageneralsetting，aSymPtOticexpansionsundersmallperturbations．Thesma1l  

o・一七heoryhasbeenwelldevelopedinstatistics・Kutoyants［11】thorough1yirlVeStigatedinferencefbr  

diffusiontypeprocesseswithsmallnoises・Asymptoticexpansionswerepresentedby［21，22，23】  

bymeansoftheMalliavincalculusandProfⅥねtanabe’stheory．SeealsoSakamotoandYbshida  

［12］，Ybshida［24】，andUchidaandYoshida［18】fbrmorestatisticalapplications・Asabyproduct，  

inspiredbyProf由sorsKunitomoandTakahashi’sfirst－OrderapproximationfbrageometricBrow－  
nianmOtion，theasymptoticexpansionschemetocomputethevalues ofoptionswasprovidedin  

【22］・Therearemanystudiesthereafterinthisdirection：KunitomoandTakaha5hi［8，9］Taka－  

hashi［14，15］，KimandKunitomo［6］，S＠renSen andYoshida［13］，TakahashiandYoshida［16］，  

KashiwakuraandYbshida［5］・   

Recen七1y，mOdelingwithL6vyprocessesisattractingattentioninfinancialstatistics・Inorder  

to glVe a basis to the asymptotic expansion scheme for perturbed jump systems，We builtan  

extensiontotheⅥねtanabetheory．WeadoptedtheMalliavincalculusfbrmulatedbyBichteleret  

al．［2］．Differently丘・OmtheoriginalformofWatanabe）stheory［20］fbrWienerfunctionals（also  

seeWatanabe［19］，IkedaandⅥねtanabe［4］），Wedonotuse（have）Sobolevspacesofgeneralized   

＊ThisworkwasinpartsupportedbytheResearchFhndforScientistsoftheMinistryofScience，Educationand  

Cul七ure，andbyCooperativeResearchProgramoftheInstituteofStatisticalMathematics・  
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functionalsinoursetting・Forthisreason，WeWillgothroughbythegeneralizedintegraloperator  

fbr Schwartzdistributions．   

AfterpreparlngaSymPtOtic expansions fbrgeneralized expectations，itis straightforward to  

obtain our main results．The asymptotic expansion ofconditionalexpectations willbe derived  

togetherwith afew variants・They are called the double Edgeworth expansions・In the  
PreSentarticle，WeOnlytreatmostsimpledoubleexpansions・Wewillpresentothervariants（e．g．，  

Edgeworth－Saddlepointapproximation）elsewherebyapplyingSchilder－tyPeeXpanSionsofdensities  
（cf．KusuokaandStroock［10］，TbkanobuandWatanabe［17］）・  

Asfbrtheroleoftheasymptoticexpansioninthetheoreticalstatistics，Wereferthereaderfbr  

exampletoBarndor仔－NielsenandCox［1］，Ghosh［3］．   

AnapplicationtotheKitagawafi1ter［7］wasalsoconsidered．   
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WaveletMethods払rTimeSeriesAnalysIS                                                                                                                                       ●  

Katsut，0恥naka  

HitotsubashiUniversity，Tbkyo  

1．Introduction   

ThewaveletanalysisstartedfrornquiteapracticalreasorlSOme20yearsago．Since  

t・henit has been developedinfields as diverse as englneerlnglmathematics，irIlagC  

processing，Statisticsandsoon．Aspecialfeatureofthewavele†．analysisistolookat  

theslgnalordatafrorntwoaspe（豆IS，thatis，t．hcLimeandthe．っco，le，Whichenablesus  

tosee，nOtOnlythebrcst，butalsothetrees，SOtOSpeak、   

Inthisrcl）Ort，COnCentratingonstatistics，particularlyontilrleSeriesanalysis，We  

rcvicwthemethodologyofthewavelctapproachandsecktoexpIoresomeapplications  

totimeseriesanalysis・InSectior12t・heideaofthewaveletanalysisisexplaincd丘om  

astatisticalvicwpoint・Thedetailcdandbasicideasofthe wavclet analysis canbe  

foundinPercivalandWAlden（2000），Wheredis（：reteWaVeletIIlethodsareextensively  

discussedfort・imeseriesanalysis．   

Section3givessomeusefulexamplesinwhicht・hewavelet．analysisoffersapow－  

erfultool，amOngWhich areas丘）1lows．Thefirstisconcernedwiththcwavelet，－based  

estimationofthe丘actionaldiffcrencirlgParameterintheso－Called丘actionalARIMA  

（AR・FIMA）mo（1els・ItistheI）（）WerlawnatureofthesI）eCtrumOfthelongmemory  

PrOCeSSthatt・IleWaVeletanalysisturnsouttobesuccessful．Theseconddealswithspu－  

riousregressionamong丘actionallydi庁brcncedseriesandconsidersthewaveletmethod  

fordet・C（・tingspllriollSrCgreS扇on．Thethirdisconcerncdwif，hwavelet－basedtests払r  

homogcneity ofvarianceinlong－memOry timeseries，Whose problemisrelated with  

testinghrstructuralbreaks．  

2．DWT and MODWT   

ThcDWT（discretewavelettrans払rm）hasbeendevisedasaneedtoanalyzeand  

Sy‡1thesizedis（TetetirIleSeries・ItistheCWT（continuouswavelettransfbrm）thathas  

beeninitJiallydeveloped．Awaveletl¢，（t）playsanimportantroleinthede丘nitionof  

theCWT，Whichisagenericfunct・ion，unliketrigonometricorexponentialfunctions．   

ThcCWTisdi仔erenthlOmtheR）urietransforminthattheformerhastwoparam－  

eters，Wlliletllelatteroncparameteronly．Itispossibletorestoretheoriglnalsignal  

hlOIntlh（”eSultiIlgCWTundersomerest・rictions，WhichisgivenbytheICWT（inverse  
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CWT）．   

ThetransitionfromtheCWTtotheDWTisnotstraightforwardan（1takesalong  

WaytOarriveat．WeleavethedetailsofthederivationoftheDWTtoPercivaland  

Walden（2000）．AnimportantthingisthatwecanaccomplishtheDWTinaneffi（・i一・Ilt  

Waybytheso－Calledpyramidalgorithm．Theresultingwaveletsarecollectedonascale  

byscalebasis．   

TheDWTis an orthonormaltrans払rm andis most often used，butit has騨Vf）ral  

limitations（PercivalandWaldcn（2000）），amOngWhichare   

（a）ThesamplesizeTmust・beapowerof2．   

（b）Thenumberofwaveletcoe抗cients，7；，decreasesbyafactorof2foreachincrpasM   

ingleveloft・hetransformsothatwaveletcoe抗cientsWj forjlaIrgeCannOt・bc  

usedforinferencepurposes．   

（c）TheDWTcoc侃cientsarenotcircularlyshiftinvariant．  

ThesedeficiemiescanbeoverconlebyusingtheMODWT（maximal（州汀1［1／l）DWT）  

Withsomecopmputationalpricetopay，althoughit・SCOmputationalburd蝕isthesaln（、  

asthewidelyusedfastFouriertransform．Notethattrans払rrnsthatareessentiallvth（l  

Same aStheMODWThavebeendiscussedinthewa．velctliterature ull（1el・tlleIlameS  

つnon－decimatedDWT∵tra11SlationinvariantDWT∵timeinvariantDWT，aIldsoon，  

3・Someapplications   

Wbdiscusssomeexamplesinwhicht・hewavelet method provesuseful・Among  

theimportantandadvantageousfeaturesassociatedwiththeDWTare（1）Hle（1e〔10r－  

relationproperty，thatis－thepropertythattheDWTnlakesastronglydep（）Il（1cIlt  

SequenCeunCOrrelated，Whichispossibleeveninnonstationaryprocesses，an〔1（2）t－h（ゝ  

SPeCialrelationshipbetween十hewaveletvarianceandthescale・Thesepropertipsof  

theDWTenableustoanalyzetimeseriesdata・mOreClosely・Morespeci呂cally，We（Tflll  

applywaveletmethodstothefollowlngPrOblems・   

（a）Wavelet－basedestimationoftheた、aCtionaldifferencingparameterd  

（b）Waveletsolutiontothespuriousregressionofh、actionallydifferencedpro（leSSeS  

（c）Wavelet－basedtestfbrhomogeneityofvarianceinloI甘memOrytimeseries  
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UseofStochasticDifferentialEquationsinFinancialTimeSeriesAnalysIS  

Tbhru OZAKI   

InstituteofStatisticalMathematics，TbkyoandGraduateUniversityofAdvancedStudies  

Theinnovationapproach，intimeseriesanalysIS，triestofindacausalmodelwhich‖whitenTltheobservedtime  

SeriesdataintoGaussianwhitenoise・Bydoingsoitprovidesuswithamethodtopredicttheseriesandto  

Characterizethedynamicsbehindthetimeserieswiththeidentifiedcausalmodel・Theoptimalsmootherand  

theoptlmalfilterofthevariablesusedinthemodelねrthetimeseriesareobtainedatthesametimeffomthe  

identifiedcausalmodel・ThistechniquehasbeendevelopedbyWold（1938），Kolmogorov（1941），Wiener（1949），  

Kalman（1960），Kailath（1968），Akaike（1969）andBox－Jenkins（1970）etcinthelastcentury．Ofcoursethe  

CauSalmodelfbrtherealdataisunknownandwehavetoidentifythemodelamongtheseveralcandidates・The  

SuCCeSS Ofthe approachin realapplicationisclosely dependent on the．Icausalmodel一一we usewith the  

innovationapproach・Naturallythemodelsemployedwiththeapproachwerelimitedtolinearmodelsatthe  

earlystageofthedevelopmentin1940to1960s・Howeverthereisnoreasonwhywehavetouseonlylinear  

CauSalmodels・UnfortunatelydeveloplnguSefu1nonlinearcausalmodelsinapplicationsdidnotattracttime  

Seriesanalysts－attentionasmuchasappliedscientistsinmeteorologyandbiologyetc・・Emergenceofchaos  

Studiesin1970’swasachallengetothetraditionalapproachoftimeseriesanalysis．ItisMay（1976）whichrnade  

theideaofdeterministicchaoswidelyknownamongscientistsrelatedtotimeseriesanalysis－Thisencouraged  

manyscientiststopaymoreattentiontomodelswithanalternativenonlineardynamics，Whichcouldreducethe  

uncertainty，1・e・thepredictionerrors，hopefu11ytobezeroatanultimatestage・InrecenttimeseriesanalysIS，aS  

SeVera11inear models have been taken over by rnewly developed nonlinear models，the orlglnalideaof  

innovationapproachdevelopedbyWiener，KalmanandBox－Jenkinsseemedtohavebeenputasideaswell・  

Theinnovationapproach，however，WaSnOtCOmpletelythrownoutinsomeofthegroupoftimeseriesanalysts・  

Studies ofnonlinear dynamic models，including those new animals such as deterministic and stochastic  

difftrentialequationmodelsandneuralnetworkTnOdels，havebeenpursueda）sofromastandpointofthe  

traditionalinnovationapproach．In1960－1970，itwaswidelyknown，inthetraditiona＝inleSeriesschool，that  

nonlinear polynomialAR models are not appropriate forsimulating the processalthough theylmPrOVe  

PredictionperfbrmanceslgnificantlycomparedwithlinearmodeIs．Theyarecomputationallyeasytoestimate  

buttheyalwaysleadustocomputationalexplosionsiftheTnOdelsaresimulatedwithGaussianwhitenoiseof  

theestimatedvariance・Becauseofthis，nOnlineartimeseriesmodelswhicharegood払rsimulationsaswellas  

Predictionsstartattractingpeople’sattentioninthetraditionaltimeseriesanalysisin1970－s（Discussionsto  

Campbell＆Walker（1977）andrIbng（1977），Ozaki＆Oda（1978））．Heretimeseriesmodelswhichdemonstrate  

SOmekindofnonlineardynamicstructureisanalysts－mainconcern．  
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Inthispresentationweshowedthattheinnovationapproachcanplayanessentialroleintheassessmentofthe  

newanimalssuchaschaos，neuralnetworkmodelsandnonlineardifferentialequationmodelsaswellasofold  

animalssuchaslinearandnonlineartimeseriesmodels．ThesemodelsareintheclassofMarkovmodels．One   

OftheirnPOrtantnatureOfMarkovmodelsisthatpredictionerrorsaTeGaussianwhenthetr可ectoryofthe  

processde丘nedbytheMarkovmodeliscontinuous（Doot）（1953））・Thisisthereasonwhyinnovationapproach  

COuldstillplayanimportantroleinthenonlineartimeseriesmodeling，Wherethedataareusual1ysampledfrom  

COntinuousprocesseswithsufficientlysmalltimeinterval・Wehaveseenthatclassictheoriesdevelopedfbr  

Markovprocessesareusefulindirectingnonlineartimeseriesmodeling・Examplesofnonlinearstochastic  

diffbrentiaIequationmodelssuccessfullyappliedtorealtimeseriesdataandartificialdataarealsoshowninthe  

talk．  

Anapplicationofthepresentideatorealfinancialtimeseriesanalysiswaspresented・Herethetimeseriesis  

thecurTenCyeXChangeratedatabetweenUSDo11arsandJapaneseYtn・Acombinationofmonitoringand  

COntrOlthroughanefficientdynamicmodelwasshowntoyieldtoausefulmethodinfinancialenglneerlng  

Simi1artothePIDcontrolmethodincontrolenglneerlng．Ausefulmodelねrcharacterizingthemarkettendency  

Ofthepriceisthemicro－marketstructuremodel（Bouchaud＆Cont（1998），Iino＆Ozaki（2000））・Themodelis  

glVenbythe払1lowlngStOChasticdi飴rentialequations：  

d4，＝（α1＋β1¢）dt＋γ1d彗（t）  

d入＝（α2＋P2入）dt＋γ2dw2（t）  

dP＝¢exp（4）dt十γ3eXp笹／2）dw3（t）   

HereP（t）isthepriceofthecurrencyinthemarket・dwl（t），dw2（t），dw3（t）areincrementsofBrownianmotion・  

The state variable中（t）characterizes the state ofthe market，and whether the marketis over－Valued or  

undeトValued：inotherwords，Whetherthecurrency（USDollars）isover－Valuedorunder－Valuedagainstthe  

JapaneseYtn．IfO（t）＞0，itmeansthemarketisoveトValued，andif中（t）＜Othemarketisunder－Valued．  

exp（九（t））representsthestiffnessofthemarket，i・e．itsinverserepresentstheliquidityofthemarket．Ifliquidity  

islarge，Stiffnessissmall，andthepnceofthemarketdoesnotswlngaWayrnuCh打ornthepresentprlCeeVen  

thoughthecurrencylSOVer－ValuedorundeトValued．Ifweobtaingoodestimatesofthesestatevalues丘omthe  

PaStreCOrdsofpriceLdata，itmayprovideuswithusefulinfbrmationincontrollingthecuTrenCyallocations  

betweenUSDo11arsandJapaneseYtn．Usingthisinfbrmationwecoulddesignaru1efbra1locatingcurrency  

betweenUSDo11arsandYれAmodelidentificationmethodwaspresentedbasedontheinnovationapproach．  

NumericalresultsoftheapplicationoftheidentifiedmodelforallocationofthecurrenciesbetweenUSDo11ars  

andJapaneseYenwaspresented，WhereitwasshownthatsignificantgalnWaSObtainedevenwithveryasimple  

allocationstrategybasedonthefilteredestimateofthefunction中（t）．  
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マルコフ連鎖モンテカルロ法の最近の展開  

大森裕浩＊  

1マルコフ連鎖モンテカルロ（MarkovChainMon七eCario）法  

1．1データ拡大法／代替サンプリング   

TannerandWong（1987）によって紹介されたデータ拡大（dataaugmentation）法は、代替サ  

ンプリング（substitution sampling）と基本的には同じもので、観測されるデータYを観測で  

きないデータZによって拡大（augment）させる手法である。YとZが与えられたとき事後分布  

打（∂i㌣Z）が簡単に計算できるか、乱数の発生が簡単であることを仮定している。  

1．2 ギプスサンプラー   

未知の母数をβ＝（β1，…，‰）′，観測されたデータをyとすると、事後分布打（桝y）を求めるこ  

とが難しいときに、他のパラメータを所与とした条件付き分布から反復的にβ を発生させることによ  

り、事後分布からの標本を得るのが（systematicscan）ギプスサンプリング（Gibbssampling）であ  

る。ギプスサンプラーを行うためには条件付分布から標本を簡単に発生できる必要があるが、それが  

困難な場合はRittera・ndTanner（1992）は格子点上で行う格子点ギプスサンプラー（GriddyGibbs  

sampler）を提案したo Damien，WhkefieldandWalker（1999）は条件付分布からのサンプリングが  

困難であっても潜在変数を導入することにより単純なサンプリングに帰着できる場合があることを示  

しているが、それ以外の場合では後述する棄却サンプリング連鎖M－Hアルゴリズム（A－R．M－H）や  

GriddyMultiple－nyMetropolisアルゴリズムを用いることになる。  

1・3 M－H（Metropolis－Hastings，メトロポリスーへイスティングス）アルゴリズム   

よく用いられるM－Hアルゴリズムの1つに棄却サンプリング連鎖がある。打（ェ）からの標本の発  

生が難しいためにすべての諾について汀（ご）＜cg（ェ），（cは正の定数）を満たすような拍）を使っ  

て棄却サンプリングによって打（ェ）からの標本の発生を行うものである。しかし、棄却サンプリング  

にはg（∬）の近似精度の問題、上限cの選択の問題がある。そこで、これを修正して町（ェ）＜cg（ご）  

を仮定せず、J（諾）＝min（汀（∬），Cg（ご））として独立連鎖を行えばよい。この他にも、升（ご）が多峰分  

布であったり、状態空間が制約された空間であるときに有効な方法にSchmeiserandChen（1991）に  

よるヒットエンドラン（hit－and－run）アルゴリズムや、Liu，LiangandWbng（2000）による、点の  

周囲の情報も集めるために、点£とyのそれぞれの周問の点をた個使って確率密度の比を比較す  

る方法としてMTM（Multiple－TryMetropolis）アルゴリズムなどがある。  

＊乗京大学大学院経済学研究科．〒113－0033東京都文京区本郷7－3－1e－mail：OmOri＠e．u－tOkyo．ac．jp  
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2 マルコフ連鎖の収束判定の方法   

実際にマルコフ連鎖モンテカルロ法を使うときには標本が均衡分布に収束するまでは、初期値に依  

存する期間であるとして棄て、それ以降の標本を用いて推論を行うことになる。その場合、反復を何  

回以上行えば初期値に依存せず、均衡分布に収束するのかという問題が生じる。収束に必要な反復回  

数を理論的に導く試みはなされているが、実用性に欠けているため現在の段階では、まず反復を行い  

得られた系列を用いてマルコフ連鎖が収束しているかどうかを検査するという方法がとられている。  

もちろん、Cowles，RobertsandRosenthal（1999）で指摘されているようにどの方法も完全ではなく、  

いくつかの方絵を併用しながら、収束の判定をしなくてはならない。収束の判定手法の包括的なサー  

ベイほRobertandCasella（1999）やMengersen，RobertandGuihenneuc－Jouyaux（1999）を、実験  

に基づく比較についてはCowlesandCarlin（1996）やBrooksandRoberts（1999）を参照されたい。  

3 モデルの選択   

モデル選択の基準としては周辺尤度（marginallikelihood）やその比であるベイズ比（BayesFactor）  

がよく使われる。Ra鮎ry（1996）によると重点的サンプリングの方法では9を注意深くとらなけれ  

ば精度の悪い推定値になってしまうため、Chib（1995），ChibandJeliazkov（2001）はそういった問  

題のない、周辺尤度の推定方法を提案した。一方、モデルのサンプリングも含める計算方法にGI、eeIl  

（1995）によるり／トシプルジャンプ（reversiblejump）アルゴリズムがある。現在の状態が（吼Oi）  

であるとき  

（i）まずモデル選択のために提案された密度飢（吼叫）に従ってモデル叫を選択する。  

（ii）豆＝Jならば通常のM－Hアルゴリズムかギプスサンプラーで新しいβよを発生させる。  

（iii）宜≠ゴならば、まず確率変数叫を提案された分布92（現世，城，叫）に従って発生させる。ま   

た9ijを（Oi，ui）から（q，uj）への単射（ui，ujはdim（Oi）＋dim（ui）＝dim（Oj）＋dim（uj）を   

満たす）としたとき、（勒，叫）＝鋤拘，叫）を確率   

で採択する。  

min（1，   汀（封Ⅰ軋几勾）町（糾明）打（叫）、．91（叫，鳩）q2（叫l軋叫，几弟）  軸jj（軌，′比i）  

打（甘酢鳩）汀（射場）灯（叫）’’飢（鳩，叫）q2（叫怖，鳩，叫）   ∂（軋叫）  

4 ソフトウェア  

BUGS（BayesianinferenceUsingGibbsSampling）は、イギリスのInstituteofPublicHealthの  

MRCBiostatisticsUni七により開発されたシステムで（現在無料で提供されている）事後分布の平均  

とその標準誤差、標準偏差、95％信用区間のほか、標本経路、事後密度関数のカーネル推定値、標本  

自己相関関数などを出力してくれる。詳しい収束の判定は得られた標本を一旦ファイルに出力して  

からCODA（ConvergenceDiagnosticandOutputAnalysisSoftware）やBOA（BayesianOutput  
Analysis）というプログラムで行う。BUGSは現在1次元の条件付分布からしか乱数を発生できない  

ので、標本の自己相関が高くてブロック化を必要とするようなサンプリングはまだできない。  
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AsymptoticsofRankOrderS七a七is七ics払rARCHR，eSidua且  
●●              EmplrlCa且Processes  

AJAY CHANDRAIAND MASANOBU TANIGUCHI2  

〃√／ノ√山／J／川／・イーIJり抽′／J川／／川／．ヾ川・‖一什  

（一∫■′…／州／√・恥／′り‖／‖ノー古岬‖√′川りト＼’川／…  

0βαたα仇豆ueァ、β和  

上〕什川〟け／・∴りルノ／  

1．ⅠIltI・Od11Ction  

Classicaltimeseriesmodelsassumeaconstantone－Periodforecastvariance．Inorderto  

OVerCOmethisimplausibleassumption，Engle（1982）introducedaclassofARCH（p）models，  

WhichallowstheconditionalforecastvariancetochangeovertiIneaSafunctionofthepast  
、▼；Llues・SincethenフARCHrelate〔1modelshavebecomeperhapsthemostpopularandex－  

TJ｛rlllSivclystudiedBnancialecoIlOmetricmodels（Engle（1995），Gouri6roux（1997），Chandra  

之l」ヱ1（1Taniguchi（2001a，b））・Moreover，Giraitiset・al（2000）discussedaclassofARCH（∞）  

1110dels，Whichinclu（1esthatofARCH（p）modelasaspecialcase，an〔lestablishedsufhcient  

（：（）IlditioIIS for the existence ofastationarysolution andits explicit representation・For  
ARJCH（p）ⅠIlOdel，HorvAthandKokoszka（2001）derivedtheasymptoticdistributionofthe  

PlIIPlricalproccssl）aSed on trhe squared resid11als whichis considered offundamentalim－  
POrtanCe for statisticalarnalysIS・Then they showcd that，unlike the residuals ofAR．MA  

Il10dels，theseresidualsdoIlOtbehaveinthiscontextlikeasymptoticallvindependentran－  

〔lomvarial）1esっand the asymptoticdistrit）utioninvolvesatermdependingonestimators  
（ノ）fthevolat′ilitypararrletCrSOftlhemodel・AIsoLeeandTaniguchi（2000）provedthelo－  
Calasymptoticnormality壬brARCH（∞），anddiscusse（1theresidualenlPiricalprocessfbr  

ARCH（1）withstochasticlnearl．   

Inthei・i・d・SettingsフtWO－SamPleproblemisoneoftheimportantstatisticalproblems・  
Forthisproblem，aClassofrankorderstatisticsplaysaprominentrolesinceitprovides  

l（）（▲と111vnlOSt pOWerfulranktests・The study oftheasymptoticpropcrtiesbasedon such  
raIlkor〔lerstatisticsisoneofthemostessentialpartsofnonparametricstatistics・Many  
autllOrShavecontributcdtoitsdevelopment，andnuIIlerOuStheoremshavebeenfbrmulated  

toshow the asyrnptoticrlOrmalityofaproperlynormalizedrankorderstatisticinmany  

teStingproblems・Theclassicallimittheoremwhichgeneratedmuchinterestinthisareais  
tllビCelebratedCherno釘Savage（1958）theorem・Thistheoremhasbeenusedtos七udythe  
asymptoticpowerandpowere臨ciencyofaclassoftwo－Sampletests．Furtherrefinementson  

thecon〔litionsofthetheorem，eXtCnSionsandrelatedresults．fbrexample，areduetoHAjek  

a11（1白idまk（1967），PykeandShorack（1968）andPuriandSen（1993）．Morespecifically，the  
Cherno掛SavagetheoremgiveninPuriandSen（1993），isformulatedunderlessstringent  

…11ditiorlSOnthescoregenerating壬bnctions．   

Thepresentpaperdiscussestheasymptotictheoryofthetwo－Samplerankorderstatis－  
ti〔・S（TN）fbrARCHresidualempiricalprocessesbasedonthetechniquesofPuriandSen  
（1993）aIldHorvathandKokoszka（2001）－Sincetheasymptoticsoftheresidualempirical  
T）上て）CeSSeSaredifferentfroInthosehrthe－1SualARMAcase，thelimitingdistributionof（7Lr）  

1Sgreatlydifferentfl、OmthatofARMAcase（ofcoursci．i・d．case）．Basedontheasymptotic  

］（・harldra唾sigmath．es．osaka－u，aC．jp  

2taniguti＠sigmath・eS・OSaka－u・aC・Jp  
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results，WeeValuate七heasymptoticrelativee托ciencies，COnStruCtCOn丘denceintervalsand  

Studyrobustnessforvariousresidualdensitiesinsometwo－SamPleproblems・Thespstudies  
illuminatesomeinterestingcharacteristicsofARCHresidualsincomparisonwiththei．i．d．  
Settings．  
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Asymptoticexpansion払rhiddenMarkovmodels  

YujiSakamoto＊  

j茄mβたわnα九ねr、れα如†1αgこ血豆erβ軸   

1 Hidden Markov model   

Letusconsiderthefo1lowlnghiddenMarkovmodel：  

＋上Ⅰ  ．／：′  
鴨（方g，β）dβ＋   V（芳ぶ，β）dⅧぶ，  ズt＝ズ0  

11＝仙   
＋上土  

ぶ0（ズg，β）dβ＋エ土，   

WhereOisanunknownparametervaringinaparameterspaeO⊂温P（thedimensionofOisp），lも，Vand  

SoarereaトvaluedgivenhlnCtionsonRxO，W＝（wt）tER＋1SaOne－dimensionalsta11dardWienerprocess，  

L＝（Lt）tE取＋isaone－dimensionalL6vyprocess，XoisarandomvariableindependentofwandL，andyo  

isagivenconstant・ThedistributionsofXo andLmayalsodependoIlO．Supposethat（i）Xisstrictly  

StationaryandthemomentsofXtuptoanyorderexistfora11yt∈R＋，（ii）wandLareindependent．Note  

thattheincrementLt＋s－LthasthesamedistributionasLs．   

SupposethatwecanObserveギ＝（払j一覧（j－1））／△，j＝1）‥二，n，forafiⅩed△＞0，WhileXcannot  

beobserved・Inthisarticle，WeWillconsiderthemomentestimatorOmbasedonZ△＝（Zf）た1・  

Examplel．（Lisa menerpr・OCeSS）LetLt＝ノ左通t，Wllere蕗＝（砺）isastandardWienerprocess．  

Example2・（NormalilWerSe GaussianL6vyprりCeSS）LetLlbedistributedasanommalinverseGaussian  
distributionNIG（α（0），β（0），6（0），P（0））forgivenfunctions（α，β，∂，FL）‥0→iO≦lβ1＜α，∂＞0，P∈R）．  

Example3・（hidden Ornstein－tHLlenbeck d脚↓Sion）Let X＝（Xt）tER．be a・Stationay d凪1Sionprocess  

satisむingdズt＝p（ヴ一方亡）蛮＋ヽ斤勒．  

Example4・（hiddenCox－In9erSOll凋0＄SPrOCeSS）LetX＝（Xt）t6脱．beastationaydi軌1Sionprocesssatis－  

けingdガt＝p（q一方t匝＋、斤確d叫．   

Forthemodel（1）and（2），thefirstorderpropertyofthemomentestirnatorstudiedbyMasuda（2001）．  

ForNIG－L6vy motion，SeeBarndorfF－Nielsen（1998），andbrthe application ofHMM，See Genon－Catalot，  

et．al・（2000）・   

2 Asymptotic expansion  

FbranylagsetX＝（kj）j＝l，‥．，丁れ，kj∈Z＋†，let  

〃（卵）＝動［（Zト耶P】喘ん1一月昭］）‥囁帖‥＋ムm一郎叫  

ForthecasewhereHistheemptyset¢，WedenoteE［ZP】byp（M）・InordertoestimateO，Onema㌢  
COnStruCtaeStimatingequation：＊n，j（薫；0）＝0，j＝1，…，Pforlagsets（L考）ぎ＝1SuChthatAj＝］，  

L考＝4），j＝1，…，d・Here¢n，1（4）；0）＝∑ニ1（Z？－FL（¢；0）），and  

m－んJ・mプ  

軌鳥（考；β）＝ ∑  

i＝1  〈自鶴エー榊ト〃（卿）  

forj＝2，・・・，P，WhereL考＝（kj，l）21，kj，0＝0，andkj，l＝kj，1＋・・・＋kj，l・Ingeneral，itisknownthatunder  

someregularityconditions，M－eStimator∂ncorrespondingtotheestimatingfunction4｝n＝（4，n，a）≡＝1admit  

＊Fax：81－823－70－4852・E－mail：y－Sakamo＠he．hirokoku－u・aC・」p  

†盈＋denotesthesetofnon－negativeintegers・  
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thesecondorderasymptoticexpansion：foranymaurablefunctionfhavingatInOStPOlynomialgrowth  
order，thereexistconstantSC＞0，E＞0，andaposltlVede鮎itematrix∂＝（bab）雲，b＝1Stl抽that  

上  
‰J（z）dz】≦仙（J，仇‾（叶1）／2？∂αb）＋0（γもーり2）  呵J（、布（∂几－∂））ト  （3）  

Whereqn，1andwaredefinedby  

帰（z）＝胸中＋姦 cαbc九血（z；拙十拍 Cdん血αわ））7  

上  
sup（げ（£＋訂）－Jk）巨‥回≧∵）¢（ご；∂αb）壷，   山（か，∂αむ）＝  

hrthenomaldensity4）（T；∑ab）withmeanOandcovarianCematrix∑＝（∑ab）雲，b＝1andtheBrstand  

thirdorderHermitepolyI10mialsha（T；∑ab）andhabc（r；∑ab）generatedby綽；∑nb）・Thepositi、▼t：111atl・ix  
g＝（9ab）雲，b＝1aJldthecoefBcientscabcandPa；bcaredeBnedintermsoftheInOmentSOf¢andits（lerlVatives・  

Fortherigorousderivationoftheasymptoticexpansionabove，SeeSakamoto－Yoshida（1998），Whichdeale〔l  
WiththeexpansioIluptOthirdorder．   

Asforthemomentestimators，thecorrespondingestimatingfunctionbecomes帖，a（。脆；0）definedhr  

SuitablychoosenlagsetstXL，anditisrathereasytoshowthevalidityoftheasyIllptOticexpansion．   

Theoreml．エe亡0むeαOpe7もCOmVe二万β祝わ．9ef oJRp．∫叩pOβe娩α子方ぬβか豆c軸βね如ア招†・y，／闇†花0汀ほ7由  

て岬わαrぁかαryOrder，αmdα珊血豆mタび五紙娩e†乃五∬豆mタCOq炉c宜eγ1£decreαβ哀γもタeこ甲Omeγ1わα勒・財βア、eαUer．叩ppOβe  

兢か7由βmO叫αれdがはま∂り／∂β豆…抑β如祝gαγ、・meγも，げ兢ed最r五わやOm扉エ1hほ〟化ざm鋸瀦＝止弼血加旬  

COγ血ヤ㈹βぞ肝相加上申eβ視野ほdeco叩Pβ豆如乃，伽m即附加9揖mα加βmα血豆士官伽肥…最αrde…甲叩柚c  
叩…笠0叩脚わy仰∂ニ＝βれ－βα； 。。（βm）β亡d（軋）由αわ血一COrγteCfed脚、β血扉∂，l，豆．e．ク〃椚呵ノ完（βニー叫＝  
0（m‾1／2）．   

Example5・（0こ左d軌sion＠Weiner）LetXandYbeprocessesconsideredinExample3andl，reSPeC－  

tively・Supposethatq，randJareunknown，Pisknown．Inthiscase，themoInent eStimators4，”fn，∂‖  

areglVenby   

¢m＝g舎｝声帯＝2△2p3（1イザ…∂m＝△（紳）＋みト△pイ△p））・  

Theirbias－COrreCted versions are  

1（3－2△♪－4e‾△p＋ぐ‾ゴ△♪）  1 2△p  
（ヂn＋p2九），∂ニ＝倉m＋；  γl  ぜ芸＝‰，ダニ＝ヂn＋－  （ヂm＋〆れ）・  

m（トe－△p）2  （1－e－△p）2p2   

Example6・（Cm－d亘伊LSion伊NIG－L6tly）LetXandYbeprocessesdeBnedinExample4andl，reSPeC－  

tively・Supposethatq，gareunkown，P，risknownandβ＝P＝0．Thenthemomentestimatorsarl（1their  

bias－COrreCtedversionsareglVenby   

¢m＝哉㌔1‰＝△（刷＋塞け－△折△p））っ 尋ニ＝‰梱れ＋三（∂m＋宗¢m）・  

Refbrences   

［1】BarndorfFNielsen，0・E・（1998）‥FinanceandStochastics．，241－68．  

【2］Genon－Caralot，Ⅴ・，Jeantheau，T・andLaredo（2000）‥Bernoulli．，6105ト1079．  

【3］Ma5uda，H・（2001）‥肌βねrmeβ由・Gm血αねぶc九00gOJ肋伽mα如才βc豆emce，仇如r輌OJ孔如．  

【4】Sakamoto，Y・，andYoshida，N．（1998）：Submitted．  
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A Generalized SSA温Modelamd PTedictive  
DistributionwithanApplica七iom七0Vぬ毘＊  

NaotoKunitomo†  
and  

SeishoSato‡  

December2001  

Sum血ary   

In our talk we have proposed to use a class ofnonlinear time series models，  
whichisageneralizationoftheSSAR（simultaneousswitchingautoregressive）  
models，anddevelopanewapproachtodealwiththeasymmetricalsamplepaths  
oftime series．Earlier，We haveintroduced the stationary and nonstationary  

SSARtimeseriesmodelsanddiscussedtheirstatisticalpropertiesinsomedetail  
（KunitomoandSato（1996，1999，2000），SatoandKunitomo（1996））・TheSSAR  
modelshavebeendevelopedfbrapplicationsineconometricanalysesincludingthe  
disequilibriumeconometricmodelsandthetimeseriesmodelswithadjustmentsin  
且nancialmarkets．AlthoughtheSSARmodelshavebeendiscussedineconometric  

applications，therearesomeinterestingnewaspectsfbrstatisticalnonlineartime  
seriesmodelling・WbaretryingtoextendtheSSARmodelstoaclassofGSSAR  
modelsintimeseriesanalysisanddiscusssomepossibleapplications．Sincethe  
mostimportantapplicationoftimeseriesmodelsisprediction7WeShalldiscuss  
some related applications based on the predictivedistribution ofthe GSSAR  
models・Inparticularweshallproposeanewestimationmethodofthepercentile   

＊Ourtalkwasbascdonthcpapcrwhichwasorlglnal1ywritもCnfbrourprcscntationatthc  
3rdUS－JAPANconfbrcnccontimcscricsanalysishcldinJunc2001atKyotoUnivcrsityundcr  
thctitlc”A Gcncralizcd SSARModclandits Applications”．Wbthank ProfbssorGcnshiro  
KitagawafbrhisuscfuldiscussionsonourprcviousstudicsonthcSSARmodcIs，Whichlcad  
ustoworkonthcprcscntstudy・ThcfulltcxtofthispapcrhasbcenavailablcasDiscussion  
PapcrCIRJE－F－122fromhttp：／／www・C・u－tOkyo・aC・jp／cirjc／rcscarch／dp／2001／1ist・htm・  

†FacultyofEconomics，UnivcrsityofTbkyo，7－3－1Hongo，Bunkyo－ku，Tokyol13，JAPAN・  
‡InstitutcofStatisticalMathcmatics，4－6－7Minami－Azabu，Minato－ku，TokyolO6，JAPAN・  
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pointsofthepredictivedistributionsuchasthemedianwhenitisnotnecessarily  

Symmetricalandtheresultingvolatilityfunctionofthetimeseriescanbealso  

asymmetrical・ItisessentiallythesameproblemastheestimationofValue－at－  
Risk（VaR）inrecent丘nancialriskmanagement・InthestandardV瓦Rprocedure，  

however，ithasbeenoftenassumethattheunderlyingreturnprocessisasequence  

ofuncorrelatedrandomvariables．（SeeJPMorgan（1996）orJorion（2000）forits  

details．）   

There can be other approachesinthe estimation problem ofasymmetrical  

VOlatilityfunctionandVaR．Inparticularsomenon－1inearstatisticaltimeseries  

model茅alongthelineofNelson（1991）andHarveyandShephard（1996）inthe  
econometricorfinancialanalysIS Ofthe asymmetricalvolatilityfunctions have  

beenknownandtherehavebeenmanyrelatedstudiesalreadyappeared，Which  

arecloselyrelatedtotheapplicationsweshallinvestigateinthispaper．However，  

OurapPrOaChtotheproblemofestimatingasymmetricalvolatilityfunctionand  

measuringVaRisasimplebu七differentonefromtheexistingliteraturesinthis  
respect・   

WehaveintroducedageneralizedunivariateSSAR（GSSAR）modelanddis－  
CuSSSOmeeXamPles．ThenwehaveinvestigatedsomepropertiesoftheGSSAR  

modelsincludingthe geometric ergodicity and the estimation problems ofthe  

GSSARmodels．AIsoweshalldiscussthepredictivedistributionintheGSSAR  

models and the estimation problem of percentiles of the predictive distribu－  

tion such as the median・Asan application we shal1discuss the prediction  
basedon themedianandtheestimation ofV瓦Rinthefinancialriskmanage－  
mentandgiveacasestudyontheinterestratesfuturesmarketinJapan．The  
fu11text ofourtalk has been available as Discussion Paper CIRJE－F－122from  
http：／／www・e・u－tOkyo・aC・jp／cirje／research／dp／2001／1ist．htm．  

KeyⅥわrds   

AsymmetricalSamplePaths，GeneralizedSSARModel，PredictiveDistribution，  

PredictiveMedian，TransformationModels，Ⅴ瓦1ueatRisk（V瓦R）．  
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Largedeviationslimittheorems王brthekernelspectraldensityestimator  

北海道大学大学院経済学研究科  柿沢 佳秀  

1．はじめに 正規定常過程（坑‥ま∈Z）は平均0で自己共分散関数7（ん）＝  

且（坑羊＋九）＝7（－ん）をもつとする・仮定∑畏＿∞l7（九）‡＜∞の下で連続なスペク  

トル  

刑＝ 
九 

が定義される．観測系列れ，…，yをに基づいたカーネル型スペクトル推定量  

封α）＝上‰（α一埴（入）dÅ  

＝上喜（〝〃（α一刃＋Ⅷ読（α＋榊（ス）d入  

を考えよう．ここにみ（入）はピリオドグラム  

2  1  r  

榊）＝去l皇扉と入 2九r  
1  

27rr  
∑γ誹e叫拍） 

β，た1  £＝1  

〟〃（入）は非負で原点対称な連続関数∬（β）（β∈R）に基づいたスペクトルウインドウ  

（：X）  

∬〃（Å）＝〟∑〟（〟（入＋2打〃け  
lノ＝－0〇  

である・カーネル関数打（β）の台がⅢ＝卜打，打］であること，及び，ふ∬（〃）血＝1  

を仮定する．またr→∞のとき且オ＝〟（r）は1／〟＋〟／r→0を満たすとする・  

み（α）は原点対称で周期2打をもつから，以後断ることなくα∈［0，打］と仮定する．  

㍉両（み（α卜J（翔の漸近正規性は知られている・本報告ではみ（α）に関する  

裾確率を扱う．   

2．準備（β，f）要素が  

7（β－ま）＝上州e叫叫dÅ  

であるrxr対称行列を∑T，Jと書くことにすれば，カーネル型スペクトル推定量は  

y＝（羊，・‥，‡封′…肺（0，∑r，J）の2次形式であることに注意しよう‥  

緑）＝筈y′Qr，αy・  

ここでQr，αはrxr対称行列で，その（β，り要素は  

軌恒）＝上去‰（入瀦入（叫dÅ 
っ∬〟（入；α）＝（航す（入－α）＋‰（抽））・  
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大偏差定理では積率母関数が必要である．今の場合  

log岬恥y）＝一 lo紳（み－2勒Qr，α）  

の極限関数をJ（人），∬（入）（Å∈R）のリブシソツ連続性の下で求めることができる．   

3．結果   

定理1 α＝α（T）∈［0，打】が次の条件を満たすとする‥  

（Cl）打／〟≦α≦訂一打／怖かつ，1im了1→∞α＝山∈［0，叶  

このとき，0＜∬＜∬0に対して  

塩log鵬（α卜抽）＞∬］＝－r′い（∬），  

塩log恥（α卜掴＜－∬】＝－rル）トれ ′、  

塩logP【血α）一刷＞£］＝－rル，（£）・  

なお，同様の結果が  

（C2）0≦α≦打／〟，かつ，1imT→∞α〟＝山∈［0，打】  

あるいは  

（C3）打一打／〟≦α≦汀，かつ，1imT→∞（汀－α）〟＝U∈［0，汀］  

に対しても示される．  

定理1から偶一理∞＝Sup入。佃陥（スト榊）lの据確率を評価することもできる・ 〈   

定理2 0＜∬＜銘に対して  

塩log舶一帖＞∬］＝坤）・  

A（£）は定理1の右辺で得られた（Cl），（C2），（C3）の関数の最小値として定義される．  

なお∬＼0における挙動は次のようである．  

系3 C打＝maX吋0，訂げ（∬）が（i）max（封0），仲））＜Cu／ノラを満たすとき  

激怒log鞘広一仙＞∬】＝  

（ii）C打／ヽ乃≦maxけ（0），仲））≦Cuを満たすとき  

4打C呂ふ（∬（〃））2血’  

恕塩log珊佑一帖＞ご］＝   8打［max（〃0），J（訂川2J㌫（打（〝））2血  
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Onsemiparametricestimationof  

a丘actionaldifferenceparameter  

F．J．Hidalgo（LondonSchoolofEconomics）  

YbshihiroY瓦jima（Universityoflbkyo）   

Ⅵ毎studytwoestimatorsofdinthemodelf（入）～C入‾2das入→0＋，Where  

f（入）denotesthespectraldensityofacovariances七ationarylinearprocess  

Xt．W6showthatoneoftheestimatorsachievestheoptimalsemiparametric  

rate ofconvergence，Whereas the otherhas arate ofconvergence as close  

as desired to the optimalrate．Moreover，We Show that the estima七ors  

areasymptotica11ynormalwithavariance，Whichdoesnotdependonany  

unknownparameter．   

DefinethediscreteFburiertransfbrmandperiodogramofxtbya（入）＝  

（27rn）－1／2∑E＝1Xteit＾andI（入）＝lα（入）l2．Thende丘ne尤by  

／± 志 

∑だm′2圭．p ifm＜2p  
ノヽノヽ ふ＝J（入p）＝  

孟∑誓ち専ifO＜2p≦m  

where入p＝響，P＝1，・・・，n－1isaFburierfrequencyandli＝I（Åj）・   

Thenfirstwedefinedby  

よ＝んひ（料plog項料）logん1），  
wherew（u）withu∈（0，1）isapositiveweightfunctionand  

九u＝（－2JJ可可log（可d叶1and叫＝W（p／町  

Next 

）＝九ひ（姶輌㈲－（ 接ヰ0塘）），  
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where  

（ 

孟∑だ三m′2入諸   

慧∑欝入諸  

正m＜2p  

汀0＜2p≦m  
鳥＝f（入p）＝  

andぷ＝C人言2d   

Finallywcdifinethe丘rstestimatorby  

∂＝∂－ゐ伺，   

Wheredisapreliminaryestima七OrOfd，Saydbutwithadifferentbandwidth  

〈 numberkl／2insteadofmfbrh．Andwedefinethesecondestimatorby  

㌔＝幻－1去∑扁  

where  

毎＝んぴ 

（去かlog貞一（去かg£十1））  

ノヽ andw（l／p），Vp＝V（p／m），幻＝m－1∑芸1Vpandthebandwidthofんisml  

iIIS七ed ofm．   

3．Theoreticalresults  

Theoreml仇deγβOmeα肌叩如叫αβm→∞，ml／2（∂－d）co陀Ueγ耶β  

ねⅣ（0，砿◎ま）玩d正純加鵡卯＝止ere◎w＝か小）血．  

Theorem2 仇如βOmeαββ祝mp如れβ，α川→∞，ml／2（∂＊－d）co花Ueγ耶β  

わⅣ（0，砿（品巾）血）‾2が）玩ゐ去れわu如れび厄re◎2＝ぷ（（v（祝）か丞）d可一  

点∬‾1ぴ（w／∬）v（諾）血）2血  

〈′ゝ d＊achievestheoptimalsemlParametricrateofconvergence，Whereasdhasa  

rateofconvergenceascloseasdesiredtotheoptimalrate．  
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