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序 － ノンパラメトリック，ロバスト統計量，離散分布，  

B－スプライン，ウェーブレット  

横浜市立大学大学院・総合理学研究科白石高章  

1 はじめに  

（1）ノンパラメトリック，ロバスト統計量柵自分の考えと今後の研究   

（2）離散分布∴分割表、多項分布におけるパラメータの推定   
（3）B－スプライン，ウェーブレット柵 数学的解説  

2 ノンパラメトリック，ロバスト統計量   

○分布によらない検定法… 順位検定、並べ替えM検定   

○推定法…一 最小自乗法、順位推定法、分布の近傍での頑健推定法   

◎並べ替えM検定と頑健推定法の数学的最良性は漸近理論によって証明されている  

が、計算機シミュレーションによって小標本の場合にもこれらの頑健手法が良いこと  

が検証できる。   

◎観測値の従っている連続分布を特定することは難しい。  

理由：適合度検定は検出力が低い。   

◎観測値の従っている分布がある特定の分布の近傍に入っていると判定し、そこで  

の頑健手法を選択し統計解析する．あらゆるデータに適用可能，外れ値にも考慮された  

ことになる．1次元に対してはかなり計算機による手法の良さの検証は可能  

3 離散分布   

分割表において検定統計量を使ってパラメータの縮小推定量（shrinkageestimator）を  

提案することができ、通常の推定量を改良していることを漸近理論によって証明でき  

る。もっと一般に多項分布のパラメータの縮′ト推定量の理論ができる。  

4 B－スプライン   

〃1（∬）＝J〔0，1）（［0，1）上の特性関数）   

m次のカーディナルB－スプライン関数  

軸）≡ 

′； 
耽－1（ご珊榊＝上1軋－1（憲一－t）dt   

∧㌦i（ェ）は次の（i）から（Ⅴ）の性質を持つ。  
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S11ppN（x）＝［0，m］  
0＜∬＜mなる∬∈月に対し‰（ェ）＞0  

軋（警＋∬）＝‰（讐－∬）∬∈R  

鶴（諾）＝磨軍∑詰。ト1）た（紬maxiOっ∬－た）］m‾1  
∧㌦（∬）∈Cm‾2かつ任意のた∈Zにたいして  

［た，た十1）上では弼丁も（∬）は∬のm－1次  

の多項式  

ヽ
l
ノ
）
 
 

H
リ
一
叫
…
m
一
Ⅳ
、
里
 
 

′
し
 
（
 
（
 
′
し
 
（
 
 

lア≡坤α可2を∧㌦（如－た）‥た∈Z‡（空間エ2（呵上の閉包）  

とおくとき，  

…⊂t㌍1⊂1ず⊂l誓1⊂‥・  

∩町＝（0），∪町l＝エ2（叫  
J∈Z ゴ∈Z  

Bスプラインはエ2（R）の基底ではあるが直交基底ではない。  

5 スプラインウェーブレット  

鞘）＝1，瑚∈）＝（cos∈）軋1（モト去（呵）軋1（モ）  

∫
－
－
－
＼
 
 

ニ
 
 

）
 
 

と
．
ヽ
 
 
 

訊
 
 

（㍑が奇数）  

（乃が偶数）  

†   

巧叶1（喜汁喜打）  （sin（主用2叫2  
eiそ   

一豆ei∈   

（れが奇数）   

（れが偶数）  

角n車（∈）巧叶1（喜モ）  （喜∈）n寸1  

（sin（喜モ））2叫2  
一へ ゆ几（2∈）＝  

鞄叫1（与汁喜訂）  

（喜∈）叫1  角可1（モ）角叶1（喜∈）  

フーリエ逆変換の公式により，声，節から早m，しtnが求まる。   

このとき，Pれ（∬）∈Cm‾1かつ任意のた∈Zにたいして［た，た＋1）上ではヂ托（∬）は  

エの71次の多項式，中和（…）∈C花‾1かつ任意のた∈Zにたいして［た，た＋1）上では  

¢れ（宣）は諾のm次の多項式。 ゆ几（・）をエ2（R）のれ次のスプラインウェーブレットと  

呼ばれている。   

その他のウェーブレットとして，ハールウェーブレットやドべッシー のウェーブレット  

があり、エ2（R）の正規直交基底になっている。さらに，無条件基底になっているウェー  

ブレットが多い。  
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ProportionalReductioninVAriationMeasure払r ContingencyTゝbles  

束京理科大学・理工 矢島僚太郎  

東京理科大学・理工 宮本 暢子  

束京理科大学・理工 富滞 貞男   

説明変数ズと，応答変数yからなる2元分割表において，ズの値が与えられたときのy  

の条件付分布に対する変動が，yの周辺分布に対する変動よりもどの程度小さくなってい  

るかを測る尺度（proportionalreductioninvariation（PRV）尺度）は，Agresti（1990，P・24）  

で述べられているように，一般に  

V（y）一旦［V（yiズ）］  

V（y）  

のように与えられる．ここにV（y）はyの周辺分布に対する変動を表し，利一′（y！ズ）1はガ  

の分布に関して取られた条件付変動の平均である．GoodmanandKruskal（．1954）は，変動  

の指標1！（・）にGiniconcentrationを剛、たconcentrationcoe伍cientと呼ばれるPRV尺度T  

を導入し，Theil（1970）は，変動の指標にShannonentropyを用いたuncertaintycoefhcient  

と呼ばれるPRV尺度Uを導入した．また，Tomizawa，SeoandEbi（1997）は，丁とUを含  

むⅣ▼一般化したPRV尺度r（入）（ス＞－1）を導入した．ここに尺度T，ぴ，r（入）は，∬とi／′に順  

序のないカテゴリをもつ分割表に適用される．本講演の目的は，説明変数芳に順序がなく，  

応答変数yに順序のあるカテゴリをもつ2元分割表において，PRV尺度を導入することで  

ある．   

2元月×C分割表において，Pr（芳＝五，i′＝ゴ）＝鮎Pr（∫＝宜）＝pi．，P申′＝j）＝p．ノ  

い＝1，2，‥・，月；ブ＝1，2，…，C）とする・すべての宜とjに対して，pi．＞0，p．J≠1を仮定し  

て、PR＼’尺度を次のように導入する：入＞－1に対して，  
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た＝1  ／．，小ニー  

C－1 2  

∑［1－∑（げ）入十1］  
J＝1   た＝1  

ただし，   

が0）＝無頼  
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C j C  

J     轄）＝∑紬げ＝∑鮎巧り＝∑裾げ＝∑p．£  
£＝1 f＝j＋1 t＝1 亡＝ゴ十1   

である．また4，（入）は，Power－dil▼ergenCeを用いて表すこともできる．この尺度に用いた変動  

の指標はPatilandTaillie（1982）のdiversityindexの和である．尺度は0≦ゆ（入）≦1であ  
り，任意のス（＞－1）に対して（i）ゆ（入）＝0であるための必要十分条件は，ガとyが独立で  

あり，（ii）ゆ（入）＝1であるための必要十分条件は，各乞に対して勒／釣．＝1となるゴが存在  

することである．尺度の信頼区間などの詳細は当日報告した．  

参考文献  

〔1】Agresti（1990）．CategoricalDataAnalysis，Wiley．   

［2］GoodmanandKruskal（1954）．JournalqfiheAmericanSiaiisticalAssociation，49，  

732－764．   

［3］PatilandTaillie（1982）．JournaloftheAmericanStatisiicalAssociaiion、77，548－561．   

【4］Theil（1970）．Amer五cαnJourγ乙αgOJ∫oc云ogogy，76，103t154．   

【5】Tbmizawa，SeoandEbi（1997）．Behaviormeまrika，24，193－201．  
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球面対称分布のもとでのスタイン現象について  

丸山祐造  

束京大学・空間情報科学研究センター   

統計的決定理論の枠観みで推定問題を考えるとき，もっとも興味深いトピックーつはスタイン現  

象の解明である・スタイン現象とは自然な推定量（MLE，UMVUE，MREなど）が非許容的であ  

る現象のことであり・Stein（1956）が㌢次元正規分布の平均ベクトルの推定問題で，ミニマクス推  

定量でもある最尤推定量がp≧3のとき非許容的であることを示したことに端を発している．さら  

にBrown（1966）はスタイン現象を非正規の場合にも拡張しており，位置母数の同時推定問題を考  

えるとき，最良共変推定量がパラメータの次元が3以上の場合に非許容的であることを示した．   

統計的決定理論の立場からは，非許容的な推定量があればそれを改良することが重要なテーマで  

ある．また許容的な推定量，あるいは推定量のクラスを構成することもまた重要なテーマである．  

我々が興味があるのは，非許容的な推定量を改良していてかつ許容的な推定量を提案することであ  

る．このことは推定問題に対して，最後まで責任をとるという意味で非常に重要である．なぜなら  

ば非許容的な推定量を改良する推定量を提案しても，またその推定量が非許容的であれば再びその  

推定量を改良するべきで，その意味では数学的により難しい問題を作り出しただけだからである．   

このような視点でスタイン問題を考えるとき，正規性のもとではミニマクスで（上記の問題にお  

いては，最良共変推定量を改良する，ということと同義）かつ許容的な推定量が得られているが，  

非正規のもとではほとんど考えられていない．もちろん一般的な設定のままでは難しいので，我々  

は特に球面対称分布の平均ベクトルの推定問題を考える・具体的にはp次元ベクトル芳が密度関  

数〃‖エー鋸2）をもっとき，平均ベクトルβを自乗損失関数エ（β，d）＝ll∂一利2のもとで推定する  

問題を考える．   

ニの問題に関する過去に得られた結果は，ミニマクスであるための十分条件に関するもの  

がほとんどであり，それらは次のページの表のように整理することが出来る（縮小型推定量  

∂。（ズ）＝（1一利‖ズ‖2）州ズ＝2）ズの¢（ぴ）に対する十分条件）．しかしその十分条件を満たす推定  

量を適当に一つ選んでも，ほとんど全ての場合非許容的であり，上でも述べたように我々は許容的  

な推定量を提案したい．   

そのような推定量を提案するために最も手軽な方法は，適当な（一般化）ベイズ推定量のクラス  

のなかでミニマクスであるための十分条件を滞たす推定量を探すことである．しかし原点に関して  

球面対称な事前分布射‖釧2）に対するベイズ推定量は，そのままでは表のような十分条件をチェッ  

クすることは出来ず，そのことが研究が進んでいない最大の要因となっていた．しかし，我々は  

g（泄‖2）＝l刷2‾pの場合（Bro、、叫1979）によって，この一般化事前分布に関するベイズ推定量は  
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義1：ミニマタスであるための十分条件  

許容的であることが示されている・）には，一般化ベイズ推定量が次のように表現されて，ミニマ  

クスであるための十分条件が非常にチェックしやすいことがわかる．  

ぷ〆2ヤ（胆112匝  
∂＊（ズ）＝   ズ  

ガ伊ノ2－2印lげ‖2）dま  

また  

かp／2－1ダ（叫dま  
¢＊（ぴ）＝ぴ   

ぷ画2－2ダ（叫匝  

の挙動に関する性質は次のようにまとめられる．   

1・1imu→∝醜け可＝（p－2）且0（l困12）／p  

2・任意のJに対し，¢＊（ぴ）はぴに関して単調非減少である．  

3・ダ（項力や））‾1が単調非増加ならば，¢＊（可／ぴは単詞非増加である．  

ニの性質と蓑に挙げたような十分条件を組み合わせることにより，∂半（ズ）がミニマクスでかつ許容  

的であるような十分条件が得られる・詳細は省略するが，Jのかなり広いクラスに対してミニマク  

スでかつ許容的であることが証明できる．  
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SOONERANDIJATERⅥたA．ITING TIME PROBIノEMS  

FOR PATTERNSIN MARI（0V DEPENDENT TR．IALS  

TheInstituteofStatisticalMathematics QingHANandKatuomiHIRANO  

Thewaitingtimeproblemsofpatternshavebeendiscussedbymanyauthors（RobinandDaudin  

（1999），Fu（1996）andrefbrencestherein）・Inthispaper，Wediscussthesoonerandlaterwaitingtime  

problemsfbrpatternsSoandSlinmnltistateMarkovdependenttrials・Theprobabilityfunctions  
andtheprobabilitygeneratingfunctionsofthesoonerandla七erwaitingtimerandomvariablesare  
Obtained．nlrthertheprobability generatingfunctions ofthe distributions ofdistanCeS between  

SuCCeSSiveoccuranCeSOfSoandSo，OfSoandSlandofthewaitingtimeuntilther－thoccurrance  

OfSo arealsoglVen．  

LetXl，X2，・・・beafirstorderMarkovchainwiththestatespacer】＝（LJl，u2，・・・，LJN），the  

initialprobabilitiespL。．＝Pr（Xl＝LJi），（i＝ 1，…，N）andthetransitionprobabilitiesp叫．。，＝  

Pr（X叶1＝LJjIXt＝Ui），（t＝1，2，・・・；i，j＝1，・・・，N）・LetP＝（恥1，Uj）NxNbethetransition  

probabilitymatrixand鵡L，＝Pr（Xt．m＝uj）Xf＝LJi），（m＝1，2，．．．）bethem－SteptranSition  
probabilities．  

LetSo＝ala2…ak andSl＝blb2‥・be，（ai，bj∈n，1≦i≦kandl≦j≦e，k≦e），be  

anypattemsoflengthkande，reSPeCtively・LetWo（resp．Wl）bethewaitingtimeuntiltheBrst  

COOurrenCeOfthepatternSo（resp・Sl）inXl，X2，…．LetWs bethewaitingtimeuntilthefirst  

OCCurrenCeOfSoorSl，Whichevercomessooner，（i・e・町s＝min（一輪，Wl），itbecal1edthesooner  

Waitingtime）．Let W′L bethewaitingtimeuntilthe鮎stoccurrencebothSo and Sl，Whichever  

COmeSlater，（i・e・Ⅵ㌦＝maX（t仇，Wl），itbecal1edthelaterwaitingtime）．   

IfO＝（0，1），SoisaO－runOflengthk（So＝0・‥0）andSlal－runOflengthe（Sl＝1…1），  

thenthewaitingtimeproblemsofpatternsreducetothewaitingtimeproblensofrumWhichhave  

beendiscussedbymanyauthors（e・g・HanandAki（2000），AkiandHiran0（1999））．   

Thewaitingtimedistributionsforpatternsdependonthestructuresofpattern（Blomand  

Thorburn（1982））・WeintroducetheoverlappingindicatorEi，j（r）betweenSiandSj，（i，j＝0，1）．  

Ei，j（r）isequaltolifthelastrlettersofSiarethesameaSthearstrlettersofち，equaltoOfbr  

Otherwise，（五，ブ＝0，1）．   

LetWiO）（resp．†Til））bearandomvariabledenotingthenumberoftrialsuntilSb（resp．Sl）  
OCCurSSOOnerthanSl（resp．So）・Notethat  

打（Ⅳ5＝り＝か（Ⅵぜ）＝り＋Pr（l吋）＝け  

Weintroduce some notat，ions：  

pど）（り＝Pr（Ⅳ㌘）＝り，pゞ）（り＝Pr（††豆1）＝畑  

Ao（乞）＝軋，α叫p叫1A＋。・‥恥ト1，αk，（五＝1，…，た－1），Ao（0）＝恥1Ao（1），  

Al（ブ）＝絢，bノ＋1釦j．1，b汁2・‥恥＿1，b‘，（J＝1，…，g－1），Al（0）＝pblAl（1）・  

Sincetheevent（So occursatt）canbedividedinthreedisjointevents，Wehave  

） ∑芝1ル㌔．まA。（1）ニ 打（Ⅵぜ）＝り  
＋ ∑…∃pr（W50）＝Z）Pr（S。OCCurSat岬ぜ）＝Z）  
＋ ∑…三1pr（硬）＝Z）Pr（S。OCCurSattl町皇1）＝Z），  

ぐ1）   

－651－  



Ft。mtherelation（1），WeCangettherecurrencefbrmulaeoftheprobabilityfunctionofVVs・   
Let如（x），婚）（x），婚）（x），転（x），Q。（x）and¢1（＝）betheprobabilitygeneratingfunctionsof  

l梅，Ⅵぜ），Wil），VVL，勒andⅣ1，reSPeCtively・（i・e・如（x）＝∑芸1Ps（t）xt）・Inbothsidesof  
払rmula（1），multiplyingbyx土，andsummingeachsideoftheseequations，Wehave   

THEOREM3．1．me¢ど）（ヱ）α乃d纏）（可βα流血ご  

（仇0＋β施）Ao（1）か）舶）＋（ClO＋β刷Ao（1）㌔‾1）濾恒）  

〃  

＝（p直吉軋瑚叫））Ao（1）£ん十  

（Gl＋月血）Al（1）か）¢錮）十（cll・β刷）Al（1）〃）¢拍）  

。Ⅳ  

＝（p♭1ご＋芸恥両（叫））A胸ゼ‾1，  

03 （X〕  

瑚ui）＝∑（軌1れ β1（叫）＝∑（払1ごJ）  
j＝1  J＝1  

（2）  ぴんeγe  

た－1 た－1  

1＋∑印（r）Ao（r）ごた‾r，ClO＝∑亡1，0（r）Ao（申た‾丁、，  
r＝1  r＝＝1  

ん－1 ‘一1  

∑恥（r）Al（γ）〇～‾r，Cll＝1十∑ど1，1（r）Al（函‘‾r  
r＝1  r＝1   

Cbo  α乃d  

Cbl  

A†もd，兢epro占αは軸タeTlerα伽クルれC如m如（ェ）由  

如（ヱ）＝婚）（ご）＋濾）（ご）．  

UsingJordantypedecompositionofmatrixP，WeCanCOmPuteBo（LJi）andBl（LL，i）・  

Bylettinge→∞，We Can Obtain theprobabilityfunction and the probability generating  

functionof勒・Fromtherelation（Ⅳs＝i）∪（tl㌧＝t）＝（1l■b＝t）∪（Wl＝t），WeCanalso  

Obtaintheprobabilityfunctionandtheprobabilitygeneratingfunctionofthelaterwait・ingtime  

I軋．  

Similarly，WeCanObtaintheprobabilitygeneratingfunctionsofdistanCeSbetweeIISuCCeSSive  

OCCuranCeSOfSoandSo，OfSoandSlandofthewaitingtimeuntilther－thoccurranCeOfSo．  

Thesemethodsandresultscanbeextendedtothewaitingtimeproblemsofseveralpatterns  

Sl，・・・，SmandtoahigherorderMarkovsequence（whentheorder≦k）．   

Re托rences  

Aki，S・andHirano，K・（1999）・SoonerandlaterwaitingtimeproblemsforrunsinMarkovdependeIlt  

bivariatetrials．Ann．Inst．Statist．Math．51，17－29．  

Blom，G・andThorburn，D・（1982）・Howmanyrandomdigitsarerequireduntilgivensequences  

areobtained？）．Appl．Prob．19，518－531．  

Fu，J－C・（1996）・Distributiontheoryofrunsandpatternsassociatedwithasequenceofm111tistate  

trials．∫ねぬま．ぶ玩血6，957－974，  

Han，Q・andAki，S・（2000）．Waitingtimeproblemsinatwo－StateMarkovchain．Arm．ITut．Statist．  

〟α孟九52，77，8－789，  

Robin，S・andDaudin，J・J・（1999）・Exactdistributionofwordoccurencesinararldomscquence  

Ofletters・J．Ap〆Proわ．36，179－193．  
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パターンが起こるまでにサブパターンの起こる分布と幾何分布  

統計数理研究所平野勝臣  

大阪大学大学院基礎工学研究科安芸重雄  

1．はじめに  

連やパターンに関する統計量の分布は、確率変数の系列が（0，1）一億で独立、同一の分  

布に従っていても普通は複雑である。しかしながら、最近、連についてのいくつかの統計  

量は幾何分布のような簡単な分布に従うことが報告されている（Hirano，AkiandUchida  

（1997））。本報告では、パターンのあるクラスに対して「パターンがはじめて起こるまで  

に、指定された長さ以上のサブパターンの起こる回数の分布は、依存系列であっても、幾  

何分布に従う」ことを報告する。   

確率生成母関数紳）＝〆／（1－（1－p）ま）をもつ幾何分布をGl（p）とかく0   

2．結果  

ズ1，ズ2T…を（1，2，‥・，〃ト値i－i・d・確率変数列とする0 ここに、J＝1，2，・‥，〃に対  

しP（弟＝ゴ）＝鞘、pl十p2十‥斗恥＝1で、すべてのゴ＝1，2，…，〃に対してpゴ＞0  

とする。また（α1，α2，…，αた）を（1，2，…，〃‡ パターン、すなわち（1，2，…，直の要素  

の有限列、整数ゼ（1≦g＜た）に対しパターンの左からのサブパターン（αいα2，…，αゼ）  

を考える。   

もしガトゼ＋1＝α1，ズ宜＿g＋2＝α2，‥・，ズ宜＝αgで弟－g一九＋1＝α1，…，耳元＝α杵んで  

あるような（た－g）以下の正整数んが存在しないならば、長さゼ以上のサブパターンが五  

番目の試行で起こったという。   

定義1．パターン（α1，α2，…，αた）に対し、次の（i）か（ii）のいずれかであれば、サブ  

パターン（α1，‥・，αg），（ゼ＜た）は条件Aを満たすという：   

（i）α1＝勘ヰいα2＝α叶2，‥．，αg＝α叶ゼであるような整数宜が存在しない0  

しii）もしそのような壱が存在すれば、すべてのゴ＝1，2，…，（た－g一宮）に対しα伸力＝   

勘力を満たす0   

本報告で採用するサブパターンの数え方は（ゼー1）一重複の数え方で、隣あったサブパター  

ンの長さ（ト1）以下の重複を許す数え方である（AkiandHirano（2000））。例えば、パタp  

ン（1，2，3．1，2，1，2，4）がはじめて起こるまでに、長さ3以上のサブパターンの起こる回数  

を数える。系列の実現値が（1，2，3，1），3，2，（1，2，3），4，（1，2，3，1，2，［1，2），3，1，2，1，2，41と  

－653－   



すると、パター■ンがはじめて起こるまでに、長さ3以上のサブパターンは4回起こって  

いる（カツコを参照）。最後の2つのサブパターンは長さ2の重複部分をもっている。   

定理1。サブパターン（α1，α2，…，αゼ）は条件Aを満たしているとする。そのとき、  

パターン（α1，α2，…，αた）がはじめて起こるまでに、長さg以上のサブパターンの起こる  

回数は、（ゼー1）一重複の数え方で数えると幾何分布Gl（恥叫‥・pαた）に従う。   

注意．連のどんなサブパターンも条件Aを満たすので、定理1はAkiandHirano  

（1995）のCorollary3・1の拡張である。パタ｝ンが連ならば、サブパターンの、（ゼー1）一  

重複で数えたときの、起こる回数は、nOn－OVerlappingで数えた生起数に等しい。   

上の結果は依存系列に拡張できる。   

ズ＿m＋1，ズ＿m＋2，…，私方1，ズ2，…を（1，2，…，〃）一倍m一次マルコフ系列とする。た  

だし、初期分布と推移確率は、£1，…，£m，∬＝1，2，‥．，〃と宜＝1，2，…に対して  

汀町．．声m＝P（ズーm＋1＝£1，ズーm＋2＝∬2，…，ズ0＝訂m），  

侮1，…声m，。＝P（薫＝軒端－m＝∬1，ズ乞－m＋1＝∬2，‥・，薫－1＝£m）  

とする。またご1，エ2，…，∬m，ごに対して0＜p町．‥声m，。 ＜1と仮定する。   

定理2．サブパターン（α1，α2，‥・，αg）は条件Aを満たし、系列はm一次マルコフ系  

列でg≧mとする。そのときパターン（α1，α2，‥．，αた）がはじめて起こるまでに、長さg  

以上のサブパターンの起こる回数は、（ゼー1）一重複の数え方で数えると、幾何分布Gl（p）  

に従う。ここにp＝恥∠＿m仙．‥，αヱ，叫＋1pα‘＿m＋2，…，勘十1，叫2…pαた＿m，・‥，αん＿いαた である。   

なお、本報告はHiranoandAki（2001）に基づいている．  

参考文献  

Aki，S．andHirano，K・（1995）・Jointdistributionsofnumbersofsuccess－runSand   

failuresuntilthefirstconsecutiveksuccesses，AnnalsoftheInstituteqfStatistical  

〟α兢emαf乞cβ，47，225－235．   

Aki，S・andHirano，K．（2000）．Numbersofsuccess－runSOfspecifiedlengthuntil   

Certain stopplng time rules and generalized binomialdistributions oforder k，   

A†もmαJβ扉兢e血β£加古e扉ぶfαf宜5fねαg〟α兢emα揖c5，52，767－777．   

Hirano，K・andAki，S・（2001）．Numberofoccurrencesofsubpatternuntilthefirst   

appearanCeOfapatternandgeometricdistribution，ResearchMemortmdumNo・  

805，TheInstituteofStatisticalMathematics．   

Hirano，K・，Aki，S・andUchida，M．（1997）．Distributionsofnumbersofsuccess－   

runSuntilthe丘rst consecutive k successesin higher order Markov dependent   

trials，A血αmCeβ血Comゐ豆mαねr官αg〟e伽dβαれdAppg壱cα如mβわPmわαわ宜g軸肌d  

Statistics，ed．byN．Balakrishnan，401－410，Birkh瓦user，Boston．  
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ASYMPTOTIC THEORY FOR THE MULrISCALE WELET  
DENSITY DERIVATIVE ESTIMATOR  

島根大学大学院総合理工学研究科  

島根大学総合理工学部  

落合俊充  

内藤貫太  

1・はじめに ウェーブレット関数車∈m2（脱）をもとに生成される関数系（れ托（・）＝2ど／2車（2g・  

一門ュ）lゼ，”1∈Z）がm2（R）の正規直交基底であるため，任意の関数J∈m2伸）は  

ゼ 
掴＝昆dゼ，m輌），df，m＝〈′7帰：＝上∫軌m榊  

と表される．従って，ウェーブレットを用いて確率密度関数や回帰関数（いずれもm2関数とす  

る）を推定する場合，いかに各基底関数にかかる係数d㌫mを推定するかが問題となる．密度関  

数の推定において，Donohoetal．（1996）はWaveletThresholdingによる非線形ウェーブレッ  

ト推定量を提案している．これに対して，KerkyacharianandPicard（1992）やHuang（1999）  

で議論されている線形ウェーブレット推定量はよりシンプルな形の推定量である．ここでは  

線形ウエーブレット推定量を扱うが，推定対象は密度導関数である．密度導関数を推定対象と  

した研究はPrakasaRao（1996）にみられるが，漸近正規性については触れられていない．ま  

た，Wu（1996）はマルチスケール法により密度関数の推定量を構成し，その漸近正規性につ  

いて議論している．本稿では，密度導関数の推定量をマルチスケール怯により構成し．その漸  

近的性質について議論する．   

2・MutiscaleⅥhvelet Density Derivative Estimator（MWDDE）fを確率密度  
関数とし，ズ1，ズ2，…Tズγl壱・ぴ・Jとするとき，′のⅢ誹皆導関数一′（7‖） ∈m2潤）の推定量を  

考える■1nultiresolutionapproximation（111ultircsolution 

． 

町廿．ケ∈Z）の正規直交基底とするm2（脱）の閉部分空間の列が得られる．また，プ（川）を空間  

りに直交射影した関数  

吾川）（ユ：）＝∑αJ，ん軋ん（れnノ．た＝〈．f（川）・捌〉  
ん∈Z  

は，∫（”l）にm2の意味で収束する（1ilnJ→∞1l．fい｝り一骨－りIlm2＝0が成り立っ）・従って・J→∞の  

もとでは関数げTt）の推定量を関数f（m）の推定量と見なすことができる・Pl▼akasaRao（1996）  

はひとつの空間りにおいて推定量を構成しているが，ここでは複数の空間での特徴を含む  

推定量を考える・まず・ズ＝（ズ1，ズ27…，ズ71）＝（11．鴇，…，γ車g17Z2．…，g‖コ）＝（y，Z）  

とする・ただし，7も1小一′2＝7l，㍑1＝0（7乙2）である・エ個の各空間り√（0＜．九＜．プ2＜…＜元）  

での．f（川）の推定量をa吊＝（－1）γγ辱1∑；21P与：｝アユ（Zi）として，  

） 

†12  軒（ご，Z～）  
f＝1  
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とする・ここで，軒（霊，甘）＝2（m＋1）Jg∑ん∈Z甲ゼ（2ブ‘£－た）甲！叫（2塙一た）であり，甲fは空間  

りどの正規直交基底を生成する関数（スケーリング関数）である．この宵rり（ゼ＝1，2，…，エ）  
をsub－eStimatorとし，f（m）のMWDDEを次のように定義する，  

エ  

曾）（ェ，ズ）＝∑入れy）ガ丁氾）（∬，Z）・  
f＝1  

ただし，入ゼ（ェ，y）（ゼ＝1，2，‥・，エリま任意の∬∈剛こ対して，0＜入ど（£，y）＜1，∑た1入ど（ヱ，y）＝  
1を満たすyに基づく重みである．  

3．MWDI）Eの漸近的性質 適当な条件のもとでMWDDEのバイアスと分散はそれぞれ．  

2－即1   

β！  抽）枠＋s）仙（2Jl可＋0（2瑚軸）＋和す朝）・  
鮎貯（ェ，ズ）］＝  

2（2”叶1）九  

Ⅴαγ脾（霊，ズ）］  スェ（£）2．f（∬）拓l（2九エ）  

2（2m十1）（九＋ノト1）／′2  

門一2  

となる．ただし，ゎざ（∬）＝ユ‥g－．長Ⅸ㌘）（ユ：，封）y5d肌Ⅵ－1（ユ‥）＝ム監ム汀り（ユ∴〃）2J〃．スバて：）＝  
且y陶（諾，y）］（ゼ＝1，2，…，エ）である・また，1inlJい∞Ⅴ‖（2九ユ：）＝畑土回2としノベイ  

アスと分散を求めたときより条件を少し強めることで次が成り立つ．  

辟（・酔（諾1ガト瑚抽可）  
一〃牲1），α＝．→胤．（3．1）  

スェ（∬）恥，エ（ユ：）、／テ市  

（3・1）と同じ条件のもとでsub－eStilllatOr宵‖）、つまりひとつの空間りLに対して構成された  

推定量についても漸近正規性が成り立つ．しかし，MWDDEの方が漸近分散の値が小さい．  

また，これらの結果は特に門t＝0とするとき，Wtt（1996）の結果に一致する．   

参考文献  

【1］Daubechies，Ⅰ．（1992）．TcnLcct・lLrCSOILWa・uelets，SIAM．Plliladelpllia．  

【2】Dol10110，D．L．，Jolmstone†I．M．，Kerkyacharian，G．andPical・d．D．（1996）．Densitl－  

estinlataionbywavelcttlll・eSl101dillg．Ann．Statist．24，508－539．  

［3］Huang，S・Y・（1999）・DellSitycstil11atioIlbywavelet－basedreproducillgkel・11el．S冊i・ト  

fねαgぶわも豆cα，9，137－151．  

［4】Kerkyachariall，G．alldPicardlD．（1992）．DensityestimatiollillBesovspaces．S［（Lfist．  

PT－0わαわ．エeまま汀β．13115－24．  

［5］PrakasaRao，B・L・S・（1996）．NonparamctoricestimatiollOftlledel・ivat（ivesof、aLlellSitlr  

bythemetllOdofwavclets．BJtLll．hWorm，Cybernet．28，91－100．  

【6］Vidakovic，B．（1999）．StatisticalModclin9byl仇1｝elets．Wiley．  

［7］W町D・（1996）・AsymptoticnorInarityofthemultiscalewaveletdensityest．inlatOr．  

Comm・∫ね止れア／ば07・ひ〟e兢0〔J占125（9），1957－1970．  
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B－SplineNon－parametricRegressionModelにおける過剰適合の回避について  

統計数理研究所 柳原宏和  

広島大・原医研 大瀧慈  

1．Introd11Ction  

誤差を伴いかつ複雑なトレンドを持つデータに関して平滑化をおこなう場合，月－スプラインノン  

パラメトリック回帰モデルを用いた手法は，その他のノンパラメトリックな手法に比べて，その手  

法が従来の線形モデルにおける未知パラメーター推定問題に帰着できるために，単純でかつ短い計  

算時間で結果を得ることができるといった利点を持っ．しかしながらこのモデルは，本来柔軟なモ  

デルであるため，ときに柔らか過ぎる適合，つまり過剰な適合を起こすことがある．本発表ではこ  

のような過剰適合に着目し，それを回避するような手法を提案する．   

2．B－SplineNonparametricRegressionModel   

説明変数と目的変数の組（ズ，y）に対するm個の観測値を‡（諾i，yi）l豆＝1，2，…，可とする．月－  

スプラインノンパラメトリックモデルではデータの平均を以下のような既知の基底関数の和として  

捉える．   

TTl  

肌＝∑αゴ句（∬i）＋行，宜＝1，2，…，m・  
j＝1  

ただし己iはそれぞれ独立な確率変数で，平均E（∈i）＝0，分散Ⅴぴ（己i）＝J2をもつ分布に従うとす  

る．多くの場合，この誤差項に正規性を仮定して議論を進めていくが，より広いクラスへの適応の  

ため，誤差項の具体的な分布の仮定を外す．今，  

〔‡；…∴  

月m（£1）  

β＝（bl，…，bm）′＝  

月m（霊れ）  

とし，慰＝（yl，封2，…，ym）′，α＝（α1，α2，…，αm）′とおくと，モデルは封＝β′α，と書きかえること  

ができ，β－スプラインを用いた平滑化は，線形モデルにおけるα，J2の推定問題に帰着されること  

がわかる．このモデルのαは，残差平方和に曲線の局所変動の程度を考慮した罰則付き残差平方和  

（PenalizedResidualSumofSquares）の最小化に基づいて推定される．この局所変動を制御する平  

滑化パラメータ入と基底関数の個数mに関する最適化には情報量基準が用いられ，情報量基準を  

一番小さくする入と符lを最適な値とされる．   

3・New CriterionandRobust B－Spline SmoothingMethod   

従来の最適化では，基底関数の個数の増加と伴いモデルが柔軟になり過剰適合を起こすことがあ  

る．これは最適化を行う情報量基準のバイアス項に較べ，推定分散が小さくなりすぎていることに原  

因があると思われる．このような状況を回避するために分散の推定値に下限を与え，それよりも小さ  

い推定分散は下限と置き換える基準量を提案する．この下限として局所線形フィットに基づいた推  

定量（Gasser，SrokaandJennen－Steinmetz，1986）を用いた．今，観測値xiはxl＜x2＜・・・＜3：n  

といった大小関係が成立しているとする．このとき局所線形フィットに基づいた分散の推定量は，  

ギ＝ 

言豆船                                               乞；＝2  
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である．ただし，  

エ亘1－ ごi＿．． こ㌫‾ヱト1  飢ヰ1一計£＝α胡＿1十如叫一裾（2≦豆≦れ－1），  舅＝   飢＿1十  
∬i十1一旦ト1 ヱi＋1‾∬ト1  

であり，ゼ＝（尋十埠＋1）十その下限を用いて以下のような新しいq基準を提案する・  

里 

q（痛＝ 
＋2鱗卜軋  

ただし，  

†l  

∑（研一鵜）2（∂2＞ギ）  
i＝1  

沌軍  （∂2≦軍）  

轟占＝ 

‡  

∂2＝ ∂2＝三∑ ，（王墓  （研一b；a）2   

またこのモデルは標本数が少ないときに外れ値に敏感になり，過剰適合を起こすこともある・次  

に未知パラメーターの推定に関して罰則付き残差平方和ではなく，Silverman（1985）等で紹介され  

ている罰則付き重み付き残差平方和を最小にすることで推定量を構成するで頑健な推定法を提案す  

る．この重みの決め方にはAn血ews（1974）の手法を適応する．実際の最適化アルゴリズムは以下  

のようになる．  

1．係数cを決定する（奨励はc＝1．5）．  

2．基底関数の個数（節点の個数）mを決める．  

3．平滑化パラメータ入をあらかじめ与えておく．  

4・初期値毎）＝（朗）－1的を計算し，それをもとに鴫）を求める・  

5・軒1）＝研一触叫（1≦宜≦れ，～＝1，2，…），ヂ㍍＝med如＝1，・・一，れ 

重み   

（  

軒）＝ 

（ごn（勘…叫£駄打） 
を更新する．  

6・函ト1）＝daig（軒1），針1），…，折1））とし，係数a（りを  

），として，  

〈         a（りニ（月′町ト1）β＋入β乞仇）‾1月′呵ト1）臥   

で更新し，鴇を計算する・  

7・鴨一終局＜∂で評価し，この条件を満たすまで5，6を反復する．  

8・妬またはa（りをもちいて情報量基準JC（m，入）を計算しする．  

9・mと入を変えて2～8を反復させ∫C（m，入）が最小になるm，入を最適な値とする．  

Re鈷rences   

l・Andrews，D・F・（1974）・Arobustmethodformultiplelinearregression．Tbchnomet，ics，16，  

523－531．  

2・Gasser，T・，Sroka，L・andJennen－Steinmetz，C．（1986）．Residualvarianceandresidual   

Pat七erninnonlinearregression・Biometrika，73，625－633．  

3・Silverman，B・W・（1985）・Someaspectsofsphnesmoothingapproachtonon－parametric   

regressionctlrVe丘tting・J・RoyStatist・Soc・Ser・B，47，ト52．  
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●  

s  

enumeration scheme  

火阪大学大学院基礎工学研究科井上潔司  
大阪大学大学院基礎工学研究科安芸重雄  

1 はじめに   

。rO，一∵1‥Y2…．をIiI11e holl10ge‖（朝IS伸り－、′illlげ（111n工・lく0＼′Cll～lillとし．その推移確率  

は，仇＝PトYf＝ルYト1＝り・（／≧い、．ノ＝0・1）・初期確率は，P（一Y【】＝0）＝裾PトYり＝  

1）＝ハ とする．（今後は∵－1‥，？甘■をそれぞれ，成功．失敗と呼ぶことにする・）良さが  

人‥の成功通がァ・担］現れるまでのw；lil∴illgliII－eの分布はオーダーんの負の二項分布と呼  

ばれている．この分布に関しては，他の従属試行列（例えば，bilほ王・さ′Se（11jellC（－Of、0上・（1ビ1・ん：  

s；1呵）1i＝gf、Ⅰ・0111ul・l11110（1elsなど）のもとでの考察も行われている．また，成功連の数えガ  

も1重複しないで数える方法＼長さん以上二の連を数える方法，良さんの連を重複して放え  

る方法、ちょうど良さんの連を数えるガ軋が用いられるなど，様々な設定の下で↑までに  

多くの研究がなされてきた．本鞘吾では、姑近Alくi刷rlflil－arllO（200（））によって提案され  

たど－0＼′eI・1叩Ⅰ）illg〔Otlllt法を川いて，伸り－＼′～1111P（l独立試行列において，良さんの成功辿  

が／・回起こるまでの＼、▼ililillgliIll（さぴ）分イけについて考察を行う．ただし†0く／≦ん－1と  

すろ．  

2 Ge11eratillgfullCtio11S   

7∴（′・≧1）を長さんの成功連がJ・回起こるまでし′）＼、・～1il∴i11glim（、とする，このとき．T・  

U）I）l、01）ン1hil小針Ilel・～lliI唱f’ll11（・tioHII，・（ニ），（1oHl）i（）∴し1Ilビ1・；Ltillgf－1111し・tio‖II（二．tL一）をそれぞ  

れ次のようこ定義する．   

・ヽ、  

什－（ニ）＝ 呵こ71］＝∑1）l・【71・＝′小′－，  
／と＝（〕   

、 ■＼  

〃（二・‖I）＝ ∑／／′・（ニ）‖ノ■＝∑∑l叩て・＝小√⊥け′一  

／、＝‖ J・＝‖・二＝＝   

Ⅰ（（）111l・il＝1l（1：＼l〔、Xnll（ll・し）11（1り胴）によれはII（ニ、tLI）：i．適、l］な，トX・ト行列：1．βを川いて．   

ぷ  

叫∴‖l）＝‖，こ汀‖∑′・叩－ニ仁1＋…β）］‾1eて・  
／＝1  

と表されることが如し〕れている．ただし，エゴJ＝efβ1′．1≦‘よ≦古．e√＝（（）…‥1…‥（））∈什～．  

打‖＝（ナノ‖．／ノト0…‥（）卜 さて．／）卜）．q（ニ）、什′・（ニ）を次し′Ⅵ）ように定義十る：  

／）（二）＝／ノ1＋（／ノ‖／ノ＝1－／ノりノ川））∴  
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人・  

q（ニ）ニ1一仙ニー仙川ニ2∑（〃11ヱト2  
‘＝2  

（ 

1＋ニ十ニ2＋…＋ニ、l－，  ．Ⅰ・＝0，1，2，…  

0．  0†lle川risp．  
軋（ニ）＝  

ニのとき〃（ニ、＝｝＝ま．次のように表される・  

り｝P（ニ）（〃‖ニ）ト1  

〃（ニ．両＝   
［1－～再11ニ）…］q（ヱトり勒pl。掠1ニ刷月…－1（ガ11ニ）  

3 Negativebil10mialdistributionoforderL：   

椚ニ，りりを展開し．～上，′■の係数を拾うと，払（ニ）を求めることが出来る・  

Theorem3．1了1・の確率母関数〃r・（ヱ）は，次のように表される；  

T・－1  

）  ［  

p。1pl（j舟1ヱル1吼・＿（・＿1（〃11ニ  （軸ヱ）ん‾1p（ヱ）  
（桝1エ）トど＋   〃汁）（ニ）＝   J・＞1．  

Q（ニ）  Q（ニ）  

ニのことから，次が導かれる．  

Theoren13．2′・≧2のとき，r・は，独立な′・個の確率変数の和によって表されるJ  

－
 
 

l
 

H
∑
崗
 
 
 

＋
 
 
 

J
一
一
 
 
 

∴
 
 

J  

4 補足   

当日は．仁≦（）の場合に拡張したピー0、′el、Ia・1）illg〔Oull血g怯も紹介する．また．J・→∞と  

したときの．オーダーんの負の二項分布の漸近的挙動についても取り上げる．さらには，長  

さが′川ixe（li腑g珂である（〔）．り－Se（111PIl〔どにおける良さ人・の成功連の数の分布につい  

ても考察十る．  

参考文献  

二＼ki．1．i川（lml・n＝0．1（．（200（））．＼l川Il）（ゝl・バ01一冊〔てCSS－1・ll11SOi一叩（ゝCifi（、（11州g†1川吊il（や1・l山高  

卜呵）l）11唱1i川ぐ1・lllcsilll（l即11C川1izH＝血1（）mii11（liトけiI）11†1io＝SOf－01て1（、1・1く‥小川・J′い／．・砧′／∴り・  

．1／rJ／ノし52．丁“トTTT．  

Ⅲ川、S∴川（lノl最，S・（20（川）．Al1日ifiビ（1里）t）1・Oaぐ11t′Ol）iIlOHliaトtさ′Ⅰ）e（listl・iI）tltiollSOf■ol・（1el・  

k・「－神川＝＝1k廿汀”骨＝汀．机′・～・9f山一T「Jif侶・〃〃…J八丁抽0（Jβ，29（8）．1929－19胡・  

ho＝e．上（′all（lÅki、St（2n（＝）・〔jぐIIPl・ンIlねe（ll）i110111iと11aIl（lllPgati、′el）i110111iill（lis11、it）llliullS  

Ol’01・（1el・んl）＼′lllぐr－（）、・ぐ1・lilⅢ）l咽Cllll＝1Cl・ンIt・i（）llS〔・lけ111P、β仰√Jけ／～月りJ〃′′仙，㍍〃7／▲、／／←・▼ヾ．57・  

（）トi心し’1バ1でl・ト申．  

I（（川1t・il∴．＼l．＼■∴吊l（l＿＼l（、じ川汗…＝．＼’．．＼．＝醐句．1モー11け∴H（・illlSi＝1（llけIl＝‖（l（、川iトけiI川1＝）‖ト：  

・＼－川用（、tl＼liけl…、∫l・l川右l呵）I）I・l）il（tll‥l／川．／Jい／．出′′／∴ヾ／．〃√′／ノ′‥47．TlニiTり（i．  
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二次元パターンの待ち時間問題  

大阪大学大学院基礎工学研究科安芸重雄  

統計数理研究所平野勝臣   

この報告では，次のような二次元パターンの待ち時間問題を扱う・ズま，乞＝1，2，…を  

m一次元の独立で同じ分布に従う確率列ベクトル（randomcolumnvectors）とし，その各  

成分は独立同分布の（0，1）一億確率変数で，  

P（ズ五，J＝1）＝p（＝1－q）  

を満たすものとする・ここで，ガi，jはズ豆のゴー番目の成分を表す．かを有限の幅をもつ  

高さが高々mの1のパターンであるとする．   

また，問題を正確に述べるため，パターンDを覆うような長方形のscanningwin（二low  

Rを用意する・ただし，属＝ま長方形のscaIlningwindowで，その幅はDの幅と同じとし，  

Rの高さはDO）高さ以上であるとする・このscanningwin〔lowはm一次元確率列ベクト  

ルを横に並べた列の中をスキャンし，Windowの中で，パターンDが起こっているかど  

うかをチェックする．そして，月の高さが汀もよりも小さいときは，月は左右に動くだけ  

でなく，上下にも7托－（月の高さ）一ステップだけ動くことができる．   

この問題では，今まで行われてきたような直感的な条件付けが困難になるので，ここで  

は，可能なすべての状態を列挙し，各状態が与えられたときの待ち時間分布の条件付確率  

母関数が満たす線形方程式系を生成するアルゴリズムを与えるような系統的なアイデアを  

出し，厳密分布の確率母関数を導く．  

ScanIlingwindowの高さが確率ベクトルの次元に一一致するときには，SCanningwindow  

は左右にしか動くことができないので，待ち時間問題はかなり簡単になる．そこで，ま  

ずこの場合において，二次元パターンの待ち時間分布を導出する基本的な考え方を説明  

する，   

二次元パターンDとそれを覆うようなscanningwindowRが与えられたとする．する  

と，月＝［γ1γ2‥・γg＝ま，“1”または“＊ち’ を成分にもつmxg行列である．ここで，  

“＊”は1または0のどちらでもよいことを意味する．   

二次元パターンβがはじめて起こるまでの待ち時間を扱うときには，有限マルコフ連  

鎖埋め込み法における状態空間や条件付確率母関数法における「どこかで起こり得る状  

態の全体」は，各時点において各部分行列月（乞）（≡［γ1γ2・・・γ邦が成り立っているか  

どうかを考慮することによって構成することができる．このことは，1次元のパターンの  

待ち時間問題で，各時点において起こっている最大の長さの部分パターンだけを考慮して  

構成することができたことと対照的である．なぜこのように複雑な条件を考慮しなけれ  

ばならないかというと，＊一成分があるために，ある時点で，月のある部分行列が起こって  

いるときに，それだけの情報ではその時点でそれより小さい部分行列が起こっているかど  

うかを必ずしも判断できるとは限らないからである・そこで，長さどの（0，1トベクトル  

α＝（αトα2，…，αぞ）によって，各時点の状態を表すことにする・ここで，  

勘＝ 
〈冒三  

（その時点で月日が起こっていなければ）  

（その時点で月（乞）が起こっていれば）  
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である・もちろん，α∈（0，1）gであるが，（0，1）gの要素がすべて「どこかの時点で起こり得  

る状態」になるとは限らない・そこで，「どこかの時点で起こり得る状態」の全体を∫（β，瑚  

と表す・また，gl（か，均＝（α∈g（玖珂向＝1）とβ0（β，呵＝g岬，呵＼ぶ1（β，句を  

定義しておく．   

そこで，条件付確率母関数の満たす線形方程式系を構成する一般的な方法を与える．  

Ⅴ（m）（＝（0，1）m）を成分が0か1からなるm一次元列ベクトルの全体とする．各宜＝1，…，ゼ  

に対し，uiをriの＊に0を代入して得られる列ベクトルとする・ここで，riはscanning  

Window属の第五番目の列ベクトルである・次に写像わ‥∫0（β，月）×l′（m）→ぶ（刀，句  

を．払（α，e）＝む（＝（わ1，む2，‥・，占g））によって定義する．ここで，  

ゎ1＝（三  
ife一視1≧0  

0therwise  

そして盲＝2，…，ゼに対しては，  

ぁま＝ 

（去  

ife一叫≧Oandα五＿1＝l  

otherwise  

である，このとき，次の結果が得られる．  

定理1・与えられたパターンDとscanningwindowf＝こ対して，パター ンDが，独立  

で同じ分布に従うⅤ（〃tト値確率ベクトルを横に並べた列の中ではじめて現れるまでの条  

件付確率母関数は次の線形方程式系を満たす・各α∈go（β，月）に対し，  

¢わ；壬）＝ ∑pⅣ1（e）（1－p）m‾Ⅳ1（e）坤（ん（α，eい）  
e∈t′′（m）  

が成り立っ・ここで，〃1（e）はeの成分中の1の数を意味する・また，各α∈gl岬，R）  

に対しては，¢（α；り＝1が成り立つ．  

注意．定理1は二次元パターン刀の待ち時間の条件付確率母関数の満たす線形方程式  

系を明示的に与えているので，これに基づいて，その線形方程式系を生成するアルゴリズ  

ムを与えるのは容易である．また，このアルゴリズムと数式処理システムを用いれば，パ  

ターンとscanningwindowを入力すれば待ち時間分布の確率母関数を出力するプログラ  

ムを書くことができる．また，SCanningwindowRの高さhがmより小さい場合にも，  

やや複雑ではあるが，定理1と同様な一般的な結果を得ることができる．詳細は下記文献  

参照．  

Aki，S・andHirano，K・（2001）・Waitingtimeproblembratl、・－dimensionalpattern，  

ResearchMemorandumNo．804，theInstituteofStatisticall工athenlatics．  
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LINEX損失関数のもとでのポアソン分布の  

平均のベイズ逐次推定  

熊本大学 工学部  高田佳和  

ズ1，…，ズれは互いに独立で、同一分布孔，山∈n，に従う確率変数列とし、β＝β（u）の逐次推  

定問題を考える。ただし、βの値を∂で推定したときの損失をエ（∂，∂）とし、標本1個あたりのサン  

プリングコストをc＞0とする。逐次推定方式を  

∂＝（銅ぶ），   

とする。ここで、gは停止則、鮎は推定量を表す。∂のリスクは  

叫∂）＝軋〈坤∂g）＋cg）  

で与えられる。Ⅲを∪の事前分布としたとき、  

．／  
月n（∂）＝   月（叫∂）n（血）  

を∂のペイズリスクといい、このペイズリスクを最小にする∂口を（事前分布◎に関する）ベイズ逐  

次推定方式という。   

∂几を乃個の標本ズい…ノ㍍にもとづく、損失関数エ（♂，∂）に対するベイズ推定量とうる。任意の逐  

次推定方式 ∂＝（g，毎）に対して、推定量としてペイズ推定量を用いた逐次推定方式 ∂＝（郎∫）  

を考えると  

虎口（∂）≧虎口（∂）  

が成立する。従って、ペイズ逐次推定方式を求める問題は最適な停止則（ベイズ停止則）を求める問  

題に帰着する。  

孔＝乃専（頼拙札・‥，ズnト  

ムm（c）＝ ＋cm  

とおくと、  

月n（∂）＝且（エざ（c））  

と表され、  

β（エT。（c））＝min且（エ5（c））（＝P（c）） g  

を満たす停止則 ㌔がベイズ停止則である。   

ベイズ停止則は多くの問題においてその存在は保証されているが（Chow，etal・，1970）、その構成  

は困難な場合が多い。そのため漸近的（c→0）にべイズ停止則と同等となる停止別の構成が研究され  

てきた〇ここでは、BickelandYahav（1967，1968）によるAPO（as）TmptOticallypointwiseoptimal）  

方式について考える。  

Z花→V（＞0）α・β・α占 乃→∞  

を仮定する。このとき、停止則  

㌔＝inf（m≧1，Z¶＜∽2〉  
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がAPOである。更に  

supβ（孔）＜∞  
Tl  

が成立すれば、7LはAO（asymptoticallyoptimal）、すなわち、  

∬（エγ（c））  ＝1  1iln   
β（c）  

が成立する。次なる間置は、  

β（エア（c））＝β（c）＋0（c） αβ C→0  

が成立するかどうかである。これが成立するとき、7tはasymptoticallynon－deficientであるという。   

Xiの分布はポアツソン分布IL（0）の平均0の推定をLINEX（LinearExponential）損失関数  

エ（∂，∂）＝既p【α（∂－β）トα（∂－βト1（α≠0）  

のもとで考察する。βの事前分布は次の密度関数を持つr分布とする。  

∂α－1e岬β／β  

β＞0（α＞0，β＞0）  
r（α）βα’   

このときズ1，…，ズれが与えられたときのβのベイズ推定量は  

∂m＝（誓）log（1＋品）  

となり、  

Z几＝（α＋‰）A几  

ただし、  

〈  ）＋品）  
Aれ ＝ 7l   log  

（α＋氾）β＋1   

乱 ＝ ∬1＋…＋ズm  

α2β  

Zれ→  α・£・  

従って、  

αβ  m→∞  

このことから停止則  

㌔＝inr〈氾≧1，孔＜m2）  

はAPOである。また、  

且（Zれ）＝（α十几αβ）An  

より、SuPnE（孔）＜∞が成立し、停止則TtはAOである。更に次の結果（TakadaT2001）から  

asymptotical1ynon－de昆cienyである。  

定理αβ＋1＞0，α＞1ならば、  

属（エア（c））＝rov信＋rlC＋0（c）αβ C→0  

ここで、  

㍉訝r（喜＋α）、β  12α  
，rl＝一＋＋  

万了  
ro＝   

r（α）  4（α－1）β  

更に、   

且（エγ（c））＝β（c）＋0（c）αβ C→0  
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順序制約がある2つのガンマ分布の尺度母数の線形関数の推定  

目白大・人文  張 元宗  
慶応大。理工 篠崎 信雄  

1．はじめに  

為～r（αi，入i），五＝1，2とし、その密度関数を  

九（∬豆）＝ギ←1入㌃叫e‾岩／r（α慮），  0＜ごf＜∞  

とする。尺度母数入iに順序制約入1≦入2があるとき、その条件を考慮した最尤推定量（M  

LE）は  
弟∴′1、i（α2ズ1－αlズ2）＋  入i＝デ＋卜1）  宜＝1，2，  l＼‾′  
αf  α壷（α1＋α2）’   

である。ここで、α＋＝mα∬（0，α）であり、弟／α宜は入豆の不偏推定量（UB）である。一  

方、制約条件を無視した尺度母数の、個別には許容的な推定量ズi／（叫＋1）に基づいて、  

制約条件を満たす推定量を次のように与える。  

薫．′1、豆（（α2＋1）芳1－（α1＋1）ズ2）＋  
入豆＝T二竿T＋（一1） Tし‾⊥ノ 五＝1，2  読了了 

（αi＋1）（α1＋α2＋2）   

i壷はMLEにおいて、α五をαi＋1に置き換えた形になっている。  
ここでは、平均2乗誤差を基準に、2つの尺度母数の線形関数の推定問題を考え  

るo MLEが不偏推定量思よりも優れている、さらに、入戎が推定畳語了，よりも優れ  

ているための、線形関数の係数に対する必要十分条件をそれぞれについて与える。   

2．準備  

リスクの表現を得るためには、次のLemmaが有用である。  

Lemmal・ズ～r（α，入）とし、タ（∬）を絶対連続関数とし、その微分をタ′（∬）とする。い  

ま、gに対して、  

（五）刷ズ〆（ズ川＜∞かつβ‖g（ズ川く∞  

（均すべての入＞0に対して、無タ（∬）∬αe‾貢＝よ曳タ（∬）ェαe‾貢＝0  
が満たされているとすると  

現勒（ズ）］＝入（αガ［g（ズ）】＋且［ズタ′（ズ）けt  

が成立する。  

Lemma2．Xi～r（αi，入i），i＝1，2とし、Z～Beia（α1，α2）とする。任意の定数  

む≧0に対して、  
ガーガ2げ1≧は2〕＼挽［ズ2lズ1≧わズ2］   1  

β［ズ1げ1≧は2］」筏［ズ1げ1≧は2］β［glZ≧p】  

が成立する。ここで、β＝む／（虹1）で、筏［・］は人1＝入2のときの期待値である。昂）［ズ2lガ1≧  

わズ2］ノj瑚ズ1lズ1≧むズ2］は入1＝入2の値に依存しない。  

α11－ん（α1＋1，毎）  
（呵現Z－Z≧β］   

α1＋α21一丁p（α1，α2）  

βαユ（1－β）α2  α1  

1－ん（α1，α2）（α1＋α2）β（α1＋1，α2）  α1＋α2  
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ここで、揖α，β）＝伽α一1（ト規）β一1血／β（α，β），であり、β（α，β）はベータ関数である0  

3．結果  
釆…r（αi，入i），宜＝1，2とし、入岡熟字制糾1≦入2があるとする0平均2乗誤差（MS  
E）を基準に、Cl入1＋c2入2の推定間藤を考えるとき、下記の定理が得られる0  

（1）MLE（il，Å2）と不偏推定量（君，慧）との比較  

定理1．すべての入1≦入2に対して、〟甜（∑た1qズi／α‘）≧〟gβ（∑と1qii）が成立  
するための必要十分条件は  

Clノ β 2－β一月   （c2＝0のケースを含む）  ＜  

C2   

である。ここで、β＝α1／（α1＋α2）、R＝（トJp（α1＋1，α2））／（1－ち（α1，α2））である0  

系1．すべての入1≦入2、すべてのcl≧0，匂≦q（したがってすべてのcl≦0，C2≧0）  
に対して、〟ぶβ（∑た1qズi／α奄）≧〟∫β（∑た1C名人i）が成立するための必要十分条件は  
α1≧1である。  

（2）MLEにおいて、叫をαi＋1に置き換えた推定量（il，i2）と（急，款）との比較  

定理2．すべての入1≦入2に対して、〟gβ（∑た1q葦／（αi＋1））≧〟gβ（∑た1q又‘）  
が成立するための必要十分条件は、〆＝（α1＋1）／（α1＋α2＋2）、月′＝（1－み（α1＋  

1，α2））／（1一丁〆（α1，α2））とするとき  

〆－2β月′  竺竺L土！   
＜＜   

C2 α2＋1  
2β月′＞〆＋1のとき、   

2p月′－（〆＋1）  

であり、   

2βガ≦〆＋1のとき、－∞＜竺＜  
C2  

である。  

α1＋1  

α2＋1  
（c2＝0のケースを含む）  

系2・すべての入1≦入2に対して、財β茸（ズ1／（α1＋1））≧〟ぶβ（il）が成立するための  

十分条件はα2≧α1，α2≧1である。  

数値計算の結果については、当日示す。  
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正規混合分布におけるロバスト推定  

統計数理研究所 藤澤洋徳  

1INTRODtJCTION   

Supposethattherearekdi鮎rentpopulationswhoseunderlyingdistributionsarenormal・When  
theobservationissampledwithmlXlngPrOPOrtionsLJ；s丘omthepopulationsandthelabelof  
thepopulationismisslng，theprobabilitydensityfunctionisglVenby  

た  

′（ご；∂）＝∑叫綽；捗ポ），  
ブ＝1  

whereOisthesymboloftheparameter，∑吾＝1LJj＝1，and頼朝，CT3）isthenormaldensity  
withmeanpjandvariance4・Thisiscallednormalmixturemodel・   

Let：rl，．．．，Xnbetherandomdatasampledfromthenormalmixtl＿1remOdel・Afeatureof  

the normalmixture modelis且exibility ofdensity shape，butits負exibility causes some di凪－  

cultiesforinference．Oneofthe di用＿Cultiesisthatthelikelihoodfunctionis unbounded，mOre  

precisely，Supo∑鞋1logf（xi；0）＝∞，Whichbringsaboutspuriouslocalmaxima・SeeSection  

3．100fMcLachlanandPeel（2000）払rdetaileddiscussion・Thesemakethemaximumlikelihood  

inference unreliable．   

Thispaperadoptsamodifiedlikelihoodfbrrobustinibrence，glVenbv  

㈹＝…β瑚））  

whereβ＞Oandbβ（0）＝Jf（x；0）1＋βdx／（1＋β），WhichwassuggestedinBasuetal・（1998）■  
It maybe noted that the caseβ＝O corresponds to the usuallog－1ikelihood・This modi丘ed  
likelihoodanditsmaximizerwi11becalledβ－1ikelihoodandβ－eStimatorthroughout thispaper．  

Resultsob七ainedcanalsobeappliedtothemultivariatenormalmixturemodel．   

2 β－LIKELIHOOD METHOD  
Theβ－1ikelihoodanditspropertieswerediscussedinBasuetal・（1998）・Thissectionreviews  
SOmefacts，Whichwillhelpourunderstandingfbrthispaper・   

Theestimatingequationisexpressedasalβ／∂0＝∑g＝1hβ（xi；0）／n＝0，Whereh，β（x；0）＝  

f（．r：0）β（∂logf（x；0）／∂0）－∂bβ（0）／∂0，WhichcanbeviewedasM－eStilllat′ionandunbiasedas  
estimatingfunction．Theweightf（x；0）βofthescorefunctionwouldweakenthecontribution  
ofan outlier．  

一‾ヽ  LetOβbethemaximizeroftheβ－1ikelihood・Thestandardtheoryofthe丸ノトestimationwill  
ShoT＼・the asymptotic normality．It might be noted that the caseβ＞1causes muchloss of  

e臨ciencyfbrsomebasicmodels，aSdescribedinBasuetal・（1998）．Hereafterwefbcusonthe  

CaSeO＜β≦1becauseofhighefBciency・   

3 BOUNDEDNESS   

Thelikelihoodfunctionisunboundedunderthenormalmixturemodel．asdiscribedinIntroduc－  

tion．Itcanbeshownthattheβ－1ikelihodfunctionisboundedaboveunderthe mild condition：  

min叫≧車（β）／几，  
J  
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whereゆ（β）＝（1＋β）3／2／β．Itshouldbenotedthatthelikelihoodfunctionisnotboundedeven  
undertheaboveconditionanditmaybenotedthattheaboveconditionischangelessevenfbr  

themultivariatenormalmixturemodel．  

4 ROBUSTNESS AND EFFICIENCY   

Theinfluencefunction，SayIF（x；0），isknownasacriterionofrobustness（SeeHuber1981）・  
LetGES＝SuPxHIF（x；0）lJ，WhichiscalledgrosヲーerrOr－SenSitivity・Ifthegross－errOr－SenSitivit）’  

is丘nite，thenwewi11expectthattheestimatorlSrObusttooutliers・Itiswellknownthatthe  

gross－errOr－SenSitivi七yofthemaximumlikelihoodestimatorisinfinity壬brk＝1・However，We  

canshowthatthegross－errOr－SenSitivityoftheβ－eStimatorisfiniteunderthenormalmixture  

model．   

Focus ontheneighborhoodofβ＝0・Let usinvestigateabehavior ofthe gross－errOr－  
sensitivityasⅥ・e11astheasymptoticrelativeefRciency・Thegross－errOr－SenSitivitygoestoin丘nitv ■ノ  

andtheasymptoticrelativeefBciencytoone，Whichmeansfu11yasymptotice氏ciency，aSβ1imits  

tozero．wecanshowthattheboundofthegross－errOトSenSitivityistheorderO（1／／3）andthe  
con、▼ergenCeOftheasymptoticrelativee氏ciencyistheorderO（β2）・Theseimplythatwecan  
expectboththerobustnessandthehighe氏ciencyoftheβ一eStimatorwithasmallβ・   

5 METHODFORSELECTINGβ  
Theβ－1ikelihoodmethodhasbeensuggestedalreadyandexploredasrobustversiollOftheusual  
likelihood，Ifwehopemorestrongrobustness，WeWillusealargerβ・However，thclargeβwould  

reduceもheefRciencyoftheβ一eStimatorbeca11Sethecaseβ＝Ocorrespondsto themaxilnum  
likelihoodestimatorwithfu11asymptoticefBciency・Wewouldliketoselectareasonableβ・Two  

nlethodsare5uggeStedinthissection・   
OnecanbesuggestedinviewoftheconditionminjLJj≧4，（β）／nandtheasyrnptoticrelative  

e航ciency・Thevaluesaroundβ＝0・2wouldbeappropriatecandidates・   

Anotheristotakeβ＝argminβD（9（x），f（x；0β）），WhereD（g，f）meansadivergence，ifwe  
knowthetruedistributiong（x）・Asacandidateofthedivergence，CantaketheCramer－  

・On11isestrp？，givenby］（G（x卜恥0））2dG（x）・UsingtheemplrlCalversioIlalldtaking  
lnTOCOnSideratlOntheideaofthecross－Validation，We CanPrOpOSeamethodfbrselectingthe  

Optlmum′βb、・  

β＝arg聖n王墓〈む憲一 
勒御車  

、、・here軒）istheβ－eStimatorobtainedbyleavingthei－thobservationout・  

REFERENCES   
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11cLachlan，G‥andPeel，D・（2000），FiniteMixtureModels，NewYbrk：Wiley．  

一668－   



ある容量によって定義された近傍の特徴づけとロバスト推定への応用  

南山大学・経営・院 安藤雅和  

南山大学・数理情報 木村美善  

1はじめに  

推定量のロバストネス（頑健性）をはかる測度として，最も重要なもののひとつは，モ  

デル分布の近傍上での推定量の最大バイアスである．これは推定量の大域的なロバスト  

ネスを考察するうえで有用な情報を多くもっており，「ずれ」に対処することのできる範  

囲の限界をあらわす破綻点やモデル分布からの微小の「ずれ」に対する影響の大きさを  

表すGESに関する情報も含んでいる．この最大バイアスをロバストネスの主要な測度と  

し，これを最小にする推定量を求めるというバイアス一口バストネスアプローチはHuber  

（1964）により提唱されたが，その重要性が近年再認識されつつある．   

本報告では，標本の分布のモデル分布からの「ずれ」を表現する近傍として，特別容  

量（specialcapac恒－）により定義される近傍を提案し，この近傍の特徴づけ定理と関連す  

るいくつかの基本定理を与える．そして，これらの結果を代表的な推定量のバイアス・ロ  

バストネス研究に応用し，最大バイアスを評価する．  

2定義と基本的結果   

‘γを完備可分距離空間，βを‘γの部分集合からなるBol・el集合族ウノ明を（′γ，β）上の  

確率測度の全体からなる集合とする．  

いまダ∈．りの近傍として  

′PF（c・「）＝（∫∈Jレf：G（β）≦cF（β）＋つノ．∀β∈β），  
（1）  

を考える・ここで0≦1′＜1．1－T≦ぐ＜しX．この近傍は次のように表すことができる  

（AndoaIl（lI（imtlra2001）・   

定理2．1  

アF（c，「・）＝け＝C（ダー†り＋7〟lⅥr∈WF，人・ん∈ノu）・  （2）  

ただしンレ、r，Åは∀β∈βに対してlIr（β）≦ダ（β）であり，††’（√で）＝入＝（c＋「′－1）／cと  

なるようなすべての測度lI′からなる集合である．  

実数直線月上の確率測度nはルベーグ測度に関して単峰で原点対称な確率密度関数  

100（c＋7－1）  
％ノ克とする．また†iノ†を  ムをもつとし，αを昂の上側   

2ぐ  

lりβ）＝昂（β∩［叫（げ），  ∀β∈β  

により定義し，△0は原点0において確率1をとる1点分布を表すとする．  
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定理2．2ズ，yを確率変数とするとき，ダ×ダげ∈ア凡（c，7）ノのもとでのl∬－ylの分  
布はダ＝廓＝C昭一卸）＋7△。のとき確率的に最小になる・すなわち0≦∀f＜∞に  
対して   

（3）  s叩 P（げ－yl≦り＝苺扉（lズーyl≦f）  
ダ∈ア勒（c，7）  

が成り立つ．   

3ロバスト推定への応用   

1．位置母数の推定問題では，すべての位置共変推定量のクラスにおいてE－COntamination   

近傍を含み，その一般化となる（2）の近傍上での最大バイアスを最小にする推定量は  

メディアンであることを示した．   

2．尺度母数の推定問題では，代表的なロバスト尺度推定量であるMAD（medianabsolute   

devia七ion）とRousseeuwandCroux（1993）が提案したSとQの近傍（2）上での内  

破バイアスを導出した．   

3．確率分布族i為）における母数∂のロバスト推定量に関しては，（2）の近傍上での推   

定量の最大バイアスの下界を導出し，HeandSimpson（1993）の結果の拡張となるこ  

とを示した．   

4．ロバスト回帰への応用としては，RousseeuwandYohai（198i）により提案されたS   

推定量を取り上げ，近傍（2）の上でのS推定量の最大バイアスの上界と下界を導出し，   

c＜1（鮎eder（1977）の近傍）の場合には上界と下界が一致して最大バイアスが得られ  

ることを示した．   
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V－，LB一続計量を含むU一統計量の線形結合のBerry－Esseenbound  

鹿児島大理工研D2 戸田光一郎  

鹿児島大理学部  大和元  

1． 序   

ズ1，…，ズmを分布ダからの大きさ†lの標本とする．次数たの対称なkernelタ（ェ1，…，£尤）をもつ  
estimablepaJ：ameterO（F）の推定量として，U一統計量ULとⅤ一統計量拓；  

軋＝（）‾1 g（ろ1，‥・，ズJk），  
1≦Jl来≦n  

n  

祐＝宗…∑蛸1，・・・，ズ九）  
Jl＝1釦＝1  

が良く知られている（例えば，Lee（1990）を参照）．一方，Yamato（1977）により，0（F）の推定量とし  
て極限Bayes推定量（LB一統計量）Bn；  

7け」 
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＋ 
rl‥ヰr，，＝た  

rl  r▼1  

が得られた・但し，∑rl＋‥巾”＝た はrl＋…＋γれ＝たを満たすすべての非負整数rl，…，rn上でとら  

れる和を表す．   
Tbdaa，ndYamato（2001  

は以下のようにして与えら  

は，V一統計量，LB一統計量を含むU一統計量の線形結合1㌔を提案した．㍑  
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J＝1っ・・・－たに対して，可rl，・＝－γゴ湖をγ1十‥・＋7■J＝たを満たす正整数rl，…つγJの対称な非負関  

数とする・但し，たはkerne19の次数である・J＝1，…，たに対して，ひ（γ1，…，rJ；た）の少なくとも1つ  

は正であるとし，  

d（た，ゴ）＝∑ニ．…＋。＝た れ…，γJ；た）  

とおく・但し，∑∴十‥．rJ＝たはrl＋‥・＋γJ＝たを満たすすべての正整数rl，…，rJ上でとられる和を  

表す・J＝1，‥・，たに対して，勒）（ェ1，…，エゴ）を  

紬（町‥！エゴ）＝ ㌫∑∴＋rゴ＝た 
び（rl，‥・，r湖（ュー…，）  

fl 

rJ により与えられるkernelとし，g（J）（ヱ1，‥・，エゴ）に対応するU一統計量を班ゴ）とする．このとき，β（ダ）  
の推定量として  

1 
た  

1㌔＝ 

両耳 芸d（た，J）（？棚 J  
を提案した・但し，坤，た）＝∑‡＝1鵜川7！）である・特に，rl＋‥・＋γゴ＝た（J＝1，‥・：た）となる プ  
正整数rl了・‥，rJに対して，W（γト…，rJ；た）＝1のとき㌦はLB一統計量軌となり，可γ1，・‥，rプ；た）＝  

たり（rlト‥γJ！）のとき1㌔はⅤ一統計量佑となる・   

本報告では，1㌔に対する正規分布への収束の速さと法則収束の下限の評価について紹介する．以下  
では，γ（≧1）に対して㌣γ，レr，∈，1′7C7Crを分布則こ依存しない正定数とし，◎（ェ）を標準正規分布の  
分布関数とおく・また，プ＝1，‥・沃に対して，ゆブ（ェ1，・・・，エゴ）＝且（タ（ズト…†ズた）iズ1＝諾1…ズゴ＝エゴ），  

J言＝Vαγ（¢j（ズh…，ズj））とおく・  

2． ㍍に対する正規分布への収束の速さ   

TbdaandYhmato（2001）は，1Lに対するBerry－Esseellboundを得た・CTf＞0とし，  

1 
た－1  

1一 （）＝ 芸鵠；所両≡d（た，J）（丁子）≦旦                                    J   れ  
を満たす正定数β1が存在すると仮定する．  

Theoreml 勘タ（ズ1，…，ズた）－βl3≦∈＜∞とし，任意の  
して，且1g（肯か‥・，ズプ人仁和（ズJl，…，ろん）‡2≦レ2とする・但  
7ュ（≧た）に対して  
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、斤（㍑一旦㍑）  

≦エト頼＝≦卦－り2  
Sul）lPr   

エ   たα1  
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更に，  
た－2  

∑  
ゴニ1  d（た，j）（？）≦     J  β（？l，た）  

を満たす正定数β2が存在すると仮定する・このとき，TlleOrelnlよりさらに弱い条件の下で㍑に対  
するBerry－Esseenboundを得る．  

Theorem2 月lタ（‰…，ズた卜βl3≦そ＜∞，勘g（弟，…，ズた卜βl3／2≦7，且1g（弟，礼ズ2，…，  
ズト1ト卵（礼ズ1，ズ2，…，ズた＿1）l3／2≦7とし，任意の九…，ブた（1≦力≦…≦九≦た）に村して，  

且座（弟汗‥，弟k）l≦〃1とする・但し，0＜2勘≦72／3，72≦モ・このとき，任意のγl（≧た）に対して  

≦十嘲≦（籍＋  
、β（㍍－β）  

三二二≡＝二  
＋）れ－1′2   q打  

sup I Pr 
がノ2J…／2  た打ユ  

Borovskikh（1996）は，次数2のU一統計量に対してBerry－Esseenboundとは異なる形の正規分布  
への収束の早さについて示した．Borovskikll（1996）の結果を用いて，次数2の㍑に対する上で述べ  
た結果とは異なる形の結果を得る．  

Theorem3 月■lg（ズ1，ガ2）－βI3＜∞とし，任意の整数九力（1≦ム≦j2≦2）に対して  
£lダ（ズかズヵト鞠（弟1，ズヵ）l3≦レ3とする・このとき、任意のご（∈兄）と7－（≧8）に対して  

㌦‡（㍑一点㍑）  
二・二二  

1／2  
ー◎（ェ）l≦  Pr   m   

（1＋lェl）3  2Jl  

3． ㌦に対する法則収束の下限の評価   

兄2上の標本を考え，次数2のkernelと対応する㍑について考える・可2；2）＝ひ2，ぴ（1，1；2）＝Wl，1  
とおく・九（£j，エゴ）＝g（ヱi，エゴ）一両（ェ7）一軌（エゴ）とおくと，次数2の㍑は  

Tl  

γ1 ∑¢湖）＋孟砕 
∑賄現＋叫，1∑柵，瑚（1）  

i＝1  l＝1  1≦f＜プ≦n  

（れ・－1）町1＋2址J2  
㌍l＝   

β（m，2）  

と表すことができる．βタ（ズ1，ズ2）＝0，即≡（ズ1）＝1とし，（1）の右辺の第1項の分散を7霊 とおく．   

恥り右‥．を，独立で同一の標準正規分布に従う確率変数の列とし，Zl，Z2，…を，独立で同一の分布に  
従う確率変数の列とする・さらに，りiとろは独立とし7Cによりすべての確率変数ズ五ニ（りi，Z五）∈R2  

の族を表す．Bentkus，G6tzealldZitikis（1994）は，関数9；  

g（諾，y）＝エ1＋机＋エ2y2；エ＝（ェ1，ヱ2），封＝（yl，y2），エ，y∈兄2；Ⅹ＝花2  （2）  

を用いて∴坑∈C，刷ろlα＝1のとき，次数2のU一統計量に対する法則収束の下限の評価をした．   

α＞07可測空間Ⅹ，対称な関数g‥Ⅹ2→兄に対して一旦軌（ズ1）＝0，削ぎ（ズ1）＝1，且冊1（ガ1）l3＝  
4，且ん（ヱ1，ズ2）≡0，勘九（ズ1，ズ2）lα＝1，且l九（弟，ズ1）la／2≦1を満たすすべての確率変数の族を  
β。（Ⅹ，タ）とする・族Cにおける確率変数ズ盲＝（恥Zィ）∈兄2（ま＝1，2，…）に対して，β。（Ⅹ，g）が空で  

はない（2）により表される関数gを考える（即ち，g（ズいズプ）＝叩l＋叩j＋Zlろ）・このとき，（1）より  
れ  

（仙2∑ぞ＋叫，1∑ z－ろ）  
1＝1  1≦盲＜フ≦れ  

庁1㍑皇仇＋  
㍍か（7l，2）  

となり，㍍＝（明∑ニ1Zヂ＋叫，1∑1≦1＜J≦れZlろ）／（㌦β（㍑－2））とおくと  

supげr【豆1㍍≦ご卜◎（ェ）‡＝Sup岬◎（ェー㍍ト◎（ェ）  
エ  J  

（3）  

が成り立つ．（3）の下限の評価をっ引ZllQ＝1を満たし高々3つの値をとるすべての対称な確率変数  
Zl上で考えることにより，次数2のi㌔に対する法則収束の下限の評価を得る．  

Theorem4 ど≦2／3とする・任意のm（≧1）に対して，  

supsupげr転11㌔≦ごト¢（ェ）－≧C（ど）m3亡／4‾1ノ2  
エ  

となるどのみに依存する定数C（ど）（＞0）と可測空間Ⅹと対称な関数9が存在する．但し，最初の  
Supは，すべての確率変数ズl＝（恥gj）∈兄2（豆＝1，2っ‥．）上でとられる．ここで，77tは標準正規分布  
に従う確率変数であり，ろは勘gll2‾亡＝1（2一己＞0）をみたす対称な離散型確率変数である．   

参考文献  

【1〕Bentkus，V・，G6tze，F・andZitikis，R・（1994），Ann．Probab．22，1707－1714．   
r2】Borovskikh，Ⅵ1・V・（1996），U－SiatisticsinBanochspaces．VSP，Utrecht．  

【3］Lee，A．J．（1990），UIstatisiics・MarcelDekker，NewYork．  

【4］Tbda，K・andYamato，H・（2001），J・JapanStatist・Soc．31（2），（toappear）．  
［5〕Yamato，H．（1977），J・J叩α乃5ねま最．βoc．7，57－66．  

ー672－   



Estimation ofMomentsParametersinEllip七icalDistribu七ions  

東京理科大学大学院理学研究科 丸山芳人  

東京理科大学理学部  瀬尾 隆  

1 はじめに   

平均，分散がそれぞれ且（ズ）＝佑∑≡Cou（ズ）＝－2′¢′（0）Aで与えられるp変量楕円分布旦，（杵Jl）に  

従う確率ベクトルズのモーメントパラメータと，その推定について議論する．  

2 梼円分布  

J〕変量楕円分布且p（佑Å）に従うズの密度関数と特性関数は，次のように定義される（1IuirIlead（1982）  

参照）．  

J（ヱ）＝ Cp川‾圭9（（£一正〃「l（諾一〃））、r∫－は正定数用はある非負関数   （2・1）  

0（亡）＝ eXpド壬′〃］棋士′▲l±），小はある関数  （2．2）  

3 モーメント   

y＝．4‾1（ズー〝），A■4′＝⊥lとおき，属2＝y′y，U＝y／月とする．ここで，UはU′u「＝1の一様分  

布に従い，月（≧0）とUは独立である．月とUのモーメントを求めることにより，次の定理が成り立つ．  

【定理2．1】ズー〃の奇数次モーメントは0，2TJと次モーメントは，次のように表される．  

J柾・l什＝（左い‖）＋1）∑Jり…J－付  

い．．t）   

ここで．  

r（与十r‖）  ～．，（叫（0）  
d。～＝2rr～  2川   K（叫十1＝   

r‖  r（与）  
†し・′（0け－－  

4 推定   

モーメントパラメータ〝（叫の推定について，AIl（1cl・SOIl（1993）が議論している尖度パラメータぺ≡打．コ，  

の一致推定量の修正と一般形を考えた．AndpI，S〔）Il（1993）による結果は，  

β［（（ズー〃）′∑‾1（ズー〃））2］＝p伽＋p＋2）  

これを修正すると，  

g［（（ズー〃）′∑▼1（Ⅹ一両）2］＝（托＋1）p（p＋2）  

であり，Kの一致推定量は次のように与えられる．  

片＝ま鉾－1・・ラ2ィ・≡緩梱一宮世（ズ～一軒  

これより，一般形は次の結果となる．  
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【定理4．1】ズー〃の2m次モーメントパラメータ托（m）の一致推定量た（m）は・次のように与えられる・   

克（”1）＝ 諾βm†クー1，β叫p＝去｛（ズf一斉世（ズ去一軒 （4・3）  

本報告では，γ＝挿（克（Tn）一花（m） ）の漸近分散について，（1）∑が既知のとき，（2）∑が未知のときに分  

けて漸近展開の形で議論する．一般性を失うことなく∑＝んとする・まず（1）の場合は次の結果を得る・  

【定理4．2】∑が既知のとき，2m次モーメントパラメータK（m）の一致推定量を  

克ごml，＝ βニーーp－1，鉱p＝梱一軒1（ズゴー即  

とする・このとき・r＝∨節（危ぎm）－㍍（m））の漸近分散は，  

J蓋いn）－ K（叫小（托（rn）十1）2  （4．4）   

次に，（2）の場合を考える．しかし大変に複雑な計算を伴うので，m＝2の場合，つまり尖度パラメー  

タ凡の一致推定量克について漸近的性質を考えることにする．これは，SeoandTbyaIna（1996）の結果と  

一致する．   

【定理4．3】∑が未知のとき，4次モーメントパラメータ（尖度パラメータ）托の一致推定量を  

克＝ 読紳－1，β2，p＝｛（方言一貫酔（弟ル貢が  

とする．このとき，r＝∨℡（た－K）の漸近分散は，  

（p十4）（p＋6）  （旬）＋1ト壁土型（凡（3）＋帖＋1）＋±吐土製（＝1）3－（代＋1）2          J）  、‘           J）  
り  

（4・5）  

p（p＋2）  

参考文献  

［1lAnderson，T．W．（1993）．XonIlOrInalmultivariarp（1istl・ibutions：InferellCebased on elliptiぐally  

COntOurCddistributioIIS．Multil）ariateAnalysis，FLLfLLT・eDirectioTIS，（C．R．Raoed．），EIscvierS（・ip11（・e  

Publishers，pp．1－2⊥主．   

【2］Kellker†D．（1970）．Distributiontheol・yOfsphericaldistributionsandalocationscaleparameter  

generalizatioIl，∫椚1兢yαA32，419－430．   

［3］Mardia・K・Ⅴ・（1970）・Measuresofmultil・ariateskewnessandkurtosiswithapplications．Biometrika  

57，519－530．   

［4］Muirhead，R・J・（1982）・AspectsofMulti・uariateSt化tisticalTheory．Wiley，NewYork．   

同Spo・T・andToyama、T・（1996）．Onthepstimatiol10fkurtosisparallleterinelliptical（1istrit）utioIIS．  

J・九p化れ′ぶ亡α抽£．∫oc26，59－68．  
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共分散構造に関する尤度比検定統計量の帰無分布の  
非正規性に対する影響  

広島大学大学院理学研究科 冨田哲治  

広島大学大学院理学研究科 松本智恵子  

統計数理研究所  柳原宏和  

本研究では，非正規性のもとで共分散行列のある構造に関する仮説検定の尤度  

比統計量の帰無分布を取り扱う・考える共分散構造は（i）為1：∑＝∑0，（ii）  

仇2：∑＝J21這，（iii）Ho3‥∑＝diag（∑11，・‥，∑kk），（iv）月払‥∑1＝‥L＝ ∑k  

の4つ，つまり（i）は共分散行列がある僅かどうか，（可は単位行列の定数倍，  

（iv）はた個の母集団の共分散行列の同等性の仮説であり，（i臼）はp次元ベクトル  

諾＝（∬1，…，ヱp）′をたセット諾＝（諾1，‥・，範）′，正恵：釣×1，に分割し，それに対応  

した∑の分割を   

1
 
 
 

l
 
 ．

．
．
 
 

1
 
 
 

一
尺
 
 

た
 
 
 

l
忙
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1
▲
 
 

．
．
．
 
 
1
㍍
 
 

∑
 
 

∑
 
 

∑ab：PiXPjSubmatrixof∑  

としたとき，共分散行列が対角ブロック行列であるいう仮説である．これら4つ  

の仮説に対する尤度比統計量をエゎ（乞＝1，…，4）とする．正規性の下では，苅＝  

－2logエゴの帰無分布は漸近的にx2分布に従うことが知られており，それらの漸近  

展開も導出されている（see，e・g・，Anderson，1984；Siotani，HayakawaandFujikoshi，  

1985）．これら正規性に基づいた研究結果は数々得られているが，この正規性の仮  

定を外したときの研究も進められている・Ito（1969）では，非正規性の下で帰無  

分布の漸近分布が母集団の4次キュムラントに依存することを報告している．  

般に分散に関する検定は非正規性に関して頑健ではないと言われる理由がこの漸  

近分布が非正規と正規の場合に異なるということであり，これが平均に関する検  

定と決定的に異なる点である．このように分布のずれに関して敏感に反応してし  

まう検定において，非正規性の影響を調べることは非常に重要な問題であると考  

える・しかしながらIto（1969）では漸近分布の具体的な形には触れていない．具  

体的な形としては，MuirheadandWaternaux（1980）は楕円分布の下での帰無分  

布の漸近分布を求めている・これから，FCをkurtosisparameterとすると，坑，77｝  

は漸近的にx2分布を（1＋K）倍した分布と同値であり，統計量を（1＋K）で割って  

修正したものの漸近分布はx2分布となる・また，Tyler（1983）は楕円分布の下で  

（1＋ K）で割って尤度比統計量を修正することが可能であるような一般的な条件を  

与えている．それは，仮説のタイプに関する条件でありconditionhと呼ばれる．  

楕円分布の下で坑‥九（∑）＝0のタイプの仮説に対してその尤度比等軽量をrと  

すると，COnditionhを満たすとき：T→（1＋rt）x空であり，COnditionhを満たさ  
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ないとき：r→（1十K）x雲＿1＋（（1＋K）＋兢（∑，∑））x≡である・r＝∑の近傍でそ  

の導関数が連続なpxp正定値行列上のr次元関数ん（r）に対して，ん（αr）＝九（r）  

が任意のα＞0で正定借行列rに対して成り立つとき，COnditionゐが成り立っ  

という．H町akawa（1999）ではこの条件を満たす具体的な仮説の例をあげている．  

このように修正すれば，楕円分布のクラスでも漸近分布はkurtosisparameterの  

影響を受けないのである．しかし，このような修正はいつも可能というわけでは  

なく，例えば，れと為に関しては修正を行うことはできない．なぜならば，n，  

策の帰無分布は楕円分布の下で漸近的に異なる重みの2つの独立なx2変量の重み  

付き和の分布と同値となるからである．本研究の目的は，分布の条件を楕円分布  

よりもさらに弱めた具体的な分布を仮定しない非正規性の下で，帰無分布の非正  

規性の影響を調べることである．   

4つの仮説（i）～（iv）に対する尤度比統計量エiは，線形変換諾→∑Tl／2（諾－〃）  

に関して不変なので，帰無仮説の下で考えるとき，一般性を失うことなく〝＝0，  

∑＝ちとすることができる・以下の議論では〝＝0，∑＝ちととして考える．  

仮説（i）∑＝＝∑0の検定統計量n＝－2logエ1は標本共分散行列に基づく統計量  

打＝ヽ席（β－ち）で表現され，対称行列びの上三角成分を並べたベクトル   

叫＝VeC畔）＝（叫1／鴻・‥ル押／㍉，叫2，‥・，町p，u23，…，祝p－1p）′・  

と既知行列β1を用いて，n＝祝β刀11↓β＋Op（れ‾1／2）と表現される．祝βは漸近正規  

性をもち，漸近的に平均0，共分散行列nβのq＝p（p＋1）／2次元多変量正規分布  

に従うことから，れの漸近分布の特性関数は以下のように書ける．   

9  

Cl（t）＝佑－2軋】‾1／2＝H（1れ2叫1））‾1／2  

ブ＝1  

ただしÅ∫1）（j＝1，‥・，曾）をnβの固有値とする．これより，nの漸近分布は独立  
な自由度1のx2変量の重み（nβの固有値）付き和の分布と同値であることがわか  

る・他の3つの統計量に関しても同様な形で表現できる．これらの結果から次の定  

理が成り立っ．  

THEOREMl・打は標本共分散に基づいた，漸近正規性をもつ統計量とする．つ  

まりu＝＝VeCS（U）→Nd（vecs（∑），n），ただしf7＝Cov（u）．このとき統計量が  

r＝祝′加＋Op（陀－1／2）と展開できたとすると‡（舘β）2＝C（∩巧，（cは定数）であ  

ればr／c→x芝，（陀→∞，d＝rank（刀））．  

参考文献  

［1】Muirhead，R・J・andWaternaux，C・M．（1980）．Biometrika，67，31q43．  

［2＝吋Ier，D・E・（1983）．βねmeかづ払，70，411－420．   

他省略．  
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HIGHERORDEREFFICIENCYOFLINEARCOMBINATIONS OF  
U－STATISTICSASESTIMATERS OFESTIMABLE PARAMETERS  

野町俊文（都城高専）、近藤正男（鹿児島大学・理）、大和 元（鹿児島大学・理）   

β（ダ）は対称なカーネルg（Jl，…，ごた）を持つ分布ダの汎関数または推定可能な母数とする。また、  
（Xl，・．．，Xn）を分布関数Fからの大きさnの標本とするとき、TbdaandYamatO（2001）は0（F）の  
推定量として、U一統計量の線形結合㍑を次のように導入している。   

2つの正の整数た＝1，2…とブ＝1，．‥，引こ対して∽（rl，‥・，rJ；た）はrl＋‥・＋γブ＝たを満たす  

任意の正の整数の組（rl，…ノrJ）に対して非負の値を取り、その中の少なくとも一つは正の値を取る  
対称な関数とする。また、J＝1，…，たに対して、関数恥）（ご1，…，∬j）をd（た，ブ）≠0のとき、   

恥（Jl，‥■，霊j）＝云 ∑∴＋…＋γプ＝た帖，・‥，γ湖（聖二⊥慧…セこ盈）  

rl個  り個  

と置く。ただし、記号∑＋はrl＋・・・＋rゴ＝たを満たす全ての正の整数の組に対して和を取り、  

J＝1，…，たに対して、d（た，メ）＝∑∴＋‥巾J＝たl〃（γl，…，rJ；た）とする。また、寝りはカーネル恥に  

対応するぴ一統計量を表すとする。このとき、統計量㍍を次のように与える。   

㍑＝ 
（1）  

ん     読藩晰（糎）  

（
－
ぶ
 
 

：．）  ただし、β（m，た）＝∑‡＝1d（た，j）  

て〃をブ＝1，‥・，た、rl＋…＋rJ＝  

とする。  

を満たす、正の整数の組rl，…，rJに対して、ぴ（γ1，…，rJ；た）＝  

封／（γ1…rJ）によって与えられる関数とする。新たな統計量‰を次のように考える。カーネルは  

た！  

∑∴＋‥車・J＝ふr タ（ェ1，・‥：ご1・‥・，諾ノ，…，ごノ）  
l…7・J  

g（J）（∬1，…，£j）＝  
川β（た，州   

である。ただし、坤，た）＝∑‡＝1lβ（た，州（m）jであり、β（た，ブ）は第1種のスターリング数を表す。こ  

れらのカーネルに対応するU一統計量祀）によって、ぶmは  

1 
ん  

gm＝ 
読沌lβ（た冊）jU㌘）  

によって表される。このぶnで表される続計量をS一統計量と呼ぶ。また、乱・をノ＝1，・‥，た、γ・1十‥＋γJ＝  

たを満たす、正の整数の組γ1，…，γ・Jに対して、l〟け1，…，rj；た）＝損／（rlト・rj！）によって与えられる関  

数とする。ニのとき、統計量㌦は、V一統計量l・うlである（YamatoandToda（2001），Lee（1990）；p．183－  

184andKoroljukandBorovskich（1994）；p．40）。  

次数た≧3のカーネルを考える。カーネル恥）（ご1，・‥，エJ）、j＝1，‥‥た：ニ対して、  

βゴ＝且【鋸）（ズ1，…，ち）】  

れ），。（ご1，…，エ。）＝属地（J）（∬1，…，弟）lズ1，…，∬。］c＝1，…，ゴ  

と置く。さらにj＝1 ，…，た、C＝2，3，．‥，たに対して、次のように置く。  

咄（ご1）＝帖，1（ヱ1卜βJ  
c－1  

／－‡錘1，…，ご。）＝¢仙（ご1，…，エ。ト∑ ∑ 鳩1（ご∫1，…，ご∫tト♂J  
f＝11＜Jl＜…＜J、＜c  
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叫m，た），d（た，た），d（た，た－1），d（た，た－2）に対して、d（た，ブ）≠0，（ブ＝た，たTl，た一2）のとき、戯＋戯1＋  
β22＝0，β1＞0，β2＞0，戯1＞0を満たす定数β1，β2，β21，銭2を用いて、展開することができる。  

（たニ2）＝砦＋0（嘉）  
d（た，た－2）  

畿笠（芸）＝ト告＋告＋0（嘉），  か（乃，た）   

・ 
（た竺1）＝告告＋0（嘉）   

d（た，た－1）  

β（乃，た）  

ノンパラメトリックな分布のクラスのE侃ciencyを考え、FbrthOrderEfnciencyを定義する。  

定義 2つの統計量坑，几，（宜＝1，2）の平均2乗誤差はMSE（Ⅵ，m），（豆＝1，2）であるとする。もし、有  

限な極限値  

〟∫均il，n］  
2  

1im乃  
Tl→00  

1一   

存在するとき、この極限値を鴇，nの、坑，nに関するFbrthOrderE伍ciency（FOE）といい、  
FOβ（鴇，れ，坑，n）で表す。   

2つの統計量坑，n，（豆＝1，2）は異なる関数びによって（1）で与えられる統計量とし、β1は同じ値  

を取るものとする。れ，nに対して、β2，1，β21，1，β22，1，ぐエリ2，1，鮎－2，1によって表し、鴇，mに対して、  

β2，2，β21，2，β22，2，藍2，2，鋸－2，2によって表す。11，mと‡ち．。に対するg（た）とg（…）は、それぞれ一致  
するので、対応する藍1は同じ値になる。ただし豆＝1，2，3，ブ＝1，2，C＝た，た一1に対して  

埠（‘）＝叫鳩（‰…，瑚軋＝伽城府1，…・芳i），軋J）（‰…誹）］，盲≦た一J   

定理1≦わ≦…≦毎≦鋸こ対して、旦夕（芳il，…，∫iた）］2＜∞を仮定する。‡1，mと鴇，れは（1）  
で、β1のみ同じ値を取る異なる関数山こよって与えられる統計量とする0∂三，（1）≠0のとき、鴇，nの  

㍉，mに関するFOEは  

＿1  
た2∂ 

．（1）  

ダ0β（鴇，m，れ，n）＝   

によって与えられる。ただし、  

A＝2〈た2（翫－β2り）∂更，（1）＋た（た－1）（β22・2－β22・11藍＋た（た－2）（（β2，2亀2－β2，1d㌔1）  

＋β1（β22，2－β22，1）（鋸－1－♂）2＋β1（鉱一1一項2，2（β岬－β卜β2，1（β帰1一 
叫）  

命題 次数た≧3を持つカーネルに対して、軸（∬il‥・・，ズ‘3）】2＜∞，∂言，（1）≠0のとき、  

（た－1）（た－2）  

〈2（た－2）［（3たⅧ払1－（3た－5）（畏2］  ダ0丘■（gn，軋）＝   

24∂≡，（1）  

一明（1，＋（た－1）軋1－∂）［（3ト1）∂帰1（3た－5）βト2、2－4β］）  

を得る。ただし、ぐエリ2．1と♂＝，1は11に関する値であり、ぐ島2とβト2，2はβ。に関する値である。   

Refbrences   

【1】Koroりuk，Ⅴ．S．andBorovskich，Yu・V・（1994），77teory qfU－Statistics，Kluwer Academic  

Publishers，Dordrecht，Thenetherlands．  

【2］Lee，A・J．（1990），U－Statistics：theoryandpractice・MarcelDekker，Inc・NewYbrk・  

【3］Nomachi，T・andYamato，H・（2001）フ”AsrmptoticComparisonsofUqStatistics，V－Statistics  

andLimitsofBa）・eSEstimatesbyDe丘ciencies”．JotLmalqfJqpanStatisticalSociety31，85－98・  

［4］TbdaIく．andYamatoH・（2001）BerryEsseenboundsforsomestatisticsincludingLB－Statistic  

andV－Statistic・J・Japanstatis・Soc・31，lo・2（Toappear・）  
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ノンパラメトリックな検定統計量に基づく信頼区間  

九州大学・経済学研究院 前園宜彦  

ズ1，ズ2，・‥，ズーlを分布ダ（ェー∂）からの無作為標本とし，分布関数ダ（ユ：）はダ（一可＝トダ（ヱ）  

を満たす（密度関数が∬＝βに関して対称な分布）とする■ このとき  

帰無仮説ガ0：β＝0 v．s．ガ1：β＞0   

の検定問題に対して，ノンパラメトリックな検定統計量として符号検定，ウィルコクソンの  

符号付順位検定が良く使われ，その性質が研究されてきた．同順位を避けるためにダ（∬）は  

連続型の分布とし，  
0
 
0
 
 

＞
一
＜
 
 
 

エ
 
£
 
 

1
 
0
 
 
 

｛
 
 

′¢（ェ）＝  

とおくと，同等な検定統計量は   

れ  

β＝∑一¢（ズf），  Ⅳ＋＝  ∑ ゆ（ズi＋ズノ）  
五＝1  1≦五≦J≦Tl  

で与えられる．これらの統計量の分布はHoの下で分布F（1：）に依存しない（（1istl・ibutioll－n：eC）．   

他方これらの検定統計量に基づく ∂の点推定も提案されている．ぶに基づく点推定はメ  

ディアンで，W＋に基づく点推定はHodgesLehmaIl11推定量として知られている・本報告  

ではこれらのノンバラメトリックな検定統計量に基づく βの信頼区間の構成を議論する．   

帰無仮説∬0の下で，それぞれの統計量のα一点に一番近い値をβ（α），軋－（α）  

可α）＝11‡沖⊥′】凡（Ⅳ＋≦■t上り≧（ゼ）  ∫（α）＝11妻1車l凡（5≦β）≧α），   

とおく．このとき  

坤（α／2）≦ぶ≦叫－（イ2））託1－「隼  

叫両／2）≦Ⅳ＋≦叫－（ユ／2））丈：1－－α  

となる．また対立仮説の下では   

れ．  

虐＝∑小（ズf一町  

よ＝1  

卸＋＝ ∑・せ′げ－＋∬J－2∂）  

1≦J≦J≦＝  

の分布はガ1の下で5，Ⅳ＋の帰無仮説の下での分布と一致する．ここで順序統計量を  

ズ（1）≦ズ（2）≦…＜ズ（‖）   

とし，Walsll平均と呼ばれる〈（ズ盲＋ズメ）／2，1≦J≦．ゾ≦㍑）を小さい方から並べたものを  

Ⅳ（1）≦Ⅳ（2）≦…＜Ⅳ（7小＋1）川  
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とおく．これらを利用すると  

昂（ズ（腑2）”≦β≦ズ（［g（ト。／2）】））た∴1－α，  

為（Ⅳ“可。／2川≦β≦Ⅳ（【u（晶／2）］））疋1一α  
の信頼区間が構成でき，これらはデータの従う分布に依存しない・ただしト〕はガウス記号と  

する．また漸近分布による近似も可能である・Z（α）を標準正規分布Ⅳ（0，1）のα一点とする  

と，それぞれのα一点の近似は  

鴨（外   項α）完動（Ⅳ＋）＋z（α）  β（α）従属0（g）＋z（α）  

となる．ここで期待値及び分散は帰無仮説仇の下で計算されるものである．   

他方Maesono（1987）ではapproximateBahadurA．R．E．の意味で一様にW＋より優れて  

いる検定統計量  

〟＝ ∑（桝弟＋即¢笹＋ズん）＋描享＋ズノ）一¢（弟＋ズん）  
1≦j≦J≦ん≦‖  

十梱＋紬¢仇＋ズん）〉  

を議論している．この〟の帰無仮説の下での分布もやはりダ（ェ）に依存しない・ここでα一  

点を  

77も冥（α）＝悪1i一け！・賞l昂（〟X≦m＊）≧α）  

とおく・また呵ど］を一つ固定して宣＝1・2…，Tlに対して  

混‡＝ ＃（．ブl方言＋ろ≧2Ⅵ′［‘】，1≦J≦71〉  

とおき  
れ 

…f＝∑（・が・ ・酔日向＝m＊（α）  

壱＝1  

なる自然数ゼ＊（α）を求める．ニのとき〟に基づく信頼区間は  

中一′l榊）】）≦β≦Ⅳ（【｛（晶／2）】））霊1－α  

で与えられる．  

ウイルコクソンの符号付順位検定統計量†r＋と統計量〝については，エッジワース展開  

が求められており，これを適用すると〔ト点の近似の改善が得られ．推測の精度を上げること  

ができる．またこの他にもノンパラメトリックな推測として，ブートストラップ法を利用す  

ることができるが，シュミレーションの結果では，ll′＋及び〟に基づく推測のほうが良く  

なっている．  

【1］Hollallder，MalldWblfb、D・A・（1999）NollPal・anletOl・icStatisticalMethods．211ded．  

【2】Maesono，Y．（1987）AIlllals oftlleInstituteofStatisticalMathematics，Vol．39，No．2．  

Pal・tA，Pp．3G3－375・  

ー680－   



無限次元空間上の極限定理とその対称統計量への応用  

金沢大学工学部  金川秀也  

対称統計量  

有言す妄分和に従う実数値確率変数列とする．また実対称関数  

〟（ろ，ズ。，…，屯）を核関数とする統計量を対称統計量と呼ぶ．＆＝2の対称関数叫り  
に対して、対称統計量  

2    坑‥＝不可1是ヰ的）′軋：＝施扁）  

をそれぞれdegree2のU一統計量、V一統計量とよぶ．退化型核関数を持つU－また  

はV一統計量に対して、無限次元空間上に値を持つ確率変数列の単純和に関する極  
限定理を応用して、各種の漸近的な性質を調べることが出来る．   

証明のアイデア  

‡ざノ，ノ≧1‡をi・i・d・確率変数列でその分布を鼻止する．昆恒う鼠×鼠上の実数値対称  
関数とする・また〟はFLXFLに閲し2乗可積分で退化している、i・e・，foranyrealx  

中断））＝0  

とする・Sermng（1980）に従って′kernelLiから有界線形作用素㌔：P→L？（trace  

class）を㌦車）ご＝現員，∬）血）レ∈どとすると、その固有関数危∫‡と固有値は  
れ‡は以下の条件を満たすと仮定する．任意のf≧1に対して   

烏；王…三雲ご；）豊㌦鍼，）＝舶  
このときヱ′はイ摘）＝恵んg克）＆（ち巨表現される． 〟 

＝l  

また可分ヒルベルト空間〃とその内積トトノルムを‖次のように定義する．  

′ユ 

仇＝←＝（抑・）∈R関：裏願ヰ（壷差損仇′呵蔓呵・  

＜∞を仮定する施脇）〕＝纂鵬（島噂小00より購確率変数  
雛I   

G，‥＝（婚〉＆晦）g，転ト）∈Hi≧1を用いてdegree2のU－Statistics伍ん，n≧1‡、V－  

statistics‡v〃，n≧1）を次のように表すことができる．  

ま真G克軌跡塘紳‥〕拍  
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より次の仮定ん≧qほ1の下で  

柁Ⅵ＝細 
注妄毎舶頼ん1≦吾≦〝棚）＝ま羞纏隠瞞芸G－Ⅰ  

主ノ・・享苧  去芸Gf   

即ち軋，乃≧ヰ及びれ，乃≧ヰが丑値確率変数列桓いほ1iの単純和で表すことがで  
きる．   

大偏差原理への応用  

優ん，〝≧小‡㌦，〃≧1‡に  Donsker－Varadhan（1976）及びBolthausen（1986）から  
対する大偏差原理が成り立つ．  

些甲gaWa（1999）  

瑚Gl‖））＜∞を醍する・また輔＝一差Å烏Ⅹ  

V2   

∃  

．∬∈〃に対してGlの  

e呵函血路帖恵拙lo融甲））とおく・ただし、伊は〃の双  
対空間、〟k）：＝g（expk）（Gl）））とする．このとき   

o  

1  

1im－l  
I＝00〝  

＝慧（頑Ⅹト瑚・  イ〝一心〝＋∑〟（島，島   

参考文献  

E・Bolthausen，Laplaceapproximationsfbrsumsofindependentrandomvectors・Probab■   
Th．Rel．Fields，72（1986），305－318．   

M．D．DonskerandS．R．S．Varadhan．AsymptoticevaluationofcertainMarkovprocess   
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