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Minim11mriskpointestimationofthepowersofnormalscaleparameter  

秋田大学教育文化学部  宇野 力  

新潟大学理学部  磯貝英一  

1．序   

ズ1，ズ2，‥．を正規母集団Ⅳ（〃，J2）からの標本とし，〃∈（－∞，∞）とげ∈（0，∞）はとも  

に未知とする．また，雷m＝m【1∑た1弟，鋸＝（れ－1）‾1∑た1（ズ盲一方几）2とする．γ≠0は  

与えられた定数であるとするとき，Jγの推定量5ニに対し，損失関数  

エm＝（gニー〆）2＋c几（c＞0は既知定数）  

を考え，リスクを  

乱＝且（エm）＝且（gニーJγ）2＋cm，几＞max（1，－2γ＋1）  

とする．本報告では上の損失関数の下でJrを推定する問題を考える．   

いま，リスクは軋＝喜γ2J2γm－1＋c几＋0（几－…）（m→∞のとき）となる・伸一書）の  
項を除けば，上のリスクRれは標本数が   

moJr＝几＊（とおく）  

のとき最小となり，私。宍ゴ2cれ＊となる・しかしながら，Jは未知であるので，几0を用いること  

はできない．そこで，逐次推測を試みる．  

2．主結果   

本報告では次の標本抽出停止規則を提案する：   

Ⅳ＝凡（γ）＝ヰ≧…≧卦gニ〉  

但し，mは初期標本数でm＞max（1，－2γ＋1）とし，gm＝完㌔（＞1）とする・∫んでJrを推  

定するとき，この逐次方式のリスクは鋸＝且（祐一〆）2＋c点てⅣ）で与えられる・逐次方  

式の良さはリグレット‥月Ⅳ一2c†1＊によって測られる．このとき，次の結果を得た・  

蔓草ユ m＞ml（γ）＋1ならば，C→0のとき，   

即Ⅳ）＝m＊＋β－…（γ＋2）＋1＋0（1）  

但し，  

ml（γ）＝ 

〈  

max（3γ，2）   if γ＞O  

max（8＋2γ，－2γ）if γ＜0  

であり，βはある定数で0≦β≦喜＋去γ2となる・□  
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匡畢j 

但し，  

恥＝2cm＊＋（言（γ＋2）2＋1〉c＋0（c）   

max（5γ，12＋3γ）if γ＞0  

12－8γ  if γ＜0  
である．□  m2（γ）＝  

3．バイアスの修正   

逐次推定量箱のバイアスについて，以下の結果を得た・  

昼撃退 m＞m3（γ）＋1ならば，C→0のとき，   

咽）＝Jr一γ＋2）sgn（小0（㍉）  

但し，   

sgn（γ）＝（ ，m3（γ）＝〈：：；‡…1芸ニ；し3γ｝‡≡ニ；3  
である．口  

上の結果を考慮して，Jrの推定量   

祐＝箱＋叶2）sgn（r）  

を考える・このとき，リスクは月ん＝且（∂ん－打り2＋c点てⅣ）で与えられる・定理3より，  

m＞m3（γ）＋1ならば，且（∂訂）＝Jr＋0（ヽ作）となり，∂訂はJγの2次漸近不偏推定量であ  

る■鯖のリスクの2次近似式について，以下の結果を得た・  

星型竺 m＞m2（γ）＋1ならば，C→0のとき，   

月訂＝2折（去（γ＋2）2＋1）c＋0（c）である・□   

定理2と定理4より，m＞m2（γ）＋1ならば，月訂一恥＝－喜（γ＋2）2c＋0（c）となり，  
γ＝－2の場合を除けば，バイアスを修正した逐次方式∂んの方がもとの逐次方式5んに比べ  

て漸近的にリスクが小さくなる．このとき，γと－2の距離が大きくなる程，バイアス修正を  

した効果が大きくなる．  

参考文献   

Aras，G・andWbodrooft，M・（1993）．Asymptoticexpansionsforthemoments ofarandomly  

StOpPedaverage．Ann．Statist．21，503－519．  

Wbo血00f占，M．（1982）．Ⅳ抑～去れeαγR帥el皿Jr九eo叩れge叩eれtねJAm埴5由．  

CBMSMonographNo．39，SIAMPhiladelphia．  
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STUDENTIZED ROBUST STA甘ISTICSIN MULrFIVARIATE  

RANDOMIZED BLOCK DESIGN  

横浜市立大学 理学部 白石高車   

WeconsideramultivariaterandomizedblockdesignwithnblocksandJtreatments，inwhichthe  

k－thobservationXijk＝（XHヱ，…，堵）′underthej－thtreatmentinthei－thblockisexpressed  

aS  

方車＝〃＋仇＋TJ＋e榊，（豆＝1，・‥，m，た＝1，…，7乃プ，j＝1，・‥，J）   （0・1）   

where∑芸1βi＝∑L＝1mjTj＝0・In（1・1），Pistheoveral1meanresponse，βiistheblocke鮎ct，Tj  

isthetreatmente鮎ctandeijkistheerrortermwithE（eijk）＝0・Itisassumedthateijk’sareinde－  

pendentandidentical1ydistributedwithcontinuousdistributionfunctionF（x（1）／cr（1），…，T（p）／q（p）），  

whereV（鵜）＝（q（e））2and鵜isthee－thelementofeijk・Fortherespectiveparameters，the  

nullhypothesisofinterestandthealternativearerespectively  

H；Tj＝Oforj＝1，‥・，Jv・S・A；Tj≠Ofbrsomej・  

Weproposetestproceduresbasedonstudentizedrobuststatisticsforthesehypothesesinthe   

model（1・1）・Wederivetheirasymptoticpropertiesasthenumberofblocksntendstoinfinity．We   

alsoproposerobustestimatorsstudentizedbyscale－eStimatorsfbrthetreatmenteffectsandderive   

theirasymptoticnormality．  

MultivariateM－teStSandM－eStimatorsbasedonstudentizedrobuststatisticswerediscussedby   

SingerandSen（1985）forfu11ranklinearmodels．FurtherdiscussioIISOfstudentizedM－prOCedures   

WeredonebyKoenkerandPortnoy（1990）andJureekoviandSen（1995）．Thelinearmodelsdonot   

includeourmodel（1・1），Whichisnotoffu11rank．Inallofthosetheoreticaldiscussions，Fisher，s  

consistency：Jごニ4）（x）dF（x）＝Owasneeded・Shiraishi（1990）discussedmultivariateM－teStS  

Without assumlngFisher’s consistency．HoweverShiraishiつstest statisticswerenot studentized．   

For many applied models，the scale－Parameter Ofthe underlyingdistributionis unknownand   

Fisherつs consistency does not hold．We need to constructflexible statisticalprocedures．For   

themodel（1．1），We prOpOSe Studentized robust tests and computablerobust estima七OrS．The  

asymptoticnoncentralx2－distributionsfortheteststatisticsandasymptoticnormalityfbrrobust  

estimatorsarederived，aSSumlngOnlythe丘nitenessofFisher，sinformations・Fisher）sconsistency  
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：ノニ¢‘（x（2））d巧（x（L））＝Oisnotassumed．Inourdiscussion，itisverifiedtha七theAIWofthe  

proposedtests（proposedestimators）relativetotheF－teSt（1eastsquaresestimator（LSE））goes  

totheAREoftheHuber’s（1964）M－eStima七OrSrelativetotheone－SamplesamplemeanaSthe   

blocksizegoestoin£nity．Bysimulationstudy，eVenわrthesmallsamplesizes，itcanbeseenthat   

theproposedestimatorsaremoree餓cientthan1eastsquaresestimatorsexceptforthecasewhere   

theunderlyingdistributionisnormal・EspeciallytheproposedestimatorsareremarkablyefBcient   

fortheasymmetricunderlyingdistributions．  

参考文献  

Good，P・（1993）Permutaiiontests，Springer．  

Hampel，F・R・，Rousseeuw，P・J・，RoIIChetti，E・andStahel，W・（1986）RobusLStatistics：   

77LeApproachBasedon瑚uence，NewYork：JohnWiley．  

Hieritier，S・andRonchetti，E・（1994）Robustbounded，inauencetestsingeneralparametric   

models・J肌r†lαgOJ伽Amer豆cα乃∫ねf由古瓦cαgAββOC宜α如m，89，897－904．  

Huber，P・J・（1964）Robustestimationofalocationparameter．AnnalsofMathema壬icalStatistics，   

35，73－101．  

Jureekova，J・andP・K・Sen（1996）RobustStatisticalProcedures：Asy叩tOticsandInterrelations，   

NewYork：JohnWiley．  

Koenker，R・andPortnoy，S・（1990）M－eStimationofmultivariateregressions．Journalqfthe   

Amer衰泊れ∫ねf混血gA朗OCね如m，85，1060－1068．  

Muirhead，R・J・（1982）AspectsofMuliivariateStatisticalTheory，NewYork：JohnWiley．  

Puri，M・L・andSen，P・K・（1985）NonparnmetricMethodsinGeneralLinearModels，   

NewYork：JohnWiley．  

Shiraishi，T・（1989）Rqestimatorsandconfidenceregionsfortreatmente鮎ctsinmulti－reSpOnSe   

experiments・JournalqfMultivariateAnalysis，31，30－39．  

Shiraishi，T・（1990）M－teStSinmultivaratemodels．Metrika，37，189－197．  

Shiraishi，T・（1996）Onscale－invariantM－Statisticsinmultivariateksamples．JournaloftheJqpan   

∫ねfね蒼古cαJβoc宜e軌2（i，241－253．  

Singer，J・M・andSen，P・K・（1985）M－methodsinmultivariatelinearmodels．Journalpf   

脚血加瀬地鳥湖廟画17，168－184．  

Wiens，D・（1986）MinimaxvarianceM－eStimatorsoflocationinKolmogorovneibourhoods．   

Aγ1乃αgぷ呼ぶね土ぉ出cβ，14，724－732．  
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ASYMPTOTICCOMPARISONSOFU－STATISTICS，V－STATISTICSAND  

LIMITS OFBAYES EST‡MATES BYDEFICIENCIES  

都城高専（鹿児島大学院理工学研究科D3）野町俊文  

鹿児島大学理学部  大和 元  

1 序  

Xl，…，Xnを分布Fからの大きさnの独立標本とする。分布F8こついて、degreekの対  

称なカーネルタ（∬1，…，∬た）を持つ推定可能な母数β（ダ）の推定を標本に基づいて考える。推  

定可能な母数の推定量として、打一統計量とⅤ一統計量は、よく知られている。ところで、標  

（…‡‾1）  

本ズ1，…，ズ氾から重複を許して研固取り出す組み合わせは、   通りある。そのす  

ベての組について、カーネルタの値の平均を取ると次の統計量が得られる  

… 

桁（け」与れ＝た   
タ（ズ1，…，ズ1，…，ガれ，…，ズm）   
し  Y－   ノ   し  1 「∴  ノ  

rl  rTl  

（1）  

ただし、∑町ト＋rれ＝たはろの重複する個数をりとするとき、γ1＋‥寸γm＝たを満たす  

非負の整数のすべての組rl，．．．，rnについての和を表す。この統計量は、Dirichletプロセ  

スを事前分布とする2乗誤差損失に基づく推定可能な母数β（ダ）のベイズ推定量について、  

Dirichletプロセスのパラメータを0に近づけることにより得られる極限ベイズ推定量でも  

ある。このことから（1）で与えられる統計量をLB一統計量と呼ぶことにする。Nomachiand  

YAmato（1999）は、次数2のカーネルに対応するエβ一統計量と打一統計量、Ⅴ一統計量の比較  

をMSEと分散を用いて与えている。本報告では、漸近的な比較を考える。カーネルが退化  

しない場合、これらの統計量のLRE（1imitingriske伍ciency）は1に等しく、違いが見ら  

れない。本報告の目的は、エβ一統計量と打一統計量あるいは、Ⅴ一統計量との漸近的な違いを  

LRD（1imitingriskdeRciency）を用いて示すことである。  

2 エβ一統計量の打一統計量による表現   

命題1関数g（∬1，…，∬た）を次数たの対称なカーネルとするとき、対応するエβ一統計量は次  

のように表すことができる。  

βm＝（…≡↑部二淵押  
ただし、J＝1，…，たに対して、庸）は、カーネル紬（∬1，‥・，∬メ）、   

g（j）（笹h…パり）＝ （げ ∑宍・…＋り＝たg（ヱ，‥・，惑）  

に対応するU一統計量である。  

命題1の表現より、エβ一統計量の平均2乗誤差を漸近的に導くことができる。さらにⅤ一  

統計量の平均2乗誤差についても同様に漸近的な表現を導くことができる。  
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3 Deficiency   

すべての九j2，…，ブHl≦力≦ゴ2≦…≦尭≦た＝こ対して、旦夕2（ち1，弟2，…，弟ん）〕  
＜∞を仮定する。カーネル由1，…，∬た）とタ（た－1直1，‥り翔一1）に対して、関数  

¢。（ェ1，‥りご。）＝ 呵タ（ご1，…，£。，ズ叶1，・‥，ズた）］c＝1，‥・，た，   

中（た一1），。（町…，ヱ。）＝ 軸（た－1）（町・‥，諾c，ズc仙…，ズト1）】c＝1っ…，た－1  

とおく。また、これらの分散と共分散と鋤叫（礼…，ズト1）の期待値を次のようにおく0  

α言 ＝ Ⅴαγ軌（礼‥・，ズ。）］c＝1，2，…，た，  

く（太一1），。＝ Cの亜。（弟，…，∬c），恒－1），。（弟，…，ズc）］c＝1っ2，…，た－1，  

叫叫 ＝ 軸（た－1）（弟，‥・，ズた－1）】  

命題2危険関数として平均2乗誤差を用いる。カーネルgは、非退化であると仮定する。タ  

に対応するエみ統計量のロー統計量とⅤ一統計量に関する上月かは、次のように与えられる。   

吼‰）＝穿｛瑚＋2（…）∈（鳥－1），1＋（た－1）（〃…－β）2），   
堰溝）＝穿卜瑚＋（た珊…，1＋…（た－1）（叫叫－β）2），   
d（隅）＝穿卜招＋（た－1）ぐ（叫－1＋去（た－1）（叫叫－β）2）   

命題2の結果からd（駄，亡ん）＝d（β乃，挽）＋d（楊，軋）が成り立つ。また、エ月一統計量の  

打一統計量に関する効率を考えるならば、d（駄，軋）は〟ぶ厨（β循）ルαγ（‰）のm‾1の係数に  

等しい。エ月統計量のⅤ一統計量に関する効率に対しても、類似した結果が成り立つ。   

Example．パラメータとして、分散を考える。エβ一統計量は、βれ＝∑鎧1（ズ宜一斉）2付け  

1）である。宜次の中心モーメント陸（宜＝2，4）を持ち平均について対称な連続分布に対して、  

－4（〝4－2〝引J′n，′、 －2〃4＋5最J′，′，‥＿－2〃4＋3〃萎  
，d（杭，こ㌦）＝  ，d（βれ，1ん）＝  d（βn，【ん）＝  ’u、〕れ’rmノ‾  ’W＼ー乃’）乃ノ▼  

〃4－〃茎  〃4－〃茎  〃4－〃茎  

を得る。特に、正規分布Ⅳ（〃，J2）からの標本に対して、次のようになる。  

楓晶）＝－2，楓，祐）＝一芸， 棉，瑚＝  
従って、Bn＞tL＞ULである。記号Bn＞祐はBnがDeficiencyの意味に於いて、軋より  

優れていることを表す。また、一様分布ロトT，T）からの標本に対して、  

鱗，裾＝1，絢，鴨）＝言，棉，軋）＝一芸  
を得る。この場合、祐ト〔㌔トβ弗である。  

参考文献   

【1］Nomachi，TandYamato，H・（1999），”Theexpectationofrandomfunctionalswiththe   

Dirichletprocessanditsapplications”．Bulletin qf坤rmation and Cybernetics，32，   

165－178．  
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AsymptoticpropertiesofLB－StatisticsandBerry－EsseenboundforV－Statistics  

鹿児島大理工研Dl 戸田光一郎  

鹿児島大理学部  大和元   

1． 序   

次数kの対称なkerne19（xl，．．．，Xk）をもつestimableparameterO（F）を考える．その推定量とし  
て，U一統計量亡んとⅤ一統計量軋が良く知られている（例えば，Lee（1990））．－一方，分布∫の事前分  
布として（7a，β）上のパラメータαをもつDirichletprocessを用いて得られるBayes推定量で，α（7a）  
を0に近付けることにより極限Bayes推定量Bnが得られる（Yamato（1977））．これを，LB一統計量  
ということにする．今，ズ1，．‥，ズmを分布ダからの大きさmの標本とすると，駄は次で与えられる‥  

叫【1 
乱＝（ ）－1∑，亀ニ生、…，生ニ生）・  

T－1＋‥・＋γm＝た  
γ1  rγt  

LB一統計量BnとV一統計量V；tは，U一統計量の線形結合として表わすことができる（例えば，Nomachi  
andYamato（2000））‥  

敗二吏 
駄＝‰十‰1＝仇と一 （軋一頃叫）＋‰い  

鋤 
Ⅵも＝軋十軋＝佑′＿ （軋＿肝1））＋足芸Tl．  

2れ．  

但し，涙．た‾1）はkernel錮＿1）（ご1，…，£た－1）＝（g（∬1，ご1，紘・・・，諾た－1）＋由1，エ2，ご2，∬3，・‥，恥1）＋‥卜十  
タ（£1，…，エた＿2，ごた＿1，勘ト1））／（た－1）に相応するU一統計量である・また，7班1丁いm2月2れ，花月；m，陀2月蔓れ．  
は，条件且座（弟1，…，ろん）l＜∞（1≦Jl≦…≦Jた≦た）の下で，乃→∞のとき確率1で定数に収  

束する 
．  

る 

規分布の分布関数とおく．また，任意のjl，  
2・1，2．7，3・1，3・2，4・5では且座（ズJl，・‥，ズ九  

4・2，4・4では且再（ズjl，…，ズJk）－軸（ズJl，  

≦jl≦…≦jk≦k）に対して，Proposition lユ ＿ニ     ー・二 J〟 一二 ’リノ ’‾′J、‾′ 、） ‾ ‾〉r〉〉▲‾▲〉▲‾  ‖
「
〃
、
J
 
 

裁
て
一
斗
 
 

●
 
）
 
 
 

r   ∞とし，Proposition2．2，2．3，2．4，2．6，4．1，  

レγ、とする．さらに，ブ＝1，‥．，たに対して，  

＜
て
ー
 
 

砺（ェ1，…，エゴ）＝現タ（弟，…，ズた）lズ1＝∬1…弟＝勺），打ぎ＝Vαγ軌（弟，・‥，ろ））とおく・  

2．IJB一統計量に対するBerry－Esseenbound  

Proposition2．1EfRlnlr≦【2k（k－1）／（n＋k－1）］rpr・  

Proposition2．2 EIRln－ERlnlr≦CIL／，n－3r／2 （r≧2），  
利札れ一旦凡mlγ≦C2岬‾（2T－‾1） （1≦r＜2）・  

Proposition2．3 Var（Bれ，）≦（k2cT雷／n）＋（Cu2／n2）．  

Proposition2．4 gぎ＞0，E（g（Xl，…，Xk）－0‡3≦Eとする・但し，Eはわf≦u2≦E2／3を満た  
す正定数である．このとき，任意のm（≧た）に対して  

、席（駄－ββm）  
≦小町l≦卦－1′2  ▼rl【L  

たJI   

Corollary2．5 任意のm（≧た）に対して  

1声（βれ一風‰）  

≦車軸t≦卦－1′2  SuplP［ r■▲L  

㈱  

Proposition2．6 cTぎ＞0，EIg（Xl，…，Xた）－Ol3≦Eとする・但し，Eはu3／2≦E2を満たす正定  
数である．このとき，任意のm（≧た）に対して  

C2〃3／2  ∨石（βm一方βれ）  

≦小町－≦（＋  
2 ）㍑‾1／2   

Supげ［   
が／2J…／  たJl  
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Proposition2．7J≡＞0，且Ig（弟，…，ズた卜βl3＝∈，ヱ＝g（礼ズ2，…，ズたトβl3／2≦叩，ヱ＝  
タ（‰弟，ズ2，‥リズた＿1ト町3／2≦りとする．但し，モ，申ま2〃1≦り2／3，り2≦モを満たす正定数である・  
このとき，任意のれ（≧た）に対して  

一 転 C2γ7  J元（‰－β）  

≦車◎酬≦（＋   
rl¶L   が／2Jぎ／2 1  たJl  

3． 退化の場合の漸近分布   

任意のんム∈エ2（ダた）に対して，内積（んム）＝且（ム（礼…，ズた）ム（ズ1，・・■，ズた））とする・  

Proposition3．1勘g（乱…，ズた）‡2＜∞とし，J雷＝0，J宣＞0とする・このとき，  
くっく〕  

m（β几－β）ヱ（芸）夏至（九（2）朋2）口‰，（みト亮（…）（…＊）・  
Jl＝1J2＝1 J＝1  

但し，た（2）（∬1，£2）＝ゆ2（ご1，∬2卜βであり，γ再）はメ＝（鉦…，ブd）の中でgに等しい添数の個数で  
ある．   

例えば，g（∬1，ご2）＝ご1ご2，且ズ＝0，且ズ2＝1のとき，  

㍑軋ヱz2－1，乃㍍ヱz2，氾軋ヱz2＋1．  

Proposition3．2 EI9（Xl，…，Xk）l2＜∞，El9（Xl，Xl，X2，X3，……，Xk）l2＜∞とし，Oi＝  
J宣＝0，打吉＞0とする．このとき，  

〔×：）  

埴l－β）ヱ（…）夏至至（ん（3）朋。ej3）H軋（j）（Z′）  
Jl＝1J2＝1裏＝1  ヱ＝1  

く＞⊃ 00  

＋た（た－1）2∑（耀1），ビ∫）H軋（ゴ）（Zヱ）・  
J＝1 ヱ＝1  

但し，た彗諾1，ご2，諾3）＝舶1，ご2，ご3卜β，枇1）（∬1）＝恒一卯（ご卜β・   

例えば，β（ご1，∬2，諾3）＝∬1∬2ご3，且ズ＝0，且ズ2＝1のとき，  

れ3／2勒－β）ヱぢ－3為，乃3／2（祐一β）ヱ召，れ3／2（駄－β）ヱ蚕＋3Z2．  

4． Ⅴ一統計量に対するBerry－Esseenbound  

一 

一
 
 

且月；mlr≦C2〝rれ‾（2r‾1） （1≦γ＜2）．  ム⊆月；′l   

Proposition4・2 Proposition2・4と同じ条件の下で，任意のn（≧k）に対して  

ヽ信（祐一且鴨）  －1′2  
≦車叫一≦  ⊥tL  

たα1  

Corollary4．3 任意のn（≧k）に村して  

ヽ而（祐一茸軋）  

≦車叫一≦卦－1′2  SuplP［ r■‾L  

Jvαγ（祐）  

Proposition4・4 Proposition2・6と同じ条件の下で，任意のn（≧k）に対して  

ヽ席（祐一且佑）  r’コ⊥旬〕  

≦車瑚■≦（＋   
）陀‾1／2  

■L   
が／2J…／2   たJl  

Proposi七ion4・5 Proposition2・7と同じ条件の下で，任意のn（≧k）に対して  

ヽ伝（祐一β）  

≦車咄一≦（＋  
q洞  1ゎ 

Supげ【   
：r   た叩J…／21  わ1  

参考文献  

［1】Cben，Ⅹ・（1980）・gC血如戯m玩氾，23，1079－1091・  

［2］Janssen，P・（1981）・〟e孟わ毎28，35－46．  

【3］Lee，A・J・（1990），U－Staiisiics・MarcelDekker，NewYork．  

［4】Y瓦mato，H・（1977）・J仙r㍑αJげJ叩αmgぬま由わcαJgoc宜e吻，7，57－66，  
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ベクトル値マルコフ決定過程の状態空間の分類における  

余因子行列の応用について  

宮崎大学教育文化学部 伊喜哲一郎  

1．記号と諸定義  

有限マルコフ連鎖の状態数をⅣ（≧2），状態空間をぶ：＝（1，2，…，〃）とする。各状  

態盲において意志決定者の取る行動の選択肢を勘とし、その集合をA‘とする。さらに  
A：＝niぴAiとおし†てAを意志決定者の行動空間とする0意志決定者はβからAへの  
関数Jによって，行動を選択する。離散時刻（0，1，2，…）上でJは意志決定者によって  

（J，′，′，‥．）と採用されたときに′∞と表し定常政策という。この報告では定常政策のみを  
考察の対象としているので′∞を簡単のために／とだけ記して以後はノをもって定常政策を  

表す事にする。定常政策の全体をダと表しこれを政策空間と呼ぷ。状態盲において意志決定  

者の行動として葎）が選択され状酎へと連鎖が推移するときの、1段の推移確率を躍）  

と表す。Jに対応した推移確率行列をQ（′）と表す。その全体をQ（ダ）：＝（Q（J）げ∈ダ）  
とする。pを自然数とする。p次元ユークリッド空間を属pとする。各J∈ダに対して1  

段の推移に伴う意志決定者の利得を骨）とする。これより得られるRp値の直接期待利得  
をr（J），チェザロ極限行列をQ＊（ノ），平均型基準値をu（ノト＝¢＊（／）r（／），相対値をγ（ノ）と  
する。   

2．割引を伴うベクトル値のマルコフ決定過程  

β（0≦β＜1）を割引率因子とする。各定常政策J∈ダに対する総期待利得を  

研）：＝∑≡。βれQ（n）（桝／）l  
と定義する。各J∈ダに対して  

∑≡。β専れ）（J）＝【トβQ（J肝  
00  

月至聖∩（トβ）∑βれQ（〔恒）＝Q＊（J） β→1－0  

れ＝0  

00  

A抑－βQ（／）】＝ぬ［トβQ（J）】∑βnQ（彗ノ）  

れ＝0  

が成立する。またe（／）によってQ（／）の持つ正再帰部分連鎖の数を表すと  

け一βQ（理  
村）：＝叩（ノ）＝ 

β。 β。  
＞0   

（1－β）亡∽  
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とできる。任意のJ，g∈ダに対して  

エβ（g，′ト＝γ（g）＋βQ（タ）わ（′トわ（／）  

とおくと  

d叫トβ¢（州［み（タトわ（′）】＝Adjけ－βQ（g）】エβ（g，／）  
が成立する。また  

△（g，ノ）：＝Q（g）u（／）一視（ノ）  
エ（タ，′）：＝r（g）＋Q（タ）u（／）－む（J）－U（J）  

とおくと△（g，ノ）＝0ならば  

A㊥〔トβQ（g）】  ）抽，J）  J帥（gト刷＝盟 
β。 （   （1－β）e（タト1  

が成立する。   

3．余因子行列の応用  

（1）状態空間の分類への応用が可能である。   

行列  

A㊥［∫－βQ（J）】  

（1－β）亡∽－1Jβ（J）  

の各対角要素について，もし1－βを素因数に持てばQ（J）における推移的状態であり，持  
たなければ正再帰的状態であると判定できる。これは状態空間の完全な分類を行わなくと  
も，各状態が正再帰的であるか推移的であるかの判定が単独に可能となった事を意味する。  
（2）大域的最適性の判定が可能である。  
（1）と叩（g）＞0である事に注意すると，・u（J）±祝（g）となるのは△（タ，J）＝0かつ  

A筍【J－βQ（タ）］  

エ（g，／）】i。∈∬1  ある正再帰状態宜0∈G（g）において〔   
（1－β）e（g）－1   

となる場合である。これは余因子行列の応用によって大域的最適政策の判定が可能である  
事を示している。  

参考文献  

【1】羽鳥裕久・森 俊夫共著；「有限マルコフ連鎖」，培風館，（1982）・  
〔2】T．ⅠⅩIa皿dN．mruぬwa；陥cねr－Vα玩ed〟αrた8V deぬioれprOCeββe古山兢肌er叩e Cr克eわom，   

Memoires．Fac．Ed．Miyazaki．Univ．，Vbl．54－55，P．1－10，（1984）．  

〔3】T・Iki；的cねr－1七三≠edダin如〟αγた0りβec由わnProc郎βeβ血統兢eAリer叩e月et〟αrdCわ士eパ叫   

MemoiresFac．Ed．Miya2；akiUniv．，72，1－11，（1992）・  
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確率生成母関数の利用  

統計数理研究所平野勝臣  

大阪大学大学院基礎工学研究科安芸重雄  

1 はじめに  

本報告の目的は確率生成母関数（pgりの離散分布への有効な利用法を述べることであ  

る■2章で，系列がiidからマルコフに一般化されたとき，連に関する分布論はpgfを用  

いて解析することができることを具体例で述べる．また，連に関する問題だけでなく他の  

問題へ利用できることを示すために，3章でk－matChprblemsへの利用を述べる．ここ  

でも系列がiidからマルコフに一般化して解析できる．   

本報告の2章はHiranoandAki（1999a），3章はHiranoandAki（1999b）に基づい  

ている．紙面の都合で個々の引用は与えていないのでこれらを参照されたい．  

2 連に関する分布への利用  

2章では，0か1の値をとる確率変数の系列（ズi，乞＝1，2，…）を扱う・慣例に従って  

適宜上一端をま番目の試行，弟が値1をとることを成功，値0をとることを失敗とも言  

うことにする．系列がiidであるとき，連続したた個の成功が起こるまでの試行数の分  

布をCた（p）とかき，台を（α，α＋1，…）にシフトしたときの分布をCた（p，α）とかく．   

EbneshahrashoobandSobel（1990）は独立ベルヌーイ試行において，長さsの成功の  

速かまたは長さγの失敗の連のいづれかが起こるまでの試行数の分布と，これらの連のい  

づれもが起こるまでの試行数の分布をpgfを用いて求めている．前者をsoonerproblem，  

後者を1aterproblemということにする．AkiandHirano（1993）は，iid系列をマルコフ  

系列に拡張し，pgfを用いてsoonerproblemと1aterproblemを解いた．iid系列をマル  

コフ系列のような場合に拡張するとき，組合わせ法の解析に比べてpgfを用いる方法は  

極めて有用であることがわかる・UchidaandAki（1995）はこの問題を一般化したsooner  

andlaterproblemをpgfを用いて解いている．   

Hirano，AkiandUchida（1997）は，m次マルコフ系列で，長さkの1の連がは  

じめて起こるまでに長さe（m≦e）の1の連の起こる回数（0Verlappingで数える）の分  

布がCた＿g（pl…1，た－g＋1）であること，同様にして，長さgの成功連の数え方をnon－  

0Verlappingで数えたときの分布のpgfを与え，また丁度長さeとしたときの分布が  

Cl（α，0），α＝pl…1た‾g／（pl．．．1た‾ゼ＋肛．．1），長さゼ以上としたときの分布がCl（pl…1た－g），  

であることを示した・ただしpl…1＝P（弟＝1Ⅰズトm＝1，ズトm＋1＝1，・‥，芳i＿1＝1）．   

直接pが甲を求めるかわりに，甲の生成母関数魯を求め1これを基にして甲を求め  

る方法を，Wilf（1994，p．118）は蝦暮の油法（”SnakeOil”method）と言っている．蝦暮  

の油法を用いることで，AkiandHirano（1988）はより一般的な拡張されたオーダーたの  

2項分布のpgfを与えている・また，系列がマルコフのとき，AkiandHirano（1993）は  

オーダーたの2項分布に対応する分布（試行数71で，長さたの1の連の起こる回数の分  
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布）のpgfを陽の形で与えている・この拡張として系列がm次マルコフのとき，Uchida  

（1998）は対応する分布のpgfを（蝦暮の油法を用いることなく）与えている・   

pgfが与えられたとき，このpgfを持つ分布の確率はこのpgfを展開すれば求まる．  

pgfが有理母関数のとき，このpgfから確率を求めるための漸化式がStan1ey（1986，P．205）  

で与えられている．この結果を用いて，分布の確率を早く求めることができる．   

FuandKoutras（1994）は連の分布を求めるために，finiteMarkovchainimbedding  

approaJChを与えた・この方法はKoutrasandAlexandrou（1995），HanandAki（1999）  

によってさらに研究されpgfを求める方法としても有力なものになっている・また，指  

数型分布族の性質を用いてラプラス変換を求めるSte知1OVandPakes（1997）の方法があ  

る・このラプラス変換からpgfを求める方法で彼らはAkiandHirano（1994，1995）の結  

果を確認している．  

3 k＿matChProblemsへの利用  

Arnold（1972）はk－matChproblemとよばれるつぎのような問題を提案した．壷の  

中に，相異なるm色のボールが入っている．1個ずつ復元抽出で取り出し，色の番号  

1，…，mを記録して行く・このようにしてできる弟，弟，…はi・i．d．（1，2，…，m）一値確  

率変数列である・（1回の試行でひとつの色が記録される確率は1／mである）．たを正の整  

数とし，固定する．試行五において”k－matCbが起こる”とは，裁とその直前のた回の試  

行結果のうちのどれかが「致することをいう・そこで，はじめてk－matCh（orduplication）  

が起こるまでの待ち時間rの分布を調べた・事実P（r＞カを厳密に求め，次のような  

応用を与えている．   

m個の窓口があって，サービスを行っている・1つのサービスにはた（＋1／2）分かか  

る．1分に1人の割合で1人ずつ客が来て，ランダムに窓口を選ぶ．もし選んだ窓口に  

先客がいれば，客はサービスを受けずに帰ってしまう．このとき，はじめてサワビスを受  

けずに帰る客が出るまでの待ち時間がこの間題である．   

k－mat血problemは，birthdayproblem（m＝365），SurnameprOblem（Mase（1992）），  

連の待ち時間問題（Aki（1992））と関連がある．   

試行iでk－bimatdleS（k－doublematches）が起こるとは，このi番目の試行結果が  

その直近の過去た回の試行結果のうちのどれかと一致し，且つ，このた回の試行結果の  

中に1組の同一の試行結果があることである．   

ここでは，1stk－matCh，2ndk－matCb，1stk－bimatchesの待ち時間の厳密分布のpgf  

が導出され これによりこれらの厳密分布や平均，分散が考察される．さらにpがを用  

いる方法は高次マルコフに対しても適用可能であることが示される．  

引用文献  

Hiran0，K・andAki，S・（1999a）・Useofprobabilitygeneratingfunctionfordistribution  

七heoryofruns，Proc・Insi・Siaiisi・Maih・，47，105－118，（inJapaneSe）．  

Hiran0，K・andAki，S・（1999b）・Onk－matChproblems，ResearchMenwrandum，No．  

724，Ins七．Statist．Math．  
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Generalizedwai七ing七imeprob且emsassocia七ed  
WithpatterninPo且ya，surnscheme  

大阪大学大学院基礎工学研究科井上潔司  

安芸重雄  

1 はじめに  

ガ1，ズ2，…は，Polyaの亜スキームから村られた確率変数列とする．このとき，∬1，∬2，…  

の巾にパターンr＝（〟1，化2，．‥，〟ん）が初めて現われるまでの待ち時間問題を考軒）－る．た  

だし，パターンの各成分は呵∈β＝（0，1，…，m）である．また，ここでの待ち時間問題は，  

”scol・e”という概念の導入によって一般化されている．   

本報告では，PrOl）abilitygenel・atingf11IICt，io－1S（I）．g．r．）法を用いて結果が導山されてい  

る．まず，無限個の条件付確率母関数によって構成される方程式系を導因する．この方程式  

系は，解くことは不可能である．   

そこで我々は，無限個の方程式によって構成された方程式系から，多項式による展開ブ捌こ  

よって表され，任意の次数で打ち切られた確率杜関数を猿山できる新しい方法論を与える．  

2 Polyaの壷スキーム  

Ⅰ）01yaの亜スキームについて酢嘲こ説明する（詳しくは托Ilel・19G8を参照）．並のrI】に  

次のようなボールが入っているとする．すなわち，ラベルが”げ，であるボールが勒個，ラ  

ベルが”1”であるボールがα1個‥…， ラベルが”＝”であるボールが叫川個入っている  

状態を仮定する．この中からランダムにボールを一つ取りflル，そのボールとともに同じ  

ラベルのボールを新たにc個追加する．そしてこの操作を繰り返す．このとき，壷の巾の  

ボールの数をα＝（α。，α1，…，αTn）として表し，ポールめ総数をIαt＝α。＋呵十…＋α…  
で表す．eJは（ゴ＋1）成分だけが1に等しく，その他の成分がすべて0に等しいベクトル  

とする：eJ＝（0，0，…，0，1，0，…，0）1×（m＋り，（ノ＝（），1，…，；｝l）・いま，ラベルがノであるボー  
ルが取り山されたとすると，ボールの数は，α＋ceJへと変化する・   

このような試行を繰り返し，ラベルを記録していけば，Polyilの並スキームによって得ら  

れた確率変数列∬1，∬2，…を得ることができる．  

3 一般化された待ち時間問題   

初めてパターンが現れるまでの待ち時間問題を”scol・C”という概念を導入することで一  

般化してみる・ラベルが”J”であるポールには”イ，というscol・eがついているものとす  

る・ただし，rJ∈〟＝（1，2，…），（ノ＝（），1，・‥，れりとする・そこで，確率変数列∬1，一Y2，‥・  

の小に初めてパターンrが現れるまでのscoreの総和の分舶こついて考窮する．ただし，  

すべてのscol・eが1に等しいときは，パターーンγが確率変数列．rl，一rコ，．．．の小に初めて  

現れるまでの通常の朽ちrl射期間題に等しい．  
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並の中にあるポールの初期状態が，α｛】＝（α0‘〕，α‘）l，…，α仙 ）であるとき，確率変数列  

礼∬2，…の中に初めてパターンアが現れるまでのscol・eの総和の分布についての確率  

位関数を坤）とおく．また，いま77，（i＝0，1，・・・，k－1），SCOl・enを得ており，そのとき  

のボールの状態がα＝（α。，α1，…，α丁－1）であると仮定する・そして，この時点から初めて  

パターンアを得るまでのscol・eの総和の分布に関する条件付確率母関数を¢（71，α，〃；り，  

（f＝0，1，…，ん－1）とおく．このとき次の定理が成立する・  

TlleOrem3．1確率母関数坤）および，条件付確率母関数¢（了1，α，丁↓；り，〃＝0，1，…，ト  

リは，次の方程式系を満たしているご  

Trl  

（：｝・1）帖rJ¢（肌恒両eJ，川  

一丁l  

（3・2）抑，叩；り＝至請瑚′（れ，恒叫叫；…＝…・‥，ん－2），  
Tn  

（3・3）¢恥叩；り＝叫（仙1，恒恒eJ，叫；り，  

（3．∠l）¢（r，α，m；り＝1，  

川／ほre，斬り＝¢（端，α仇0；り・  

TlleOrem3．2 すべての正の整数刑・0に対して，次の方程式系は，確率母関数叫）を適  

当な次数で打ち切った確率計関数岳（りを導く．  

（3・5）岳（り＝  

J＝l】  

－●J¢抑，ノ），α（｝十eeJ，川                          ■ヽ  

TJl  

如，Tl；り＝両肌），α十CeJ，丁↓＋川  

（i＝n，1，…，ん－2），7J・≦丁と【），  

†rl  

れ1，叩；り＝至請よrJ紬恥1，ノ），α＋ceJ，叫；り，”・＜7～（－，  
∂（γ，α，丁↓；り＝0，  （五＝0，1，…，ん－1），丁～・＞机｝，  
ノヽ  

¢（7’，α，れ・；り＝1・  

（3．6）  

rteferences 

Aki，S．all（1日iral10，Ⅰ（．（1993），SE“lislic（LZSciencesandDHL（．ノInuIysLs；Pmrcc（）i11ySqFL／Le nlL］Y／  

Puc折c Al℃〃StuEjslic“L CoTtfbl℃nCe（eds・Ⅰく・Mat・uSiLa，M．IJ．P11l・iall（1rr．1lilyとIkil、Va），  

4G7－L174，VSPl11t・erIlat・ioIlalScicllCe Plll）1isllerS，Zeist．  

Aki，S．，r3alakrisllllan，N．aJl（lMollallt・y，S．G．（199G）．ノl‖‖．J‖St．SL（LLisL．＾［（LLh．，48，77：iM787．  

1Cl）lleSIlalll・；lSl100b，h・Ⅰ．all（lSol）el，れI．川）帥），∫仙止凸心ん砧．上cは，9，5一－1l．  

lTc11cL・，W．（lO（柑），Vol．I，31・（lc（l．，1Vil（Iy，N（｝、；＼ノ■ol・k・  

lI（・lli（lil，八」lイ‖）闇），ノl＝＝・J＝・ブナ・・甑∫信／・仙∫眈，5n，（那－（i7l・  
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パワー。グンベル分布とその応用  

高橋倫也  渋谷政昭  

神戸商船大学 高千穂商科大学  

1 序   

極値データ（最大値データを考える）に適合させる分布として，グンベル分布が  

よく用いられてきた．しかし，極値データへの適合を良くするという観点から，最  

近では一般極値分布が良く用いられるようになっている．   

ここでは，一般極値分布に対抗するものとして，パワー・グンベル分布を提案す  

る．すなわち，極値データのベキ変換を考え，グンベル分布の適合を良くすること  

を試みる．   

グンベル分布や一般極値分布を用いるよりも，このパワー・グンベル分布を用い  

ることによりreturnperiodの推定精度が良くなる場合があることを示す．  

2 パワー匂グンベル分布   

2．1 定義   

極値データに適合させる分布として，次のグンベル分布が良く用いられる：  

A（ご；佑打）＝A（（エー〃）／J），－∞＜エ＜∞，  

ただし，A（ご）＝A（ご；0っ1）＝eXp（－eXpト∬））．   

ここで，グンベル分布のベキ乗の分布を考える．すなわち，g≧0の確率変数で  
定数7＞0が存在して  

P（Z7≦ご）ニA（（エー〃）／J），£≧0，Aト〃／J）≪1，  

となるものを考える．このとき，Zの分布関数をA（・；〝，打，7）とすると，  

A（ご；拓J，7）＝P（Z≦ご）＝P（Z7≦ご7）主A（（∬7－〃）／打），ご≧0フ  

となる．従って，その密度関数入（・；佑打，7）を  

rJ・・1●l  入（空プ），ご≧0フ  入（∬；拓打，7）＝   
JA（拓打）   

と考える．ただし，入（x）＝入（x；0，1）＝eXP（－X－eXP（－X）），A（FL，CT）＝1－Aト〃／cT）．  
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この密度関数を持つ分布を，パワー・ダンベル（Power－Gumbel）分布と呼び，  

PG（佑打，7）で表す．  

2．2 性質   

グンベル分布の吸引領域に属す端点が有界でない分布の最大値の分布は，またパ  

ワー・グンベル分布で近似できる：すなわち，グンベル分布の吸引領域に属す分布  

ダで，ご（ダ）＝Sup（∬；ダ（ご）＜1）＝∞となるモノを考えと，  

ダ氾（z）三A（z；わ陀，α陀）三A（z；乱，α佗，7）  

が成立する．吸引係数α几，占氾はダ（ご）から，α陀，乱はC（ヱ）＝ダ（ご1／7）から求まる．   

また，パワー・ グンベル分布A（・；〃，J，7）はダンベル分布Aの吸引領域に属す．  

3 パラメータ推定   

パワー・ダンベル分布PG（拓打，7）のパラメータ推定について3つの方法を考えた．   

方法1として，最尤法を考えた，この場合，非線形連立方程式を準ニュートン法  

で解いたが推定値が求まらない場合があった．   

方法2として，一般極値分布を適用しPWM法で形状パラメータを推定する．形  

状パラメータの推定値が0に近づくように極値データをベキ変換する．このベキ変  

換したデータにグンベル分布を適用し，最尤法でパラメータ（拓J）を推定する．   

方法3として，あらかじめ7の値の範囲を決める．この範囲の7でデータをベ  

キ変換しそれにグンベル分布を適用する．最尤法でパラメータを推定し尤度を求め  

る・この尤度が最大になる（〃，打，7）を推定値にする．  

4 シミュレーション  

パワー・グンベル分布からの乱数（ワイプル分布からの極値乱数の近似と考えら  

れる）に対して，returnPeriodの推定にダンベル分布，パワー・グンベル分布，そ  

して一般極値分布を適合させる3つの方法を考えた．   

シミュレーションを，7＝0・5から2．15の範囲で行った．7＝1の近傍ではグン  

ベル分布を適用した方法の精度が一番良かった．それ以外では，パワー・ダンベル  

分布の精度が良かった．また，この範囲ではパワー・グンベル分布を適用するほう  

が一般極値分布を適用するより精度が良かった． 7≧1．75ではグンベル分布よりも  

ー般極値分布を適用するほうが精度が良いというpenultimate現象が見られた．  

5 データ解析   

鋼に含まれる非金属介在部の切断面積を測定したサイズ400の極値データと，45  

年間の年最大洪水流量データにパワー・グンベル分布を適用した解析例を紹介した．  
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Pitlllan確率分割の有限標本論   

渋谷政昭（高千穂商科大学）、大和元（鹿児島大学）   

有限集合および数の確率的分割は、応用確率論および統計学の基本的概念であるが、卜分には知られて  

いないし．数の確率的分割のなかでもっとも基本的なのがEwens確率分割系列族である「）たとえば．丁（〕IlnS（〉11  

etal．（1997）を参軋JimPitInanは1995年に始まる叫連の論文で、1パラメータU）Ewens確率分割を  

2パラメータに拡張し、本質的な諸概念を明らかにした〔）本稿ではPit．111乱丁lのモデルを初等的に説明する  

ため、有限モデルから出発して無限モデルを尊く。その過程で推測問題を議論する－。  

1 壷のモデル  

¶－一連の番号がついた玉β1，β2，．．．を、一一連の番号がついた虚けl，［ち，・‥に、逐次ランダムに入れる。ま  

ずβlを確率1でUlに入れる。玉β1，・‥，軋が亡左にぐJ個、（：ノ＞0，J＝1，2，…，た，（∑‡＿一1り＝両  

人っている条件の下で、玉β，l＋lがそれぞれの壷に入る確率を  

∂＋んα  

β＋†と  

新しい壷〔互＋1は  

1≦J≦んt，  
古い壷巧は箸諾                                    ）  

であるとする。玉の添字を考えると、β1，…，β†lの壷への分かれ方は、集合」㌦＝（1，．‥，†t）の川納：ある  

分割（〃＝…，化た）に対応し、その確率が  

1  

p（（（111‥り恥）；帰）＝読H（βパ‘仁1）α）（トα）虹＝－ ぐノ＝レ項＞（），1≦んT≦丁も， 
J⊥」l  

（3）   

となる。IdJlは部分集合αJの要素数、ユ：回＝頼‥＋1）・‥（こ－：＋γい1）、である。  

2 分割の表現  

表1：壷のモデルの分頬  

玉に区別がある   玉に区別がない   

壷に区別がある  有限集合ルもの順序がある分割A昆  自然数陀の順序がある分割C£   

嶺に区別がない  有限集合凡の順序がない分割A完  自然数陀の順序がない分割C諾  

壷に区別がある（distringuishable）か区別がないか（undistinguishable）、玉に区別があるかないかに  

よって壷のモデルが表のように四つの場合に分かれる。それぞれの場合に、可能なすべての分割を記号で  
表している1分割の上の任意の離散分布が確率分割（randompar山ion）である。上記の確率分割（3）を  
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ア（β，α；A芸）で表わし、残りの三つの場合も同様に表わす。ア（β，α；A昆）で各壷の玉の数を固定し、可能な  

要素の数を数えるとア（β，α；C£）が得られる。  

（1岬α）【ct‾1】  †1！∂（β＋α）‥・（β＋（ムー1）α）  

（4）   p（（cl，…，〔・た）；♂，α）＝   
（∑‡＝iCJ）（ci－1）！  βⅠれ】  

壷を区別できず、各種の玉の数tα1l，‥．，ⅠαたIだけが観測できるときにはその順序を無視して向l＝Jと  

なる亨の数βJ，J＝1，…，れ・（寸法指標）で確率を表わすことになる。ア（β，α；火器）は次の通りである。  

勅…，鶴｝榊＝蒜責（針＋い－1）α）Ⅲ（（ト叶ヅ，ん γ1                      乞 
二1  Jニl  

＝βJ． （5）   

J【ニこ1   

ア（町隼現）が玉の番号にも壷の番号にむ依存しないから、両者を区別しない、数の順序がない分割が十  

分統計量である。寸法指標β＝（sl，…，占れ）∈C諾の確率ア（β，α；C諾）は次の通りである。  

（6）   ）ぷブ古，ん＝葺βJ・   
（1－α）【J‾1】  †も！β（β＋α）‥・（β＋（んwl）α）  

p（β；β，α）＝   
副m】  

固定した－一つのTlではなく、†1＝1，2，… という確率過程を考えると、玉に逐次番号が付き、壷には玉  

が入った順番が付くから、四種の表現が本質的に同じとなる。7フ（∂，α；A宗．）のように玉、壷の番号によらな  

い確率分割の系列を交換可能（exchangeble）と呼ぶ。対称、置換不変と同義であるが、deFinet．tiがベイ  

ズ事前分布のもつべき一性質として導入した概念である。  

3 有限標本論  

主要な課題は次の通りである。   

ア（β，叫A完）ア（β，α；」芸）について   

分割の構造と様相、寸法依存確率置換、確率分割の中心、DTG∬分布   

ア（βTα；C完）について   

DTG分布、残余割り当てモデル、GEM分布   

ア（β，叫C芸）について   

諸モーーメント、分割類の確率分割、極限分布、パラメータ推定  

参考文献   

［1］Johnson，N・L・，Kotz，S・andBalakrishnan，N．（1997）Discγ℃ie肌肋ariateDislributions，Wiley  

［2］Pitm之ul，J・（1995）Exchangeableandpartial1yexchangeablerandompartition，Prvb．T7LeOryRelat．  

ダ夏eg血．102，145－158．   

〔3】PitInan，J・（1996a）Randomdiscretedistributionsinvariantundersize－biasedpermutation，Adv．  

Appg．Pm占．28，525－539．  
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非正規分布の下での等分散検定統計量の帰無分布の近似について  

広島大学大学院理学研究科 冨田哲治  

広島大学大学院理学研究科 若木宏文  

q個の母集団の比較をする方法として，最も一般的な手法に1元配置分散分析モデルがある．  

今，第豆母集団（壱＝1，…，ヴ）から托せ個の無作為にとられたデータを野毛メ（ゴ＝1，‥・，mq）と表し，  

m＝呵＋・‥＋几9とすると，1元配置のモデルは以下のように表せる．  

肌メ＝擁＋Ejゴ   宜＝1）…）曾）プ＝1）…）れ乞  

擁は第ほ集団の特性値の平均を表し，ど虞jは測定誤差で，通常句～〃（0，J2）を仮定する■  

1元配置の標準的な分析法としてよく知られているone－WayANOVAtestは，帰無仮説仇：  

〃1＝‥・＝拘の検定であり，正規分布の下では帰無分布は瑠二；である・   

非正規性の下では，Fujikoshi，OhmaeandYhnagihara（19g9）により帰無分布の漸近展開が求め  

られており，極限分布はx…＿1となることが分かっている・また，等分散の仮定が崩れた場合，正規  

性の仮定の下では頑健であることが知られているが，非正規性の仮定の下では，Yanagihara（2000）  

により漸近展開が求められており・極限分布はx言＿1で等分散の場合と同じであるが，漸近展開  

では異なることが分かっており，標本数があまり大きくないとき注意が必要で，非正規の仮定の  

下で，等分散性を確かめておくことは重要である．   

ズ宜ゴを第ま母集団H宜（宜＝1，…，曾）からの第ブ標本（ブ＝1，…，れ£）とする．ただし∴托  

の平均は擁，分散は打豆であり，それぞれ未知パラメーターである．考える検定の帰無仮説は  

鞠：Jl＝・‥＝J9であり，等分散検定統計量として次のrを考える・  

坤ヰg宗一長妾帖）logβ君 〉  
これは正規分布の下での尤度比基準であり，鳥は郡間平方和，βぎは各グループの標本分散，嘉  

は各グループの標本平均を表しβ。＝∑冨＝1（れ£－1湧，βぎ＝（mi－1）‾1∑芸1（ズiゴー釆）2，又宜＝  

乃Jl∑；三1ズ£ゴである・正規分布の下では，rは極限分布がx≡＿1であることが知られている・  

SugiuraandNagao（1969）で正規分布の下でのTの帰無分布の漸近展開が求められている．   

本報告の目的は，より一般に，非正規分布のもとでrの帰無分布の漸近展開をm‾1のオーダー  

まで導出することである・帰無仮説の下では叛＝（弟ゴー擁）／グとして，平均0，分散1と考え  

れるので，翫ゴ～まふd・（ゴ＝1，‥・，m乞；宜＝1，… ，曾），E（均）＝0，Ⅶr（叛）＝1とする・不偏分  

散βヲを基準化したⅤ＝（佑，…，Ⅵ）′，Ⅵ＝、何（占ぎー1）と，β＝（鮎…，β。）′，β宜＝、節を  

用いると、r摂動展開が以下のように与えられる．  

r＝端＋＋端＋Op（m了3／2） γl  

孤＝Ⅴ′（トp〆）Ⅴ／2，n＝（（〆Ⅴ）3－（p‾1）′v3）／3  

為＝（4〆（ⅤⅤ′）p▼1－（〆Ⅴ）4－2q（〆Ⅴ）2＋（β‾2）′v4－2（クー2）′v2）／4  

ただし，α＝（α1，…，α9）′に対して，αm＝（α㍗，…，α㌻）′とする・   

Tがtq，…，惰の滑らかな関数で表せていることから，ChandraandGhosh（1979）によりY  

とmiに関するCγαmeγ条件などの仮定の下でアの乃‾1のオーダーまでの展開のⅥ一1idityは保障  

される．ゆえに，アの特性関数を求めて反転しrの帰無分布の漸近展開を導出する．  
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rの特性関数を求めるのに必要なⅤの密度の漸近展開は以下のように与えられる．  

∫（車¢帥瑚［1＋去Ql（v）＋三可＋軒1）  

Ql（り）＝∑た1釘1ql（可，Q2（可＝∑た1打2勉（叫←∑鎧ゴ打1打1緑項ql（項／2  

凱匝）＝一仇（mJl／2可／6m喜／2  

由）＝筏（mJl／2可／瑚＋m2仇（mJl／2可／24m呂＋m3ガ6（m；1／㌦）／72m8  

ただし，Hk（x）はk次のHermite多項式であり，rrb～m3は8次までのYのキュムラントで表  

せるものである．   

これらを用いてrの特性関数は以下のように展開される．  

柚妄（q－1）［1＋新巨1）   
わ0＝－Jl＋ムーゐ，わ2＝－3J■1＋ムーム＋ん わ1＝3Jl－2Jら－ム＋ゐ，わ3＝Jl＋J3  

Jl＝（4m卜軸m≡一軸2ト2m呂＋ml）2＋5m訓〆11l2）／24m昌  

夫＝m2（ト2q＋1Ip‾11】2）／8m呂  

あ＝－（m昌一ml）ト4＋軸一利〆11J2）／6mo  

ム＝－‡（5＋69）m喜一6ml＋（m岩－6ml川戸‾11】2）／12γ軸  

あ＝ト2m呂＋9ト2＋瑚←3m呂－2ml）＋ml－ト2＋瑚川戸Jll2）／2mo  

ここで，甲＝（ト鞠叫‾1よりrの帰無分布は極限がx≡＿1ならないので，ロバストではないこ  

とがわかる・極限がx雲＿1となるように2〃moと修正してやり，これに関する帰無分布の漸近展  

開が以下のように与えられる．  

p（芸≦ご）＝C。湖＋三去軋1十2J（…（氾－1） ゴ＝0  
ただし・GJはx享の分布関数であり，わゴは上で与えたものである・   

本報告では，シミュレーションを行いこの展開の近似の精度についても紹介する．  

参考文献  

［1］ChandraandGhosh．（1979）．Validasymptoticexpansionsforthelikelihoodratiostatistic   
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FhctionalARIMA過程の偏相関関数の漸近挙動  

北海道大学・理井上昭彦  

（芳1‥れ∈Z）を確率空間（n，ア，P）上の平均0の実弱定常過程とし、その共分  

散関数を7（・）と書く：  

7（m）：＝卯㌦瑚 （m∈Z）．  

エ2（n，ア，P）においてズた（た∈Z）連が張る閉部分空間を打と書く。月‾は内積  

（坑，％）‥＝呵羊坑］   

とノルム  

Ily】卜＝（㌣y）1／2  

に関してそれ自身Hilbert空間となる。n∈p＝こ対して、Xl，‥．，XnがH8こ於い  

て張る有限次元部分空間を靴代lとし、ぉから恥可への正射影作用素を軋可  

と書く。この時、y∈ガに村して、軋m】yは観測データ礼．‥，先に基ずく  

yの最良線形予測、従ってy一札可yはその予測誤差、と見なされる。  

（ズれ）の偏相関関数α（・）は次の様に定義される：  

属［裾左］  
α（m）：＝   （m≧2）．  

呵（ZJ）2】1／2・呵（Z蒜）2］1／2   

ここで、  

君：＝ズれ一箱町1j端，左‥＝端一札叫ズ0  

とおいた。さらに便宜上α（1）はα（1）：＝7（1）／7（0）で定義される。この定義は、  

α（m）が、ズ0とズ化からそれぞれズい‥．，ズれ＿1の影響を取り除いて得られたもの  

連の間の相関係数であるという事を言っている。この意味で、α（乃）はズ0とズ托  

の間の「純粋な」相関係数であるから、偏相関関数α（・）が（芳一）の従属構造と密  

接に関連すると考えるのは自然であろう。   

川において、（ズれ）に村するある仮定の下で、相関関数7（・）の漸近挙動  

7（m）～C・れ‾p （れ→∞），  

ただしC＞0、0＜p＜∞とする、から、α（・）に対する  

「′（呵  

（1）  lα（几）ト   （乃→∞）・   

∑芸＝＿m7（た）  
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という漸近公式が従う ことが示された。ここでは、この漸近公式を（［1］の結果で  

はカバーされないが）重要なlong－memOryprOCeSSである丘actionalARIMA過  

程に拡張した［2］の結果の紹介を行う。   

－1／2＜d＜1／2とし、またp，曾∈Nu（0）とする。（ズm）の共分散関数7（・）が  

次の様に書ける時、（Xn）は丘actionalARIMA（p，d，q）過程と呼ばれる‥  

加入11β（e五入）l2  

巾）＝王e   
け－e五入‡‾2dd入  （m∈Z）．  

27r匝（e塩入）l2  

ここで¢（z）とβ（z）はそれぞれ次数pと曾の実係数多項式である。我々は次を  

仮定する：  

¢（ヱ）とβ（z）は共通零点を持たず、また共に閉円板（z∈C‥lzl≦1）  

に零点を持たない。   
（A）  

次が［2］の主な結果である：  

Theorem・P，qE Nu（0），0＜d＜1／2とする。この時、条件（A）を満たす  

舟αC如乃αgA点〃れ4（p，d，q）過程（ズm）の偏相関関数α（・）について次が成り立つ：  

（2）  伸）ト霊 （m→∞）・  

注意1．TheoremのfractionalARIMA過程（Xn）の相関関数7（・）が、7（n）…  

const．×m2d‾1（m→∞）という漸近挙動を持つことは良く知られている。これから  

7（m）  

（3）   （m→∞）  
∑冨＝＿几7（た）   

が従うので、（2）は（1）の形をしていることが分かる。  

注意2．p＝ヴ＝0（かつ－1／2＜d＜1／2）の場合は例外的に事情が簡単で、  

α（n）＝d／（n－d）が成り立つ（Hosking（1981））。このことから、実際にはTheorem  

よりもっと良くd∈（－1／2，1／2）＼（0）に村して次が成り立つことが予想される：  

α（小 （m→∞）・  

REFERENCES   

［1］A・Inoue，Asymptoticsforthepartialautocorrelationfunctionofastationary   

PrOCeSS，J．AnalyseMath．，tOaPPear．   

［2］A・Inoue，Asymptoticbehaviourforpartialautocorrelationfunctionsofh・aC－   

tionalARIMAprocesses，Submitted．  
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Applica七ionsof七heConcem七rated  
Ma七rixLangevinDis七ribu七ions  

香川大学工学部 筑瀬靖子   

1．hltrOduction   

ThcStiefblmanifbld祐，misthcspaceapointofwhichisasetofkorthonor－  

malvectorsinlTn（k≦m），SOthatl克，m＝（X（mxk）；XIx＝Ik）．Arandom  

matrixXon14，missaidtohavethematrixIJangevindistributionL（m，k；F）  

ifitsdensitynlnCtionisgivenby（Downs［1］）  

e坤〆朔0賞（芸m；去如）  

withFanmxkmatrix・Witingthe（unique）singularvaluedecompositionof  

ダorrankp（≦た）鮎  

ダ＝rA（）′，W仙 r∈埠，m， 0∈埠，た，  

and A＝威喝（入1，…，入p），入1≧・‥≧入p＞0，  

the入′scontroIconcentrationsinthedirectionsdeteminedbytheorientations  

randO・ThedistributionisexponentialhavingthemodalorientationrO′，  

andhasbeenusedmostcommonlyon佑，m（correspondingtothenormaldis一  

七ributionontheEuclideanspace）．ThesamplemeanmatrixX＝∑た1Xi／n  

is asufBcient statistic，andthedistributionsofX andrelatedstatistics are  

expressedinintegralfbrmsinvolvinghypergeometricfunctionswithmatrixaト  

gTlmentS，Whichseemtobeintractable，andthuswemustresorttoasymptotic  

uleOry．   

Asymptoticresultsondistributionalandinfbrentialproblemsconcernlngthe  

matrixLangevindistributionshavebeenobtainedfbrthecasesoflargeSarrト  

plesizen（andsmallconcentrations）andofhighdimensionm；SeeChiknse【2］  

and［3］，reSpeCtivcly．Thispaperisconcernedwithasymptotictheoremsand  

applicationsfbrtheconcentratedmatrixLangevindistributions（i・e・，Whenthe  

concentrationparameterAislarge）・  
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2・Asympto七icTheoremsamdÅpp且ica七ioms   

Ⅵ毎investigateasymptoticdistributionsofthesamplemeanmatrixXin  

COnneCtionwithtestinghypothesesoftheorientationparametersrandOfbr  

largeandknownA．AnasymptoticbehavioroftheL（m，k；F）distributionfbr  

largeAisobtaincd（duetoChikuse【4］），andwcdiscusssomeapplicationsof  

thchighconcentrationasymptotictheorem・   

（1）Ⅵ海evaluateasymPtOticallythemaximum（marginalandsemimarginal）  

1ikelihoodestimatorsoflarge＾，WhichareglVenbyasystemofpartialdifhト  

entialequationsinvoIvinghypergeometricfunctionswithmatrixarguments．   

（2）AsymptoticdistributionsareobtainedfbrtheproblemofclassiBcation  

OfmatrixLangcvindistributionsundertheconditionof“localcloscncss”ofLhc  

distributionsbeingconsidered．   

（3）CorT鮎POndingtotheconceptoflineardependenceconsideredonthe  

Euclideanspace，meaSureSOforthogonalassociationfbrtworandommatriccson  

祐，mareSuggeSted・ThedistributionsofthemeaLSureSareingeneraldifBcultand  

Weinvestigatetheirasymptoticdistributionswhentheunderlyingdistributions  

arematrixLangevin．  

（4）W邑considertheproblemof“orientationalregressions”concerningthe  

matrixLangevindistributionsandinvcstigateasymptoticbehaviorofthemax－  

imumlikelihoodestimatoroftheorientationalregressioncoefBcientmatrix．   

A simi1ar discussion can be carried out fbrasymptOtic theorerru on the  

Gra5Smannmanifbld，Whichwi11bepresentedonotheroccations．  
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階層型ランダム係数成長曲線モデルと推測  

広島大学大学院理学研究科  佐藤亜香里  

広島大学大学院理学研究科  藤越 康祝  

広島大学原爆放射能医学研究所 大瀧 慈   

本報告では経時測定データを扱うが，これは，各個体について経時的に，または異なる条件の  

下で繰り返し測定されたデータのことである．繰り返し測定時点または条件が，すべての個体に  

ついて等しい場合をバランス型と呼び，さらに個体内説明変数も等しい場合を完全バランス型と  

呼び，これら以外のデータをアンバランス経時測定データと呼ぶ．多くの場合，実際のデータを  

バランス経時測定データで得ることは難しく，アンバランス経時測定データの解析が重要となる．  

本報告ではアンバランス経時測定データに焦点を当てて，さらに，個体がいくつかのグループに  

分かれていて，用いられる個体内説明変数が階層的になっている場合にも焦点を当てている．例  

えば，多項式曲線などの適合の際，各グループの多項式の次元が同一でなく，包含関係があるよ  

うな場合である・例として，Pottho仔andRoy（1964）の少女と少年の歯学データでは，少女に1  

次式，少年に2次式を適合させるのが適当と考えられる．本報告では，このような階層的構造を  

もつアンバランス経時データに対して，ランダム係数モデルを導入し，その推測問題を扱う．   

階層的構造をもつランダム係数成長曲線モデルは，階層がない場合を扱っている，Von。Shand  

Carter（1987）の拡張として，2段階に分けて次のように導入される．ただし，簡単のため2層で  

考える・今，y！i）を第絹での鋸番目の個体の繰り返し測定値で，勒×1ベクトルとする．た  
だし，ブ＝1，…，凡，宜＝1，2．つまり，各階層で観測される個体数が異なり，しかも，同じ階層内  

でも各個体の繰り返し観測数が異なるというアンバランス経時測定データとする．まず，最初の  

段階は，第乞層に対して別個の説明変数に基づく線形回帰，あるいは，翫－1次の多項式を適合  

させるとして，  

げ＝埠甥）＋ど与り，J＝1，・‥誹，宜＝1，2  

とする・ここに，X3i）はpijXqiの既知の個体内計画行列でrank（X3i））＝qi，β5i）はqiXlの回帰  
係数ベクトル，ど与りはpiゴ×1の個体内誤差ベクトルである．次に，同一階層内に異なる平均をも  
つグループがれ個あるとし，平均のまわりでの個体間の変動を考慮して，係数ベクトルβ；りに，  

βji）＝≡（i）′可i）＋→f） 
，ゴ＝1，…，弼，乞＝1，2  

） という構造を入れる・ここに，≡（i）′＝離，‥・，拙は翫×毎のパラメータ行列，可£）はたiXl  
の既知ベクトル，〃ji）は甘塩×1の個体間誤差ベクトルである・∈皇り，‥・，掛ま第媚での各グルー  

＝［αii），…，α針を第絹の個体間計画行列と呼び，  プの平均パラメータベクトルである．A（電）  

rank（A（り）＝毎とする．誤差ベクトルは，  

‘） i）＝＝り E（g！宜））＝0，甑（ど！）皇＞0，E（Jf））＝0，甑（〃j）＝△（り≧0，‘cov（レ与i），掛＝0  
を満たすとする．ここに，対称行列Aに対し，A＞0，A≧0はそれぞれ正定低 半正定値を意  

味する・ランダム係数モデルにおいては，通常・∑皇i）＝J2ちり，△（i）＞0を仮定する・また，ど与i）  
とレ与i）に正規性を仮定すると，  

y与£）＝考）＝（i）′α与i）＋可叫i）＋ど与i），ブ＝1，…，軋豆＝1，2  

は，叫り）＝可り＝（i）′α与り，甑（y去り）＝亘り△（i）ギ）′＋J 2ちりの多変量正規分布に従う．  
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上記のような階層的構造をもつモデルにおいては，個体間誤差ベクトルの共分散行列について，  

次の2つの場合が考えられる．1つは，階層毎に共分散行列が異なる場合，すなわち，△（1）と△（2）  

を独立なパラメータとして扱う場合である．他は，個体間誤差ベクトルの共分散行列が同じであ  

る場合であって，△（1）は△（2）の最初の軌×恥部分行列となっている場合である．つまり，  

］  ［  

△11△12  

△21△22   
と分解したとき，△（1）＝△11とする，  △（2）＝  

ここに，△11，△12，△21，△22はそれぞれ，91×91，飢×（q2－91），（92一針）×恥（曾2一月1）×（ヴ2一飢）  
の行列である．以下のパラメータの推定等において，上記の2つの場合を扱う．  

さて，パラメータ＝（i），J2，△（i）の推測を行うに当って，次のようなy与i）の分解を考える・  

（ギ’′欝1夷i’′］折  

［引＝［  

i）行列で・輌’＝0，押＝ち川を満たすとする・こ  孟芸呈；ア  
ヰ）…N。i（＝（i）′夷り，げ）， r与£）＝△（i）十㌔（塞げヰる））‾1 ，  

りヂ）～叫甘Ⅷ（0，J2ちり一郎）  

となる．これらの基本的結果に基づいて，パラメータの推定法が提案される．  

J2，△が既知のときには，一般線形モデルの理論が適用して，∈（i）＝VeC（≡（i）′）の最尤推定量が，  
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と求まる．これは，データが階層内でバランス型のときはJ2，△に依存しなく，J2，△が未知の  

場合にも最尤推定量になる．   

一般に，J2，△が未知の場合．バランス型の場合には，J2，△の最尤推定量は尤度関数を微  

分したものが0となるような解がパラメータ空間内にない場合に，境界上に最尤推定量が存在す  

るという考えに基づいて，場合分けの推定量として与えられる・（KhatriandRao（1991），藤越  

（1993））・しかし扱いにくく，また，アンバランス型の場合には一般に求めることが困難である．  

そのため，J2，△の不偏推定量を求め，それを代入して簡便的に∈（i）の推定量を構成する．   
本報告では，検定問題も扱い，これらの推測に関して数値例を紹介する．  
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［3】Pottho仔，R・F・andRQy，S・N・（1964）．AgeneralizedmultivariateanalysisofvarianCemOdel   

usefu1especiallyforgrowthcurveprOblems・Biometrika，51，313－326．  

［4〕Ⅵ）neSh，E・F・andCarter，R・L・（1987）・E瓜cientinf占rence払rrandom－COe氏cientgrowthcurve   

modelswithunbalanceddata．Biomeirics，43，617－628．  
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W11のGEMは最適解に収束するか？  

高知大理  野間口謙太郎  

1・旦   

モデル′（∬桝，β∈㊤の下で得られる不完全データをyと表す。yと整合的な完全データごの集  

合をx（y）＝（諾：諾。bβ＝y）と置くと、尤度関数は次で与えられる。  

刷）＝上∈x（y，榊）血  
この最尤推定量を求めるものとして開発されたいわゆるEM－Algorithmは2変数関数  

、上  
Q（柚）＝   log（′（ご桝）′（抽，榊諾  

∈x（y）   

を用いて、次のように定式化される。先ずもノ期値恥∈0から出発して、氾＝0，1，2，…に対して次  

の2つのステップを収束するまで繰り返す。  

E（ⅩPeCtation）－SteP Q（叩n）を計算せよ  

M（aximization）－Step Q（0［On）を最大にする0＝On＋1を見つけよ  

M－Stepにおいて、最大値をとるβ∈0を見つけるのが難しいならば、少なくとも  

Q（β叫1岬m）≧Q（β乃岬m）   

であるようなOn＋1で我慢するというのがG（eneralized）EMといわれるものである。この収束定理  

としてはWu（1983）によって与えられたも0）に尽きると信じられているが（McLachlanandKrish－  

nan（1997））、そのGEMの収束条件には戦痕があることを示したいo   

2．Wu（1983）によるGEMの収束定理   

GEMでは、♂nから必ずしもユニークには次のβ叫1を定めない。今、βれに対して可能な解の集  

合をg（軋）と書くことにすると、次の解はこの集合から任意に選ばれてきていると考えてよい0そ  

こで、1対多関数5‥ズ→2ズを考えて、£0∈ズ，勘叶1∈5（∬れ）であるような数列に関して収束の  
一般論をまず述べておこう。   

星型ユ・（GlobalConvergenceTheorem（ZhugWill（1969），今野他（1978）））  

1対多関数∫に対して、点列∬れ∈ズは次今に勘叶1∈β（£れ）であるように取られているとする。  

さらに、次の条件を滴足すると仮定する。  

（1）i腋m，m＝0，1，2，…）はあるコンパクト集合の中に含まれている0  

（2）gはある集合rの補集合の上で閉である。  

zm∈rC，Zm→Z，7上n∈g（zれ），uれ→現＝⇒祝∈g（ヱ）   

（3）次を満足するズ上の実数値連続関数αが存在するq   

（3．a）  ガ∈rC ＝⇒ α（y）＞α（訂）br∀ひ∈坤）   

（3．b）  ∬∈r ＝⇒ α（y）≧α（ご）如∀y∈坤）  

この時、次が成り立つ。  
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（i）ごnの集積点はすべてrに含まれる。  

（ii）α（ごm）は単調増加で、あるご∈rに対するα（∬）に収束する。  

すべてのEM一最適解の集合を  

r＝iβ＊∈0：Q（β＊岬＊）≧Q（叩＊）払r∀β∈0）   

と置く。このーの中にGEMは収束するかということが問題になる。その際  

g（β）＝（り∈0：Q（棚）≧Q（叩））   

となるだろう。I）empsteret．al．（1977）の与えたEMの収束条件の誤りを指摘し、きっちりとした証  

明を与えたのがWu（1983）である。しかしながら、彼もGEMに対しては間違った定理を与えてい  

る（と筆者は考える）。論文のなかで定理1㌣琴き換えるとGEMについての定理として次が証明で  

きるとしている（明らかだとして証明は付いていない）。   

墨筆j（WuによるGEMの収束定理）   

GEMで得られる解の列鋸＝m＝0，1，2，…が次の条件を満足するとする。   

（1）（βn，乃＝0，1，2，…）はあるコンパクト集合の中に含まれている。   

（2）∫はrCで閉である。   

（3）βれ∈rC＝⇒エ（βm＋1）＞上（βJ  

このとき、βれのすべての集積点はEM一最適解であり、エ（‰）は単調増加で、あるEM一最適解β∈r  

に対するエ（β）に収束する。   

3．反例   

次の例を考える：ご～呵β，1），y＝［ご∈ト1，1］】。つまり、yは［£は区間ト1，1］に出現した］とい  

う不完全情報である¢この例において、GEMに関する叩）は次で与えられる。  

叩）＝ 

〈  

［β，2丘やIy，β）－β］ β≦0  

［2月’（抽，β）－β，β］ β＞0  

よって、GEMの一つの例として次のようなノ・jが考えられるが、これはβ〟エ月＝0に収束しないこ  

とが容易に示される。  

β0＝L占hl＝Ma瑚（抽，帰，βn一品），   

4．Refbrence   

Dempster，A・P・，Laird，N・M・，andRubin，D・B・（1977），“MaximumLikelihoodEstimationFrom   

IncompleteDataViatheEMAlgrithm”（withdiscussion），J．R．S．S．，Ser．B，39，ト38．  

McLachlan，G・J・andKrishnan，T・（1997），TheEMAlgoTithmand餌ensions，Wiley．   

Wu，C・F・J・（1983），“OntheConvergencePropertiesoftheEMAlgorithm，”A．S．11，95－103．   

Zangwiu，W・Ⅰ・（1969），Nbn］ineaTPTqgramming：AUhiJ；edAppTOaCh，Prentice－Hall．  

今野浩・山下浩（1978）非線形計画乾田科技連．  
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GMANOVAモデルにおける検定統計量の漸近展開  

広島大・理 柳原宏和   

対象になる各個体に対して，いくつかの時点あるいは異なる条件のもとで繰り返し観測するこ  

とによって得られる経時データは，成長に関する測定や臨床実験などにおいて多く見られる．その  

ような経時データに関する解析においては，個体の成長の変化を経時的に記述し，また扱われるグ  

ループ毎に成長の変化を総合的に比較するということに関心がある．potthofrandRoy（1964）に  

よって提唱されたGMANOVAモデルは，バランス型で，かつ，繰り返し数が小さい場合のデータ  

に対して用いられている．しかし現在多く用いられているGMAⅣ0VAモデルに関する統計的解  

析の手法は，誤差に正規性を仮定した結果に基づいたものであり，非正規性のもとでの理論的展開  

はほとんど考えられていない・一般に誤差分布については，経験的に知られている場合を除いて，  

特定することが困難であるので，非正規性のもとでの研究は非常に重要であると思われる．   

本発表の目的は，GMANOVAモデルにおける線形仮説の検定に関して，非正規性の影響を調べ  

ることにある．とくに検定統計量の帰無分布に関する漸近展開に注目し考察を行う．   

GMANOVAモデルでは，確率変数行列y＝（yl，…，リn）′（れ×p行列）を未知母数行列＝（ヴ×た  
行列），誤差行列ど＝（∈1，‥・，g乃）′（れ×p行列，E（g）＝0，Cov（g）＝∑），既知の個体内計画行列ズ  

（px9行列，rank（ズ）＝9），個体間計画行列A（れ×た行列）を用いて  

y＝A≡ズ／＋ど，   

といった形で表わす．このようなGMAⅣ0VAモデルにおいて，未知母数行列に何らかの線形関  

係，つまり既知の行列C（cxk行列，rank（C）＝C≦k），D（qxd行列，rank（D）＝d≦q）を用いて  

苗）：・∝∽＝0，   

となるような線形仮説に関する検定を行う場合，主に正規性の下で提案された以下の3つの検定  

統計量が用られる．  

（i）thelikelihoodratiostatistic：  

花月＝－（m－た－（p－9）＋β1）lo副悔iル島＋乱一），  

（ii）theLawley－Hotellingtracecriterion：  

指ム＝（m－た－（p－9）＋β2）tr（乱打1），  

（iii）theBartlett－Nanda－Pillaitracecriterion：  

花仰＝（れ－た－（p－q）＋β3）tr（g九（乱＋ge）～1），  

ただし  

∫e＝β′（ズ′ぶ－1ズ）－1上），   乱＝（C喜β）′（C児C′）‾1（C喜β），  

β＝y′（ムー亀）㌢  喜＝（A′A）‾1A′yぶ‾1ズ（ズ′∫‾1ズ）‾1，  

R＝（A′A）‾1＋（A′A）‾1A′y（β‾しぶ‾1ズ（ズ′ぶ‾1ズ）ズ′β‾1）y′A（A′A）‾1，   

であり，勺は正規性の下でのバートレット補正項を表す係数で，それぞれβ1＝－（d－C＋1）／2，  

β2＝－（d＋1），β3＝Cである・ここで旦4は呵A）への射影行列である・  
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3つの検定統計量は［y′，ズ】から∑‾1／2［y′，ズjへの変換に関して不変であるので，ズを∑‾1／2ズ  

と置き換えることで∑＝ちとして議論を進めることができる・表示を簡略化するために，これか  

ら議論では∑－1／2ズを単にズと表記することにする．   

非正規性のもとでの漸近展開をより簡単に導出するために，いくらかの変形が必要となる．ま  

ず，検定統計量は以下で定義される統計量β。，＝，兄を用いて表されていることに注目する．  

（孟す1  ＝伊′（ズ′ズ）‾1上））」／攣（β′（ズ′ズ）‾1J〕）‾1／2，  

喜＝（A′A）‾1／2東方（ズ′ズ）‾1／2，  

（A′A）‾1／2c′（C兄C′）‾1c（A′A）‾1／2＝励疲  

ただし，  

Z叫rl′2A′ど，V＝ 去をど拘′－ち），  
n＝（A′A）‾1／2c′（C（A′A）‾1c′）‾1c′（A′A）‾1／2  

これらの表現を用いると，適当な正則条件のもとで各検定統計量は   

花＝tr（腑）＋去［（γ1－た－（p一曲（川打）＋γ両脚打）2）］  

と摂動展開される．ただし，  

U＝兄Z＝エ鳥，  

であり，係数γ1，γ2はそれぞれ，  

＋Op（m‾3／2），  

γ1＝β1】  

r2＝－1／2，  
（ii）指ム‥ 

’ 
（i咽〃タ‥   

γ1＝β3，  

r2＝－1．   
（i）乱R：  

これらの結果とびの分布関数の展開式をもちいて特性関数を導出し反転することで，以下のよ  

うな検定統計量先の帰無分布を漸近展開を得ることができる．  

p（花≦ご）＝C。。（恒三皇賄＋2掴＋0（m－1）・  
j＝0  

なお，展開式の妥当性についてはW云kaki，協nagiharaandFujikoshi（2000）とBhattacharyaand  

Rao（1976）と同様な手法を用いることで示すことができる・また，この結果に関してズ＝ち，  

D＝1；とするとW瓦kaki，YanagiharaandFujikoshi（2000）で導出されている結果と一敦する．  

この漸近展開の精度については当日シミュレーション結果を報告する予定である．  

参考文献   

1・Bhattacharya，R・N・andRangaRao，R・（1976）．NomlalApprD嘉mationandAsymptotic   

軸ansiorzs・JhonWiley＆Sons，NewYbrk，London，Sydney，Tbronto．  

2・Pottho曙，R・F・andRoy，S・Ⅳ・（1964）・Ageneralizedmultivariateanalysisofvariancemodel   

usefulespecial1yfbrgrowthcurvePrOblems・Biometrika，51，313M325．  

3・Wakaki，F・，Yhnagihara，ff・andFujikoshi，Y・（2000）．Asymptoticexpansionsofthenull   

distributionsofteststatisticsformultivariatelinearhypothesisundernonnormality・Sta一   

紘東通ヱ月eβαm九Cm叩ノ戯mβ最mα仇ねeγ苫軸ノTR．，00欄6．  
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対称統計量の極限定理の精密化について  

金沢大学・工 金川秀也  

対称統計量   

短ノ，ノ≧1‡を分布を〝とする（ガ，β）・上の確率変数列とする・また  
〟（ろ，ズ2，…，ズた）を実対称関数とする・〟（ろ，ズ2，…，ズ鳥）を核関数とする統計量を対称  
統計量と呼ぶ，  

退化型核関数を持つ対称統計量に対する極限定理  

任意の乃，・・・，ズたに対して  

仁〟（γみ…，ズた）〝（初＝0  （1）  

のときu（7l，X2，…，Xk）は退化（degenerate）しているという・   

Lar epeviationPrinciles   

Let‡∈j，j≧1）bei・i・d・randomvaridbleswithaprobabihtydistributionp・  
Supposethatu（x′y）isarealⅤaluedsymmetricfunc也ononRxR・Furthermore  
assume飢atuissquareintegrablewi払respecttoFLXFLanddegenerate′i・e・′for  

anyrealx  

ヰ鵡，功＝0・  （2）  

LetPbethespaceofal1squareintegrablefundonswithrespecttoFL・Then′  
accordingtoSerfling（1980Lweseethatthekerneluinducesaboundedli  

OeratOrM→どdefhedbyWxl＝搬x）／i）］／f∈P血hhas  
elgenVeCtOrS‡gi）andeigerNalues‡ん‡satisfyingforeachi≧1   

烏；至…；5措1票〒：（瞞亀））＝舶 
（3）  

Thenucanberepresentedby   

（4）  

瑚〔イ明卜姜毎よ刷了〝（血㈲＝0・  
weintroduceaseparableHilbertspaceHequippedwiththeimerproduct（・，・〉  
andthenorm‖asfouows：  

′ユ 

〝ヰ（抑・）∈R∝：妄帖〕′くⅩホ雛転粧〔妄陳〕・  
Ifweassumethat  
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紳＜∞′  （5）  

then from（2）  

〕＝妄鵬（凋姑  
can de丘ne H－Valued random variables  

〔  

享帖悠  

that we  Whichimplies  

G；＝（＆（Ei），g2（Ei）．g3（ei），‥・）foreachi≧1・Let‡uh，n≧1）and（VL，n≧1）be  
U－StatisticsandV－Statisticswithdegree2defiendeby  

1葺く／9l  ∑〟如）′K＝＝紘〟（描）′   
（1．：＝  

イ  l）  
乃一  

respectively・   

KaれagaWa（1999）  

Supposethat‡∈j，j≧1‡isasequenceofi・i・d・randomvariableswithlawp・  
Assumethatuissquareintegrablesymmetricfunctionwithrespectto pxp・  
Furthermoresuppose（1），（2）′（5）andforanyrealt  

亘ex亘t棚）＜閑・  （6）  

レ2  

‡ ］   
萎え・－  

Le叫∬）ご＝  for x∈Handhbetheentropyfunctionofthedistribuhorl  

OfGIWhichisdefinedby  

頼＝…鮒Ⅹトlo擁））′  
（7）  

whereH＊isthetopologicaldualofHandM毎）：＝E（exp（甲（Gl）））．Thenwe  
have  

無まloヰex糎r2））ニ鮒Ⅹ）ヰ））・ 
（8）  

Rt三fERENCES  

【1】S・Kanagawa，Arepresentationoftheratefunctionsinlargedeviationprindples  

forU－Sta也sticswithdegeneratekemel亭′TrendsinProbabilityandRelatedAnaly＄i＄  

（ProceedingsofSymposiumOnAnalysisandProbability1998′TiwanUniversity′  
Taipei）′254－264′（1999）．   

【2］R・J・SerAing′Approxima也on恥eoremsofMathematicalStatishcs′JohnWiley  

andSons′NewYork，1980．  
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比の統計量とHoeffding分解  

九州大学。経済 前園宜彦   

1．序  

Xl，…，ズ几を無作為標本とし，孔＝㍍（ズ1，…，考も），嵐＝乱（ズ1，・‥，J㌦）をパラ  

メーター壬γいざγとに関連した統計量とする・本報告では比の統計量‰／乱の漸近的な  

表現を一般的に求め，その結果を3次のキュムラントの推定量について応用し，漸近  

的な性質を調べた．残差項としては  

ア‡loム（m‾1／2）】≧m‾1／2（logれ）‾1）＝0（乃‾1／2）  

を満たす0ム（灯1／2）を使ってれ‾1／20ム（m‾1／2）までの漸近表現を求めた．   

まず孔十島は次の漸近表現を持つとする．  

Tl   

rl＝fれ＋m‾1み十和‾1∑乃（先）＋m‾2 ∑：乃（弟，ろ）＋m‾1／2牝（m叫2），  
哀＝1  1≦f＜J≦乃  

れ 

乱 ＝β犯＋れ‾1∂g＋陀‾1∑目端）＋托‾2  ∑：ら（方言，考）＋m‾1／20ェ（れ‾1／2）・  
壱＝1  1≦壱＜J≦m  

ただしみ，毎は定数であり，乃（∬），（1（可，乃（∬，封），ら（ェ，封）は   

呵木（ズ1）】＝呵ふ（ズ1）】＝0，利巧（ズ1，範）‡ガ1］＝呵も（ズ1，ズ2）げ1］＝0α・ざ．  

を満たす関数とする・この漸近表現はHoe酎ing一分解（ガ一分解）された形になってお  

り，多くの統計量がこの形で表される．後で述べるぴ一統計量の3次のキュムラント  

の推定量もこの形で表される．  

2．比の統計量の漸近表現  

好一分解に対するモーメントの評価を利用して，適当な正則条件の下で  

立 
†h   

…」∂け1∑鵬）け2 ∑鱗㈲＋和一1′20ム（れ－1′2）  
βγl  た1  ぐれ，2  

の漸近表現を求めた．この恥772も前と同様で，ガ一分解された表現である・この表  

現を使うと，バイアスの比較ができて，、布（孔／gm一子れ／ざ乃）の氾‾1／2の項までのエッ  

ジワース展開を求めることもできる．  

3．スチューデント化ロー統計量の歪度  

／申，封）を成分の入れ替えに関して不変な関数（2次のカーネル）とするとき，れ≧2  

に対して2次のぴ一統計量は  

抗－′＝（芸）‾11≦吉≦γと′桐）  
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と定義される・このとき打三＝V（坊l）のジャックナイフ分散推定量∂雲を使ってス  

チューデント化したβγ1＝（払－β）／倉mの歪度の推定を考える．ここでは踪3のジャッ  

クナイフ推定量毎ノと不偏推定量を利用した克3Uの漸近的性質を議論する．また  

Fujioka＆h払esono（2000）で議論されているように0（m‾1）の残差項の正規化変換で  

は歪度推定量の漸近表現が必要になる．その意味でも漸近表現の研究は重要である．  

∫γlは漸近U一統計量で表せて，3次のキュムラントを求めることができる・仇（∬）＝  

j叩申，ズ1）ト」叩－′（芳1，芳2）］，タ2（■r，封）＝んい，yト即－′（弟，ズ2）ト仇（ユ‥トgl（y）とおき  

el＝軸ぎ（ズ1）］，e2＝鞠1（肯1）飢（芳2）タ2（弟，ズ2）］  

の記号を準備する．このとき  

付3＝仰（gTと）3＝（功一3e2）＋室＋0い－ノー2） ㍑  

となる．  

4．ジャックナイフ歪度堆定量の漸近表現  

柁3の主項打3（－2el－3e2）の推定量を構成する．－2el－3e2のジャックナイフ推定  

量をみγ1とすると，ジャックナイフ歪度推定量丘3Jは  

レγ乙  
K3J＝   

（れ∂烹）3／2  

で与えられる．毎Jの漸近表現は  

毎＝㍍3＋溝）＋  ■VJJ川い7t、⊥、‘▲り■ ∑（溝，旦）＋け1′2。ム（↑乙－1／2）   Jノー 
どぎ慧 m（m－1ほぎ㌫、∠＼ノ1り八 m∈至‥む Uい  

となる．ここで（1，包は前と同じようにガ一分解されたものになっている．  

5．不偏推定量の漸近表現  

－2el－3e2の不偏推定量8流3を利用した歪度推定量  

87わ，3  
瑞3こJ＝   

（γL∂雲）3／2  

の漸近表現は   

■VJU川い棋ハり■ ∑ら（ズ五，ろ）十曳＝－1′2。ムいl－1′2）   丁川 Uい川 ノ  
頑慧 中一1）そ至缶、Z＼八いノ1JノT頑  

となる・ジャックナイフ歪度推定量と不偏推定量との違いは，バイアスの項の違いだ  

けになり，ぐ1（？），ら（x，y）の関数は同じものである．したがってFujioka＆Maesono  

（2000）の正規化変換においては関数G（可が必要になるが，3次のキュムラントの推  

定量としてどちらを使おうが，その後の議論に影響しないことが分かる．  

－440－  
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