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Missing，POOlingを伴う離散サンプリングにおける  

MIJEとその許容性  

関東学院大経済学部 布能英一郎  

1．本報告では、次の2つの定理を示し、更にこれに関連した問題を考察した。なお、以下、  

母集団からのランダムサンプリングを「観測」と略記する。   

定理1  

第1回目の観測（ズ10，ズ11，…，ズ1た－1，∬1た）…財祝托れomぬJ（Ⅳ1，恥β1，．．・，βト1，鋸）  

β0  βた＿1  
第2回目の観測（ズ20，ズ21，…，ズ2鳥」）…〟祝托れomねJ（〃去，  

恥＋‥＋βた＿1’…’恥＋．．＋βた＿1  

β0  ♂2  
第kl回目の観測（ズた－10，・・・，ズた＿12）～九九混血朋血融（Ⅳ五＿1，  

β0＋β1＋β2’…’β0＋♂1＋β2  

β0  第k回目の観測（ズ抑‰）～蝕㈹叫札，）  
所萌  

第1回目の観測でズ10＝ズ11＝…＝ズ1た＿1＝0の場合、第2回目以降の観測は行わない。  

第2回目までの観測でズ10＝ズ20＝ ＝ズ1た＿2＝ズ2た＿2＝0の場合、第3回目以降の  

観測は行わない。以下、同様の状況を仮定する。そうすると、βi（i＝0，1，2，…，k）のMIJEは、  

自乗損失下で許容的。  

定理2  

第1回目の観測（ズ10，ズ11，…，ズ1た－1，ズ1た）…〟祝托玩mね～（典，恥β1，…，鮎＿1，触）  

第2回目の観測（ズ20，ズ21，…，ズ2た－1）…〟≠托玩omぬJ（Ⅳ2，恥β1，…，βた＿2，βト1＋恥）  

第kl回目の観測（ズた＿10，ズた＿11，ズト12）～几九蘭血朋血融（〃長＿1，恥β1，β2＋β3＋…＋βた）  

第k回目の観測（ズ川，ズた1）…月加朋血血（〃長，恥β1＋…＋鮎）  

このとき、βi，i＝0，1，2，‥．，kのMLEは、自乗損失下で許容的。  

2・定理1および定理2の証明には、StePwiseB叩eSianprocedtueを用いた。   

3．定理1，定理2とも、多項サンプリングにおいてカテゴリーが単調に消滅してゆくもの  

である。定理1は、あるカテゴリーが消滅後、他のカテゴリーに比例再配分されるというモ  

デルであり、定理2は、別のカテゴリー吸収されるというモデルである。これらの拡張とし  

て、（1）先に比例再配分、後に吸収が行われる。またその逆，（2）比例再配分と吸収が同時に  
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行われる，（3）比例再配分と吸収がconvexco血binationで行われる，といったモデルが考え  

られる。以下、簡単のため、一般論ではなくて、例で考察した。  

例1第1回目の観測（範，弟，ズ2，ズ3）～月新扉蕗m椚扇d（〃1，恥β1，♂2，瑚  
第2回目の観測（羊，鴇，鴇）～財≠g壬玩omぬ～（Ⅳ2，β0＋β1，β2，β3）  

第3回目の観測（孔為）…〟祝g血omね‡（蝿，（恥＋仇）／（β0＋β1＋β江β2／（β0＋β1＋β2））  

例2 第1回目の観測（∬0，弟，ズ2，弟，屯）…且須止鯨肌椚正d（殉，恥β1，β2，β3，鞍）  
第2回目の観測（坑，鴇，鴇）～〟邪推れomぬJ（〃去，G，缶，缶）wbre  

G＝…，包＝射♂3＋瑚 ，缶＝（β2＋β3＋瑚・  

これらのモデルの下でのβiのMIJEは容易に求められる。更に、自乗損失下での許容性が、  

定理1、定理2と同様の証明法で出来た。  

例3 二第1回目の観測（二杭，ズ1，ズ2，弟）…〟祝翫乃㈹ぬg（凡，恥β1，β2，恥）  

第2回目の観測（鴇，れ，鴇）～叔一山恨九州扇d（職，缶，ぐ1，缶）  

＋（1－ど）軋  但し 由＝ど  

包＝∈  

＋（1－∈）β0，缶＝ど   

十（1－！）（β2＋亀）・  

恥＋♂1＋β2  恥＋β1＋β2  

β2  

恥＋β1＋β2  

このモデルで∈がパラメーターのとき、MI」Eは  

諾0＋ご1   ニrl＋yl   諾0十∬1   ∬0十飢）  〈ご3  
β2＝ ∂3＝  

再  

′ヽ  

β0＝  

叫 和＋ガ1＋帥＋yl■▲   蝿 諾0＋∬1＋帥＋yl  

（∬0＋ご1＋∬2）（（ヱ2＋諾3）（yo＋yl）－（和＋∬1）y2）  
ぎ＝  

芳3（諾0＋霊1）（卸＋yl＋甘2）   

である。このMI」Eが自乗損失下で許容的か否かは、まだわかっていない。他方、0く∈＜1  

がfiⅩedm皿berのとき、OiのMLEはexphcitに求められない。許容性についても、全くわ  

かっていない。   

4．定理1，2では、多項分布に従うことを仮定した。しかし、多項分布を含むような更に  

広い分布族に対しても、定理1，2と同様の結果が得られた。ポアソン分布に従う場合の考察  

も、若干行った。   

Rd論陀nCeS  

Asan0，C・（1965）．Onestinatingm山tinomialprobabiLtiesbypoolingi肛OmPletesamples，  

A－1nα由げ娩e血β摘心ね可動αぬ意地αg肋仇emα而cき17，1－13．  

Gb血，M・andMeden，G・（1997）． βαyegねmme仇0由♪rβ乃如クOp血如几βα丁叩g五喝，  

Cbapm餌1andHdl．  

M恍den，G・，Gbosh，M・，S止血Ⅴ髄an・C・，andV征血man，S．（1989）．Tbe血ssibi上旬Of  

theKaplanTMcyerandothu皿aXiⅡ川皿11ikehhoodestima七orsinthepresenceofcensor皿g，  

A乃乃αねq′∫ねぬf血β17，1509－1531．  
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対照漁具の選択性を考慮した選択性実験について  

東京水産大学 北門利英  

1．はじめに   

漁具の選択性とは通常，漁具に遭遇した魚がその漁具で漁獲される確率で定義される．この確率を  

魚体長の関数とみなした場合，これを選択性曲線と呼ぶ．典型的な選択性実験では，実験漁具と対  

照漁具を同時に用い，体長階級毎の漁獲され易さの遠いが情報となって実験漁具の選択性曲線が推  

定される．例えば曳網のカバーネット試験ではカバーネットが対照漁具となるが，この対照漁具に  

は実験漁具に比べて目合の小ざいものが用いられ，非選択的，すなわち選択率が1と仮定される事  

が多い．一方で，対照漁具の目合を小さくしすぎると実際の漁業とは異なる作用をもたらす可能性  

もある．従って，実際の実験では適当な目合サイズの対照漁具を用いる為，その選択性を必ずしも  

無視できない状況もある．しかしながら，対照漁具に選択性を仮定する状況ではパラメータを増や  

す事になり，必ずしも安定して実験漁具の選択性曲線のパラメータを推定できるとは限らない．そ  

こで本研究では曳網の選択性実験において，対照漁具に選択性がある場合の統計モデル，推定方法，  

そしてその効率等に注目し考察した．   

2．対照漁具に選択性を考慮した統計モデル   

実験漁具と対照漁具の（遭遇）選択性曲線を51（り，52（りとし，選択性曲線にはロジスティック曲線  

βf（り＝eXp（勘＋り）／（1＋exp（勘＋い））（盲＝1，2）を仮定する．ただし，－∞＜勘＜0，0＜占f＜  

∞（五＝1，2）とする．どの様な目合の小さな網を用いても，それが網である以上は本来少なからず選  

択性を有する．従って，厳密な意味での真のモデルは，対照漁具の選択性を考慮したモデルである．  

ここでは，対照漁具に選択性を考慮する場合をモデル1，考慮しない場合をモデル2とする．   

例1．曳網のカバーネット試験  実験漁具に進入した魚が実験漁具の目合へ遭遇する確率（遭遇確  

率とよぶ）を丁，実験漁具の（遭遇）選択性曲線をぶ1（りとおき，さらに対照漁具であるカバーネッ  

トの（遭遇）選択性曲線をβ2（りとおく（カバーネットの目合への遭遇確率は1と仮定する）．また，  

仇，町2をそれぞれ実験漁具，対照漁具での漁獲尾数とする．この日も軌！mけ～月れ（叫＋，抑））を仮  

定する．ただし，  

1一丁＋T51（J）  
（モデル1） 紳）＝1一丁＋丁・51（り（モデル2）．  紳）＝   

1一丁（1－β1（り）（1－β2（り）  

例2．曳網の比較操業試験  並行して操業している漁具で漁獲対象となった魚のうち，実験漁具に  

進入する確率を分割率とよびpとおく・また実験漁具と対照漁具への（遭遇）選択性曲線をβ1（り，β2（り  

とする（分割後の魚の各目合への遭遇確率は1と仮定する）．さらに，7叫1，叫2をそれぞれ実験漁具，  

対照実験漁具での漁獲尾数とする．  

pβ1（り  pぶ1（り  
（モデル1） 紳）  （モデル2）．   抑）   

p51（り＋（1一夕）ざ2（り  pβ1（り＋（1－p）  
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ここでは，カバーネット試験において丁＝1を既知とする場合（ケース1），カバーネット試験に  

おいて丁＝0．8でそれを未知とする場合（ケース2），また比較操業試験においてp＝0．6でそれを  

未知とする場合（ケース3）をそれぞれ真のモデルとした．本来興味の対象は実験漁具の選択性であ  

るから，モデル1における（α2，あ2）は局外パラメータとし，上記3つのケースについてβ＝（α1，ゐ1），  

β＝（α1，占1，丁）およびβ＝（αhあ1，ク）の推定に注目した・   

3．推定量の評価   

対照漁具からの逃避がある場合に，誤ってモデル2を仮定すれば推定量にはバイアスをもたらす一  

逆に，逃避がほとんどない場合に，無理にモデル1を想定し実験漁具と対照漁具の選択性を同時に推  

定すると，実験漁具の推定に悪影響を及ばす可能性もある．また，状況によっては両者の主観的な判  

断が不可能な場合も容易に想像される．この様な場合，逃避を考慮に入れるかどうかを，データに  

選択させる意味で，AICなどの情報量規準の利用が考えられる．この事続きを利用した推定は，い  

わば予備検定を用いた推定方法とみなす事ができる．すなわち，モデル1，2における最尤推定量  

をCl，82とし，それぞれのモデルに対するAICの値をAICl，AIC2とする吼AIC最小化推定量  

（MAICE）は，  

∂3＝〈喜：  

ir AJCl＜AJC2  

ir AJCl＞AJC2  

と書ける．この推定量は不連続であるが，叫＝eXp（一AJq／2）頼xp（－AJCl／2）＋expトAJC2／2））（f＝  

1，2）を重みとした推定量∂4＝Wl∂1＋w2∂2も同時に考える．64の導出についてはBurnhamand  

Anderson（1998）を参照・   

これらの推定量の性質を幾つかの設定の下でシミュレーションにより評価した．AICを利用した  

2つの推定量∂3，∂4は，モデルを固定して得られる2つ推定量β1，β2を含めた4つの推定量の中で  

ミニマックス的な性質を持つことがシミュレーションから示唆された．また，3つのケースにおい  

て，β3，β4は，β1を多くの場合，不偏性およびMSEの意味で改善した．   

上記のシミュレーションに加え，モデル2を誤って想定した場合の漸近バイアス等についても評  

価した．今後，ここで考察したモデル選択を考慮した推定量に対する標準誤差の評価方法に加えて，  

overdispersionのある観測値に対しても同種の議論が可能かどうか検討する余地があると考えられる．  

参考文献  

【1］Burnham，K・P・andAnderson，D・R・（1998）・ModelSelection andInjbrence：A Practical   

InjbrmotioTl－T71eOr7，ticApprvach．Springer－Verlag，NewYork．  

【2】Cadigan，N・G・indMi11ar，RIB・（1992）．Can．］．Fish．Aquot．Sci．，49，1624－1632．  

［3］hⅢ1ar，R且（1992）．J．Amer．封血涙．∫oc．，87，962－968．  

［4］Mituhasi，T・，Tokai，T．，Ercoli，R．，Garcfa，）．C．，Salvini，L，，Bartozzetti，J．andRoth，R．   
（2000）．釣訪・∫c盲．，66，327－333．  
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Efronの反例について  

大阪大学基礎工 熊谷悦生   

放on（1975）は，最尤推定量の漸近的情報量損失が，曲指数型分布族におい  

て統計的曲率による表現を持つことを示したが，一方，曲指数型分布族に属  

する3項分布でirregularな場合がある例も示した．その反例に関しては，  

KumagaiandInagaki（1996），KassandVos（1997）を参照するとして，ここで  

は2次元指数型分布族の期待値がある微分方程式によって定義された曲指数  

型分布族を考察する ．この微分方程式は，一般の指数型分布族に対してではな  

いが3項分布においてEたonが等式（9．9）で示したものと同じものである・  

〃（β）（∑（♂）¢（β））dβ”  ”（9・9） 入（恥）≡入（0）＋  

但し，   

t一入（β）－Ctl  

〃（β）≡              r＼〉′‾ 

ll∑（β）¢（β川sinβ（∂）  

で，記号It・附まベクトルのノルムを表している・これを2次元指数型分布族  

におけるEh・Onのパラメトリゼイションと呼ぶことにする．注意すべき点は，  

E丘onのパラメトリゼイションを3項分布でのパラメトリゼイションとみな  

さないで，一般の2次元曲指数型分布族でのものとみなす点にある・   

まず，2次元曲指数型分布族における平均パラメータβ（β）を使って，先の  

（9．9）式を書き直すと  

＝β（T）－Cll  β（β）≡β（0）＋  

となり，両辺をβで微分して   

l個（β）一Cll  

β（β）  

を得る．これが任意の∂に対して成り立つことから，  

‖㈹－C＝＝睡（β）  sinβ（β）  

となるので，その結果  

1傭滞詰）  ＝卵トcIl＝l暮如）   
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が考えるべき微分方程式となる．   

この微分方程式を解くことによって，あるCl級の正函数r（β）を使い以下  

のように明示的な解が得られた：  

β（β）－C＝r（β）e（β＋Ao）．   

但し，Aoは積分定数でe（β＋Ao）は単位ベクトルe（β＋Ao）＝（cos（♂＋  

Ao），Sin（β＋Ao））′である－この結果から，E丘・Onパラメトリゼイションは，ら  

せん曲線の回転部分だけを規定しているが，長さ部分はr（β）としてしか規定  

していないことが判明する．   

次にEたonパラメトリゼイションの特徴を考察する．ある定ベクトルcが  

尤度方程式による部分空間£（β）に属していると仮定する‥  

C∈∠（β）＝（諾：くd（β），諾－β（β）〉＝0）・   

この仮定の下では，  

c∈エ（町 β（β）＝∑（β）d（β）   

を満たすEfronの微分方程式の解としてEfronパラメトリゼイションを把握  

することが出来，その特徴を以下に示す．   

〃ノらせん曲線の長さ函数が定数γ（β）＝ro，即ち，期待値パラメータは中心  

がc，半径がγ0の円周上に存在する：  

β（β）＝C＋roe（β＋Ao）．   

作ノ曲指数型分布族の共分散行列は単位行列に比例する：  

（J2云β）グ完β））・  

∑（β）＝J2（β）Ⅰ2＝   

参考文献   

B・Efron（1975），DeBningtheCurvatureofaStatisticalProblem（withApplica．tionsto  

SecondOrderEmciency），Ann．Statist．，3，1189－1242．  

R・E・Ka8SandP・WtVos（1997），GeometricaEFbundationsofAsymptotic叫erence，Wiley．  

E・Kumagai 
． 

E・Kuma・gai，N・Ina・ga・kiandK・Inoue（1999），OnEfron，sParametcriza．tion，RcscarchRe－  

POr亡sonStatisticsNo・・iB，OsakaUniversity．  

N・Inagakiand E・Kumagai（1996），ExactInfbrmation Lossin Fisher，s Circle Model，  

〟α兢emα鳥cαJ叩0扇cα，44，455－467．  
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Pitman確率分割における推測問題  

一非正則の一例一   

渋谷政昭（高千穂商科大学）、大和元（鹿児島大学）   

有限集合および数の確率的分割は、応用確率論・統計学の基本的概念である。数の確率的分割のなかで  

基本的なのがEweIIS確率分割系列族であるJohnsoIletEtl．（1997）。JiInPitmaIlは1995年に始まる一一連  

の論文で、 1パラメータのEwens確率分割を2パラメータに拡張し、本質的な諸概念を明らかにした。本  

稿ではPitrnごtnのモデルの推測問題を議論する。非正則のため良い推定量は得られない。   

1 自然数の順序のない分割   

自然数ナも（r）、順序のない、自然数の和への分割の全体をC諾とする。C是Lの確率分布が確率分割である．〕  

（（・ト…つぐん）∈C是の寸法指標を書＝（占1，…，βれ）£J＝＃（豆；（‥i＝力とするIJ∑ご＝lβJ＝た；∑；㌧ニIJ£ノ＝7も・  

（トα）【J－1】 ＼βブ1  乃！叩＋α）‥・（β＋（ん－1）α）f  
（1）  J小：〃．‖ト＝   

針l】   

托  

β＝（占1，・‥，STl）∈C諾，ん＝∑占J・  
j二二l  

〔′つとき、ニの確率分割を7）（0，α；CH）で表す。α＝0のときはEwenssamplingformulaである。   

パラメーーー々（針√Y）の範囲は次のように制限される。  

α＝1だと確率1でβ1＝m，β＝－αだと確率1でsγl＝1・   

これらが退化の条件である√－ そうでないとき0≦α＜1ならば－α＜βに限られる。   

α＜0ならばβ＝一九すα，財＝1，2，‥．，のとき1≦た≦几す＜∞に限られ、乳M十1＝‥・＝ βれ＝0・   

2 パラメータ推定   

モーメント法、最小距離法   

諸標本モーメントが、その期待値の一致推定量ではないため、モーメント推定量も一致推定量ではない。  
TI  

J二1 jニ1 恥＝∑・ち＝〟Tい恥＝史砦，裾＝主祭，    J＝1  
とすると摘1：＝∑；こl猪瀬…1は利用できない）、  

（トα）【2】  （β＋α）巨－】  

叩3）＝  
ヰ叩2）＝古詩  ガ（月0）＝こ   

（β＋1）r2】  β【ml  

であるから、月2，月3を用いると、  

1＋月2－2月3／R2  月3／月2－2月2＋月3  
β＝  （2）   r†＝  

尺3／月2一月2 ’   尺3／月2一月2  
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あるいは月2によりパラメータを1個とし、月0または5’1の期待値の式に代入して非線形方程式を解く。   

粧ブち），ノ＝1，…，乃，とその期待値との距離を最小にする。2乗距離、Hellinger距離が考えられる。た  

とえば2乗距離を最小にするならば、   

両）＝arg（粥川）2，eJ＝瑚）＝m 
（；二‡）  

最尤法   

最尤方程式は   

（1－α）tj刊（∂＋α）トーゴ】  

（3）  

（β＋けm－1）  

＋
 
 

＋
 
 

l
一
月
U
 
 
 

ニ
 
 

些
朗
 
 

l
 
 

＝0，  
い
 
 

、
 
 
l
 
 

ト
 
 

＋
 
 

β
U
 
 

β＋丁もー1  

∂エ   1  

－ェ ＋‥  

∂α  β＋α  

た欄1  
＝0・  （4）  ＋‥・＋  

β＋（／ご－1）α  1－α  ．ノー1－α   

∂2⊥  

∂β2  （毒  ）＋（一軒缶  

．）・  

＋・‥＋  ＋‥・＋  
（β＋（た－1）α）2  

た－1  

（β＋門′－1）2  

＝－（毒 ＋‥・＋  ∂β∂α  

∂2ム  

Jヲα2  

（β＋（た－1）α）2  

（た－1）2  

－－－÷∴－。  ＋‥・＋  （β」一（た－1）α）2  （1叫α）2 ■   （ノー1－－α）2  

Tl．  

FisIler情報量の計算では（占11…，βm），∑βJ＝た，を確率変数として期待値をとることになる。  

Jニ1  

Proposi七ionl（｝＞0のとき、情報行列I＝I（0，α）の各要素について  

Jββ＝0（1），んα＝0（log†7′），†皿＝0（7ln）．  

∩既知の場合  

（｝≠0が既知でβだけを推定する場合、推定方程式、情報量は上式の－・部であるから、んβ＝0（1）に変  

わりはない。α＝0の特別の場合は、Ewenssamplingformulaと呼ばれ多くのことが知られている。分割  

数た＝∑ニ。二1βJが十分統計量である。その確率分布は離散指数型（べき級数型）である。標準理論がその  
吏ま成り立ち、Fisher情報量は叩）＝0（log71）である。   

参考文献   

囲・Johnson，N・L・，Kotz，S・andBalakrishnan，N・（1997）DiscreteMultil］ariateDistributions，Wiley  

［21PitrTlan，J・（1995）Exchangeableandpartial1yexchangeablerandompartitions，PrDbabilityT7LeOry  

肌d月egαまdF乞eんね，12，145－158．   

［3〕PihTlan，J・（1996）Randomdiscretedist・ributionsinvariantundersize－biasedpermutation，Joumal  

扉Appg五edf）和わα古拙弘28，525－539．   

［4ト渋谷政昭、大和元（2000）JimPitman，s2－parameterrandompartition，（覚書）  

聞星野伸明（2000）Pit・manSamplingFbrmulaの個票開示リスク評価への応用、第68回日本統計学会  

講演報告集、札幌（北海道大学）、365－366  
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制約付き最尤推定量の集中確率による優位性について  

神戸商大■商経 森谷義哉  

熊本大・工  岩佐学  

1 はじめに   

†l次元正規確率変数ズ（十Ⅳ（β，ん）を考える．平均βに関する制約条件の下でβを推定  

するとき，制約の下での最尤推定量（RMLE）と制約を考慮しない通常の最尤推定量（MLE）  

の優劣を決定をする．平均2乗誤差による優壬飢二ついて積極的に研究されてきたが，Rueda，  

SalvadorandFbrndndez（1997）は集中確率による優劣を考えた．彼らは0に関する制約が  

1つの線形不等式で与えられる場合にβのRM乱思がM且屈より優れていることを示した．   

そこで，本報告ではβに関する制約が2つの線形不等式で与えられる場合に集中確率の  

意味でβのRMLEがMIEより優れていることを示す・そして，この結果の多次元（3次元  

以上）へのいくつかの拡張を行う．   

以後の説明のために記号を準備する．lェl＝ヽ／斎妄はRmのユークリッドノルムを表す．  

A，CをそれぞれRnの原点対称（A＝－A）な集合，閉凸集合の全体とし，制約条件はβ∈C  

の形で与える・さらに，MLEズのCへの射影を町（方IC）で表すと，打（ズIC）は制約条件  

∂∈Cの下でのRMLEとなる．  

2 2次元での優位性  

定義1任意のA∈AnCに対して，集中確率に関する不等式   

（1）  
f引ズ∈A＋∂］≦昂【灯（ズJC）∈A＋β】∀β∈C   

が成り立つとき，R．MLE7r（XIC）はMLEXより集中確率の意味で優れているという．  

初等的な議論により次の定理が証明される．この定理は，多次元への拡張を考えるとき基  

本となる結果である．   

定理1n＝2のとき，任意のC∈Cに対して，RMLE7r（XJC）はMLEXより集中確率の  

意味で優れている．  

3 多次元への拡張   

定理1を3次元以上へ拡張するために，線形空間いこよって定まる次のような対称性と  

凸性を考える．   

定義2Aがエー凸であるとは，すべてのご∈エ⊥に対してAn（ェ＋エ）が凸であることをい  

い，エー対称であるとは，すべての£∈エ⊥に対してAn（ェ＋エ）がごに関して相称であるこ  

とをいう．  
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m－2次元線形空間を含む凸集合Cを考えると，次の系は定理1より簡単に導かれる．  

系1Cがれ－2次元線形空間エを含むとき，可測集合Aがエ⊥一対称かつエ⊥一凸であれば，  

不等式（1）がすべてのβ∈Cに対して成り立つ・  

定義3Rmの集合Aと線形空間エに村して，  

Aエ＝〕（∬エ＋ごェ⊥lJム∈エ，柚≦恒い））  
ヱェ⊥∈エ⊥  

と定義し，Aのん対称化と呼ぶ．ただしプ7（エェ⊥）≧0は次の等式を満たすように定める．  

昂［ズェ∈（Aエーご上⊥）∩エ］＝昂［ズェ∈（A－Jェ⊥）∩エト   

明らかにAエはエー凸かつエー相称であり，さらにAエについて次の2つの補題が成り立つ．  

補題1A∈AnCならば，Aエはエ⊥－凸かつエ⊥一対称である．   

補題2Cが線形空間エを含むならば，  

昂［打（ズIC）∈A十β］＝昂［打（ズIC）∈Aエ＋β］∀臥   

Cが線形空間エを含む凸集合であれば，Aのエー対称化Aエを考えることにより，系1と  

補題1，2を経て次の定理を得る．  

定理2Cがm－2次元線形空間を含むとき，R丸‡LE打（ズIC）はMエEズより集中確率の意  

味で優れている．  

定理2の結果は，特別な場合としてCが2つの線形不等式によって定まる閉凸錐  

C＝（ご∈月m】α′∬≧0，♭′ご≧0）（α，わ∈R托）  

の場合を含んでおり，結局2個の線形不等式制約までは集中確率の意味でRMLEがMLE  

を改良していることがわかる．これは，Ruedaetal．（1997）の拡張になっている．   

また，定理1の別な形の拡張として次の定理を得る．  

定理3Cが2次元線形空間に含まれるとき，恥化E打（ズtC）はMLEズより集中確率の  

意味で優れている．  

m＝3の場合は肯定的な解決を期待しているが解決には至っていない．m≧4であれば，  

集中確率の意味で升（XIC）がズを改良しないようなCを具体的に梼成できる．  

参考文献  

［1］Iwasa，丸／Ⅰ・andMoritani，Y．Concentrationprobabilitiesforrestrictedandunrestricted  

MLEs，tOaPPearinJ．MultivariateAnal．  

［2］Rueda，C・，Salvador，B・andFbrnandez，M．A・（1997）．Simultaneousestimationina  

restrictedlinearmodel．］．MultivariateAnal．，61，61－66．  
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ある制約を設けたGaussian素子の学習誤差と汎化誤差  

三重大学工学部物理工学科萩原克幸   

1 はじめに  

階層型ニューラルネットやRadialBasisFunctioIl（RBF）を用いた非線形回帰モデルでは，モデル選択規  

準AIC（AkaikeIllfbrmatiollCriterioll）［1］で仮定されているような，モデルが真の分布を含む状況において，  

真の結合重み（ネットワーク・パラメー タ）が識別不能となり，モデル選択規準を導く際，通常の漸近展開が  

適周できないという問題が生じる・モデル選択規準は，学習誤差に基づく汎化誤差の不偏推定量であるため，  

階層型ニューラルネットのモデル選択の問題を角孝決するためには，真の結合重みが識別可能でない場合につ  

いて，汎化誤差および学習誤差のデータの分布に関する期待値を知る必要がある．本研究では，ある制約を設  

けたGatlSSiall素子について，学習誤差と汎化誤差の期待値のオーダーを導く．  

2 問題設定   

Q（：＝ノ）＝Q（‡両）Q（ご），ユ‥∈Rβ，〃∈Rから独立にサンプルされたエ個のデータの組みをβ＝  

（h湖），g＝1，…，エ）とする・肌は勘に対し，別＝／中り＋モヱという規則により生成されるものとする．  

ただし，モノは適当な分布からの独立なサンプルである．以下では，ネットワーク・パラメータの識別可能性が  

失われる例として，  

仮定1肌ニモJ～Ⅳ（0，J2）＝Q（〟），J＝1，…，エ  

を考え，このデータを，GatlSSiall素子  

J伸＝n両，タ∈ぢ，ぢ：＝〈…（‥Ⅰ‥）＝e卜‡両）′（叫 T∈R十，′上∈（ェ1，…，可）・ （1）  

によりフィッティングする状況を考える・ただし，R十＝（ェ‥0＜：ご＜∞）であり，′は行列の転置を表す．   

いま，7・叩，（（セ，〟）＝去∑∠（肌一月木））2として，固定されたクに対し，7－e叩（品，g）＝Ⅰ－1illαr珊。（α，g）とす  

る・学習誤差を，㌔1叩＝illfク∈ぢ↑－e‖、P（霹，タ）と定義する．このとき，簡単な計算により，  

㌔叫－＝笹デ＋主…ござ榊（タ）＝（写軌）2乍紬  
（2）  

となる．   

3 学習誤差および汎化誤差の期待値のオーダー  

3．1 学習誤差の期待値のオーダー  

学習誤差の期待値を月。111l）（エ）＝Eβ（㌔Illl））で定義する．ただし，Eβはデータβの分布に関する期待値  

である・これを計算するためには，式（2）より，  

恥〈…諾柑〉  （3）  

を計算すれば良い・これは，タを固定すると打（g）が自由度1のx2分布に従う確率変数であることから，  

x2－p工・0（‥eSSの貴大値の期待値を計算する問題に帰着される．式（3）の下界は，指標関数によるフィッティング  

を経由する際に極値理論を適用する形で計算されているので［2］，ここでは，上界を求める．まず，E－COVering  

の概念を導入して，X2－prO（ミeSSの有限な部分列として，X2分布に従う確率変数列を作り，その最大値∬（g＊）  

を用いて，確率1で∬（タ）≦∬（タ＊）＋C（エ）が成り立つことを示す．ここで，C（エ）は期待値の計算できる適  

当な確率変数である・ここで，Eβ（∬（タ＊））およびEか（C（上））が0（logエ）で上から抑えられることが示せ  

るので，結局，式（3）は0（logエ・）で上から抑えられる・したがって，［2】の結果と合わせて次の定理を得る．  

定理1式「Jノの素子において，仮定1の下でブナ分力きなエに町J2一月em。（エ）＝0（撃）である・  
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3．2 汎化誤差の期待値のオーダー   

未学習データヱ1，‥．，ZエをQ（封）からの強立なサンプルとし，それらはyl，…，批のいずれとも独立  

であるものとする・汎化誤差を条件付き期待値月はエ，宕）‥＝Ezl，＝・，礼u∑′（z～一J（項）2何により  
定発する．ただし，宕＝（ェ1，…，ごム）である・㌔叫）を与える関数JをJとして，汎化誤差の期待値を  

R（杵＝恥（見直7宕）〉で定義する・汎化誤差は，簡単な計算により舶エ，£）＝J2＋壬suI）g∈ぢ鞘）  
とできることが知れるので，これと定理1から，次の定理が導かれる・  

定理2式イりの素子において，紺川下で，十分大きなエ躇し，月㈲－J2＝0（撃）である■   

いま，漸近展開が適用できる状況では，イ反意1の下で，学習誤差の期待値および汎化誤差の期待値と雑音分  

散との差は0（1／エ）である［3トー方，定理1および定理2の結果は，その差が0（logエノエ）であることを述  

べており，本稿のモデルに対しては，漸近展開による評価より，学習誤差を′トさく，汎化誤差を大きく見積も  

る必要があることを示している．また，この差はモデル選択規準のペナルティ項を直接決める量であり，した  

がって，汎化を測る入力点と学習の際の入力点が同じ場合，本稿のモデルに対するモデル選択規準のペナル  

ティ項は0（logエ／エ）となることを意味している・  

4 学習誤差と汎化誤差の確率的オーダー   

確率1で成り立つ不等式∬（9）≦∬（タ＊）＋C（エ）と正規分布に従う確率変数の絶対値の列の最大値に村す  

る概収束の結果［4］を用いて，Supタ∈ぢ打（g）を評価できて，これを用いると，学習誤差について，次の定理が  

得られる．  

定理3式イりの素子において，相川代打2－㌔Ⅰ－1。＝Op（畢）が成夕立つ・ここで′Opば錮劇  
なオーダーを意味する．  

一方，これと同じ評価を用いて，汎化誤差については，前節の議論より，次のことが言える．  

定理4式「りの素子において，紺川下でクエ→∞のとき，舶エっ針J2＝Op（撃）が成ク加・  

5 ぁわりに  

これまでに，階層型ニューラルネットやRBFが識別可能性を失う場合について，学習誤差の期待値の上界  

および汎化を測る入力点が学習の際の入力点と同じ場合の汎化誤差の期待値の下界が得られていたt2］・本稿  

では，E－〔：0Veringの概念と極値理論を組み合わせる形で，平均値パラメータを維散化したGaussian素子の学  

習誤差と汎化誤差の期待値のオーダーを解析し，それらと雑音分散の差がlogエ／エのオーダーであることを  

示した、さらに，学習誤差と汎化誤差の雑音分散からの隔たりの確率的なオーダーもlogエ／エとなることを  

示した．今後の課題は，まず，本稿での結果を素子数に関して〟般化する必要がある．また，ここでの汎化誤  

差の解析では，汎化を測る入力点が学習の際の入力点と同じであることが本質的であったが，これを仮定し  

ない場合の角軍析も残されている．   

参考文献  
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THEBIOEQUIVALENCEPROBLEMSAND  
TESTINGHYPOTHESESPROBLEMSFOR  
MUI∬INOMIALDISTRIBUTIONS  

筑波大・数学 津田美幸   

多変量離散指数型分布族に対する検定  

自然数p，曾（p≧9≧2）を固定する．集合（＝まp次元Euclid空間の開集合で，原  

点を含むとする・p次元整数値確率ベクトルg：＝t（ズ1，‥・，ち）はβ‥＝や1，‥・，∂p）  

（鋏≡㊥）を自然母数とする指数型分布毎に従うとする・p次元整数値ベクトル  

諾：＝矩1，…，∬p）に対し，ズの確率関数を  

掬（∬＝訂）＝α（β）わ（昔）exp  

で定義する－ただし，む仲）＞0とし，ご五＜0となる五（1≦宜≦p）が存在するならば  

ら（諾）＝0とする．㊤の部分集合00，㊤1を  

㊥0：＝‡β∈Oi∂宜≧0となる宜（1≦宜≦曾）が存在する．），  

軌：＝0＼軌で定義し，未知のβに対する仮説  

（0．1）  月b：β∈00VS．∬1：β∈01   

を有意水準α（0＜α＜1／2）で検定する問題を考える．   

ある宜（1≦宜≦曾）に対して，β五＝0とする■勒：＝て∂1，…，♂トいβ仙…，βp）は  

局外母数であり，y五：＝雫ズ1，‥・，為－ト範抽‥・，ち）はり五に対する完備十分統計  

量である・仮に湖南）が不偏検定ならば，¢1（諾）は相似検定であり，Neyman構造  

を持つ・すなわち，和宣＝0）（y宜＝肌）＞0となる全ての坑の実現値肌に対して，  

軸i＝0）（如才）lyi＝肌）＝α  （0・2）  

が成り立つ・しかし，自明な検定¢1（訂）：≡α以外には（0・2）を満たす検定は存在  

しない（Lehmann（1952））．そこで，bioe甲ivalence問題に対するTs11da（2000）の  

手法を拡張して，次の性質を満たす検定仇（諾）を考える．  

性質0・1・自然数り1≦宜≦曾）の関数β＊（壱）が存在して，∑挿∬ブ≦5＊（宜）かつ  

掬（yi＝肌）＞0ならば（0・2）が成り立つ・  

本研究では，再帰的な手順によって動構成し，ある検定の族Cの中で許容的で  

あることを示した．また，応用例として，多項分布の局所最頻値に関する仮説検定  

を挙げ，具体的に検定を構成した．  
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各成分が独立な多変量分布の検定   

各豆＝1，…，pに対して，A（りを母数空間ととし，母数入（り∈A（i）に対して，  

（n（り，ア（宜），巧‡～，）を確率空間とする・また，A（i）の空でない真の部分集合A㌘）と，  
統計量  

帝：n（宜）→況（j（宜）＝0，…，m－1）  

が存在して，任意の入（ま）∈A㌘）に対して，  

恥〔鵡］＝1／m  

とする．ただし，mは2以上の自然数とする．また，任意のス（宜）∈A（りに対して，  

m－1  

∑恥）【鵡〕＝1  
J（壱）＝0  

であるとする・さらに，n：＝n（1）×‥・×nb）とし，（A（1）×…×A（p）lA（1）∈  

〆1），…，Ab）∈ア鋸）を含む最小の可算加法族をアとし，A：＝A（1）×…×A（p），  

入：＝（入（1），…，入（p））∈A，A（1）∈ア（1），…，A（p）∈アb）に対して確率測度且を，  

p       且（A（1）×…×Ab））‥＝鉦瑠（A（i））  
宜＝1  

で定め，確率空間（n，ア，且）を構成する．また，  

A＊：＝（（入（1），…，入b））∈叫ある豆が存在して，入（り∈A誓）〉  

とする・Lをordermのp－1次元1atinhypercubeとする．j：＝てゴ（1），…，jb））  

の集合Jを  

J：＝（jlエの写ゴ（1）＋1， … ，ブb‾1）十1）成分の値はブb））  

で定義する．   

p          か＝∑汀雄，  
J宜＝1  

とすると，任意の入∈A＊に対して，  

且入［あ］＝1／m  

である．   

この手法は，Iwasa（1991，1994）でも論じられている．本研究では，多変量bioe－  

quiⅦ1ence問題に応用し，W血g，HwangandDasgupta（1999）の検定を一様に改  

良した．  
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ミキシング過程に村する検定統計量の漸近展開  

名大・工 阪本雄二   

時間間隔［0，r］上の観測値が，ある確率空間上で定義された幾何的混合性を持つマルコフ過程yr＝  
（勒帥r】。仙1，‥リア】の実現値であるとし，その確率分布が適当な測度に関して正の密度pr，βを持つも  
のとする．ここで，βは升次元ユークリッド空間の凸で有界な開集合0に値をとる未知母数であると  

する．たとえば，確率差分方程式  

坑＝鴨（靖－1，‥．，靖一輝β）＋Ⅴ（靖－1，…，羊－m）どい どf～i・i・d・，端～レβ  

を満たす（非線形）自己回帰時系列（弟）吋0，1r‥＝，r】であるとか，確率微分方程式  

dy；＝Vb（Y；，0）dt＋V（坑）dwt，Wt：thestandardWiener，％～L／0  

を満たす拡散過程などが，例として上げられる（これらの例のマルコフ性は明らかであるが，幾何的混  

合性に関しては適当な条件を必要とする）．本報告では，これらの統計モデルに対する検定統計量の漸近  

展開（rが大きいときの）を求めることにする・   

対立仮説∂≠∂0に対して帰簸仮説β＝β0を検定するときの検定統計量について考えよう．ま  

ず，記号を用意する．対数尤度ゼ（♂）＝logpT，βの母数による微分を添え字を用いて表すことにし：gA（β）  

A  ＝∂α1…∂恥叩），∂α〒∂／∂βα，A＝α1…αた，それらを正規化して，ZA＝（g  
らに，直交化して，ZA＝ZA一利Z。み］gα′αZα，ゑαb＝gαα′gbb′んむ′，2αbc  
ただし，如＝現品Zb］，（gαb）＝（鮎わ）」・これらの記号を用いると，対数尤度g（β）に基づく多くの検定  

統計量停（尤度比，Wald，Rao）は，帰無仮説β＝β0のもとで，次の様な確率展開をもつことが知ら  

れている：   

輌αわ乏αれ去〔詫d2α2bゑCd＋卯α島ゑc ）  

・妄（  
畔ゑαゑb＋味。，e∫＆島ゑCd2eJ＋呼Cdゑαゑb2。え汗昭裟2α島2。ゑde  

J ）  
＋鴫′ゑα島ゑ。ゑ吋＋む言ゎ叫ゑαゑゎ豆。ゑdゑe2   ＋月r．  

童孟言這駄忠霊き警視宕：甥儲窺監d憲蓑急，忍苦二孟芸芸蒜芸孟言孟㌻三言要  
は次の様な裾確率の評価を満たすものとする：ある定数C＞0と亡＞0に対して，  

鞠。（lRTl≧Cワ「（2＋‘）／2）＝0（r‾1）・  

この様な確率展開を持つ検定統計量のクラスをグと表すことにする．   

この統計量のクラスタに含まれる任意の検定統計量1ケの局所的な検出力は，以下のように展開で  

きる：  

Theoreml．β＝β亡（：＝β0＋小庁）のもとで，  

） 帥＜ご］＝Xp，刷＋左裾…妄（蜘卜∂ガ（掴伽）＋吉∂紺㈲＋0（妄）・  
ただし，Xp，∂（諾）は，自由度釣非心母数古＝如亡α己ぁの非心x2分布の分布関数で，  

町£）＝土∬αbc耽（…言毎αbタCd摺榊＋言ゎαむcどαわc払∂（∬卜α紬喘p（ご） 6  

ガαむcd艦如（…去 
軌de叫 伽）＝ ∬αbc∬瑚塩。∫，p（小吉飢e（堀軸（小3如喘（∬））   

＋去∬αbce叫毎喝p（小…蝉e∫ 醐′厘誹）  
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＋どαbcd（3ぬ，C伽（小4エα蛾瑚（可＋範血球扉（小3ん恒加ee′タ∫∫′聯，p（ヱ））  
1  

＋酌むcどα叫（6Jムe，肺闘（可＋毎如㈲  

α紳 
げ（ご）＝去de′（鶴e∫，p（∬ト3勘艦如（瑚十…鴫仲∫（喘，p（芳卜肘喘（∬））   

解け∫′ 
＋…廟ee′研e 喘（小…α絢，d′gdd′再三£。，p（…吉α絢e∫E吋喘p（£）  

巧3）（ご）＝彊現品（可＋暁頼ぬC痛罵品（可＋呼C甥諾軸（可＋わ言ゎ叫境諾。。′，p（諾）  

吋）（諾）＝略b′喧′。′煎α′b煩′ 鶴是。，p（可＋α貰わcα窒eJ境諾瑚，p（£）・   

上の展開に現れる係数は，以下のように定義される：〃αわ。＝β【乙ZゎZ。］，∬αbc＝タαα′タ抽′〆軋腔，  
ん，。＝呵Z。bZ。】，J両＝タαα′タ姐′〆んり′鶴b，。d＝呵ZαむZ。d】，且押Cd＝ gαα′g抽′gcc′gdd′脆 

′り′。′，  

加ゎ，Cd＝ 〟鳩cd－J叫e肘JJ，Cd，凡わ，。，d＝現品むZ。為】，エαb。，。＝現品ム。Z。］，か恒d＝Ⅳα両d  

JCd，J鋤∬血，仇♭。d＝Cum［品，為，Z。，品】，ガαbcd＝タαα′タ抽′gcc′タdd′仇′腑d′．また，  

＝  
‥αた，ゴ  ∑ 鋸1…鮎叫。と＿2ゴどα∴・どαた－2J 鮎崎十1αた¶。J十。…鮎た＿1恥，  

（α1，‥・，恥－2ゴ，αト2J＋1αん－2j＋2，…，恥＿1αた）  

（言）  

舐㌧αた，ゴ＝ ∑  
き十£＝ブ  

0≦‘≦β≦【り2】   

卜1）漉し恥，ざ，  

［り2】 2【た／2】   

旦㌍‥αk，p（ェ）＝∑把．，αた，jX叶2た功∂（ヱ），穂‥M（£）＝∑蛤．妬燕．2た瑚（諾），  
J＝0  ゴ＝0   

恥niguchi（1991），C・R・Rao－Mukerjee（1997）では，同様の展開を線形時系列などのモデルに対して，  

母数の次元が1の場合について与えている．   

この結果を利周すると，様々な統計モデルに対する検定統計量の漸近展開が導くことができるが，特  

に拡散過程に対しては，次のように与えられる（ここでは，簡単のため，帰無仮説のもとにおける分布  

のみを与える）．  

Theorem2．  
3  

P【停＜諾］＝Xp，0（ご）＋r‾1∑ぢx叶2i，0（ェ）＋0（r－1）・  
五＝0  

ただし，  

仙一（呼＋鶴。，。′ か叫e∫ G＝去∬＊一芸∬輌＋‡梅軒柑 ）陶   

十芸格囁 紳鳩。，  

C；＝一芸m去∬＊＊－…略か頼 （β肋＋胤）＋…α押＊吋肘艦 。   

αe∫ ＋喜（呼伽＋暁。，e′炉e∫仙一拘禁。。）＋吉（摘鵡e∫－2舶鶏′世 g′鶴），  
q＝ガ＊一∬＊＊一 品α抑叫 （3胤肘＋遮e∫）＋…鳴か緑′β盟。。   

吋 ＋言（軌慧。。一軒塩。直言 卜2α拘e′β盟吋＋咤∫喘酢g′膿。），  
∫ 材 

q＝去∬…＋去α押此∫＋言炉塩e∫＋吉α獅e′塩e∫  

係数ガ＊などは，ぷα玩moね一拍βん豆dイJ9略Jタ叫を参照．  
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ランダム極限モデルの漸近展開によるオプション価格の近似と数値実験  

束京大学数理  柏倉賢司  

束京大学数理、九州大学数理  吉田朋広  

1RandomLimit Expansion鮎r SmallDi軌1SionProcesses   
COnSiderad＝d（1）十d（2）－dimensionaldiffusionprocesses  

Xe＝（X（1），e，X（2），亡）吋0，T］isde丘nedbythestochasticdifferent・ialequat・ions：  

ー
 
 
 
 
 
 
 
し
 
 

d方よ1），∈ ＝ 咤1）（方言，亡）亜＋Ⅴ（1）（方言，e）血‡1）  

dズ∠2）｝亡 ＝ 咤2）（ズよ2），‘，亡）舵十V（2）（瑠）っ亡，亡）d印さ2），  
璃1），仁 ＝ 辟  

′C   

）
 
 O
 
 
 

ニ
 
 

′
 
 

where：  

w（l）‥r（1）－dimensionalWienerprocesses，  

w（2）：r（2）一dimensionalWienerprocesses，  

COefBcientsareal1inclassCg3，（namely，SmOOthin（x，e）withbounded咤∂i－derivat・ives払ri≧1and  

ブ≧0），  

Moreover，WeaSSumethat  

V（2）（・，0）＝O equivalently．  

WehereconsiderafunctionalZede且nedby  

上r  

g仁＝   β（方言，亡）〝（亜），  

whereβ∈C7O（Rdx【0，1】；Rk）anduisarandommea鼠u∫eOn［0，T］．  

FhnctionalsZ仁havestochasticexpansions：  

Z‘…Z（0）十∈Z（1）十亡2z（2）十‥inJ）∞（Rた）  

a＄（→Owit・hg（1），Z（2），…∈β∞（Rた）．  

Underthenon－degeneracyconditionforZ（0），OneObtai工1Stheasymptoticexpansion：  

P【T（g∈）トイ博（0）】＋亡P【か1）】＋亡2f）【◎閃】＋…   

as仁→OforanymeasurablefunCtionTofatmostpolynomialgrowth．  

2 Simurations  

OExamplel  

d方言 ＝（ノけ卯言）d壬十C（咋）毒血t  

血言 ＝ 一時喜一α匝十中吉）喜d壷モ  

ズ占 ＝ ∬0  

哺 ＝ 叫  
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ここで、α溝β，〃，Cは定数、壷＝押十JT二ずtu＊，βは定数，lUとがは独立  

◇シミュレーション結果（〃＝0．5，β＝0．4，C＝2．5，β＝2．0，α＝1．5，β＝0▲5）  

g亡＝妄∬ズ彿丁（z）＝（z一呵＋  

∬0＝10，叫＝20，∬＝15，β＝0．5  

Z七＝ズ与，r（ヱ）＝（z一打）十  

諾0＝℃0＝10，∬＝20，β＝0・5  

亡  0．3  0．7  1．0  亡  0．3  0て  1．0  

（1）丸4C  l・1624321・1845鍋1．201118  （1）MC  O．402530 0・436347 0・462579  

（2）I  l・1450181・1450181．145018  

Diff6rence  O．017414 0．039550 0．056100  

DiH．rate％  1．5  3．3  4．7  

（2）I  O．3771糾 0．377184  

Di仔erence  O．025346 0．059163  

Di乱rate％  6．3  13．6  

0．377184  

0．085395   

18．5  

（3）ⅠI  l．1610971．1825361．198616  

Di鮎rence  O．001335 0．002032 0．002502  

Di且rate％  0．11  0．17  0．20  

（3）ⅠI  O．400558 0・431724  

Di鮎rence  O．001972 0．004622  

Diff．rate％  0．48  1．1  

0．455100  

0．007479   

1．¢  

（4）ⅠⅠI  O．401728 0．4：娼095 0．46飢00  

Difぎerence  O．000802 －0．001748 －0．005521  

Di仔．rate％  0．19  0．40  1．2   

（4）ⅠⅠI  l．1608061・1舶9491，195375  

D ifference O．001626 0．OO3619 0．005743  

Di且rate％  0．13  0．30  0．47  

MC＝MonteCarolOOOOOOO回  
I＝Firstorder，ⅠⅠ＝Secondorder，III＝Thirdorder   

OExaInple2  

〈 

∠1）’如  

ここで、拓Jは定数、∑は関数  

◇シミュレーション結果（gf＝革，r（ヱ）＝（之－∬）＋）  

∑（諾）＝＝霊一喜  

MC＝MoIlteCarolOOOOOOO回  
Ⅰ＝Firstorder，ⅠⅠ＝Secondorder，ⅠⅠⅠ＝Thirdorder  

〃ズ∠1），亡dけ打方よ1），∈（1＋亡∑（束1），‘））扁1）  

e＝0．3  

〃＝0・05，α＝0．5，諾0＝∬＝10，  〃＝0．1，げニ0．3，霊0＝∬＝5  

∑（∬）  exp卜諾）  諾妄  ズー  亡  0．1  0．3  0．5  

（1）MC  2．374894 2．490895 2．6165飢  （1）MC  O．925646 1．331432 1．006538  

（2）Ⅰ  2．290992 2．290992 2，290992  

Diぽerence  O．073902 0．199903 0．325589  

Diぼ．rate％  3．1  乱0  12．4  

（2）I  O．924703 0．924703 0．924703  

Di鮎rence  O．000943 0．406729 0．081835  

Diff．rate％  0．09  30．6  8．24  

（3）ⅠⅠ  2．352858 2．4766912．600323  

Difference  O．012036 0．014304 0．016258  

Di∬．1・at′e％  0．50  0．57  0．62  

（3）ⅠI  O．犯6075 1．3338301．005026  

Diff6rence  －0，000429 －0．002379 0．001512  

Di軋rate％  －0．04  －0．32  0．15  

MC＝Monte CarolOOOOOO回  
Ⅰ＝Firstorder，ⅠⅠ＝Secondorder，III＝Thirdorder  

MC＝MonもeCarolOOOOOO回  

Ⅰ＝Firstorder，ⅠⅠ＝Secondorder、ⅠⅠⅠ＝Thirdorder  

参考文献  

tl］S＠renSen，M・and Yoshida，N（2000）・Random Limit Expansion 丘）r Smal1Diffu＄ion Pr（ト  

CeSSeS，Unpublishedmanuscript．   

［2】Yoshida，N・（1992）・Asymptotricexpansion女）rStatisticsrelatedtosmalldiffusions，J．J．S．S．22，139－159．  

［3】Yosida†N・（1999）・Pertubation methods and option pricing，Proc．East・Asian Symp（箋ium on  

StIatistics．Fbb．28－29，2000．UniversityofTbkyo．  
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時間領域の情報のみを用いた強従属過程における  

中心極限定理とその応用  

早大政経 加藤剛  

1 時間領域の情報だけを用いた推定方法  

†ズ（り‥ま∈月）を呵才（瑚＝0なる実数値定常Gauss過程とし，その相関関数が，ある定  

数d＞0，C＞0について  

月（T）‥＝呵才（ト十T）ズ（用～Cけ「dムけ）（l叶→∞）  
（1）   

を満たすとする・ここで，L（T）はslowlyvaringな関数である・d∈（0，1）のときR（x）¢Ll（R）  

なので，この場合は，（ズ（り）は強従属過程または長期記憶モデルと呼ばれる．また，dのこと  

を，memOryParameterまたはhlaCtiollaldifferencingparameterという■（X（t））がスペクト  

ル密度∫（入）を持つとき，（1）は，Jがある定数C′＞0について  

Jい）～C′‡入Idwlェ（I入「1）（困→0）  （2）  

を満たすことと同値である．   

パラメータdのセミパラメトリック推定法については，これまでにも多くの結果が出されて  

いる．それらの論文に共通することは，周波数領域の情報，より具体的にはスペクトル密度に  

関する情報（2）を何らかの形で使うことである．   

これに対し，KatoandMasry（2000）は，推定量の構成からその漸近的性質の証明までのす  

べてを，時間領域の情報，つまり共分散関数とその挙動（1）だけを用いて行うことを試みた．  

ただし，エ（T）は定数であるとする・発想は単純で，定数q＞0を1つ固定するとき，（1）から  

瑚町）～C（qT）‾d（T→∞）   

なので，  

月（T）  
log  
両  
～d（T→∞）  

（3）  

が成り立つ．これから，月（T）と月（町）の推定量からdの推定量が構成できることが示唆され  

る．実際，mとともに発散する数列（㌦）をうまく選んで定めた呵亮）と月（即㌦）の推定量   

坑，れ＝榊（た＋㍍）） 鴇，m＝榊（軸）  

を用いると，  

d押＝ log（q≧2）  

がわ去の一致推定量になることが証明できる・  
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一致性の次は，d仰の漸近正規性を示したい・この問題は，一㍑×71行列凡を  

（／J‥ ん至＝′／丁‖  

－1 困＝㌦  
（喜  

凡：＝（蔦）0≦豆，J≦れ－1，  亮れ）：＝  

その他  

で定めた2次形式を含む確率変数Qれ＝（現軋‰一且［ズ£凡ズγん］）／（271）の漸近正規性を示す  

ことに帰着される．  

2 時間領域の情報を用いた中心極限定理   

実数値定常GausS過程の2次形式に関する中心極限定理は，（2）を利用したFoxandTaqqu  

（1987）の結果がよく知られている．しかし，行列凡の構造から，彼らの結果をQれの漸近正  

規性の証明に適用することはできない．そこで，KatoandMasry（2000）は，もともと議論の  

すべてを時間領域で行うという方針もあって，以下のような別の証明を与えることにした．   

確率変数Xのp次キュムラントをcump（X）で表すことにすると，Cuml（㌦言Qn）＝0，お  

よびp＝2，3，…について  

cump（㍉Qm）＝監錮（賦）p）  
れ－1   

隻諾岩岩…∑帖J2此3舶－J4）藍・・・鯨1－J2p）‰  
力＝Oj2＝O J2p二0  

が成り立つ．これに（1）から導かれる1月（T）l≦Cl／（1＋H）d（Cl＞0は定数）と不等式  
ClO  

∑（1＋Iェー机‾d（1＋l封一項「d  
た＝－∞  

〟（1＋lエーyl）1‾2d  

〝（1＋】エーyt）‾1log（e＋l∬一州  

〟（1＋lエー州‾d  

l
一
2
，
」
α
 
 

〈  

＜d＜1  

＝1  

d＞1  

を適用すると（財＞0は定数），（㍍）を1imm→∞㌦＝∞，1i恥→∞㌦／71＝0を満たすように  

選ぶとき，  
∞  

ぶ濫Cum2（V7；Qn）＝（q2d＋1）∑（R（k））2，γ監Cump（vq；Qn）＝0，（p＝1，3，4，・・・）  
た＝－∝）  

の成り立つことが示せる・したがって，ノ元Qmは，平均0，分散（q2d＋1）∑畏＿∞（月（可）2の  

正規分布に分布収束する．  

参考文献  

［1］Fox，R・andTaqqu，M・S■（1987）・Centrallimittheoremsbrquadraticformsinrandom  

Variableshavinglong－rangedependence・Probab．T7L．Rel．Fields．74，213－240．   

【2］Kato，T・andMasry，E・（2000）・Gaussiansemiparametricestimationinthetime－domain   

forstronglydependentstationaryprocesses．（submitted）  
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EdgeworthapproximationintheO－Uprocess  

北海道大学大学院経済学研究科 柿沢 佳秀  

1 はじめに  

本報告ではOrnstein－Uhlenbeck（0－U）拡散過程  

dズt＝βズtdf＋dW主   

の未知母数β∈（－∞，0）の2つの推定量  

机，r＝上rズ亡dズノ上γ軌範－γ＝一（r′2）／上γ榊  

（1）  

（2）  

を扱う．ここでW壱は標準ブラウン運動とし，初期条件（Ⅰ）ズ0＝∬（定数）または（ⅠⅠ）ズ0～  

〈〈 Ⅳ（0，1／（－2β））を仮定する・よく知られているように仇，Tと∂2，rは一致推定量であり，同じ漸  
近正規性をもつ：（r／ト2β））1／2（敲，r－β）ヰ〃（0，1），α＝1，2．  
′、  初期条件ズ0＝0の下でβ1，Tの分布の収束の速さを論じた論文がある．例えば，Mishraand  
PrakasaRao（1985；rateT－1／5），Bose（1986；rateT－1／2（logT）2），BishwalandBose（1995；rate  

T－1／2（logT）1／2）である．いずれもよく知られたBerry－Esseen型評価に現れるrateT－1／2よりも劣っ  

ていたが，最近Bishwal（2000）はr‾1／2へ改善できることを指摘した．   

柿沢（2000年数学会／早稲田大学）は初期条件（Ⅰ）または（ⅠⅠ）を仮定して2つの推定量の分布の3  

次の漸近展開を求めたが，本報告では正当化の議論も含めて  

）1′2（ぬ，r－β）≦訂］＝柏）＋r－1′2Aα，1（y）紬け1A。，2（y）紬＋…（3）  r  

函   可〈て  

を再考察する．   

漸近展開の正当化の話題は近年Mal1iavin解析の導入により進展しており，広汎な確率過程に対し  

て適用可能になっている（楠岡・吉田・阪本氏の一連の論文がある）．拡散過程はその典型例であるが，  

ここではMalliavin解析を使わずに（3）の正当化を試みる．結果として以下の定理が初期条件（Ⅰ）ま  

たは（ⅠⅠ）の下で証明される・  

定理1任意のγ≧4を固定する・『deg（Aα，J（y））≦3ゴー1かつ，奇数ブのとき偶関数偶数ブのと  

き奇関数』であるような多項式Aα，J（封）が存在し   

ヤ・  諾拒［〈蒜〉1′2（藍，r一拍卜輔－≡r－J′2Aα，ゴ（叫＝0（r－（γ j＝1   
2 形式的な漸近展開  

′、〈  2つの推定量β1，Tとβ2，γはそれぞれ推定関数  

丁 T 
Gl，T（β）＝上γズ土恥β上勒紬β）＝一上（嘩＋喜）劇  
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に対応することに注意しよう．推定量が比の統計量であることから  

1／2 
可〈蒜）1′2（敲一丁一拍］＝巫T（軌（苧〉）≦0］  

の漸近展開を求めればよい．ここで  

1′2 zげ（y）＝〈1芋）1′2揖（β＋封〈掌〉）＋封ヰⅣ（0，1）  

に注目すれば，昂［gα，γ（封）≦z］の漸近展開を求める問題に帰着された・初期条件（Ⅰ）または（ⅠⅠ）の  

0－U拡散過程（1）に対して積率母関数  

叫exp（入1（上丁榊・芸）＋入2（上丁描土・言）〉］  

＝eXp〈r帝））喘烏）△T（宗，烏），（入1，入2）′∈R2  （4）  

が少なくとも入1＜β2／2，一入2t＜ト∂）で存在しその解析的表現が利用できる・柿沢（2000年数学会／早  

稲田大学）は特性関数且拍Ⅹp（砧Z勘ア（扇）］の3次まで（原理的には任意オーダーまで可能）の漸近展  

開を反転して（3）に現れる多項式A。，1（y），Aα，2（封）を与えた（具体的な式は省略します）■   

3 漸近展開（3）の正当化   

2つの確率変数  

（上r榊＋芸），抗＝  卜β）（－2β）1／2  

打1＝   
rl／2  

を定義すると  

（遠げ／2（免，r一郎＝   〈蒜〉1′2（島，r－β）＝  ぴ1  打1＋こち  

1＋2こJl／（－2βr）1／2  1＋2［／1／（－2βr）1／2’  

と書け，gl，T（y）＝（ト袖／ト2βr）1／2押1＋抗，Z㌫T（y）＝（ト2扉（－2βr）1／2）仇に注意しよう．2  

節での形式的な議論を以下の手順で正当化する．  

（i）多項式rα，パz；y）が存在し  

≡諾恒［Zα，r（封）≦小町一望押rα，J（刷（z）l＝0（r叫′2） J＝1  
がIyi＜呵1喝r）1／2で一様に成立することを証明する・その過程にて多項式rα，ゴ（y；y）＝Aα，ゴ（封）の  

性質が明らかになる．  

（ii）裾確率の評価  

昂［〈遠げ′2鮎－β■≧ト2）1ノ2（logr）1′2］＝0（r申）′2）  

を証明する・缶（軸）とl紳拍）の振る舞いのおかげでl訂l≧（r－2）1／2（log了「）1／2でも定理1が成立  

する．  
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錐型の特異点を持つモデルにおける最尤推定量の漸近的挙動  

統計数理研究所 福永健次   

本研究は、真のパラメータが識別不能な場合における最尤推定量の漸近的挙動を解析  

するための、一般的な枠組みを確立することを目的としている。パラメトリックな統計  

的推測問題においては、最尤推定量の漸近的挙動を解析する際、その正則条件のひとつ  

に、真のパラメいタが一意的に定まるという仮定を課すことが一般的である。例えば、  

漸近正規性の議論では、真のパラメータが一点であるという仮定が本質的である。しか  

しながら、有限混合モデル、縮小ランクなどの多くの重要な統計モデルでは、真の確率  

密度関数が、設定したモデルよりも小さいサイズのモデルに含まれている場合に、モデ  

ルのパラメータ空間内で其の密度関数を表すパラメータ集合が高次元連続集合になる  

ことが知られている。このような場合には、通常の漸近有効性の議論は適用できず、そ  

の最尤推定量の漸近的挙動は未知の問題を多く含んでいる。実際、有限混合分布のモデ  

ルサイズの尤度比検定では、一般的な極限分布は知られていないのが実情である。   

本研究では、このような識別不能性を持つモデルとして、特に多層ニューラルネット  

ワークを念頭においた枠組みを示す。ニューラルネットワークは、有限混合分布モデル  

などと同様、パラメータの識別不能性を持つモデルであることが知られている。   

識別不能なモデルの特別な定式化として、「局所錐型モデル」を用いた。d次元のパ  

ラメータ βを持ったモデルを碑；吟）と書くとき、これが局所錐型モデルであるとは、  

パラメ ータがβ＝（α，ム） というようにd・l次元のパラメータαと1次元のパラメータ  

占への分解を持ち、真の確率密度関数カ¢）がム＝0という条件で表され、かつ、各α  

を固定してゐをパラメータだと考えた1次元部分モデルが識別可能になっていること  

を意味する。真のパラメータは抽，0）l〟は任意）という集合になるので、このモデル  

は識別不能性を持っている。このような局所錐型モデルに対して、其の密度カ¢）から  

独立に発生したn個のサンプル耳，‥．，晶による最尤推定量の対数尤度比  

＿＿＿山r′爪 州＿芋，▲ん′（ズf；β）  
supエ〃（の＝S甲∑log  ▲ ′ハ／  
β   β▲岩r）ム（ズf）  

が漸近的にどのように振舞うかを考察した。特に、サンプル数nに対する対数尤度比  

のオーダーに関して、後に述べるいくつかの結果を得た。漸近有効性の正則条件が成立  

する場合には、対数尤度比の漸近的挙動はよく知られており、パラメータの数の自由度  

を持つx2分布に法則収束する。ところが、識別不能性を持つ場合にはそのオーダーす  

ら異なる場合がある。   

まず、Dacunha－Castelle＆Gassiat（1997）に従って、局所錐型モデルの最尤推定量の対  
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数尤度比が、錐の底の上で定義される、ある経験過程の2乗のsupを用いて表現できる  

ことを述べた。ここで、錐の底とは、局所錐型モデルを確率密度関数の空間で考えた際  

の、真の密度における単位按ベクトルからなる集合である。これはまた、各αに対す  

る部分モデルのスコア関数からなる集合とも言い換えられる。Dacunha－Castelle＆  

Gassiat（1997）では、この経験過程がガウス過程に法則収束する場合のみを議論している  

が、本研究では、これが収束しないような場合の考察も行った。   

研究の結果として、上で述べた経験分布がガウス過程によい意味で法則収束する場合  

には、対数尤度比のオーダーはq（1）であること、および、そうでない場合には、q（1）  

よりも真に大きいオーダーが現れうることが明らかとなった。また、Halligan（1985）の  

アイデアを拡張することにより、錐の底の中に0に確率収束するような関数列が存在す  

れば、対数尤度比が¢（1）よりも真に大きいオーダーを持つという定理を示した。これ  

は、通常より遅いオーダーを持つための非常に有用な十分条件である。   

以上で得られた一般的枠組みを多層ニューラルネットの場合に適用した。多層ニュー  

ラルネットでは、真の関数が、設定したモデルよりも少ない中間素子数で実現できれば、  

真のパラメータに識別不能性を持つ。まず、この識別不能性が局所錐型モデルとして表  

現できることを示した。次に、モデルの持つ中間素子数が、真の関数を表現するために  

必要な中間素子数より2個以上大きいときには、上で述べた定理の条件が満足され、最  

尤推定量の対数尤度比はq（1）より大きいオーダーを持つことを示した。さらに、こ  

のオーダーを詳しく解析し、q（logn）以上のオーダーを持つことを示した。この結果  

は、Hagiwara，Kuno，＆Usui（2000）の拡張となっている。また、ある特別なタイプのニ  

ューラルネットでは、モデルの中間素子数が1個だけ冗長な場合には、最尤推定量の対  

数尤度比が通常と同様q（1）になることを示した。   

以上述べたように、本研究では、識別不能性を持つモデルの最尤推定を解析するため  

に、局所錐型モデルを導入してその理論解析を行い、最尤推定量の対数尤度比のオーダ  

ーに関して一般的な結果を得た。また、その結果をニューラルネットに適用した。しか  

し、識別不能なモデルに対する最尤推定量の対数尤度比の漸近分布に関しては、まった  

く未知の部分が多い。今後は、さらに詳しい分布論へと研究を展開していきたい。  
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相対レニーエントロピーによる  

非正則モデルの漸近推定について  

林正人1   

理化学研究所2脳科学総合研究センター脳数理研究チーム  

本研究では1パラメータの確率分布族のパラメータ推定の問題を後に述べる  

相対レニーエントロピーを用いて漸近理論の枠組みで扱う．そのために相村  

レニーエントロピーに関する議論をまとめた．さらに個々のモデルについて  

相対レニーエントロピーの極限を評価する．このとき通常のFisher情報量の  

定義では発散するモデルで発散しないようにFisher情報量を再定義する．そ  

して相対レニーエントロピーと帰無仮説及び対立仮説がともに単純である仮  

説検定との関係について述べる．それらの準備の下で正則なモデルだけでな  

く異なる未知パラメータに対応する確率分布が互いに絶対連続にならないと  

いう意味での非正則3なモデルを含む一般的なモデルについて漸近論とりわ  

け大偏差型の評価や極限分布の視点から考察する．上述の意味での非正則な  

モデルについてなされた研究はAkahira，AkahiraandTakeuchi，Ibragimov  

andHas，minskiiによるものなどがあるが正則な場合に比べると極めて少な  

い．本研究では相対レニーエントロピーを用いることによって非正則なモデ  

ルを含む一般的な状況の下で漸近論を展開する．   

誤差を推定値が真値よりも大きくなる誤差（右側誤差）と推定値が真値よ  

りも小さくなる誤差（左側誤差）に別けて試論し，それらを同等な評価のみ  

ではなく，ある重みをつけた評価も同時に行う．このような議論を行うことに  

よって両者のtradeoぼを扱うことができる．一般には一様分布族の場合最大  

値と最小値の中間の値（標本中点）が最適な推定量であると認識されてい る．  

しかし本研究で扱った一棟分布族などの非正則なモデルにおいては最適な推  

定量は一意には決まらず最適性が重みの取り方に依存することの方が一般的  

であることが確かめられた．この現象は一様分布族において顕著にあらわれ  

る・（大偏差，極限分布双方に評価方法の下で確かめられた．同時に，正則なモ  

デルもしくは正則なモデルに近い場合は推定量の最適性が重みの取り方に依  

存しないことが確かめられた．これは，正則なモデルについては従来のtrade  

oぼを扱わない定式化で全く問題がないことを示している．   

続いて，右側誤差と左側誤差を同等に評価する枠組みの下で位置共変モデル  

についてより詳しい考察を行った．ある極限操作の取り替えに関してある痛  

的な現象に注目した．この病的な現象は大偏差型の評価及び極限分布どちら  

の評価を採用してもモデルが非正則である場合に限って起る．以下この試論  

を大偏差の場合に限ってこの現象の概略を述べる．大偏差型の評価では一般  

1c－mailmasahito◎brain・riken・gO・Jp   

2〒351－0198埼玉県和光市広沢2－1   
3パラメー タ空間が特異点を持つという意味での非正則なモデルに関する研究があるが，本研  

究では一貫して上述の意味での非正則なモデルのみ扱うことにする．  
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に真僅から推定値が亡以上ずれる確率のrateを亡の関数として考える．そし  

て個々の推定量のrateの∈→＋0の極限を調べる．一方それとは異り亡を固  

定する毎に推定量についてそのrateの上限を取り，その上限の亡→＋0の極  

限を考えることもできる．両者は極限亡→＋0とsupの順序が異るだけであ  

る．従って安易に極限の取り換えを許すのであれば両者は一致する．実際，正  

則なモデルにおいては両者は一致する．しかしながら，非正則なモデルの場合  

には必ずしも両者は一致せず，異る場合の方が一般的である．本研究で注目し  

た例については推定量を位置共変なものに限定して考えたときに両者が一致  

しないことが確かめられた．ただし，モデルが非正則である場合に必ずそのよ  

うな病的な現象が起きるとは限らず正則なモデルに近いときやモデルが対称  

であるときは両者は一致する．   

この相違は以下に述べるように点推定と区間推定の相違という観点から捉  

えることができる．まず，亡を固定したときの大偏差の評価は区間推定に対応  

していると考えることができ，亡→＋0の極限を考えたときの大偏差の意味  

で最適な推定量を考えることは点推定に対応していると考えることが出来る．  

したがって上記の2つの量の不一放から点推定が区間推定の極限として捉え  

ることができないと考えられる．また逆に正則なモデルのときのように両者  

が一致する場合についは点推定を区間推定の極限として捉えることができる．  

極限分布における同様の考察においても同種の2つの極限式を考えることが  

できる．そして非正則の場合には一般には両者が異ることが同様に確かめら  

れ，正則なモデルもしくは正則なモデルに近い場合はそのような両者が一致  

することが確かめられる．しかしながら，大偏差の場合のように両者の遠いを  

区間推定と点推定の相違に結び付けるという解釈ができない．   

そのほか大偏差型の評価に限って様々な議論を扱った．右側誤差と左側誤  

差を同等に評価する枠組みで2次の漸近理論も扱った．正則なモデルでの大  

偏差型評価の下での高次の漸近論はnlにより議論されているが本研究で扱  

うような非正則なモデルでの大偏差型評価の下での高次の漸近論は著者の知  

る限りなされていない．しかし，残念ながらこれについては達成可能な限界を  

ほとんど求めることができず今後の課題となる．   

そして大偏差型の評価における超有効性についても触れておいた．モデルが  

正則であるときには大偏差型の評価については相対エントロピー（Ku11backq  

Leiblerのdivergence）の単調性から限界を導くことができるため，MSEと  

異なり超有効性は起きない．しかしながら，モデルが非正則である場合は大  

偏差型の評価においても超有効な推定量が存在することがIbragimovand  

Has7minskiiにより指摘されている．ここでは本研究で行った定式化と超有効  

性との関係について試論した．  
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AsymptoticExpansionandE組ciencyofOne－StepEs七imator  

名大・工 阪本雄二  

束大・数理 富田朋広   

母数空間0⊂Rpに値をとる未知母数恥に対する推定問題を考える．母数空間㊤と標本空間和，  

r＞0，の直積空間0×王r上で定義されたRp掘可測関数¢rに村して，（非線形）方程式如（βγ；ズ勘＝0  
の解βrを，標本ズ㌢に対する肌推定量と呼ぶことが多いが，一般に，このような推定量を構成する  

ことは困難である．したがって，実際には，適当な一致推定量∂γ，。を初期値として，線形化した方程式  

柵，壱一1；珊＋富鉱1；坤（∂r，湖ト1）＝0・   （1）  

Jヽ を逐次解くことによってβr，わ豆＝1，2，…，を求め，適当な基準で逐次計算をうち切り，そのとき得られ  

たβr，mを∂rの近似値として用いることが多い．本報告では，このような逐次計算で求められたβr，2  
の漸近展開を求め，その有効性を検証する．   

標本が，幾何混合性を持つマルコフ過程二嘩の実現値であり，また，推定関数如（β。；二嘩）がその  

加法的汎関数であると仮定する．そのとき，推定関数如（裾二嘩）の母数微分に対するモーメント条件  
とその分布に関する正則条件の下で（KusuokarYoshida（2000），SakalnOtO－Yoshida（1999）を参照），以下  

のような漸近展開が得られる．  

Theoreml．定数c＞0，e＞0，言＞0が存在して，高々多項式の発散のオーダーをもつ可測関数∫に  
対して，  

／  
即（v乍（侃2－β））ト   如（0）佃（0））肝，2（y（0））  ≦伽（J，∂r‾（往2）／2，射＋岬‾1）．  （2）  

ただし，紺，2はある符号付き測度で，山はJの連続度にかかわるある測度である「それらの具体的な表  

現については，βαたαmOわー陥βた豆血「J9叫を参照ノ．  

Theorem2．母数の次元pが1であるとし，XTが正の密度pT（XT；0）を持ち，ゆr＝6logpTが上  

の定理の条件を満たすものとする．そのとき，∂r，2は，最尤推定量と同じバイアス修正を施すと，赤平一  
竹内の意味で2次有効になる．   

ExamPlel（countingprocess）強度fr（i，0），0∈（α，β），を持つ計数過程XT＝（Xt）t6tO，T］を考え  
る．このとき，対数尤度g（β）は，  

叫β）＝上γlog脚匪一上r脚）df，  
で与えられる．推定関数をゆγ＝Jgγとして求められるβT，2は，   

β（∂）＝－封笹og帥β））3脚 ／（汀（棚（t，β））2脚）2・  
なるバイアス修正を施すと，つまり，βを，2＝βT，2－β（み，2）八庁と修正すると，2次有効になる・漸近展  
開を正当化するための，正則条件などについては，Kutoyants（1998），Sakamoto－Ybshida（2000）などを参  
照．また，初期推定量として，一致推定量が必要となるが，適当なidenti丘ability条件の下で，その存在  

が保証される．たとえば，強度Jが周期1の周期関数pで与えれらるとき，つまり，拍，β）＝p（レ∂），  
㊥＝（0，1），のとき，母数β：＝C（β）＝e2町iβに対する一致推定量として，次のものが考えられる‥  

み＝恥（左上re2町中  

ここで，一転lとcは  

Z／一之lifz≠0  
ロゴlZ＝＝   

ifヱ＝0  
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上1  

e2訂五βp（β）dβ，  C＝  

により定義される．これから，βに対する一致推定量が構成される．  

ExamPle2（d漁1Sionprocess）確率微分方程式  

dズf＝鴨（β，ズ£）dけⅤ（ズt）血・t，  

を満たす拡散過程み＝（方丈）吋0，r】について考える・ここで，ズrは定常で幾何的混合性を持つものと  
仮定する．また，∂∈（α，β）で，礼，亡は標準ウイナー過程とする．このとき，条件付き村数尤度関数  

鴨（β，方丈）∂鴨（β，方丈）  ∂鴨（β，ズセ）   
df．  ゆr（β）＝  

Ⅴ（ズt）2   

によって与えられる推定関数¢を用いると，βT，2は，バイアス修正  

珊ン言工酢））2】（珊輌）ゐ 
／（エ（叫β，勅（廟 

）2  

により，2次有効になる・つまり，β；，2＝∂r，2－β（∂r，2）／、庁は・2次有効である・ただし，わ＝町ル2，  

レβは定常分布，ト1は，  

上∞2（対句トル侮け））m恥（勅舶）＝エ′輌0（坤  げ］（ご）＝  

Ⅴ（ご）柁恥（£）   

により定義される．   

初期推定量としての一敦推定量の構成方法に関しては，たとえば，つぎのようなモーメント推定量  
が考えられる．ある関数ダに対して，  

＿〔  
7＝β（β）＝   ダ（∬）〃β（∬）血  

で定義される母数の変換を考える．この母数7に対して，モーメント推定量  

≒†‥  ダ（ズ亡）加  
「1’＝テ   

が一致性を持つことが示せる（Kutoyants－Ybshida（1999））．もし，上の母数の変換が一対一であるように  

（0＜in瑚〆（∂）l＜sup81〆（β）l＜∞）構成できるなら，明らかに，町0＝β‾1（竹）は，βの一致推定量  
となる．  
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