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EstimatingtheCov甜ianCeMatrix：ANewApproach  

東京大学経済学部 久保川達也   

独立な確率行列ズ匝×m），β（pxp）が，それぞれ〟（耳g，∫m），γ咤（g，m），  
m≧p，に従うとする。このとき ∑をStein損失関数  

一一■，■・・・、｛         エ（∑，∑）＝tr吾∑‾1－l見方‾1トp，  

のもとで推定する問題を考える。  

gを正の対角成分をもった下三角行列γによりg＝rγ上のように分解したと  
UB 

き，JamesandStein（1961）は，不偏推定量吾＝n－1sが  

吾J∫＝甘かγt，か＝diag（dl，…，軌 d豆＝（m＋p＋ト2り－1  

なるミニマクス推定量によって改良されることを示した。以来数多くの文献で研  

究されてきたが，∬に含まれる情報を用いて吾Jgを改良する問題はなされてこな  
かった。ここでは，この問題を解決するための2つのアプローチを提案し，より有  

効な推定手法を与える。   

【1］ANewApproach・   

mxp行列yを  
y＝（拘）＝（裾 …，yp）  

で定義し，ゴ＝1，…，pに対して，mXm行列CJを  

CJ＝CJ－1－（1＋れ1Cゴー1町＿1）‾1cノー1町＿1虹1C′ゴー1  

Cl＝∫mで定義する。このときけp＋y士yl＝n覧1（1＋y≡C動）が成り立つ。統計  

量y≡C勅を用いて  

1＋y…C㌫眺  
凱＝min   

m＋p＋1－2五）m＋m＋p＋1－2乞  

とおき，新たな推定量  

吾r属＝rdia・g（gl，…，馳）r土，  
r兄 

を提案すると，次の定理により吾の優越性が示される。   

Jざ 定理1．打ち切り推定量吾rRは，J肌紗鮎れミニマクス推定量吾を改良  
する。  
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【2】AnApproachBasedonSrivastava：Kubokawa（1999）・   
ここではm≧pの場合のみを考える。pXp直交行列pを用いて対角化して  

Pt（見方り‾1／2ぶ（見方り‾1／2ダ＝A＝diag（人1，…，入p）  

入1≧入2≧・・・≧入p，とおく。このとき，非負の関数軌（A）に対して  

伊（A）＝diag（ゆ1（A），…，車p（A））  

とおいて，  
ノー・ヽ、         g（伊）＝（ズ∬ツ／2p哲（A）P±（見方ツ′′2  

なる推定量を考える。これは，SrivastavaandKubokawa（1999）によって動機付け  
られた形をしている。吾（申）に対して次のような打ち切りルール［伊（A）］r月を提案  
する。  

【野（A）］r属 ＝  diag（打点（A），・‥，ゆ言月（A）），  

榊）＝min（刷浩三〉っ可‥・，p  
このルールに従うと   

一へ    旦［軒月）＝（gズt）1／2pdiag（げ兄（A），…，ゆ言月（A））P土（ズズツ′′2  

なる打ち切り推定量が得られる。   

定理2．打ち切り推定量吾仲］ア月）は∑呼）を改良する。 一へ  

この結果からいくつかの興味深いミニマクス推定量が導かれる。例えば，Stein  
型ミニマクス推定量は  

申∫（A）＝diag（dl入1っ…，ち入p）  

に対して，云g＝吾（が）と表わされるが，上述の打ち切りルールを適用することに  
より，吾（［が】r属）によってさらに改良されることがわかる。   

以上述べてきたように，ズに含まれる情報を用いて一層改良されたミニマクス  
推定量を導くことができる。また一般化分散の推定についても【1】の方法は有用で，  
従来の結果の別証明を与えるとともに，新たな推定量の導出を行うこともできる。  

本研究成果の詳しい内容については下の文献を参照して下さい。  

Kubokawa，T・andSrivastaNa，M・S・（1999）．Estimatingthecovariancematrix：A   

new approach・Discussion Paper Series，CIRJ駐F－52，Faculty ofEconomicsフ   

Universi年OfTokyo．  
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階層型ニューラルネットによる非線形回帰モデルのモデル選択規準について  

三重大学工学部物理工学科萩原克幸  

1．はじめに   

階層型ニューラルネットを用いた非線形回帰モデルでは，モデル選択規準AIC（AkaikeInfbrmation  

Criterion）［1］で仮定されているような，モデルが真の分布を含む状況において，真の結合重み（ネットワー  

ク・パラメータ）が識別不能となり，モデル選択規準を導く際，通常の漸近展開が適用できない という問  

題が生じる．モデル選択規準は，学習誤差に基づく汎化誤差の不偏推定量であるため，階層型ニューラル  

ネットのモデル選択の問題を解決するためには，真の結合重みが識別可能でない場合について，汎化誤差  

および学習誤差のデータの分布に関する期待値を知る必要がある．本研究では，階層型のニューラルネッ  

トの与える関数をパラメトライズされた基底関数の線形結合と見倣し，その基底関数の学習における選  

択性に着目し，学習誤差の期待値の上界および汎化誤差の期待値の下界を導く．また，結合重みが識別可  

能な場合に漸近展開により導かれるそれぞれの期待値とこれらの結果を比較する．   

2．問題設定   

確率密度曾（ご，y）＝拍l∬）ヴ（ご）をもつ確率分布Q（だ，y）＝Q（ylご）Q（ご）からの独立なr個のデータ  

（∬f，封書），ま＝1，…，rの集まりをβγ＝（（ごt潮）：勘∈Rm，仇∈R，1≦ま≦r）と表し，飢は∬fに対し，  

肌＝ん（ごt）＋どt，ま＝1，…，rという規則により生成されるものとする．ただし，ど電は平均が0で有限  

な分散グぎをもつ確率分布からの独立なサンプルとする・一方，関数ゆど．，む1：Rm→R，壱＝1，．．．，れ連  

の線形結合ん（£）＝∑盲C有れ，E．（ご），ご∈RmによりβTをフィッティングすることを考える．ただし，  

ぴ＝（c，み，ど）∈Ⅳはネットワークの結合重みすなわちパラメータであり，C＝（cl，…，Cれ），Ci∈R，み＝  

（bl，・・・，bn），bi∈B，E＝（El，．‥，En），Ei∈Eとする．ここで，W＝RnxBnxEnは関数のパラメータ  

空間である・損失を二乗誤差とし，β恥（w）＝ ぶ恥（c，占，ど）＝妄∑電（肌～ん（£t））2と定義する・これを経  
験二乗誤差と呼ぶ・占∈Bれおよびど∈Eれを任意に固定したとき，ざ恥（勒ど），ゐ，ど）＝min。阜恥（c，ム，ど）  

と定義し，β恥（句）＝infb，亡軸ア（言（ゐ，ど），古，ど）と定義する．これを学習誤差と呼ぶ．蒜＝応岬T）は上の  

定義の下での最小二乗推定量である・学習誤差のかTの確率分布に関する期待値を耳恥（ββT（句）＝  

J‥イβ恥（句nた1ヴ（勘㍉肌）d肌転で定義する．これを学習誤差の岬Tの確率分布に関する）期待値と  
呼ぶ・一方」ヰ＝（（ut，ヱf）‥1≦ま≦r）を，互いに独立かつ各（鋸f，Zf）がどの（勘★的）∈βTとも独立  

になるようにQからサンプルされたデータの集まりとする・このとき，汎化誤差を顆（叫（可＝  
J‥イ古か享（刷毛1曾（刷）dヱβ机と定義する・ただし，叫（句＝皐∑電（zモーた（刷2である・通常，  

モデル選択の枠組では，恥〈顆〈叫（可）によるネットワークの評価を考える・これを汎化誤差  
の（恥の確率分布に関する）期待値と呼ぶ．  

3．乃点のみをフィッティングする関数   

いまノ〈ラメ一夕β∈Rmにより決まる指標関数を祁（ご）＝1（β＝ご）；0（β≠∬），諾∈Rm  

と定義し，カ（g）＝∑古αはβ‘（∬）と定義する．ただし，β＝（α，β），α＝（α1，…，α乃），α査∈R，β＝  

（β1，…，鋸，仇∈B⊂Rm，B＝（∬f‥ごt∈Rm，L≦ま≦r）とする・叫（β）：＝皐∑t（研一カ）2とし， 〈  
β勘（♂）＝min∂ぶ恥（β）とする．このとき首＝（a，β）はパラメータの最小二乗推定量である．いま，デー  
タについて次のことを仮定する．  

仮定1拍両）＝1／㍉市expトy2／（お…））とする．すなわち，的の確率分布を正規分布呵0，J≡）とす  
る・これは，与えるデータが正規雑音のみ，すなわち，データの生成機構において，モモ～〃（0，グ雲）であり，  

九（£）＝0，だa．e．であることを意味する．  

この仮定の下では，パラメトライズされた基底関数の線形結合による非線形回帰モデルのパラメータ債  

は常に識別不能となり，通常の漸近展開により汎化誤差の期待値と学習誤差の期待値の間の関係を導く  

ことはできない．仮定1の下で，［2］の結果を使うと，次のことが言える．  

棚1仮定∽下で十分大きなr≫乃に村し，恥〈軌呵～J≡－ポ苧logr・  
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4．主要な結果   

れ，Et，盲＝1，・‥，mについて次の仮定をおく・  

仮定2任意のβ∈Rmに対しノ石盲∈Bとαf∈吾が存在して，次式を満たすものと■する．  

1imゆ石l，ど1（∬）＝祁（∬），訂∈Rm，a・e・                               亡l→αl   
ノヽ． この仮定の下で，β＝盆とおいて，1im卜用勘缶（言，古，ど）＝ぶ恥（β）が示される．ただし，石＝（右1，…ふ）お  
よびα＝（α1，…，α）である．これと補選1より，学習誤差の期待値について次のことが言える・  

定理1仮定Jおよびβの下で，十分大きなr≫乃に対し，  

恥毎（瑚≦J≡－堵logr・   

次に汎化誤差の期待値を解析する．ここでは，次のことを仮定する．  

仮定3入力データの確率分布Q（ご）について，Q（ご）＝姜∑tJ（∬－γt）とする・だだし，J（∬－γt），γf∈Rm  

はβ女川CのJ関数である．これは，各人カデータごtが確定的にγfをとることを意味する．  

仮定3の下では，定理1の結果を使うと，汎化誤差の期待値について，直ちに次のことが知れる．  

定理2仮定J，2およびβの下で，十分大きなr≫mに対し，  

恥〈顆〈β埠（可）≧か堵logr・   

定理1および定理2は，GaussianRadialBasisFunctionや中間層にbell型の活性化関数をもつ3層階  

層型ニューラルネットおよび中間層にsigmoid型の活性化関数をもつ3層階層型ニューラルネットなど  

のニューラルネットのクラスに村して成り立つことが容易に示される．   

一方，仮定1の下で，モデルが識別可能な場合に漸近展開により導かれる学習誤差の期待値および汎化  

誤差の期待値は，それぞれ，み（〃，r）＝J≡－J≡Ⅳ／rおよびgG（Ⅳ，r）＝J≡＋J…Ⅳ／rとなる．ただし，  

Ⅳはネットワークの全パラメータ数である．したがって，この場合の学習誤差の期待値は定理1の上界よ  

り大きく，汎化誤差の期待値は定理2の下界より小さい．これについては，正規分布に従う確率変数の絶  

村値の列の最大値に関する［4］の結果を使うと，次のような強い結果が得られる．仮定1，2および3の下  

で，r→∞のとき，確率1で，  

軌（句≦J…一身ogrっ顆〈β可（可≧か棺ogr・  

がそれぞれ成り立つ・したがって，r→∞のとき，β恥（句≦瑚〃調および顆〈β可（可≧  
∫G（〃，r）が確率1で成り立つ．  

5．ぁわりに   

本稿では，結合重みが識別可能でなくなる場合の例として，データを正規雑音のみとした場合につい  

て，定義した最小二乗誤差規範の下で，任意の入力分布の下での学習誤差の期待値の上界および入力が確  

定的な場合の汎化誤差の期待値の下界を導き，これらが成り立つニューラルネットの例を示した．今後  

は，学習誤差の期待値の下界および汎化誤差の期待値の上界を導く必要がある．   

参考文献  

［1】AkaikeH・：In2ndInternationalSymposiumonIrdbrmationmeory，B．N，PetrovandF．Csaki  
eds・，Akad占miaKiado，Budapest，267－281，（1973）．  

［2］早坂太一，萩原克幸，戸田尚宏，臼井支朗：日本神経回路学会誌，4，押．18－26（1997）．  

［3］MurataN・etal■‥IEEE乃ⅥnS・On楠uralNetworks，5，6，PP・865－872（1994）．  

［4］DeoC・M・：SaTZkhy6SeriesA，34，pP・289－292，（1972）．  
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ニューロ多群判別モデルにおけるデートストラヮげ法について  

大阪電気通信大学情報工学部  辻谷将明  

1．はじめに   

本報告では、階層型ニューラルネットワークを多群判別問題（Multiple－grOuP discriminant  

problem）に適用する。これは多項型ロジスティック判別の拡張と考えられる。出力値の確率的  

解釈によってネットワーク尤度を構成し、尤度原理に基づく統計的推測を行う。ブートスト  

ラップ法を援用し、り隠れユニット数の決定、gg）適合度検定および損）誤判別率のバイアス補  

正を試みる。更に、説明（予測）変数の個数が2あるいは3なら、それらの値を2次元平面や3  

次元空間にプロットし、データの特徴を視覚的に捉えることができる。しかし、それが4以  

上になるとグラフ表現はできない。この点を踏まえ、多次元データの視覚化の観点から、3  

層ニューラルネットの情報圧縮について考究する。すなわち、説明変数の1次結合から成る  

新しい変量（圧縮スコア）による次元縮約を行う。   

多群判別問題の実際例として、3種類の検査項目（AST，ALT，GLDH）に基づいて、4つの疾  

患（急性ウイルス性肝炎、非活動性慢性肝炎、活動性慢性肝炎、肝硬変）に分類された肝臓病  
データを取上げ、階層型ニューラルネットワーク（図1）を適用する。  

図1肝臓病データのニューラルネットワーク表示  

2。ブートストラップ法   

だ個の群について、初期標本ズ＝〈ズ1，ズ2，…．，g∬）が得られたとする。ここに、ガ上＝  

軒），g皇た），…，gエ‡）iの各要乱打）は、J個の入力値←1，ズユ，…，ズ∫）で構成されている。  

d（＝1，2，…，即＝ 蓋刀鬼） 

番目の出力値を0言わ＝0無；動∂舟β）すると、尤度は、  

上（岬）＝自帥＞〉‘；わ，蓋0ごわ＝1  （1）  

で与えられる。  

（1）隠れユニット数の決定  

競合するモデルが複数個あるとき、対数尤度の比較によって、モデルを選択すると、自  

由なパラメータ数の大きいモデルほど選ばれやすい。〟Cは、対数尤度のバイアスをブート  

ストラップ法を用いて直接推定している。ブートストラップ法を用いると  

c・ごgx阜n上k・郎－）トn耳湖瑚  （2）  

によってバイアスの近似値が得られる。ただし、ズ＊＝転，ズ∴…，ズニ）はブートストラップ  

標本である。∂（れ躯りはそれぞれ初期標椚、およびグーiストラップ標本ズ傘に基づく  
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∂の推定量とする。このとき、ブートストラップ法に基づく情報量規準  

釘C＝－21n串l∂（g）ト2C‡  （3）  

が得られる。〟Cが最小のモデルを最適モデルとして選択することができる。なお、本報告  
では、分離サンプリングを採用する。  

（2）適合度検定   

モデルの適合度は、逸脱度（deviance）  

加v＝2恒（maxト1nエ（kl♂淋ズ孟～ク  
（4）  

を用いて検証できる0ここに、巾ax）＝自白をげ、〆ま未知パラメ‾夕の個数で  
p＝〃げ十凡イ汗〃＋だ」となる。しかし、本稿で取上げている二億データの場合、（4）式の漸近カ  

イニ乗性は成立たない。そこで、ブートストラップ法に基づく棄却点の算出を試みる。  

（3）誤判別率の推定  

半帽り分析では初期標本に基づいて何らかの判別ルールを構築するが、この初期標本に対  

する誤判別率は見かけ上の誤判別率と呼ばれる。実際の誤判別率は、初期標本に基づいて判  

別ルールが得られたという条件のもとで将来観測されるデータに対して予測を誤ってしまう  

確率であり、これを見かけ上の誤判別率で置き換えて推定することは、実際の誤判別率を過  

小に推定する傾向がある。ブートストラップ法を用い、見かけ上の誤判別率のバイアス補正  

を行う。   

4．情報圧縮   
隠れ層の第ノユニットの活性値を用い、予測変数の線形結合として、圧縮スコアを   

蒜ノ＝真如・  
（5）  

と定義する。これは、正準判別スコアと類似の考え方である。これは、正準判別スコアと類  
似の考え方である。図2は、隠れユニットが力＝3個の場合の2次元プロットである。  

○急性ウイルス性   

肝炎  

茸非活動性慢性   

肝炎  

活動性慢性肝   

炎  

十肝硬変  

ul  

図2圧縮スコア¢1，蒜z）  
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SelectionofVariablesandNon－Lineari七y  
inMu比ivariate Calibration  

美馬芳江（広島大。理）  

藤越康祝（広島大・理）   

1．はじめに   

p次元目的変数yとq次元説明変数打との間に回帰モデル：y＝ん（訂）＋eが想定され  

Ⅳ個の個体について，独立なデータが観測されているとするこのとき，甘から認を推定  

することは，校正（Caubration）問題と呼ばれる・本稿では，どの目的変数を用いるペ善か  

という問題について考察する．AIC型リスクにおいて，リスクとその推定量との差（バイア  

ス）を修正することにより，改良された選択基準を提案する・また，モデルに線形性が仮定  

できない場合の非線形逆回帰推定問題についても考察する．   

2．変数選択基準の改良   

Ⅳ個の観測値y′＝（yl，…，yⅣ），ズ′＝（勘，…，認Ⅳ）に対して，候補のモデルのモデ  

ルとし，線形正規モデルy～Ⅳ（1Ⅳα′＋ズβ，∑⑳JⅣ），≡′＝（αβ′）を考える・ここで，  

Tank（ズ）＝9，p＞q，Ⅳ＞p＋qとする・   

正の推定量に対し，モデル〟（た）として，ylのみがどの推定に意味のある情報を与え  

る，つまり（p－た）個の目的変数y2′＝（鮎＋1，…抑）が推定に対して追加情報を持たない  

とする条件付パラメトリックモデル〟（た）  

γl√）．〃（Z≡1，∑11⑳JⅣ）  

鞄lγl√）〃（1適い刊r，∑22．1⑳JⅣ）  

を考える・ただし，≡＝（≡′1≡′2）・   

候補のモデル〟（た）に対して，AIC型リスク（予測対数尤度の（－2）倍の期待値），穐を  

考える・以下，候補のモデル〟（た）は真のモデル〟＊を含むことを仮定すると，職の推定  

として，顆をyで置き換えたものと，リスク月んの差は  

β＝－Ⅳp＋埠〈肋（史‾1∑）抽（史‾1（圭一≡）′z′z（圭一≡））〉  

Ⅳた（Ⅳ＋9＋1）．Ⅳ（Ⅳ＋1）（p－た）  
一Ⅳp－ト   

Ⅳ－9－た一2  Ⅳ－p－2  

Ⅳ（p－た）  Ⅳ（Ⅳ＋1）（p－た）  
且や（∑11gJ））＋   且や（n紀））  

〃－ダー2   Ⅳ－p－2  

と求められる・ここでn＝β′1β。。β1である・β11は，非心度nのウィッシヤート分布に  

従うため，その逆行列の期待値を正確に求めることはできないが，n＝0（Ⅳ）を仮定して，  

漸近的近似が求められる．この近似には，未知パラメーターが含まれているため，∑11，n  

に対して次の不偏推定を代入する．バイアス補正した月をn＝0（1），n＝0（Ⅳ）の場合  

についてそれぞれ，虐1，ぁと書き，次の選択基準を提案する．  

AIC‘＝ Ⅳp（log2汀＋1）＋呵log恒＝けbg恒22．11）＋烏，よ＝1，2  
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3．基準の評価   

ここでは，バイアス補正を行ったAICIAIC2が，AICに比べてどの程度改良しているか  

を調べる．Brown（1982）によって与えられた，水溶液中の成分比率に対する赤外線の反射  
のデータに選択基準を適用する．このデータは，諾を水溶液中の水分とたんばく質の比率  

とし，yはその水溶液に対する4つの赤外線の反射を測定したものであり，21個のデータ  

セットが与えられている．ここで，選択基準の比較を行うため，ん番目の個体からのデータ  

を予測のためのものとし，残りの20個の個体からのデータを用いて予測を行う．ここでの  

問題は，説明変数訂を推定するためにyl，y2，y3，y4のうちの最もよい組み合わせはなんで  

あるかということである．   

AICは，ん＝2，3の個体に対する推定に際して（yl，y2，y4）の目的変数を用いることを最  

良とし，それ以外の個体に対する推定に際しては，すべての目的変数（yl，y2，y3，y4）を用い  

ることを最良としている・しかし，AIC（1，2，4）とAIC（1，2，3．4）の借の差は非常に小さい・一  

方，AICl，AIC2は，すべての個体に対に対する推定に際して，（yl，y2，y4）の目的変数を  

用いることを最良としている．この結果からもわかるように，AICl，AIC2は，真のモデル  

よりも大きいモデルを選ぶ可能性があるAIC選択基準を改良されているといえよう．  

4．線形から非線形へ   

Brown（1991）は，説明変数と目的変数間の関係式頃α）が推定で卓るとき，逆回帰推定を，  

逆変換によって正の推定を行った場合の以下の2つの問題点を指摘している．  

（1）推定量£が，gy（諾）の局所的な最小値をとってしまう．  

（2）ヱに対する信頼区間が，複数個に分解されてしまう．  

そのためBroⅧ（1993）は，上の問題がどの程度生じるかを調べるため，2重点の集合βチ（ご1，エ2）＝  

（y：J′y（ヱi）＝0，J′′y（ごi）＞0，コ舅∈∫，五＝1，2，諾1≠ヱ2），が＝∪β＊（ご1，ヱ2）に  

ついて幾何学的に考察している．また，各水準エに対して，yがβ＊に含まれる確率  

p（ヱ）＝P（y∈βりを求めることにより，推定されたん（・）の予測に対する有効性，候補と  

なるモデルの比較をする際の基準として用いることができるとしている．   

参考文献  

【1】Brown・，P・J・（1982）・MultivariateCahbration．］．R．Statist．Soc．，B，44，287－321．  

【2】Brown・，P・J・（1991）・Doublepointsinnonhnearcahbration．Biometrika，78，33－43．  

【3］Brown・，P・J・（1993）・Measurtment，Rqgression，andCalibrution．0ⅩfordUniversity  

Press，Ox払rd．  

【4］Fujikoshi，Y・＆Nishii，R・（1984）・SelectionofVariablesinMultivariateRegression．  

月払g最mα〟α肋．J．，13，26瓢277．  

【5］KrutChkoG，R・G・（1967）・ClassicalandInverseRegressionMethodsofCalibration．  

コ陀c／も花Ome吉山cg，9，42ト439．  
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順序制約下での変化点とモデル選択法について  

西南学院大学・文 安楽和夫   

1 序  

た個の母集団分布があり，それらのスカラー母数 β1，β2，…，βたの間に単順序：β1≦  

β2≦…≦βものような制約が仮定できるとする．このとき真の母数の異なる値の組み合わせ  

β1＝…＝βml＜βml・1＝…＝βml＋m2＜… ‾ …＝ 
＜β∑ニ÷m∫＋1 鋸  

を同定すること，あるいはβJ＜βル1となるような変化点を見つけることがここでの問題であ  

る．例えば，薬物の容量一反応実験で，投与量があるレベルに達すると，副作用や毒性が発現す  

るようになるとする．このような場合の最初の変化点あるいは開催を見つけるという問題が一  

つの典型的な応用例である．これは，薬の効果を評価する場合の変化点の問題とは本質的に異  

なるものである．薬効では検定法を用いることの妥当性はあると思うが，このような毒性を問  

題にする場合，通常の有意水準の下での検定法を使うと，危険なレベルを見逃してしまう可能  

性が高くなってしまう．このような問題については，通常の検定法よりもモデル選択法の方が  

むしろ妥当と思われる．ここでは，AICと同様にKu11back－Leibler情報量に基づいて，モデル  

選択の方法を考える．  

2 順序制約の下での情報量規準   

ここでは‡盲ゴ～Ⅳ（β宜，J2）（J2は未知）（壱＝1，…，烏，ゴ＝1・‥，町）とする・このと  

き，β1≦…≦鋸の下での β壱，J2の最尤推定量をそれぞれβ壱（宜＝1，‥．，た）；∂2とする  
（Robertson他（1988），p．63）．このとき，期待対数尤度を対数尤度で推定するとすると，次の  
意味でのバイアスを生じるであろう：  

鬼  

廟∂2ト∑几古  
壱＝1  

β，J2〉  ｛
｛
 
 
 

β
 
 
 
ガ
 
 

／仙射2）log柑凍ず沸  β2（β，J2）  

筈（宗一1）＋妄妾  

花畑－β壱）2   

（1）   

ここで月2（β，J2）の最小値はβ∈ガ＝（βlβ1＝ ＝βた）の時に得られる・今，Wゴ＝几ゴ，W＝  

（町…，明）ととし，印，た，W）を，β∈∬の下で，∂い…，∂たの中に壱個の異なるものが  
ある確率とする（1≦壱≦りさらに，α＝∑た1印，た，W）壱，β＝∑た1坤，た，可壱2とおく・  
これに対してAnraku（1999）はB2（0，0・2）＝∑た1P（i，k，W）i＋1＋0（N－1）よりモデル選択  
規準として  

0即C（∂，∂2）＝J（∂，∂2卜α－1  

を提案した．しかし，β∈ガの下での哉（∂，J2）をより精密に評価すると  

岬．主音                                ′＿ ノ ー ▼         ヽ ′ヽ ∑ Ⅳ五  

＋0（Ⅳ‾1）  坤，た，W）   月2（β，J2）＝  
2（Ⅳ－α）3  －2‾＼▼フ’‾7【ノ Ⅳ一言－2   

となるので，これをペナルティー項として用いた方法と先のORICとの比較を行いたい．  
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なお，（4）の場合と同様，哉（∂，J2）は，∂＝∂とすると，これはAICのペナルティー項と同  
じもので，k＋1と近似されるが，正確にはN（k＋1）／（N－k－2）であり（Sugiura）（1978）），こ  

れは制約領域でのB2（0，q2）の上限である（Anraku（1999）参照）・   

◎ バイアス項の推定とブートストラップ法について  

（1）のバイアス項を直接評価するとする際，  

筈（宗一1）＋言妾  

几f（β壱一仇）2  

∂2  

の分散がⅣのオーダーより小さくはないことに注意しなければならない．つまり，β2（β，J2）  

をブートストラップ法等により直接推定しようとしても，分散が大きく，推定は不安定なもの  

になる．推定量の漸近正規性が仮定できるような問題に対してKonishiandKitagawa（1996），  

Ishiguro，SakamOtO and Kitagawa（1997）はブートストラップ推定で分散を低減する方法  

（varianCereductiontechnique）を提案している．a，ij（j＝1 ，．． ．，ni）の経験分布関数をaiと  
し，これからのブートストラップ標本，それに基づくβ盲（壱＝1，…，た），J2の推定値をそれぞ  

れ，ズ芸，（ブ＝1，‥・，花王）凍，∂雲とする・分散低減法を用いたバイアス項のブートストラップ推  
定法をここでの問題に対して形式的に適応すると次のようになる．  

（鴫－∂壱）2．ささ（ご壱ゴー和2  
＋∑∑   

盲＝1ゴ＝1   
2克2  2∂2   

ただし，順序制約のあるような最尤推定量は漸近正規性が成り立たず，ブートストラップ法の  

直接の適用には問題が残る・真のタが領域〟＝（β∈見たlβ1≦…≦帰の境界，特に，  
β∈ガに近い場合，その期待値はβのそれとは異なることが確かめられた，  

3 数値評価とまとめ   

本報告では，上に挙げたモデル選択法と関連するいくつかの方法をシミュレーションにより  

比較した．その結果から，おおざっぱに評価すると，真のβが領域の境界に近いときはORIC  

が，境界から離れている場合にはブートストラップ法による方法がそれぞれ良好な結果を与え  

ているように思われる．   

ここで調べたブートストラップ法については，真の∂が境界の近くにある場合に十分な働き  

をしないようだが，ブートストラップのサンプリングのやり方などを工夫することにより，改  

善の余地はあるかも知れない．今後の課題としたい．  

参考文献   

Anraku，K■（1999）・月わmefr挽α86，141－152．  

Ishiguro，M・，Sakamoto，Y・andKitagawa，．G．（1997）．Ann．Inst．Siatisi．Maih．，49，  
411－434．  

Konishi，S・andKitagawa，G．（1996）．Biometrika83，875－90．  

Robertson，T・，Wright，F・T・andDykstra，R・L・（1988）・NewYbrk：Wiley．  

Sugiura，N・（1978）・ComrTL SYaiis．，A7，13－26．  
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Admissibility oftheMLEfbr multinomial  

distributionwithmonotonemissingda七a  

関東学院大経済学部 布能英一郎  

Sullllllal、y ＾sn・110（19G5）は、1110110LollC川issillgであるような多】則〉祁U）列を考摸し、ML7ヨ  

がcxn．ct，に仰けることを示した。木桶は、このMLEが、自乗損失下で許容的であることを示すも  

のである。更に、この間題の多少の拡張も行う。   

主要結果 二†三捌．㌧果を定理として述べる前に、次の例を考鱒する。  

Exnl叩1cl・（ズ【），∬1，ズ2，ズ3）～肋血7LO”血J（〃1，裾β1，β2，恥），（1ノも，1′1，1ち）～〟刷わものTJ血J  

（梢，〃；），βi，βら），（Zo，Zl）～βれ0”血“〃3，β0”，β1”）但しβ；＝町怖＋β1一冊2），町’＝町㈹＋〝i）・  

この状況から、第一回目の観測（ズ0，∬1，ズ2，ズ3）でズ0＝∬1＝∬2＝0の場合、第二回目の観測  

（1′も，11，1ち）は行われないものとする。同様に、第二回目までの観測でズ0＝ズ1＝祐＝il＝0の  

場合、節三回日の観測（Z。，Zl）は行われないものとする。仇のh4LI王を∂iで表記する。計算に  

より  

γn」－〃口」一之（）  汀；（）」－㌃1＋帥」一肌  ㍍0一卜γ】一卜㍍2  
「J（1ニ  

汀：0－ト㍍11－〃0一卜肌－トZo－トZl諾0一卜Jl－卜£2－ト肌「ト机一卜〃2諾0」－γ1＋芳2＋汀：3｝  

汀：1－ト肌－トZl  ：ro＋訂1一ト〃0＋肌  ご1：0一トコニ1＋コ：2  

仇＝  
γ0－トコ：1十〃0一卜机」一之0＋ヱ1諾0＋諾1」－㌫2＋γ0」一肌＋的£0＋∬1」－コニ2－ト霊3，  

ごr2＋〃2  ㌶n＋∬1＋諾2  ハ  ズ3  

β2＝  β3＝  ’〉J 
To－巨勘－ト∬2」－〃らごn」一㍍1＋£2」－∬3 霊0－ト㌫1＋∬2－ト諾3  

である。この推定鼎の自乗摘失下での許容性を次のようにして示せる   

殿初に、標本空畔上ガは、〟＝〟（〃1）∪′γ（〃1，〃2）∪〟（Ⅳ1，爪〟3）であることに注意する。但  

し 〟（Ⅳl）・＝（（0几0，〃1）），叫Ⅳ1，蝿）＝（（0，0，E2，鴛。，0，0，〃2）t諾。≦Ⅳ1－い；2＋㌶3＝〃り，  

ズ（〃1，〃2，〃3）＝（（コ‥0，ごrl，コ：2，∬3，帥，〃h〃2，恥Zl）lェi＝0，1，‥・，〃1，To＋㌫1＋㌶2」－エ3＝〃1，ご3≦  

∧Jl－1，仇＝（），1，…，〃2，〃0－l一肌車座＝〃2，Zi＝〔，1，…，〃3，Z町トZl＝∧㌔，㍍0＋∝1＋佃十机－トZo－トヱ1≧  

り・  

母数空間0＝（（裾仇，♂2，侮）l〝0」－仇1－♂2－ト〝3＝1，0≦〝i≦1）上に仙eseqtle－1C（モl）1・iol・S  

（rh（珊乞＝1，2，3，4）を   

dTl（β）：〝i＝1（i＝0，1，2，3）にのみ集中する事前確率   

d乃（β）：♂i＋〝j＝1，0＜βi，βブ＜1，五≠Jにのみ集中する部前確率で、かつ  

布泄）∝（γCβ廿五c抽m）∑  

i≠．ブ  

d乃（♂）‥〝i一冊ブート軋＝1，0＜βi，〝J，β七＜1，五≠ブ≠たにのみ集中する郭前確率で、かつ  

dβββブ  

≠  k♂iちβ烏  

布∫（β）∝（7・Cβわ†まcぬ－′）∑  

i≠j  
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dβ1（上〃2d恥  
rJnl（β）∝（化抽・まr：＝〃丁九）完  ‥’‥‥－■′▼，、‥′’’‾’ ′ 

〝n（71〃2〝：l  

で導入する。そうすると、＿L記の粥前確率の列からstcpwiscI3a．ycs怯によって計算されたペイズ仰  

は、MLl王に－・致する。SLcpwiscB；1・yCS法の基本定理（Mccdc‖La・l】（1Gl10Sll，Anll．SLa・L．1981）によ  

り、許容怖が保純される。  

この－・般化は容易に行え、多項分布が川0‖OtOllClTlissil唱の場合、胃散のh′ILI王が、鉦脈拍火下で  

許容的であることが示される。すなわち、次の定理を狩る。   

定理1．．  

第］恒＝二lの観測（井川，ズ11，・．・，ズ1た＿1，∬1た）～♪血肋抑J血上（〃1，‰，β1，…，βた－1，軋）  

〃tl  〃トl  
節2回目の観測 （∬m，ズ21，‥．，∬2た＿1）～爪すて山玩抑血′（〃2，  

β。十．．＋βた＿l’…’〝∩－ト‥－トβトⅠ  

β0  ∂2  
第k－1I那lの観測（∬七＿10，∬七＿＝，ガム－12）～財て血丁以”丁血よ（Ⅳた－1，  

〟0＋β1－ト〝2’…’〝ロイ－仇hト鶴  

第川口の観測（ズ肌∬たl）～β血叫〃た，認可，㌫）  
那．Il亘＝二lの槻朋「ぐ∬－0＝∬11＝…＝∬1た＿1＝（）の場合、耶2虹旧の観測は行わない。釣2回l｝l：た  

での観潮で∬1n＝ズ2∩＝  ＝ズ1た＿2＝ズ2た＿2＝0の場合、第3匝】目の観測は行わない。以下、  

同様の状況を仮定する。そうすると、βf，i＝0，1，2，‥リkのMLEは、自乗損失下で紆執軋   

発展課題 定理1では、各観測に多項分布を仮定した。しかし、多項分祁でなくても定即1と同様  

の結果が得らJl．るような例がある。   

ExnIT叩】e2  

イブ（訂1，‥・，㌫た怖，β1，…，‰）  

（コ：1」一…－ト霊た）！  

鋸㌣呼…β㌘ir㌶1＋㍍2一卜‥・－ト鴛た＜7－  
㌫1！…言上！  

コニi＝0，1，…，7l－1ror山Ii＝1，2，…，k，  

町一呼 
…貯   ir瑚∵巨鵜1一・‥」－汀：ん＝丁～一  

ニrよ＝（），1，‥．，門．h）ー山1i＝1，2，．‥，1く，  

TJ．！  

コ：lし‥汀こた！  

なる碓率分イけをか（TL，恥，仇，…，鋸）と記す。  

定理2・耶1回目の観測（ズ11，ズ12，…，ズ1ん＿1，ズ1た），第2匝I目の観測（∬2l，ズ22，．‥，∬2ト1），…，  

第k－1四日の観測（∬た＿11，∬ん＿12），第k回目の観測 ズた1に関して、第1回目の観測で∬‖＝  

‥・＝ズ1た－l＝口の場合、節2回目の観測は行わない。節2回目までの観測でズ11＝∬21＝．‥＝  

∬川＿2＝ズ2た＿2＝0の場合、第3回目の観測は行わない。以下、同様の状況を仮定する。更に、  

確率分和こ関して、第11可日の観測が D（Tt，裾βl，．，．，軋）に従い、第j回目の観測（j＝2，3r‥リ1k）が  

か（”′，恥／（β0－ト…」－βた一汁1），…，軋ヰ＝／岬01－…一日た＿汁l））に従うならば、βi（i＝0，1，2，‥．，k）のMLl王  
は、自乗消失下で許容的。  
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正準相関係数におけるpermuta七iom七es七と  

近似分布について  

杉山高一 （中央大学理工）  

山田智蔵 （中央大学理工）  

1．はじめに   

∬bxl），y（qxl）を母分散∑をもつ確率変数とする．ここでp≦qとする．諾，訂の関連性  

をみる方法の1つとして正準相関分析法がある・しかし正準相関分析を行う場合には変数pが  

大きい時には重みベクトルの解釈が難しいという問題点があるように思われる．よって我々は  

変数∬，即それぞれに対して主成分分析を行い，主成分スコアを用いた正準相関分析を考える．   

今，変畳∬，1′についてそれぞれ別々に主成分分析を行ない，そのり或分をJfl），J！2）とし，固  

有ベクトルをん51），ん…2）とすると  

現品訪島＝d軸（J壬1），g皇1）‥・，炉）  
乾‰萌＝d軸（～皇2），J皇2）…，暦）  

） 2） を満たすここで島＝（Jも皇1），…凍），吼＝（九皇，・‥，脾）とし，J圭1）＞J皇1）＞…＞J£1）＞0，  
J壬2）＞J皇2）＞…＞J‡2）＞0とする．主成分分析により得た主成分スコアのうちr成分までの要  
約した変数を用いて正準相関分析を行うことを考える．主成分分析法では固有値の大きい順に  

第一，第二主成分と得られるので，そのデータの情報が第一，第二主成分に大きく依存している  

場合が多い．また2つの集合に対して主成分同士の関係を解析することはそのデータを知る上  

で重要な問題となる．これらのことから最初のr成分の主成分スコアを新たにデータとして正  

準相関分析を行うことを考える．簡単のため，2つの集合の最初の2つの主成分の相関を考え  

る．この場合正準相関係数は次のようにして求められる：  

を）′0＝（霊長）  
1  1  1  

0′A；雷現品y月ちA訂亨（A誉埠‰戯A訂雷）′0＝  

ここで0はある直交行列とし，仇＝（ん皇1）ん皇1）），仇＝（J磨Jも㌘））とする．もしr＝pの時は通  
常の正準相関分析と変わらないが，r≦pの時はγ＋1番目以降の主成分が影響されないため，  

情報損失が起こり通常の結果よりも精度が藤くなる．しかし第1，節2主成分の寄与率が高い  

場合にはこれらの成分により標本が要約されることから意味のあるものとなってくる．そこで  

どの程度の情報が損失するのかを調べるため，次のような仮説検定を考える．  

2  仇0；β≡＝β；。2肌再…＝β芸。  

ガ銅；β‡＝β；。2  

茸聞；β芸＝脇2  

仇。；β…＋β…＝β；。2＋p；。2  

これらの帰無仮説の中で特に仇0については統計量r若＋r宣は  

r＝可A由ぶ鞘坑A訂喜（A軸g印坑A訂喜）′）・  

と表記できることから，この統計量の近似分布を与えることができる．その他の仮説における  

分布はその統計量自体が複雑であることから，困難を要することが予想される．そこでこれら  

の仮説に対してノンパラ的な検定方法としてPcrmutaionTbstを試みる．  
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2．rの近似分布について   

仮説仇。に対する統計量としてr＝γ若＋γ宣を考え，rについての極限分布を摂導法を用い  

て導出する．   

TlleOrel11   

r＝r若＋γ宣の極限分布は  

～伝（r一β）  

→◎（£）  J＊2  

となる．ここで   

J謬2  

入！1）入！2）  

β＝∑瑠偏＝∑  
iJ  fJ  

J＊2＝J′Al′＋タ′A2タ＋2J′A3クー卸′A。′－4〆A5g＋卸′d6p  

3．Permutation Tbst  

正準相関係数の分布を考える場合，その和の分布の統計量でさえ複雑であることから，極限  

分布に関しても前節のような複雑な分布になってしまう．正準相関係数r至はさらに複雑な統  

計量であることから近似分布を求めていくことは有効ではないように思われる．そこでこれ  

らの検定問題に対してノンパラ検定の1つであるPermutaもionTbst（並べ替え検定）を行う．  

Permutation恥stは対称な分布に対してデータを並べ替え，その新しいデータに対して繰り返  

し検定を考えていく方法である．相関係数に対する検定も帰無仮説が無相関であるという場合  

には並べ替えたデータも無相軌こなることから有用である．本節ではこのPermutationTbst  

について考えるが，我々の考えている問題は正準相関係数がある値であるということに興味が  

あるため，その使い方にも検討を要する．今回我々が提案する手法は得られたデータに対して  

無相関になるよう変数変換を行い，その後にPermutationTbstを行うという手法である．   

データとして正準相関スコア叫，叫が得られたとする．例えば第1正準相関係数に対する  

検定  

耳10：仇＝β10  

を考える場合，帰無仮説の下では叫とⅦ2との相関係数が仇。であることから変数変換として  

（ニ；）＝（β：。り（：：）  
を考える・このとき新しくできたデータは帰無仮説の下では無相関となることから，これらに  

対して並べ替えを行いケンドールの順位相関係数などの統計量を用いて検定を行えばよい．こ  

こでは統計量としてはケンドールの順位相関係数を考えているが，場合によってはその他の統  

計量を考える必要もある．これらの手法をまとめると以下のような手順を行えばよい．  

1・正準相関分析を行い，重みベクトルを与え，それを用いて正準相関スコア叫，視2を計算する．  

2・仮説検定仇0を行う場合，変数変換としてγ＝肋を行い，新しいスコアをul，V2とする．  

3・叫，U2を並び替えることにより得られたデータ可，U；を用いてケンドールのTを計算する．  

4・計算されたTが棄却される出現回数の割合を求めることによりp値を計算する．  
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打切りデータに基づく生存関数のセミパラメトリック推定  

帯広畜産大学畜産学部  鈴川晶夫 種市信裕  

1．はじめに  

ランダム右側打切りデータに基づく生存関数の推定問題について考える．m個の個体の生存時間を表  

す確率変数ズ1，…，ズmが互いに独立で，未知の分布ダ（£）（生存関数厨＝1－ダ）に従うとする．弟を第  

哀個体の打切りまでの時間を表す確率変数とし，れ，‥．，㌦は互いに独立に未知の分布G（扇（生存関数  

e＝1－G）に従い，ズ1，．‥，方れ，れ，…，㌦は互いに独立であると仮定する．ランダム右側打切りデー  

タとは，（差，i′て）ま＝1，．‥れは直接観測されず，（Z壱，∂五）＝（nlin（ズゎ羊）誹旦≦℃）），ま＝1，…，れが観  

測されたデータである．ただし，J（A）を集合Aの定義関数とする．   

観測されたZi，官＝1，・‥，7もの異なる値をヱ（1）＜z（2）＜…＜z（た）とし，ブ＝1，…，たに対して，  

dlJ＝∑た1J（Z五＝Zリ），∂宣＝1），mJ＝∑ニ1J（Z五≧z（ブ））とおく・このとき，ダに対するノンパラメト  

リック最尤推定量はFL（t）＝rI絢）≦t （1qdlj／nj）によって与えられ（KaplanandMeier（1958）），見  

はKaplan－Meier推定量（KM推定量）と呼ばれている．一方，F（x）に対してパラメトリックな分布型  

厨（∬；β）（密度関数J（∬；β）をもつ）を仮定できる場合には，尤度関数n迄1‡J（Zi；βがlげ（Zi；β））ト∂iに  

基づいて未知パラメータβに対する最尤推定量（MLE）を求めることができる．   

本稿では，推定すべき生存関数斤に対してモデルを仮定するのではなく，関数  

m（z）＝呵∂曳IZi＝Z〕＝pr（∂i＝1lZi＝Z）・   

に対してパラメトリックモデルを仮定する．関数1－γ帝）は観測可能な確率変数ZをZ＝Zと固定し  

たもとで打切りが起こる条件付き確率であり，m（z）はzに対する打切りのパターンを表す関数である  

と考えられる．そこで，打切りパター ン関数m（z）に対して，未知のp次元パラメータβをもつパラメト  

リックモデルm（z）＝m（z；β）を仮定したうえで，生存関数厨（z）を推定することを考える，打切りデー  

タ（Zゎ∂i）の確率分布は，打切りパターン関数m（z）とZiの生存関数厨（z）によって完全に決定される．  

したがって，打切りパターン関数に対してのみパラメトリックモデルを仮定したモデル（斤（z）に対して  

はモデルを仮定しない）は，セミパラメトリックなモデルである．  

2．生存関数と累積ハザード関数の推定  

打切りデータ（Zゎ∂五），1，‥．，mに基づく尤度関数は   

た た  

H（m（z（ゴ）；β））dり1－m（z（ブ）；卯doゴ×H（軸（ブ）－トj恒（j）））dj＝エm（β）×£ガ  
j＝1 j＝1  

と分解される・ただし，doj＝∑た1J（Zi＝ヱ（j），∂i＝0），dj＝砺＋dlj・したがって，£m（♂）の最大化  

により∂のMLE∂が得られ，£ガの最大化により，経験生存関数乱（z）＝n絢）≦ヱ （トd血）が得ら  

れる・その結果，斤（f）とタに対応する累積ハザード関数AF（f）＝ぷd叫）／和一）の推定量として，  

ん  

鷲（り＝ Ⅲ（トm（z（ゴ）；∂拘／mJ），A君＊（り＝∑J（z（ゴ）≦りm（z（J）；如Jれ  
J：ヱ（ゴ）≦f  J＝1   

が導出される．  
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特に，p＝た，β＝（β1，…，βた）′，βJ＝m（z（J）；町ゴ＝1，‥・，たとすれば7∂＝（dll／dl，…，dlん／dた）′  
であり，したがって，推定量鷲（りはK九1推定量見（りに一致する．また，このとき，推定量A君＊（りは，  
Nels。n－Aalen推定量（NA推定量）（Nelson（1972），Aalen（1978））A君（t）＝∑‡＝1I（z（j）≦t）dlj／njに  
一致する．この意味において，推定量鷲（t）と」l君＊（t）は，それぞれKM推定量とNA推定量の一般化で  
ある．  

3．漸近的性質   

定理1（Uni董brmconsistency）1・＝Sup（z；H（z）＞0）とおく・  

s。plA吉事（り－Aダ酬 与 0， Supl帯（り一理）l与 o as ㍑→∞  
0＜f＜T O＜亡＜丁  

定理2（Asymp七oticnormality）分布FとGは共通のジャンプをもたないと仮定する・このとき，  

f∈［0，丁）に対して，～伝（A君＊（亡）－JIF（り）と、伝（鷲（f）一斉（f））の漸近分布はそれぞれⅣ（0，J＊2（軋  

Ⅳ（0，U＊2（り）で与えられる．ただし，  

（m（坤瑚）2（1一△A（l現  
α＊2（り ＝lγ′（f；β0）∫‾1（β。）Ⅳ（むβ。）   dA（u），  

葺（祝－）   

翔＝｛瑚2［叫仰一1（β洲∂0）＋ 
上土  

（m（叫β0））2（1－△A（可）  
∴∴二・  

厨（祝－）（1－－γn（叫β0）△A（可）2  

＿1∂m（叫∂）∂m（叫β）  

／  
（m（叫∂））‾1（1－m（叫β））  斤（射い－）dA（u），   ∫（β）＝  

∂β  ∂β′  

∂m（叫∂）  ∂汀も（叫β）  

（1－m（叫β0）△A（可）‾1dA（㍑），  Ⅳ（孟；β）  dA（祝），打（士；∂）＝  
∂β  ∂β  

上u  

dガ（β）拷（β－），△A（u）＝A（祝トA（㍑－）であり，恥を打切りパターン関数〝l（叫∂）におけ  A（㍑）＝  

る真のパラメータベクトルとする．   

定理3（AsymptoticrelativeefRciency）定理2と同じ仮定のもとで，推定量鷲（t）のKM推定量  

藍（t）に対する漸近相対効率と，推定量A㌘（t）のNA推定量A君（t）に対する漸近相対効率は，いずれも  

1以上である．  

参考文献   

Aalen，0・0・（1978）・Nonparametricinferencefbrafamilyofcountingprocesses．Arm．Statist．，6，  

70ト726．  

Kaplan，E・L・andMeier，P・（1958）・Non－Parametricestimationn・Omincompleteobservations．］．  

Amer・∫ねf由f．A朋OC．，53，457－481．  

Nelson，W・（1972）・TheoryandapplicationsofhaEardplottingforcensoredfailuredata．7bchn。met－  

r豆cβ，14，945－965．  
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OntheModifiedSecondBonferroni，sApproximation  

forthe花axStatisticintheEllipticalDistributions  

東京理科大学・理  瀬尾隆   

複数個の楕円母集団の平均ベクトル間の多重比較における対比較について，同時  

信頼区間を構成する際に必要となる篭弧の上側パーセント点の非正規性の影響を考  

える．   

顕），…，∬鮮（よ＝1，…，た）を母平均ベクトル〝（壱），母分散共分散行列∑（去）＝∑  

の楕円分布に従う第五母集団からの互いに独立な〃個の観測ベクトルとする．す  

なわち各母集団の分散共分散行列は等しく，各母集団の標本の大きさも同じと仮定  

する．   

このとき，ん個の平均ベクトル間の対比較に対する同時信頼区間は，次のように書  

くことができる．  

ト∀α∈Rp－（0），1≦化m≦た・  α′（〝（ゼ）－〝（m））∈［α′（面（ゼ）一面（m）仲   

ここに，雷（壱）＝ （1／Ⅳ）∑畏1訟一定），5＝（1／た）∑た1g（壱），5（五）＝∑畏1（げ一宮明（顕し  
雷（壱））′／（Ⅳ－1）．実際にこの同時信頼区間を求めるためには，才＞0を与える必要があ  

り，このまは次のような最大値統計量の上側パーセント点である．  

Pr（1薫ん払＞ま2）＝α・  

ただし，耽＝（z（ゼ）一之（m））′頼（g）一之（m）），之（ゼ）＝挿匝（g）－〃（g））・   
一般にこのまの正確な値を与えることは，正規母集団の下でさえ非常に困難であ  

り，正規母集団の下では，ボンフェロニ不等式による近似法（いるゆるボンフェロニ  

不等式の第1項を利用した方法，すなわちダ分布のパーセント点を用いる方法）と  

さらに第2項までを考慮した修正2次近似法が提案され，漸近展開近似による精度  

のよい近似値が具体的に与えられ，近似値の評価がモンテカルロシミュレーション  

により調べられている（Siotani（1959），SeoandSiotani（1992），Seo（1995）参照）・  
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本報告では，母集団が非正規分布の一種である楕円分布に従うという仮定の下で，  

修正2次近似法による近似値を摂動展開法を用いて漸近展開の形で導出し，非正規  

性の影響について考えている．   

yl＝Z（1）一之（2），y2＝Z（1）一之（3），…，y〟＝ Z（損）一之（ん）（ただし，〟＝た（た－1）／2）  

とすると，ボンフェロニの不等式は，  

M 1 凡才  

∑pr（武㌻1肌＞まり－β（ま2）＜Pr（1撰集た払＞ま2）＜∑pr（如→肌＞ま2），  
i＝1  盲＝1   

ここに，  

盲＜J   
β（ま2）＝∑∑pr（喜紆1机＞ま2，喜が－1勘＞f2）  

であり，修正2次近似値は，  

〟  

∑叫姑㌻1凱＞ま；2トβ（瑚＝α  
宜＝1  

M 1 

を満たす呼のことである・ここにっ絢∑pr（喜y餉壱＞ま≡）＝αを滞たすも ・；＝1  
のである・β（ま≡）については，71（壬≡）＝Pr（筍＞ま≡，指＞ま≡）（五≠J≠ん≠ゼ），  

72（ま…）＝Pr（裾＞r至，穏＞ま≡）（五≠J≠た）の2つのケースの同時確率を求めるこ  

とが必要であり，この同時確率の漸近展開を摂動法により求め，非正規性の影響を調  

べている．さらに，いくつかのケースについて，モンテカルロシミュレーションを行  

い，得られた近似値との比較を行っている．  

参考文献   

【1】Seo，T・（1995），“SimultaneousConfidenceProceduresforMultipleComparisonsof  

MeanVectorsinMultivariateNormalPopulations，”HiroshimaMathematicalJour－  

れαち25，387－422．  

［2］Seo，T・andSiotani，M・（1992），“TheMultivariateStudentizedRangeandItsUpper  

Percentiles，”JournalqfiheJqpanStatisiicalSociety，22，123－137．  

［3］Siotani，M・（1959），“TheextremevalueofthegeneralizeddistanCeSOftheindividual  

POintsinthemultivariate normalsample，”Armalsqfthe九stitute qfSiatistical  

肋班emαわcβ，10，183－208．  
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球面上の統計解析  

大阪女子大学・理 綿森 葉子  

1 はじめに   

標本空間が球面（ここで扱う球面とは、特に断らない限り円周も含む一般p次  

元の超球面Spのことをさす。また、通常の2次元球面のことをS2、円周のことを  

Slであらわすことにする。）の場合、通常の統計的手法を適用したのでは問題がお  

こる場合がある。あるいは、これまでに用いてきた統計手法をそのままでは適用  

できない場合もある。ここでは、通常のp次元ユークリッド空間（Rp）での手法  

と対比しながら球面の性質を考察してみる。  

2 座標   

Rpには、自然に座標が入っていて、それ以外に特に統計上考慮の対象となるよ  

うな座標系はない。しかし、野にもっとも自然と思われる座標は角度であろうが、  

これはいろいろな点でやっかいである。角度を極座標変換によりR（p＋1）の元と  

みなせば線形性は保てるが、ノルムの制約が入り成分間の独立性が最初から崩れ  

てしまう。また、次元が本来の次元より1つ上がってしまうことも問題である。こ  

こで極座標表示は   

ゴー1  

勺＝COSβゴロSinβた，j＝1，…，p，SiIlβ0＝CO鴫＝1，  
ん＝0  

0≦軋≦打，．グ＝1，…，p－2，0≦βp＿1≦2打  

であり、ヤコピアンはち＝nぎ：去sinp‾1q－1，ム＝1である0ノルムの制約から導  

かれるモーメント制約は、∑を分散共分散行列、〃を平均ベクトルとするとき  

trace∑＋＝〃＝＝1   

となる。ここでは、角度を対象とするときはβを用い、Rpの元とみるときはⅩを  

用いることにする。  

3 分布の特性量   

いったん確率変数と確率測度が定義されれば、母集団平均、分散を含むモーメ  

ントはnが球面如何に関わらず定義される。それに対応する座標系の下で得られ  

たデータに対する標本平均や分散も同様である。しかし、nがRpのときと、nが  
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野｝のときでは、その意味、解釈が異なってくる。例えば、Rpでの平均は位置の中  

心であり重JL、であった。野の極座標をもとに得た平均は、一般に針の外にありも  

はや重心の意味を持ち得ない。つまり量的な中心と位置的な中心は別の概念とし  

て捉えなければならない。ここに至って「中心」のさすところを再度考え直さな  

ければならなくなる。位置的な中心の1つとして  

モー㌣∴Gし‾  

をみたすレを提案し、特にSlのときの性質を調べた。ここで、β（0，レ）は適当な距  

離関数である。  

4 相関と回帰   

極座標を用いて隠Pの特異な分布として捉えた場合、相関係数はそのまま定義で  

きるが、回帰関数はそうはいかない。特異性のⅩのノルム制約が大きく影響する。  

では、㊥をもとにしてはどうか？今度は新しい概念を導入する必要に迫られる。Sl  

上では例えばFishe洩Lee（1983）  

◎＝0＋鋸mod27「）   

または  

◎＝－0＋鮎（ⅠIlOd2升）  

なるT－1inearassociationが定義されている。これに基づいて  

E［（sin（01－02）sin（◎1－◎2））］  
β71＝   

［且（sin2（軌－02））厨（sin2（◎1－◎2））］1／2  

というT－相関係数を定義し研究している。これは一般の球面上では  

det丘■［Ⅹy′］  

βダム＝   
detE［ⅩⅩ′］detE［yy′］  

に拡張される。この他にもいくつか提案されているが、それぞれ長所短所があっ  

て決めてになるものは今のところない。   

回帰に関しては、Slでは例えば  

拓＝〃＋g（βご壱），エゴ∈ト1，1】   

とおいて関数gの選び方やβについて研究されているが、統一的な扱いはなされ  

ていないようである。  
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Modelmisspecificationのもとでの統計量の漸近展開について  

一橋大学・経済 早川 毅  

1．序  

X＝（iCl，‥・，Xn）はある未知の確率密度関＆h（x）を持つ母集団カーらのralldomsampleと  

する。しかし、これらをparametricmodel（f（J：；鋸旦∈RP）からのsampleとして取り扱う  

とする。．  
几   

RandomsampleXにもとづく旦の対数尤度関数をl（旦）＝∑logf（x。；旦）とする。  
α＝1  

恥aserの情報量は  

ノ、  
logJ（∬；助／車）血  ダ（釦＝  

として定義され、ダ（旦）を最大にする旦を旦0＝鋸仲）と記す。このとき  

∂ダ（β）   

∂β  
＝0  

とする。   

Kent（1982），Viraswamia11dReid（199G）は仮説H：旦＝＆0について尤度比規準、Raoの  

Score統計量、Wald統計量を考察した。そして、Modelmisspecificationのもとで各統計量の  

極限分布がx2一分布となるrobust統計量を提案し、後者はその分布の漸近展開を与えている。   

2．問題  

た個の母集団の確率密度関数をhi（ir），i＝1，2，・・・，たとし、これらをparalTletricmodel  

（拍；旦（り），旦（壱）∈月pい＝1，2，…，たであるとして取り扱う。   

取り扱いたい検定問題は  

〝：机（∬）＝…＝毎（∬）（≡九い））， ∬：∃宜，メ，九宜（∬）≠恒（∬）   

であるが、この間誼を次の形で取り扱う。  

仇：金（1）＝ ＝ 旦（た）（≡臥 ∬0‥∃壱，ブ，旦（宜）≠旦（J）．  

この問題に対するRobustRaoScore統計量は  

た   

月＝∑減（針鱒二1（如盲（虔）  

i＝1  

が提案される。   

ここで、  

1貴∂log仰望）；旦（豆））  
肌担（壱））＝  ，宜＝1，2，…た，  

∂β（宜）   
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〟．，．（旦）＝（†乃α，β（旦）），  
∂logノー（∬；旦）∂logJ（∬；旦）  

九（£）血，  ↑乃α，β（釦＝   
∂βα  ∂ββ   

た  

亘：仇のもとでのn＝∑減個のrandolnSalnPIeによる旦の最尤推定量である0  
壱＝1   

3．Raoの分布の漸近展開  

RobustRaoScore統計量Rの分布は0＝00のもとでHayakawa（1977，1987）と同様にし  

て次の様に展開される。   

叩≦∬）＝町‡去αα甑＋0（‡）， α＝0  
α3 ＝ A3， α2＝－3月3＋A2， α1＝3A3－2A2＋Al，  

α0 ＝ －A3＋A2－ Al，J＝p（た－1），   

A3＝去貴意（1一項3碑，ツ。中町（材‥，。呵  
＋2財∴（＊隼1）3珊”．）  

－÷（た功2叫”・。且す二1岬二1（財”・。〃二1）  
一 

言（た－  岬”．（＊町1）3叫．，．，  

A2＝÷貴意（1一項碑‥・，・（0呵2－p佃）ト  
Al＝（た－1）  〈2叫，‥＊隼1＊（吼旬り町1）＊町1＊吼，・  

＊叫，・＊（町1几す，・叫Tl）＊叫∵＊叫，‥  

（＊町1）2＊町1珊，‥＋p－2叫，．，‥⑳町1⑳町1）  

－2几す，‥   

－2財，．，．  

Re砧rences   

［1］托aser，D．A．S・（1965）．Aれれ．腕組ぶねf由才．，36，890一拍6．   

〔2］H叩akawa，T・（1977）・A肌九ざf・∫ねま紋肋兢129，359－378．  

（Correction：（1987）．A肌九βf．ぶねぬ才．肋恥39，681．）   

〔3】Ke叫J．T．（1982）．βわme如た瓜，69，19－27．   

〔4］Virsawami，K．andReid，N．（1996）．TheCanadianJ．Siatisi．，24，263－278．   

［5〕Virsawami，K．andReid，N．（1997）・Tbappearinざpecialhsue扉］．Staiist．  

Pgαm．瑚  
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完全な単純構造に近い場合における  
ある因子数決定方式の適用条件について  

広島大学工学部伊藤雅明  

広島大学工学部佐藤 学  

1 はじめに  

主成分分析は，本来は因子分析とは異なる目的のための手法であるが，因子分析的に用いられるこ  

とが多い．そして相関行列を解析するとき，「1より大きい固有根の個数」を“因子数”とする方法を  

採用することが多い．そこで，この方法の安当性を議論したい．   

このため，p次元データ諾が因子分析の模型諾＝〝＋AJ＋祝に従うと仮定する．ただしAは  

p行た列の因子負荷行列である．諾の母分散共分散行列∑は，属（ヂ）＝0，属†可＝0，且‡ル′）＝  

0，且（肌′）＝切（対角行列）という仮定のもとで，∑＝AA′十中となる．か＝diag∑とおき，  

カー1／2A，β－1／2宙刀‾1／2を改めてA，中とそれぞれ書くことにすると，母相関行列PはP＝AA′＋宙  

と表される．以下の議論では，Aは一意性条件を満たしdiag（J－AA′）が正定植になるように与え，  

申＝diag（才一AA′）としてPを定める．Pの固有根をβ1≧…≧βpとする．   

実際のデータ解析で潜在構造を検証するときは，完全な単純構造（各変量がただ1つの因子にしか  

影響しない形）を想定する場合が多い．その場合には，Pの1より大きい固有根の個数はた個である  

ことが示されている（Sato（1990））．しかし現実には各変量がその他の因子にも若干は影響しているの  

で，完全な単純構造にはならない．そこで，ここでは完全な単純構造では0であると想定していた要  

素が0とは限らないときを扱う．  

2 た＝2で完全な単純構造に近い形   

た＝2で完全な単純構造に近い形における結果を得るために必要なLemmasを初めに述べよう．  

Lemmal（1より大きい固有根の個数の上限；Sato（1992）のTheorem6・1）   

た＝2のとき，Pの1より大きい固有根の個数はたかだか2個である．   蜜   

1emma2（Pの第2固有根が1より大きいための必要十分条件）   

た＝2のとき，Pの固有多項式を′（β）とする．β2＞1であるための必要十分条件は，pが偶数の  

ときJ（1）＞0，pが奇数のとき′（1）＜0である．  遍  

Lemma 3 

AO＝（㌔1  

）′， 
抽OAO′＋diag（耕AO′）＝ （完封，  

P＝AA′＋diag（J－AA′）とおく．ここで  

… 入pll O  O  

O 入pl＋12・‥ 入pl巾22  

（  

入11… 入pllち1十11… み1十鋸1  

∂12 … ち12 入pl十12 … 入pl巾。2  
A＝  

pl≧3，p2≧3，p＝pl＋p2，入誉1＋鴫＜1（宜＝1，…，pl），∂ぎ1十人要2＜1（ゼ＝pl＋1，…，pl＋p2）  

を仮定し，さらに一般性を失うことなく入電1＞0（宜＝1，…，pl），入ゼ2＞0（g＝pl＋1，…，pl＋p2），  
が成立つと仮定する．  

）  （  

遁リリ山  
人ま1’入ゼ2   

，J曾をq次の単位行列とおくと，  J（β）＝detlP－βちl，∈＝maX  
i，‘  

f（1）＝detI穐－ち1ldettj毛－ち21（1＋0（e2））である・  I  

Lemmasl，2，3を使うと次のTheoremが得られる．  
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甘beoreml（た＝2で完全な単純構造に近い場合）   

Lemma3におけるPの1より大きい固有根の個数は，e≪1のとき2個である．   包  

3 ゐ≧2で実際上しばしば出会う構造   

た≧2に村して，実際の場面でしばしば出会う次の2つの構造を考察する．   

初めに，p＝4たで完全な単純構造に近くて要素に特別な関係がある場合を扱う．   

Theorem2（p＝4たで完全な単純構造に近くて要素に特別な関係がある場合）  
／  

入 入 入  入 ∂ ∂ －∂ －∂ ‥・  ∂ ∂ －∂ －∂  

∂ ∂ －∂ －∂ 入 入 入  入  ∂ ∂ －∂ －∂  

∂ ∂ －∂ －∂ ∂ ∂ －∂ －∂ ‥・  Å 入 入  入  

p＝4k，k≧2，入2＋（k～1）62＜1，0≦6＜人＜1，P＝AAl＋diag（I－AA′）とする．この前提の  

もとで，アの1より大きい固有根の個数がた個であるのは以下のときに限る．  

（1）た＝2，…，8に対して，前提条件を満たす任意の入，∂．  

（2）た≧9に対して  

（2一叫＜  ト（≡入1）のとき，∂＜   
3  

た－5  
入．  

（2－2）ん≦人のとき，前提条件を滞たす任意の∂．   

次に，p＝3たで完全な単純梼造に近くて要素に特別な関係がある場合を扱う．   

Theorem3（p＝3たで完全な単純構造に近くて要素に特別な関係がある場合  

一主要な因子以外の負荷がすべて正のとき－）  

入 入 入 ∂ ∂ ∂ …  … ∂ J ∂  

∂ ∂ J 入 入 入 ∂ J ∂ … ∂ ∂ ∂  

∂ J ∂ ∂ ∂ ∂ …  … 入 入 入  

P＝3k，k≧2，入2＋（た－1）62＜1，0≦6＜入＜1，P＝AAl＋diag（トAAI）とする．この前提の  

もとで，Pの1より大きい固有根の個数がた個であるのは以下のときに限る．  
－1／2  

＋
 
の
 
 

∴
〓
＼
入
 
 

）   

4（た－1）  

（1）入＜  

（2）入2≦  

（≡入2）のとき，∂＜  入．  
澗）2  3＋v丁子詑  

繹   

＋
㌢
 
 

と
 
 

前提条件を満たす任意の人，∂．  

Theorem4（p＝3たで完全な単純構造に近くて要素に特別な関係がある場合  

一主要な因子以外の負荷がすべて負のとき－）   

Theorem3と同じ形のAに対して，P＝3k，k≧2，入2＋（k－1）62＜1，－1＜一入＜6≦0，P＝  

AA′＋diag（∫－AA′）とする．この前提のもとで，Pの1より大きい固有根の個数がた個である必  

要十分条件を与えることができる．  鋼   

結果の詳細は当日発表した．  
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次元縮小回帰モデルにおける次元の推定  

長岡創志（広島大・理）  

藤越康祝（広島大・理）   

1．はじめに   

目的変数打と説明変数諾＝（∬1，‥・，諾p）′との間の非線形構造を探るための次元縮小回帰モデル  
（叫3”は  

y＝J（β；諾，…，βk諾，e）  （1）  

で定義される．ここに，Jは未知関数，β1，…，β〟は独立な未知ベクトル，Eは誤差項で芯と独立  
である．   

モデル（1）のβ1，t・■，β〝は有効次元縮小方向と呼ばれ，また，これらによって張られる空間β∬（＝  
呵β1，…，β∬］）を有効次元縮小空間という・本報告では，有効次元縮小空間の次元∬の推定法に関  
して，正準判別分析との類似性に基づいた予測的観点からの基準を提案する．   

2．逆回帰部分空間   
有効次元縮小方向は，中心化逆回帰曲線り（封）とその共分散行列∑り（y），すなわち叩（y）＝β（軸卜  

β（可，∑り㈲＝Ⅴαγ（叩（州とに関係しているが，特に逆回帰部分空間ぶ且（軸）＝花［叩（y）1封∈A】が  
重要となる．ここに，Aは目的変数yの標本空間である．以下においては，説明変数諾の分布は楕  
円分布とし，かつ線形計画条件と呼ばれる次の条件を満たしていると仮定する．   

任意のp次元定数ベクトルゎに対して  

且（わ′諾偶語，…，βk茸）＝Co＋clβ拉＋…＋c∬β如  

を満たす定数co，Cl，…，C〟が存在する．  

定理1（1），（2）の下で，  

gガ（卯）⊂呵∑昔β1，‥・，∑訂β∬］  

が成り立っ．ここで，∑。は諾の共分散行列である．  

この結果より，次のことが言える・∑由）の∑。に関する一般固有値，固有ベクトルを  

入1，‥・，入p，71，…，7pとする・すなわち，  

∑り㈲7i＝入壱∑。7古，7i∑諾7J＝毎  

（2）  

（3）  

とする（入1≧…入p≧0）・このとき，定理1より，0でない固有値入Jに対応する固有ベクトルに対  
して7J∈利β1，…，娠］となる・（3）の固有値について，入1≧・‥≧入〝＞入g＋1＝‥・＝入p＝0の  

場合には，有効次元縮小空間の次元は一般固有値問題（3）のゼロでない固有値の数，有効次元縮小  

空間はゼロでない固有値に対応する固有ベクトルの張る空間となる．   

3．逆回帰推定法（SIR法）   

有効次元縮小空間の基底として，固有ベクトル71，‥・，7〝をとることができることから，∑諾お  
よび∑両）の推定を考えることによって固有ベクトルの推定量が構成される・以下の推定法は，Lit3］  
によって提案された．   

変数（封，諾）について大きさ陀のデータ（yゎ諾五），（豆＝1，…，陀）が与えられているとする・yの値  
をガ個のスライス∫1，・‥，毎に分け，スライスんに属する観測値諾iの平均を求める・すなわち，  

虎㈲＝忘∑yl∈在勘である・ただし，恥はスライスJんに属する標本数である・このとき，∑∬は  
通常の標本分散行列史諾＝よ∑た1（諾盲一念）（岩壱一恵）′で推定することができ，∑り（y）は∑叩（y）＝  

∑監1誉（豆（ん）一元）（料ん）一元）′で推定することができる・よって，入五，7j（宜＝1，…，∬）は（3）の∑。，  
∑り（y）をそれぞれ∑。，∑再）で置き換えた一般固有値問題：∑両）今壱＝入ま∑。今豆，今j∑。今ゴ＝毎の解  
として推定できる．  
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4．次元∬の推定   

4．1推定問題   
有効次元縮小空間の次元のとりうる値は，0，1，…，pのp＋1通りなので，これと対応させてp＋1  

個のモデル〟五：y＝J（β；霊，・‥，βk£，ど）を考える・一般に，モデル几転が正しいとき，0でない  
固有値入Jの数は好個以下であって，モデル〟打と0でない固有値入ブの数がちょうど∬個である  

というモデル敏‥入1≧…≧Å∬＞入∬＋1＝‥・＝入p＝0とは必ずしも同値ではない・簡単のため，  

後者のモデル選択問題として考察されているが，〟∬と〟∬との違いも考慮する必要がある．  

4．2逐次検定法による推定法   
Li［3］では，諾が正規分布に従うとの仮定の下で，仮説煎〟を逐次検定して次元を推定する方法が提  

案されている・検定量としては漸近的に自由度（p－∬）岬－∬－1）のx2分布に従うm（i糾1＋‥十人p）  

を用いる・この方法は，まず仮説几れ：入1＝ ＝入タ＝0を検定し，それが受容されれば∬＝0と  
推定し，棄却されれば次に仮説〟1を検定する．以下，受容されるまで逐次的に検定を続け，仮説  
〟五が受容されれば，次元が∬であると推定する．この方法には，予測的観点からの推定法ではな  
く，また，有意水準の設定をどのようにすべきかという逐次検定方式の問題点がある・Scho叫5］は  
諾が楕円分布に従う場合を考察している．   

4．3有効次元縮小方向の推定の良さに基づく推定法   
托rr占川では，有効次元縮小空間とその推定量の空間との近さを測る，という観点から得られた基  

準量を提案している・モデル（I）のもとで，大きい方のタ（≦∬）個の固有値に基づく有効次元縮小空  

間およびその推定空間の基底行列をβ9＝［71，…，7。】，β。＝［今い‥・，㌔】とする・これら2つの空間  

の近さを変数β錘と変数β錘との正準相関係数の2乗和の平均r（q）＝吉呵（β；∑β。）‾1燭∑筏）  

明∑筏）‾1）峨∑萌）で測る・托rr占川は，楕円分布のもとで，軸）＝呵γ（刷を漸近的に評価し，  
その推定量軸）を次元の推定量として提案している■実際には，各打について，顛1），・‥，虎（∬）  
を求め，最大を与える曾が有効次元縮小空間の次元として推定される．  

4．4正準判別分析との類似性に基づく推定法  
有効次元縮小方向の推定においては，諾についての標本がyがどのスライスに属するかによって  

∬個の群に分けられる・このとき，∑り㈲は群間平方和積和行列であり，（乃－1）∑訂は全平方和穏和  
行列である■従って，正準判別分析における次元の推定との類似性（FujikoshiandVeitch［2］）より，  

C〟＝几（Å∬十1＋…＋入p）－2（p一∬）伸一∬－1）  

が提案される・この基準量を用いて，m玩†仇，Cl，…，q）＝C∬ならば有効次元縮小空間の次元は  
∬であると推定する．上記基準の導出についての妥当性について言及する必要があるが，これには  

目的変数封の離散版威，威＝九（y∈Jん）に関連した次の量が関係している．  

且（諾ほ＝九）＝仇， Ⅴαγ（ユ痛＝九）＝n九，p（葺＝九）＝釦  

∑監1恥勅＝拘 ∑濫1伽nん＝n，∑監1勒（仇－〝）（仇－〝）′＝Q  
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