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金融工学の研究事例とデータ解析  

三浦良造 （一橋大学国際企業戦略研究科）  

私の講演では、上記の表題のもとで、金融工学の研究事例をお話ししました。  

金融工学と云う呼び名のもとで、純粋数理的な研究（細かくは、これを数理フ  

ァイナンスと呼ぶ）、確率統計モデルに基づく統計的データ分析、派生証券価  

格理論の数理的枠組みを用いた金融証券の価格理論、ポートフォリオ選択問題、  

など数学会の会員の興味をそそるような研究が行われています。このように簡  

単な言葉で云っても実態が分かりませんので、このシンポジウムでは、私が見  

える範囲で、金融工学と云う呼び名のなかで、どのような研究が行われている  

かについて、どのような目的で、どのような方法論を用いて研究しているか、   

について事例を挙げて解説しました。金融工学が盛んになったのはアメリカで   

はもう20数年前でしょうが、日本では、金融機関のなかでは10年以上前か  

ら勉強していたようですが、ごく最近は一般の人達が注目するようになりまし  

た。かつて、オプション価格理論を”あ、0．R．ですね。”、と言う人がいまし  

たが、いまは、”数学ですね”と言ったり、また、データ分析、とか、結局コ  

ンピューター計算だ、と言ったりします。それぞれ当たっているところがあり   

ます。問題意識に応じて、アプローチ、方法が替る訳でしょう。私は、金融工  

学を広い意味での統計科学だと思っています。ここでは、統計的データ分析を   

ともなった研究事例を2つお話しします。  

1．市場リスク計測の統計的方法   

統計的方法にかなり依存する市場リスク計測の概要とそこで工夫された計測の   

方法についてお話しします。金融機関が保有する市場性のある金融証券の価格   

がどのように変動するかを調べて、1日分、1週間、1カ月間では変動の確率   

分布がどのようであるかを見て、分布の1％点を推定あるいは予測することを   

目的としています。この推定値をバリューアットリスクと呼んでポートフォリ  
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オのリスク管理に利用します。 計測の対象はそのように定義できますが、計  

測の方法はデータに基づいて考えるために、複数の手法が提案されます。ボー  

トフォー」オには、複数の金融証券を含めますので、価格の増分は結局確率変数  

の一時結合であるということになり、平均分散を用いて考える手法が一つの主  

流です。もう一つは、経験分布に頼る方法です。これら2つの基本的手法と原  

理に関して私が研究した成果をお話ししました。それは重みつき尤度、重みつ  

き経験分布という形で使います。この方法による1％点推定の性質についてシ  

ミュレーション例を用いて説明しました。市場リスク計測の問題は全く統計的  

問題であり、数理統計学者が参加すべき問題ですので、特に取り上げて説明し   

ました。  

2．商品先物とコモディティリンク債券の価格理論   

商品先物価格に含まれるパラメターの単純な推定と、それにより確認された確   

率モデルを用いて、債券価格を数学的に導く、という標準的な研究事例の話し   

をしました。この研究は、1990年頃までの先行研究の成果に新しい成果を  

付け加えたものです。商品先物価格に含まれるコンビニエンスイールドが確率  

過程に従うとして、クーポンが、商品価格に依存して決まるという債券、コモ  

ディティリンク債券の価格式を導きました。ここで用いた価格式導出の枠組み  

は、ブラック・ショールズのオプション価格式導出法の延長上にある方法です。  

微分積分をきちんと分かれば出来る方法ですので、マルチンゲールとか本格的  

な確率過程論や測度論が分からない学生にも身につけることが出来ます。この  

方法の範囲内でもこの程度の研究は出来るということ、そしてさまざまな金融  

証券の価格づけが重要な問題の一つであることを紹介しました。ここで得られ  

た価格式を用いて、倒産確率を計算したり、企業財務のなかでの戦略を考えた  

り出来るのですが、そういう作業が実務では必要になってきていること、そし  

てそういうことが出来る人材が少なくて、そういう人材を大学院で育てること  

も求められているということもお話ししました。  
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リスク中立確率と数理統計学  
楠岡成雄（東京大学大学院数理科学研究科）  

数理ファイナンスにおいては統計パラメータを推定することが多い。し  

かし、Hea他によれば、「多くの場合、全然違ったものを推定している」  

そうである。もちろんImphdで統計学を用いず推定している限りでは  

問題は起こらない。実務上問寛が起こりやすいのは金利の期間構造を取り  

扱う場合やDe知止七R由kを扱う場合などモデルが複雑になり、He適由ng  

も困難になる場合である。実は講演者自身どのように問題を定式化すぺ  

きか分からない点が多い。特に、金利の期間構造に関する従来の標準的  

な理論は再検討すべきのように思う。本講演では何が問題であるのかを  

示していきたい。  

1．数理ファイナンスの基本定理  

「NoArbitrage」＝「ELMMの存在」というのが基本的な考え方で  

ある。しかし、NoArbitrageをどのように定義するかは厄介な問題であ  

る。DelbaeむSchchermayerらにより証明されている結果は以下のような  

ものである。   

まず（n，ア，苫∈【0抑P）は闇血con血もionを満たすF批ra七ion付き確率  

空間とする。N種類のsecmityがあり、その価格過程をSi，士∈【0，T］，  

i＝1，…，N，とする。さらにSiはlocauyboundedなsemimartingale  

でi正粍r苛＞0，クー乱β・，豆＝1，…，Ⅳとする。このⅣ種類のsecurity  

が市場でfrictionlessに売買できるという設定の下で以下のことが示され  

ている（かなりごまかしがあるが）。  

「定理」「NoArbitrage」であることは以下のことと同値。Pと互いに  

絶対連続な確率測度Qが存在して、（埠）‾甥，f∈【0，刊，豆＝1，…，〃は  

Q－localmarthgaleo   

QはStをN11meraireとするELMM（Equivale血LocalMartingale  
meaβWe）と呼ぶいギが安全資産の価格であるとき、この¢をリスク中  

立確率とよぷ。   

4．金利の期間構造   

「標準理論」  

（fl，F，苫∈【0，叫，P）はⅥ茸ualconditionを満たすFiltration付き確率空間  

とする。まず、任意のア＞0に対して時刻rを満期とし、pay－0茸が1で  

あるようなリスクのないzero－COupOn債券が存在すると仮定する。p（ちア），  

f∈［0，耶をその債券の価格過程とする0さらに仮定として  

（i）各rに対してp（げ），t∈［0，rいまloca町bounddなセミマルチン  
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ゲールで、各壬に対してp（士，r），ア＞tは確率1で連続  

（叫坤）＝鮎‰→00口監空p（2一几（た－1），2－叫が存在し、叩い≧0も  
locanyboundedセミマルチンゲール   

このような設定の下ではか（f）‾1をNl皿eT血eとみなし、ファイナンス  

の基本定理の連想から次のような仮定がおけるだろう。Pと互いに絶対連  

続な確率測度Qが存在し、すべてのr＞0に対しか（りク（ちr），壬∈【0，刊，  

はQ－localm訂tingale   

このQがリスク中立確率である。また「市場の完備性」も期待し、す  

べてのDeriv誠iⅦの価格をこの確率測度Qを下に計算しよう。   

例えばスワップを考える。苅＜れ＜…＜舘とし、m＝1，…，Ⅳと  

する。時刻孤において凡n（ろも可測な確率変数）を定め、以下のような  

契約をするとする。  

（支払い）各時点℃，豆＝0，1，‥・，m－1，においてトe叩（一札1（℃十1一苅））  

支払う  

（受け取り）各時点℃，五＝0，1，…，m－1，において1－p（℃，℃＋1）受け  

取る   

この契約が酌血であるためには  

m－1 m－1  

∑が［功筈）（ト叩卜‰（℃＋1－℃）））一花】＝∑が【刀（℃）（1－p（℃，恥1））lみ］  
i＝O i＝0  

となる必要がある。この式は次のような式に変形できる。  

m－1  

∑p（孔，℃）（1－eXpト‰（恥1－℃））＝トp（筑，㍍）  
i＝0  

よって月肌m＝1，2，…，Ⅳが与えられるとp（筑，㍍），m＝1，2，…，Ⅳ  

がわかる。   

標準理論はファイナンスの基本定理の帰結のごとく述べてきたが、実  

はいくつかの基本的な問題がある。  

（1）すべてのr＞0に対してそれを満期とする債券というのは全く架空  

で一部のrに対してのみ実際の取り引きされているのにすぎないこと。  

（2）一方でDerivativeであるスワップは非常に多く取り引きされているo  

しかし、それは毎日違うものを取り引きしていることになる。それはそ  

れはファイナンスの基本定理の設定とは違う。   

この講演では上記の問題には立ち入らない。しかし、標準理論を押し  

進め、統計的推測を行おうとすると再び同様な問題点にぶつかることを  

示したい。  
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［GeometricL6vyProcess＆MEMM］Pricing  

Modelとそれに関連する確率過程の推定  

名古屋市立大学   宮原孝夫  

1 はじめに  

本稿の目的は、非完備市場におけるオプションの価格付けのための一つ  

のモデルを提案し、このモデルを適用する場合に必要となる推定（価格過  

程の推定）の問題を検討することである。  

2［Geome七ricL6vyProcess＆MEMM］Pricing  
Model  

非完備市場におけるオプションの価格付け理論における数理モデルは，  

次の2つの要素からなる．  

（A）原資産の価格過程としての確率過程S（t）を定義すること。  

（B）オプションの価格（価値）を定める同値マルチンゲール測度を1つ  

定めること。   

この枠組みに添った形でのモデルはいくつか提案されているが、完備市  

場におけるBlack－Scholesモデルの様に、基本的なものとして一般に認め  

られたモデルは、非完備市場についてはまだ無い。   

われわれのモデル【GeometricL6vyProcess＆MEMM］PricingModel  

は、上の枠組みの下で、  

（A）原資産の価格過程：幾何L占vy過程、  

（B）同値マルチンゲール測度：MEMM（minimalentropymartingalemea－  

Sure）  

なるものである。このモデルは【1】で定式化され、MEMMの存在定理が  

得られている。従って、このモデルによりoption価格を計算するための  

基本的枠組みは得られていることになる。ただし、実際に．このモデルを適  

用するためには検討すべき課題がいくつかある。次節ではその一つについ  

て述べる。   

このモデルの利点はいくつかある。たとえば、（A）に関しては、log  
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returnの分布として、非対称なものおよび払ttailのあるものが自然に現  

れること、（B）に関しては、MEMMが指数型の効用関数と関連付けら  

れること、などがある。  

3 原資産の価格過程の推定   

前節で述べたモデルを適用するするためには、次の2つのことが必要に  

なる。  

1）原資産の価格過程を定めているL如y過程の推定。  

2）オプションの価格の計算のために、L如y過程の汎関数の期待値の計算。   

このうちの1）について検討する。   

L6vy過程X（t）はcharacteristictripletにより定まる。そのためには  

X（1）の分布が分かればよい。そこで、X（1）のempiricalな分布が与え  

られたときに、その分布が無限分解可能分布からのサンプルであるとみな  

してcharacteristictripletを推定することとする。さらに、モデルのクラ  

スを次のようなクラスに限定した上で、そのクラス内で推定を行うことに  

する。  

（Ⅰ）X（t）：Gaussian＋有限個のjumppart。  

（ⅠⅠ）X（t）：有限個のjumppartのみ。   

一つの推定法として、次のような方法が考えられる。X（1）のempirical  

な分布の2k次までのモーメントを求め、モーメントがそれと一致するよ  

うなprocessを、（Ⅰ）および（ⅠⅠ）のそれぞれのクラスの中で求め、推定さ  

れたモデルとして、それらを採用する。   

この方法による推定法の説明、結果、および問題点等について、述べる。  

参考文献  

［1］Miyahara，Y・（1999），‘MinimalRelativeEntropyMartingaleMea－   

SureSOfGeometricL6vyProcessesandOptionPricingModelsin   

IncompleteMarkets，）DiscussionPqpersinEconomics，Nd90yaCity  

仇如erβ軸No・249（1999），pp．ト8．  

【2】Miyahara，Y・（1999），‘【GeometricL6vyProcess＆MEMM］Pricing   

ModelandRelatingEstimationProblems．，  
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確率微分方程式の近似解の精度について  

税所康正（熊本大学）、金川秀也（金沢大学）  

数値実験におけるSDEの近似の問題点  

L ブラウン運動をランダムウォークで近似したときに生じる誤差の大きさ．   

2，SDEの近似解は正規擬似乱数を用いて構成される．正規擬似乱数は完全に独立で、  
かつ完全に止規分布に従うわけではない．   

3．SDEの近似解の擬似乱数の分布に対する頑強性を調べる．   

4．分布に対するある程度の頑強性が示されれば、実際の数値実験では、どのような擬  
似乱数を使うのが最も効率がよいか考える．  

ama型近似解のど－評価  Euler－Maru   

まず、ブラウン運動をランダムウオークで近似したときに生じる誤差の大きさを調べて  

SDEの近似解の精度を計算する・‡β（J）川≦J≦1）を標準ブラウン運動、（坤），0≦g≦1‡  

（d≧1）をd一次元SDEの解とする：  

此（り＝堆坤））亜（わ＋申坤））れ 0≦J≦1  

須0）＝ズ0・  

ここでu（1，X）及びb（t，X）がLipschitz条件を満たすとき強い意味の解が存在する．   

The Euler－MaruyamaAlgorithm  

つぎに丸山（1955）によって構成された（坤），0≦′≦1）の近似解ろ‥＝（Z〃（り，0≦′≦1‡  

を次に定義する．  

ろ，（小＝範＋拓（〟）呵〟）＋£ち，（ゆれ0≦′≦l，  
ただし  

00：＝げ（誓，和一1），栂≦（叫／′7，弼‥・両  

船＝わ（誓勅）た伸≦（叫／′－，瑚‥・，〃－l，  

布：＝範＋責付㌔十）・りノ＋姜佐相柵‥・，′ち  
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丁了た：＝ヰ‡〕一斗誓〕，姉‥，払  

桁｛紬），0≦叫は区 轄慧  ，た＝0，1，‥・，〟－1ではブラウン運動と同じ道を持った  

［告昔］上  めこのままでは計算機実験には用いられることが出来ない．そこで各区間  

で階段関数化したのが次の端‥＝‡端（J），0≦J≦1‡である・  

ち王（′）：＝ズか 神J≦才＜（た＋l）／〃，た＝0．‥㍉Ⅵ－1  

端（1）：＝J〃，   

ここで‡耽‡は叫0，1／〃）を分布とするi．i．d，確率変数列である・   

X；l及びろの精度についてChirnan－Skorohod（1979）、Shimizu（1984）、  
Kanagawa（1988）などの結果が知られている．  

定理rJ9ββノ0≦∫，f≦1及びズ，ツ∈Rdに対して  

巨（r，右打（∫，ヅ）ト帖小恥ッ）F≦軸一石車働  

帖ズ）ト帖γ）F≦g2，  

ただしち及びちは5，r，X，γに無関係な定数とする．この時任意のク≧2及び  
ど＞ク／2に対して  

g〔豊世）瑚）中（〃一夕∫2（log′りg）……′  

g〔諾温和－ろ叫＝車ク′2）as′J→∞・  

最初に指摘した問題点について以下の論文を参照されたい．   

S・Kanagawa，Error estimation for discretized Euler－Maruyamaschemefor   

SDErs，Proceedings ofthe Workshop on Turbelent Diffusions and the   

Related Problemsin StochasticNumerics，Inst・Statist・Math・，Tokyo，  

1996，PP．139－157．   

田中哲，金川秀也、擬似乱数の検定法とSDEの近似解の精度について，   
数理解析研究所講究録Vol．1032，（1998）2ト45．   

S・Kanagawa and Y，Saisho，StrongApproxirnation ofReflecting Brownian   

Motion Using Penalty Method andits Application to Cumputer   

Sirnulation，PrePrint．  
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E鮎cts ofStochasticIn七erest RatesandVbia七i且iもyon  
ContingentClaims  

byNaDtOKunitomoandYbng－JinKim  

November29，1999  

1．SupposethatSfe78）（f≧0）representsthepriceoftheunderlyingsecurityatLand  
itdoesnotpayanydividends．WbinvestigatetheprlClI唱PrOblemofcontingentclaims  

byuslngtheasymPtOticexpanSionapproachcalledthesmandisturbanCeaSymPtOtics  

tJndertheprobabilitymeasureQ（e，6）whenthespotinterestrateandthevolatikty  

ofthetLnderlyingaLSSetChangestochasticalけ．Ⅵ屯assumethatthepriceprocessSte，6）  
fonowsthestochasticintegralequation：  

（1）   

上土据，∂）恥  辞∂）＝鶴＋上土肘∂）dぷ＋  

whererf∈），theinstanta皿eOuSSPOtinteIe8trate，isgivenbythesohtionof  

（2）   

γ≦亡）＝ro＋上β〝r（伽）d頼上βwr（伽）狐  

andq≦6），theinstantaneousvolatihtyfⅧCtion，isglVenbythesohtionof  

（3）  αf∂）＝α0＋上5侮（α㌘），視）血＋∂上8勒（舶）帆・  
TheinstantaneOtlSCOrrelationsamOngtheunderlyingth工eeBrownianmOtionsWis（i＝  
1，2，3）aredenotedasp，，P。1andp”，reSPeCtivebL  

l．  

W；1・WbhaveinvestigatedthetheoreticalprlCeSOfthefutl汀e＄，theforwardrate，  

andtheoptionsfortheunderlyhgsecuritywhenEand6aresmall・Theasymptotic  
expansionapproachweareusinghasbeenjl遁tifiedbytheW瓦tanab＆YbshidaTheory  
onMalliavinCalculusaBdiscl遁SedbyKunitomoand恥kahashi（1998）・  

2．Theoreml：An asymPtOticexpanSionofthefuttLreSpriceattimezerowith  

deliverytimeT，Fh，isgivenbyFb＝Sbexp（Hrsds）（1＋亡∑紛〉＋0（E，6），aSe，610，  
wもere瑠≡みぷ  

Theorem2：  監禁㍑忠霊・curentforward，ricewith伽y  
timer，九軸Ⅶnby鬼＝抽p（∬γヰ＋0（亡，∂），揖亡，∂川   
Theorem3：AnaBymPtOticexpanslOnOfthecurrentval11eOftheE－1rOPeanCall  
OPtionswithmaturiyT，Vb，isglVenby  

鴨＝［刷1卜∬叩 
〔上r唖）缶（毎）］  
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－∑汐 ＋亡而盲  

（一上rγ車毎）］  毎払¢（dl）－dl属1Ⅸp  

d2＋裳（叫［  
げヰ（毎）］   塊¢（dl）－∬exp  ＋∂   

α（r）2  

一塊 

姉）ト…  

Where＊（・）isthestandardnormaldistributionfunctionand¢（・）isitsdensityfunction，  

dl＝高車婚＋∬（γβ＋妄呵司，d2＝dl一岬），岬）2＝∬J雲d棋nd∑法）≡  

βJぷ（かβ汀d小町）‾l叩血れ血・  

3・Whenboththespotinterestrateandthevolatihtyofthel皿derlyingsecurityfonow  
thed伽ion processes，thes∝uritymarketisincomplete・When亡and6arezero，  

however，themarketiscompleteanditissimp】ytheBlack－Scholeseconomywiththe  

deterministicinterestrateandvolatihty．ThllSWeaJeCOnSideringthesit11ationwhen  

themarketisincomplete，butitisnotfarfromthecompletemarket（i・e．near－COmPlete）  

inthesenseofthesmal1disturbanCeaSymptOtics．   

Wもhavedisctusedthee触tsofthetheoreticalpricesofthecontingentclaimson  
theⅦ皿derlyingsecuritynumericauy・Twoimmediateexampl田aretheCox－hgerso旺  
RosstypeinterestrateprocessandtheⅡeath－JarroⅥトMortontypeprocesses・Thespot  
interestrateinthelatterca5eis＝nOtneCeSSar止yMarknvian，butitisstraightforward  

toextendoll＝analysistothiscasewhichwaspattialbrinv饉tigatedbyKunitomoand  
Thk止誠hi（1995）．   
WbalsosuggestedtLattheriskpremiumfactorscanbeincorporatedbymodifying  

Eq－1ations（l）－（3）whenboththespotinter鴎trateandthevohtihtyoftheunderlying  
SeCurityarestochasticundertheprobabilitymea・SlueQ（equivalenttotheobserved  
meas11reP）hanhcompletemarketframeWOrk．   

Re鎚rences   

【l］Kim，YbngJinandXⅧitomo，N．（1999），“PricingOptionstnderStochastich－   

terestRates：ANewApproach；’Asia－Pac訴cFinancialMarkets，6，49L70．  

【2】Kunitomo，N・andT血ashi，A－（1995），“TheAsymptoticExpanSionApproachto   

theⅥlluationofhterestRat饉ContingentClaims，門DiscussionPaperNo・95－F－19，   

FacultyofEconomics）UniversityofTbkyo・  

r3］Ktmitomo，N・andT止血ashi，A・（1998），“OnVahdityoftheAsymptoticEx←   
pansionApproach血ContingentClaimAnabTSis，”Discl遁SionPaperNo．98－F－6，   

ⅠもcultyofEco皿0mics，Universityoflもkyo．  

【4】Thkahashi，A－（1999），“AnAsymptoticExpanSionApproachtoPricingFinancial   
ContingentClaims，”Asia－Pac殖nnancialMarket，6，115－151．  

－318－   



AsymptoticExpansionforSmallDi軌1Sions  
AppliedtoOptionPriclIlg  

統計数理研究所  

東京大学数理  

内田雅之  

吉田朋広  

1 Introducl;ion 

Let XT＝（Xf；ま∈［7b，T］）bc ad－dimcnsionaldiffusion process dcBIICd by thc雨ochastic  

diffcrentialequation（statisticalmodcl）  

d方言 ＝ 鴨（方言，β彿＋どⅤ（∬㌢，β）血）∫，t∈閏パ町ど∈（0，廿  

祁 ＝  ∬0，  

（1）  

whcreTisafiⅩCdvaluc，Xoisaconstant，aP－dirncnsionalunknownparamcterO∈0：abounded  

convexdomainofRd，怖isanRd－Ⅴal一1CdsmoothnlnCtiondcBnedonR｛］×0．VisanRd⑳Rr－  
valuedsmoothf11nCtionde丘nedo工1Rdxowithboundedx－derivativcELlld／iL）isanrqdiInenSional  
standard Wiellcr process. 

Underthe cqulValent martingalc rncasurc P，WC COnSidcr d－dimcnsionaldiffusion proccss  

dc丘ncdbythestochasticdi鮎r（三11tialeq11ation  

dズデ ＝ 怖（方言，β）dけどⅤげ言，∂）dて77上，ま∈酌，r］，ど∈（0，廿  
（2）  

ズ6 ＝ 諾0，  

whcreVbisanRd－ValuedsmoothnlnCtiondefinedonR（Lxo，′tbisanr－dimcnsionalstandard  
Wienerproccssundcrf，andO，V，Ta11d3；oarCthesameas（1）．Manyoptionpricingproblems  
associatedwith smal1diffusion are rclatcdtonlnCtioIlals ofthc払rm  

∫0酬）糾ど 、∫  ．′ニ’   （3）  ＋ど／．′（方言，β）巌毎   埠（∂，可＝勒，＋  

whel、eFh）∈Rk，fo（笹牒）∈C㍗（Rdxo→Rk），i・e・，九（x，0）isaIIRk－ValucdsmoothnlnCtion  

dcancdonRdxoandhranyi，j∈Nthercexistml，Cl＞Osuchthatsupo∈O匪∂jfo（x，0）I≦  
Cl（1＋lxI）ml，andf（T，0）∈CF，（Rdxo→Rk⑪Rrl）・Moreovcr，  

G榊）＝eXpト£脚）ヰ  

γ榊）＝γ¶）＋か酬町有榊）拓  

wherer7b∈R，ho（x，0）∈C㍗（Rdxo→R），h（x，0）∈CF（Rdxo→R㊨Rr）andr≡（0，血）≧0  
駄）rS∈［Tb，T］・TopriccE11rOpean－typCOPtionsattimct＝7bweobtaintheexpectation  

β端，恥［Gを（恥呵Maxi巧（恥朝一∬，0汁  （4）  

whcreETb，00［・］stands払r七heチOnditionalexpectationopcratorllnderPgivcnOo∈Oattime  
i＝T）andKisastrikingprlCe（sceHull［2］）．However，WeCannOtObtainthiscxpcctation  

bccauseOoisunknownparameter．Therefbrc，WeCStimatcOoandprcdict（4）bymcansof  

取締）［G抽（？ノノ）湖M河畔射て〃）77カト軋0）ト  （5）  

whcre∂E（u，）isancstirnatorofOoindcpcndentof（7弟L：壬∈［Tb，T］）．Itisdi鮎ulttoobtainthis  
cxpectationexplicitlyっsowcwillderivcthcasymptoticexpansiollOf（5）・  
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●● 2 AsymptoticexpansionandoptionprlClng  

Lct（W．f．P）beaprobabilityspace・Let（W、H，P）beanr－dimensionalWi（nCrSPaC…SSOCiat（）d  
withtheOrnstein－UhlenbeckoperatorL・ItisthcnpossiblctoextcndLovcr仙productspace  
抒＝Ⅳ×卸（cr．Bichteleret．al．【1］）・  

Lemmal埠（OE（w），可∈D％（動乱i’）andiihastheasymptoticexpansioIL  

瑚鋸t〃）．可～′＿1（βご（1州＋ど〟βビ（可・壷）＋ど2∫1（射て⊥7），正り＋…  

正LD∝（断Rた）αβり0朋融プ＿1（鋸両），九（βどい17）．可，Jl（βど（“ノ），動…∈か罰（取乱ん）・  

AssumptionlFbranyp∈（1・CX＝）1iheMalliaJt，inco）uarialLCCU郎∂E（w）．・） qffo（OE（w）7・）in  

エビm〝もαJβα瑚e川Ipご∈（0．11卯detJノも（頓州）‾∫ノ］＜∝」▲  

隼（町両・両－．／－1（〟ご（い‖  
αTld車：R→R緑川需削融＝加血涙  もemma2エeま埠胱（ひ），一方）   

し 射止亡んま九α川≦紳）≦1舟γJ∈軋扉車）＝1かlユ：l≦去α7｝d′抽）＝0かい：t≧1・ム再  

－detげ几（机，），・））／detJふ滅両・） 仙d榊l↑っ可＝ゆほど（肌両）・∫叩－  帥，，7ヱり＝2（d由布舶舶  
poβe兢α豪A肌mpま加ヱたogdぷれe．アゐe7もかαれガr（可∈g（Rん）仰e叩化CeO′gぐん削・・r－ね鯨明椚南  
d哀βfわぁ祝如7ほノ，弔（町壷）ア（埠他（呵，可）∈カ‾∞（肝）んαβまんeαβ〃mヱ加≠よc叩α7乙g血  

中；（町呵r（埠（βご（視り，可）～◎0蝿（？ノ一両力）＋ど◎1（βど（て′ノ），蕗）＋・‥  

抗力‾∞（抒）那ど10肌炉mJyわ乙帥竺ryCgαββir）呵的中サⅧ祓柚“ノq叩1冊用lイ・J  
よァt拘βた吏血〃ノ、α花d◎0（恥（叫，軋◎l（∂ど（u直往…かもか‾∞（Ⅳ）α′r－e defe′rmわtpd毎血プロ7－m最  
myわγeヱpα花β壱0†乙．   

FromLemmas2・1and2・2inYoshida［3］and Lemmasland2，WOSeC that払r A：（0）＝  

（  
〉1tbecnlnpOSitehnctional（巧舶上恒卜榊汁町叫。ぎ（∂由‖南西ビ（w），勅  År－J＿1（鋸   

．‡、：コて＞  

＝：軍相木江刺iswcll－definedandwcde丘ne月号（OE（w），（！；｝）＝Gを（OE（w）．呵巧（OE（w），Lt  

＿′＼ Tlle？ren11SILJ，1，Oh・’［）lJl［■1・M”／JJfi（）（／1／）I｝l（（＾（HいITl…L：丁い．′小，rHi（（／：（LIl｝l両トL′牒＾l）  

ん仙川‥－叩岬わ／′‥・・′7＝…／…   

ち拍車）舶（て〃州… 
上潮刷 
pO（抽冊頼 抑（瑚，粧ト‥  

⊥紬）  

玩ち（Rふ）αβどい卜∽抽んg滅旬，，，pO出払梱り．油（刷 p直，∂ど回）れ…わもエ∫｝（Rん）・  

Re托rences   

［1］Bichteler，K・rGravcreauxJ・－B・rJacod，J・：MalliavincalculllS払rprocesseswithj11mPS．   

NewYorkLondonParisMontrcuxTokyo：GordonandBreachSciencePublishcrs（1987）  
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【4］YoshidalN・：Asymptoticcxpansion払rstatisticsrelatedtosmal1difnlSionsJ．JapanStatist．   
Soc・22，139－159（1992）  
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Lowerboundsforestimatingthes七ochasticvolatility  

Marc Hoffmann 

WeobserveXn＝（Xi／n，i＝0，・・・，n），Where（Xt）吋0，1］isal－dimensionaldiffusionprocessof  

the form 

上土  、上土  
わ（β，γβ，ズβ）dβ，士∈【0，1】  （0・1）  

ズt＝∬0＋   γβdββ＋  

wherexo∈R，BisastandardBrownianmotion，thefunctionbissmoothandthediffusioncoe伍cient  

（vt）吋0，11－theso－Calledstochasticvolatility－SOIvesthel－dimensionalequation  

岬0＋上土勅）抑ざ＋上土勅）d頼［0，1］  （0・2）  

withv。∈R，WastandardBrownianmOtionindependentofBandpsmooth・Thefunctioncr（0，X）  

isknownuptotheparameterO∈0，Where∈）⊂Rk，k≧1isgiven・OuraimistoestimateO  

丘omthedataXn．Asymptoticsaretakenasn→∞．Inthissetup，thedriftterm（b，P）cannotbe  

identi丘ed丘・OmthedataandisconsideredasanuisanCeparameter．Likewise，theinit．ialcondition  

v。isunknown．Thea5SumPtionsonEquations（0・1）and（0・2）arethefbllowing・   

Assumption A Al．Fbral10∈0，themapこr→q（0，X）isLipschitz continuousand satisfies  

inf誌打（β，諾）＞0・  

A2・Wehavesupt，X陣，X，y）l≦Cl（1＋回）andsuptlp（t，3：）t≦C2（1＋回）fortwoconstantS  

Cl，C2＞0． ガ  

WeassessthequalityofaneStimationprocedureinsquared－errOrloss，uniformlyoverthepa－  

rameterSetO．If∂n＝∂n（Xn）isanestimatorofO，Weintroduceitsrisk  

Rm（∂n，0胸）＝諾v。器官∈。坤瓢湖〉  （0・3）  

wherepnisanormalizingfactorand卜IistheEuclideannormonRh・ThenotationEF＝EF（b，P）  

denotesintegrationw・r・t・thelawof（Xi／n，i＝1，‥・，n）onthecanOnicalspaceRnendowedwith  

itsBorelg－fieldβ（Rn）．Thesupremumin（b，P）istakenoveral1admissibledriftswhichsatisfy  

AssumptionA2．Thesupremuminvoistakenovera（known）subsetV⊆Rofpossibleinitial  

conditionsfortheprocessv・Ofcourse，thefinitenessofRnwillbemeaninfulonlyif甲n→Oas  

m→∞．  

WefurtherimposethefollowlngreStrictionsonV）Oandq7Whichassessinsomesensethe  

non－degeneracyoftheparameterSPaCeO・If（∈Rk～1andio∈（1，…，k），WeSet  

坤0，ぐ】＝（ぐ1，‥・，も。－1，βi。，（句＋1，…，ぐた）  

andwriteOi。for七herestrictionofOtoitsio－thcomponent・  
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AssumptionBThereexistぐ∈Rk‾1，io∈il，…，k），U⊆Oi。SuChthat  

Bl．Thefamilyofequations  

£＝グ（叩0，ぐ】，可，♂i。∈U  

hasafamilyof（measurable）solutions（3：（0［io，ぐ］），8i。∈U）satisfying   

（i）（ェ（印0，亡］，βi。∈打））⊆Ⅴ，   
（ii）（cr（e［io，（］，3；（8［io，（］），Oi。∈U））containsanOpenSet・  

B2・ThemapOi。→cr（9［io，（］，Vo）isLipschitzcontinuous，uni払rmlyinvo∈V・眉  

TbeoremlGmmfA軌mが血βAαmd且merαfe恥＝m‾1／4豆βαわびerわ0肌dJoγ、兢eeβ鉦mα如γl  

扉β，i．e．  

1iminfipfRn（On，0，n～1／4）＞O  
m→∞ ♂れ  

血ere兢eかがmt‘m戎βね加mロリerαJgeβま査mαわrβ・   

AssumptionBissatis＆edforsomeclassicalstochasticvolatilitymodels7SuChasthoseconsidered  

byHu11andWhiteorHeston（【6］，［5】）・AslightlyannOyingfactisthatthemodelwithdiffusion  

coeEicientq（0，X）＝喜J5TdoesnotsatisfyAssumptionsAlandBl，andhassomeimportanCein  

themathematicalfinanCeliterature（seeWiggins，ChesneyandScott，MelinoandTurnbull（see［8】，  

［1】，〔7］）・However，inthisspeci丘ccase，aSimplemodi丘cationoftheproofofTheoremlyields  

Theorem2GrantAssuγ頑ionsA2．AssumethatO⊂（0，∞）andthatVnヽ／百containsanopen  

5e土．肋兢epαr士血JαrmβdeJJ（β，ご）＝喜ノ弘，ぴe九肌emeOremJ・   

Severalremarksareinorder：first，Theoremland2arestillvalidifwetakeV＝鼠andifwe  

relaxaBSumPtionAtoarbitrary（p，b）－prOVidedthatEquations（0・1）and（0・2）arestillmeaningfu1－  

butitisdubiousthatonecanfindaneStimatorprovidingthefinitnessofRnfbranyやn→Ointhis  
CaSe．Second，underfurtherminorrestrictions，thisratecanbeattainedandisthere払reoptimal．  

Indeed，Gloter，［4］，COnStruCtedasymptotical1ymixednormalestimatorsforthenormalizationn－1／4  
Presumably，aSlightmodificationofhisargument－andadditionalassumptionslikeforinstancethe  

boundednessofO－WOuldshowthattheestimatorsheconsideredconvergefbrtheriskRn．   
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相関をもつマルコフ連鎖と信用リスク管理  

東京都立大学経済学部木島正明  

1 はじめに  

社債の信用リスク評価のためにはデフォルトと回収率のモデル化が重要であるが，デフォル  

トまでの振舞いを信用力（格付け）を表わすマルコフ連鎖で記述するモデルが注目されている．  

しかし，金融機関は社債をポートフォリオで保有しており，格付けの変動には相関があるので，  

信用リスク評価のためには相関のあるマルコフ連鎖モデルが必要となる．本稿では，相関のあ  

るマルコフ連鎖モデルを提案し，社債ポートフォリオの信用リスク評価を試みる．  

2 相関のあるマルコフ連鎖モデル  

状態空間β＝（1，2，…，∬，〃＋1）をもつ乃個のマルコフ連鎖（粟）（た＝1，2，・‥，花）を考え，  

マルコフ連鎖（ゼ）はた番目の企業（あるいは金融資産）の格付けの推移を表わすとする．本稿  

では，以下のモデルを提案する．  

（ズヂ）のダイナミズムを次のように仮定する．  

吼＝‡安岡1…働＋1），言責≡芸ニ： （1）  

ここで宛は相関の正負に応じて0または1をとる定数，β苦は独立で同一の分布に従う（lID）パ  

ラメータαたをもつベルヌーイ確率変数列で  

P（密＝1）＝トP（密＝0）＝αた，0≦αた≦1，  
（2）  

Ⅵは平均0で整数値をとるⅠIDな確率変数列，祇1は（マルコフ性を規定する）ズかこ依存した  

増分  

P（楓l＝ゴー五lガ＝五）＝ぬi，J∈β，  
（3）  

である鴫はマルコフ連鎖（ガ）の推移確率ではないことに注意）・また，拍）は境界での振舞  

いを規定する関数で  

（  

1，   エ≦1  

ヱ，  1＜ご≦∬  

∬＋1，ご＞∬＋1  

（4）  ど（ご）＝  

で定義される．た番目の確率変数列（βわ，（密）は（Ⅵ）および他の確率過程と独立とする・した  

がって，マルコフ連鎖（ズ紬ま“共通”のファクター（坑）をとおしてのみ相関がある・確率1で  

密＝0ならば，マルコフ連鎖（ゼ）は互いに独立である．   

モデル（1）は以下のような意味合いをもつ．簡単化のために∴ポ≠〃＋1および祇1≠  

1，打＋1，と仮定しよう．このとき，（1）と（4）式から，マルコフ連鎖（粟）の増分は  

強1－ズヂ＝卜1）恒乳1Ⅵ＋1＋祇1  
（5）   
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となる．これは増分を1つの共通ファクター弟＋1で説明しているモデルであり，このため弟＋1  

をシステマテイツク■リスク，確1は企業たの個別リスクであると考えられる・ファクター  

ト1）恒私1はCAMPで言うところの“ダ，であり，後述するように，これはマルコフ連鎖間の  

相関に関係している．   

いま，2つのマルコフ連鎖の増分の共分散  

佑＝Cov（鴇1－ズヂ，私1一項f＝0，1，2，‥・，  

を考える．簡単化のために，（5）式を坂定する．このとき，（1）式と仮定された独立性より   

c2e＝Cov（ZE＋1＋（－1）6kBA－1恥1，ZLl＋ト1）6EBf＋1恥l）＝ト1）∂k＋6LαkαeV［Yi＋1］  

が得られる．ただし呵瑚は彗の分散を表わす・また，呵宰＋1】＝0なので  

咋払1－ズチト叫Zた1巨αたV【当＋1】  

が成立する・したがって，マルコフ連鎖の増分間の相関β皇gは  

αたαg町名＋1】  
ゐ＝（－1） 

βた＋ち   

（6）  

咋私1い刊〝匿＋11  咋私1】＋αgV【弟＋1】   

で与えられる・特に，分散呵密ト1】が分散Ⅴ抑に比べて小さいならば，（6）式の右辺は時間fと  

独立で  

擁ゼ＝入た入ゼ，た，ゼ＝1，2，‥・，陀，た≠ゼ，  
（7）  

となる．ただし   

入た＝ト1）㍉句，た＝1，2，…，乃，  
（8）  

とおいた．   

以上のモデルに基づいて実証研究を行なったところ，銘柄数10程度のポートフォリオにお  

ける信用リスク分析では，本モデルは実務的に有益であることがわかった．今後は，大規模な  

ポートフォリオにも本モデルによる信用リスク分析が有効であることを確認する必要がある．  

Re鈷rences  

［1】木島正明（1998），金融リスクの計量化（下）：クレジット・リスク，金融財政事情研究会．  

r2】木島正明・′J、守林克哉（1999），信用リスク評価の数理モデル，朝倉書店．  

【3］Jarrow，R・A・，D・Lando乱ndS・M・Turnbull（1997），■“AMarkovmodelforthet。rm   
StnlCtureOfcreditriskspread，”ReviewqfFhancialSludies，10，481－523．  

【4jX再ima，M・（1997），肋血vPmce朗α♪r戯∝ん舶土豆c肋dd吻Cもapman＆Hau．  

【5］Ktjima，M・（1998），“MonotonicitiesinaMarkovchainmodelforvaluingcorporatebonds   
Subjecttocreditrisk，”MathematicalFinance，8，229－247．  

r6］Lando（1998），“Onratin草tra皿Sitionチnalysisandcorrelation，”Ckditderivatives，R．   
JamesonEd・）RiskMagazlne】払rthcomlng・  
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A宣l‡mprovenle‡ltillPor抽）lioSelecti別IthroughParameterCerta孟IltyEq11ivaleIICe  

IBJ－DLFillanCialTechllOlog）▼Co．．Ltd．  

Hiro早IkiKasl－inla  

Abstract  

This papcr discusses animprovementin portfblio selectio11through Parameter Certainty  

EqulValence．Spec浦call＼・．、、’e nrSt Shol、－that thc portfblio selection problelllCan reSultin a  

Statisticaldccisionproblel一一insomesituations．SecondTWeilltlStratemetllOdsofportfblioselection  

thataresuperiortotheParameterCertaiI申・EqulValencelllethod什0111thevie叩01IltOfmaximizlng  

thee叩eCtedutilit＼▼．Third＿、、†eCOnSidertheBa＼℃Sial－aPPrOaChinthisdiscussion．  

Keywords  

POrtfblioselcctionproblcl一一．ParamctcrCcrtai叫rEqtlllalcnce．1一一a＼il－1izationofc叩CCtCdLltilltV．  

Ba＼●CSia11apPrOaCll 

量ntrod11Ction  

hlPOrtfblio scIcctioIlthrough the cstimation ofparameters．problcms ofParameter Certail－ty  

Equivalcl－Ce（theconceptofdccisiol一－makingb）－rCgardingestil一一atedvalucsastrueparal一一eterS）  

11aVebccndiscussedinseveralpapers．Forexample．LenceandHaさteS（1994）haveindicatedthe  

仙lol、Yll唱：   

（a）Therealisticall）・CXistingestimatio11riskisneglected．   

（b）St画ectiveinfbnllationllOt reflectedinthcsampledatais una、・ailable fbr portfblio  

selection．  

Itisl＼■ellknol＼11thattheBa）・eSianapproacllisl＼ノ・ellsuitedfbrsoIvingtheseproblems．（e．g．Frostand  

Savarino（1986），Jorion（1986），LellCearldHayes（1994））．Hol＼・eVer，l＼▼ebelievethatthisproblem  

hasnotbeensufncientl、－discussedfromthevie叩01ntOfmaximizlngtheexpectedutilitv・The  

purposeofportfblioselectionistomaximizetheexpectedutilit、・．、、・hichinvoIvestheutilizationof  

statisticalmethods．  

Thispaperisorganizedasfbllows・Befbreourdiscussiol一・、、ナefbmlulatetheproblemof  

SClectlngapOrtfbliothroughtheestimatio110fparameters・Wethenspeci氏・▼therelationbet、、’een  

POrtfblioselectionandthestatisticaldecisiollPrOblemthatispresentundersomecircumstal－CeS・  

Second．Ⅵ▼ederivemethodsofportfblio selectio11thatarestlPeriortothe Parameter Certainty  

EqulVaJellCemethod．Third．1＼・eCOnSiderthe relationbet、、・eenthe Ba＼reSianapproachandthis  

PrOblel－1．  
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CoIIClusioll  

Wecanobtail－theportfbliodecisionfunctio11媒sothatitdominates4pcEb）▼adopting／■sothat  

itsatis鮎saregularitycondition，fbrexampler十・In舷㍉▼eCanSelectanyP。aSaSuqeCtive  

vie、、・Oftheunkn0Ⅵ一1trueP・Tllatisフ船construCtedbyrsatis＄ringaregularityconditiol－Cal－  

playaroleasacompositedevicetoguara11teeaS）－1erglStice耽ctbet、、，eentheobectiveinfbrmation  

′ヽ Pandthes鴫ectiveinfbrmationP‖inportfblioselection・  

Moreover，ifⅥ▼erequiretheadmissibilityof∂toconstruct¢，thenitisel－Oughtoadoptr＊  

asrin媒．拙canbeobtainedbyregardingPasaraI－domvariablethathasaspecialprior  
densitywithameanofP，，．AltllOughtheaccurac）′Ofpriorinfbn一一ationisusuall）’thecrucial  

problemintheBa、†eSianapproach－WeCanSurmOuntthisprobleminportfblioselectionb、▼tlS11唱tl－e  

SPeCialprlOrdensit）・・  

Consequentl）・Tl、・eCOmetOCOIISidertheestimationriskb）▼regardingβasarandomvariable  

andtoobtaintheavailabilityofsubjectiveinfbn一一ationbyusing船・Thus・（a）and（b）・、、hichare  

dennedinthesectionl、Canbcl－aturall＼▼SOIvedb）▼purSulngthema＼imizatiol－Ofexpectcdutilit、・・  

REFERENCES  
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OptimalEstimationforRandomCoe伍cient  
AutoregressiveModels  

AjayCHANDRAandMasanobuTANIGUCHI  

OsakaUniversity  

Abstract   

Thispaperdicussesthe prob（em ofestimationforacJassofnon－JinearmodeJs，Which  

arCa‖edrandomcoefFicientautoregressive（RCA）modeJp・First，aSSumingthatthe  

nu（SanCeParameterSareknownweconstructanestimatorOfbrparameterOofinterest  
basedonGodambe’sasymptoticaI（yoptimaIestimatingfunction・Then，uS－ngthecondi－  

tionalleastsquares（⊂LS）estimatorgivenby11＠Stheim（1986）a  

forthe nuisance parameters，We PrOPOSethe estimated version  

n 

∧βU  

∧
 
d
 
 

asymptoticbehaviourofO．Comparison betweentheCLSandOisgivenviasimulation  

studies．  

Keywords and Phrases：Non－［inear time series modeJs；random coefFicient au－  
toregressivemodeIs；COnditiona＝eastsquaresestimator；eStimat－ngfunctions；mOment  
eStimator；aSymPtOticoptImaIity．   

1．Introduction  

Thestudiesofnon－Jineartimeseriesmodetshavereceiveda（argeamountof  
attention，forexample，NichoIIsandQuinn（1982），TjQ）Stheim（1986）andTong  

（1990）・TheseareduetotheobservationthatalotofrealdatainfieIdssuchas  
hydrology，metrOtOgyandbio］ogyexhibitfeatures】ikeoccasiona）sharpspikes，  

Which cannot be sufFicientlyexplained bycIassicallineartimeseries modeIs■  

SuchfeaturesarisewhenthecoefFicientsofthemodeJconsidered havemany  

randomcharacteristics．OneconvinclngWayOfmodelingtheunderlyingpro－  

CeSSinsuchsituationsistheconsiderationofrandomcoefFicientautoregressive  

（RCA）models・ForthesemodeIsINichoI）sandQuinn（1982）developedarjg－  

OrOuSStatisticaItheorywhich coverthecaseofvector－Va（ued autoregress－Ve  

（AR）mode）s．  

［ntheestimationofnonJineartime 

． 

It・Godambe（1960）and（1985）developedthetheoryofestimヲt－ngfun？ion  

forstochastic modeJs，andintroducedtheconceptofasymptotICa［IyoptImat  

estimat］ngfunction．   

Lnthispaper，WeCOnSidertheproblemofestimationfbrRCAmodels・First，  

WeCOnStruCtGodambe’soptimalestimatorfortheparameterofinterestassum－  
tngthatthenuisanceparametersareknown・Then，USlngtheCLSestimator  
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andmomentestimatorsforthenuisanceparametersweproposetheestimated  

version ofGodambe’sopt．maJestimator．This newestimatorisexpressedin  

a cJosed form．Westudy the asymptotic behaviouroftheestimator・AIso，  

wecompare，Viasimulation，themeansquareerroroftheestimatorinvarious  

sltuations．  
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EliminationofThird－SeriesE鮎ctand  
De負ningPartialMeasuresofCausality  

YuzoHosoya  

了もんoh批乞里eγβ軸，∫eγ乙dα哀タββ－βタ作，ノ叩α几  

ABSTRACT Usingtheone－WayefFectextractionmethod，thispaperpresentsasetofpartial  

causalmeasureswhichrepresentsquantitativelytheinterdependencebetweenapairofvector－  

valuedprocessesinthepresenceofathirdprocess・Thosemeasuresaredefinedfbrstationary  

aswellasた）raClass ofnon－Stationarytime－Series．Incontras七toconventionalconditionlng  

methods，thepartialconceptdeBnedinthepaperwouldbemostlydevoidoffbedbackdistortion  

bythethirdprocess・Thepaperalsodiscussesstatisticalinf6renceontheproposedmeasures・  

Detectionofcausaldirectionsa．ndtheirextentamonga・SetOftimeseriesisoneofthemajor  

iI止erestsintime－Seriesa・nalysIS）a・ndtheliteraturehascenterdaroundthecausalityconcept  

Granger（1963，69）introducedasastatisticallytestablecriterionde6nedintermsofprediction  

improvementbasedonthea5SumPtionthatthecauseChronologlCallyprecedesthee鮎ctand  

thefuturedoescausethepast．Ifathird－Seriesinterventionis takenintoaccount，however，  

hisconceptisnotnecessarilywell－fbundedandisknowntoincursometimessuchphenomena  

asspuriousorindirectca・uSalityduetopossiblefbedbackwiththirdseries（seeGranger，1980；  

Hsia，0，1982forexa・汀1ple）・   

Tbcircumvent七hedifnculty，thispaperproposesanopera・tionalwayofdeBningthepartial  

causality betweenapalrOfprocessesbasedon theeliminationfrombothoftheprocesses  

onlyoftheone－Waye鮎ctduetothethirdprocess・Theproposedeliminationmethodwould  

preservetheinherentfbedbackstructureinthetwoprocessesconcerned・Bymeansofthis  

partialconcept，thepaperextendsthemeasuresgivenbyHosoya（1991a，97）七ocircumstances  

whereathird－Seriesispresent，introducingasetofpartialcausalmeasures・   

Thepaperisorganizedasfollows：Section2illustratesbyexampleshowconventionalthird－  

seriese鮎ct elimination methods donot per七ain tothecausalanalysISandincontrast how  

theeliminationmethodproposedinthispaperworks・Section3providesthebackgroundfor  

theconceptofone－WayeHectviatheSimsrepresentationofGranger，snoIトCausali七y・Section  

4shows how to construct the partialcausalmeasures between apalr Ofnon－determinis七ic  
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stationaryprocessesonthebasisoftheeliminationffomthispalrOftheone－Waye鮎ctbya  

thirdprocess・ThatsectionalsoextendsSims｝characterizationof七heGrangernon－CauSality  

tothecaseofa七hirdseriespresence（Theorem4・3）andalsoshowsthattheproposedpartial  

conceptavoids Hsiaoつsspuriouscausality（Theorem4・4）・Dealingwith aclassofpossibly  

nonstationaryreproducibleprocesses，Section5extendsthepartialcausa・1measurestothat  

classandexhibitshowtoconstructthosemeasuresinnonstationarycircumstances・Section6  

concludesthepaperbydiscussiononlarge－SamPleinferenceonthepartialmeasures・  
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フラクショナルARIMAモデルに関する統計理論  

一橋大学大学院経済学研究科  田中 勝人   

本稿の目的は，伝統的なARIMAモデルをフラクショナルARIMA（ARFIMA）モ  

デルに拡げた上で，「単位根問題」や「共和分分析」を考えることである．以下では，その  
ために必要な統計理論について基本的なことがらを述べることにする．  

時系列（仇）が，ARFIMA（p，d沌）モデル   

的＝（トエ「d¢‾1（エ）βけ）どt＝（トエ「dゆ（エ）どょ  
（1）  

に従うものとする・ここで，ゆ（エ）＝¢‾1（エ）βけ），ど亡～i．i．d．（0，J2）であり，4次までのモー  
メントをもつとする．このとき，次のような結果が成立する．  

標本平均  

（i）1dl＜1／2のとき（Hosking1996）   

rl／2‾d否→N（0，J2ゆ2（1）山2）  

ただし，   

山2＝Ⅴαγ（粛）（1））  

（2）  

［エ （（（トβ）d－トβ）d榊十王1（1－β）2ddβ］  r2（d＋1）   

r（1－2d）  

（2d＋1）r（1－d）r（1＋d）  

（ii）d≧1／2のとき（Tanaka1999）   

rl／2‾d否→N（0，J2ゆ2（1）K2）  

ただし，  

（3）   

上1（1－β）甑  K2＝Ⅴαγ（Ⅷ㌘∫）（1））＝  

1  

r2（d＋1）  

（2d＋1）r2（d十1）   

2次モーメント  

（i）－1／2＜d＜1／4のとき（Hannan1976）   

妄麦（ポーⅤ加（仇））→Normal  

（ii）d＝1／4のとき（Hosking1996）  

1 エ′。 ＿＿ 、＼  
∑（yぎーⅤαγ（仇））→Normal  

rlogr缶  
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（iii）1／4＜d＜1／2のとき（Rosenblatt1961）  

姦妾（yぎ功γ（仇））  

→Rosenblatt distribution  

（iv）1／2＜dのとき（ChanandWei1988，Liu1998，Tanaka1999）   

握顔）→£（瑚1）ル伽）2dま）  

最尤推定量（FoxandThqqu1986，LiandMcLeod1986，Dahlhaus1989，YAjima1989，  

Tanaka1999）   
誤差項の正規性のもとで，d＞－1／2なる任意の実数dに村して，そのMLE（ある  

いは，擬似MLE）を∂とするとき，次の結果が成り立つ．  

∨李（∂－d）→N（0，山‾2）  

ここで，  

山2＝打2／6－∂′n‾1∂， ∂＝（㍍1，…，Kp，Å1，…，入。）′   

ヾ‥＝⊂十 ・‥一二＝一さ－十  

であり，αブとわは，それぞれ，¢‾1（エ）とβ‾1（エ）の展開表現における〟の係数，また，  

nはパラメータ¢とβに対するフィッシャー情報行列である．   

検定統計量（Robinson1994，恥naka1999）   
検定問題  

月も：d＝do ガ1：d＜do  

に対する検定統計量として，   

み＝博吉毎／ゐ  

を考える・ただし，βは仇のもとで計算された残差に基づく自己相関，ムはdの最尤推  

定量の標準誤差の推定量である．みが小さいときに鞠を棄却する検定は，誤差項が正  
規ならば，適当な変換群のもとでもBIとなる・また，局所村立仮説且‥d＝d。＋c／、庁  
（cは固定された負の実定数）のもとで，  

み→N（c（〟，1）  

を得るので，漸近的局所検出力は，N（0，1）の分布関数町）を使って   

1imP（み＜－Zα1d＝do＋小斤）＝◎トzα一叫 r→00  

と表すことができる．  
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On馳actionalCoin七egration  

YbshihiroY瓦jima（UniversityofTbkyo）  

PeterM．Robinson（LondonSchoolofEconomics）  

1。恥actionallyIntegratedProcessesandcointegra七ion   

Let Xt，i＝0，土1，．．．，beap－dimensionalcovariancestationaryvector  

processandputXl＝（Xlt，…，X；土）′anditssp？Ctarldensitymatrixf（＾）is  

defined by 

f（＾）＝diag（（1－e‾i入）．da）C（e．i入）C（ei入）′diag（（1－ei入）‾da）／（2汀），  

whereMl／2≦da＜1／2（a＝1，‥．，P）andC（ei入）isapxpmatrix・   

DefinitionlIfCL（ei入）（a＝1，…，P）iscontinuousatÅ＝Oand  

G（1）≠0′，  

whereCL（ei入）betheathrowvectorofC（ei入），（端）iscalledstationary  

J（dl，‥・，ち）・  

Hereafterwe assumethat  

（1） dl＝ ＝dil＞屯＋1＝…＝di2＞…＞d伝1＋1＝・‥＝転，  

Wherel≦s≦p，1≦il＜i2＜…＜is＝P，andio＝0・  

LetXibeanI（dl，…，4p）processandβ＝（β1，P2，…，％）′beaI＞  

dimensionalvector．Nowweexpressβby  

β＝（β（1）′，…，β（β）′）′，  
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Whereβ（j）＝（βij＿1＋1，・・・，Pij）′（j＝1，・‥，S）isan（ij－ij－1）－dimensionalvec－  

tor，beingcon払rmedtothepartitionof（dl，‥・，4p）of（1）andalsopartition  

theoriginaltimeseriesXtintosubsetsofgroupsXtj）＝（端ト1＋1，t，・‥，Xij，t）′（j＝  

1，‥．，β）．   

Definiton2Ifthereexistsanonzerovectorβ（j）suchthatβ（j）／Xfj）is  

I（de）withde＜dij，thenwecal1Xicoin七egratedwithcointegratingvector  

β＝（0，…，0，β（J）′，0，…，0）′．   

2．DeterminationofCointegratingrank（Stationarycase）   

De£ntion2impliesthataprocedureofdeterminlngftactionalcointegrat－  

1ngrankshouldconsistoftwosteps．   

Firstwehavetopartitiontheorlglnaltimeseriesふintosubsetsofgroups  

Xij）（j＝1，．．．，S，1≦s≦p）sothat（1）holdsandeachcomponentprocess  

Xii（ij－1＋1≦a≦ij）ofX！j）isZ（dij）withthesamefractionaldi鮎rence  

Parameterdij・   

After端ispartitionedintosubsetsofgroupsXfj）sothat（1）holds，neXt  

wede七erminefractionalcointegratingrankofeachprocessXfj）（j＝1，…，S）．   

ⅥねapplyacloslngteStingmethodfbranalysISOfvariancewithasuitable  

modi丘cationtopartitiontheorlglnalproc缶Sintosubsetsofgroupswiththe  

Same丘・aCtionaldi鮎renceparameter．   

Nextweestimate七herankofthespec七raldensitymatrixatzerofrequency  

Whichisequal七othatofcointegratingrankbyuslngtheperiodogramsin七he  

Vicinityofit．  
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MartingaleExpansionandConditionalMixlng  

吉田朋広  

東京大学大学院数理科学研究科＊  

平成11年12月1－3日，東大数理  

（1）一般にジャンプのあるマルチンゲールに対する2次の漸近展開について  

まず議論した．マルチンゲールのなめらかな関数との合成の期待値の展開につ  

いてはMyklandの1992，1993，1995年の論文がある．Mykland  

はスカラハドの埋蔵の方法により，狭義の確率解析，つまり伊藤－Meyer解  
析によってその結果を得た．いっぽう，統計学では検定，区間推定，赤平一  

竹内－Pfanzaglの集中確率による推定量の高次漸近有効性，プレトストラッ  

プ法に関する諸問題などを考えれば明らかなように，分布自信の漸近展開も  
重要である．そのためには分布の滑らかさの議論が本質的となり，独立観測  

の場合には，一つの十分条件として，Cram6r条件がよく用いられる．確率過  

程においても事情は同じで，Cram占r条件をたとえばマリアヴァン共分散行列  

の非退化性の条件で置き換え分布の漸近展開を得ることができる．中心極限  
定理の精密化としてマルチンゲールに対して漸近展開を与えたが，この方法  

は極限が無限分解可能分布になる場合にも拡張できる．発表においては以前  
得たジャンプ型のマルチンゲールの場合を話した．   

新しい応用として，強従属性をもつ説明変数への確率過程の回帰モデルに  

おいて回帰係数の推定量が2次項（この場合次数を規定するものは1／2およ  

びフラクショナルな指数なので，何が「2次」かはそれほど明らかではない  

が）において非中心極限が現れることを示した．漸近展開式は2次項の消滅  

＊153－8914 東京都目黒区駒場3－8－1  
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によって一見Berry－Esseen型の評価のように見えるが，そのオーダーは一般  

にn－1／2ではないので，この意味で通常よく知られているBerry－Esseenのバ  
ウンドとは異なる．もっとも，マルチンゲールに対してはそのオーダーが一  

般に陀‾1／2とはならないことは知られているが，この例では2次項の消滅ま  
で言えているので，これは漸近展開によってわかることである．   

（2）マルチンゲールの漸近展開は「大域的な」方法で，マルコフ性（あるいは  
その類似の性質）がある場合はミキシングに基づくのが漸近展開を導くには  

効果的である．（もっとも，拡散係数の推定のように自明なミキシング構造が  
ない場合でもマルチンゲールの方法が役立つことがあるので，これはマルチ  

ンゲールの方法を否定するものではなく，むしろ両者は補完的である．）はじ  
めに考えた強従属性のある回帰モデルでは，ノイズ項は弱従属性をもつ（と  
仮定している）が，デザインの強従属性によって従来の漸近展開の一般論を  
適用することはできない．既存の一般論では全体的なミキシング条件を仮定  

するので，キュムラントの収束オーダーは陀‾た／2（た∈Z．）となり，漸近展開  
の各項はエルミート関数で表現され これは現れる多変量確率変数の漸近正  

規性を反映している．いっぽう，先の例では，分散項において一般に非正規  
性が現れ得る 
．  一つの見方として，ノイズ項に対する通常の漸近展開に説明変数のフラク  
ショナルな展開が巻き付くと思えるが，その表現として条件付きミキシング  
条件を考え，そのもとで，汎関数に対する分布の漸近展開を与えた．連続時  
間も扱うために非退化性はMalliavin共分散の非退化性で与え，条件付きミキ  
シング条件＋条件付きe－マルコフ過程の汎関数にたいしてG6tze－Hippの理論  
を拡張した．  
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SEQUENTIAIJESTIMATIONFORAFUNCTIONALOFTHE  

SPECTRAL DENSITY OFA GAUSSIAN STATIONARYPROCESS  

大阪大学・基礎工塩浜敬之・谷口正信  

1 SequentialProcedures   

Let（Xi；t＝0，士1，・・．）beaGaussianstatioIlaryPrOCeSSwithmeanzero，SPeCtral  

densityf（入）andcovariancefunctionr（l）＝EXi＋lXt・Wesuppose∑芸＿∞剛r（l）l＜∞・  

Consideranintegralfunctionaloff（Å）ofO＝J：打4，（l）f（入）d入，Where¢（入）isagiven  

COntinuousandsymmetricfunctiononト7r，7r］．Theproposedseqtlentialpointestimator  

isbasedoIl∂n＝J：町4，（l）In（入）d入，WhereLl（入）istheperiodogramofn－COnSeCutive  

Observationsfromtheprocessconcerned・Givennconsecutiveobservations，WeWislltO  

estimateObyOr”Subjecttothelossfunction，  

上m＝α娩－β）2＋c花， α＞0，C＞0，  

Wherecdenotesthecostperobservation．Theriskiswrittenas  

軋＝且⊥m ＝ 乃‾1α叫J）＋叩＋0（”′‾2）．  

wllel、e  

（1・1）  

（1■2）  

．上ニ  ¢（入）2J（入）2d入  1町′）＝4汀  （1・3）  

If甘（f）isknowll，（1・2）isapproximatelyminimizedbythebest負Ⅹedsamplesizeproce－  

duIte（BFSP）  

Tl。○ごぐ ‾1／2α1／2叫J）1／2  （1．4）  

WithminimulTlrisk Rn。＝±2cno・However，itisoften thatせ（f）is ullknown．Inthis  

CaSe，nO Ca・nllOt beusedand thereisnofixed samplesizeprocedurethat acllievesthe  

minimumrisk・ThusweuseasequelltiarlprocedurefbrchooslngaSamplesizewhoserisk  
WillbeclosetoRn。壬brsmallc・   

Let mbeapredetermineda・nd免Ⅹedinitialsamplesize，andhbeanarbitraryglVen  

positiveconstallt・Inviewof（1・4）wedefinethefbllowingstoppingruleN，  

〃＝iIl中≧m：乃≧c‾1′2α1′2［軋（J）1′2＋巧〉，  （1・5）  

where岳n（f）isanappropriateestimatorofg（f）．Todescribetheasymptoticsofgn（f） ノヽ   

WeneedthefbllowlngaSSumPtion・   

Assumptionl・（i）Thereexistsp∈（0，1）suchthatthecovariancefunctionof（Xi）  

satisfies  

r（ブ）＝0（βけり．  （1．6）   
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（ii）Theweightfunction¢（入）isexpressedas  

州＝去仰献，  
た＝－CO   

Where17（k）isaknownfunctionandsa・tisfies  

榊）＝0（β困），払rsomeβ∈（0，1）．  

（1．7）  

（1・8）   

Let（hn）＝［（logn）1＋q］，q∈（0，1）where［x］isthegreatestintegerlessthanorequal  

to∬．Then  

舟んm→O andんれ／（花占）→O fbrall∂＞0．   

FromAssumptionl，itisnaturaltoestimateせ（f）by  

金川＝（去）3∑∑∑抽）蟻）                     l謝≦ん 

nl謝≦んnl村≦んm  

Xり（た1）り（一力一J2－た1）  

whereテれ（り＝ま∑霊右耳叫．   

TheproposedsequentialpointestimationofOisON anditsriskis  

恥＝α且（恥－β）2＋ビガ凡  

（1．9）  

（1・10）  

（1．11）  

2 Main ResⅦlts  

THEOREMl 叫脾臓用血A捌明画㈹J加地．mer之αβC→0，  

〃／柁0→1仇β．，  

且トⅣ／陀0－1l→0   

α乃d  

点Ⅳ／点m。→1・  （2・3）  

T月EOREM2乙玩derAββ祝m〆わ乃J，  

√面（∂〃－♂）丁呵0，町）），α…→0・  
（2・4）   
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準モンテカルロ法と加重サンプリングのハイブリッドbシミュレーション  
ー数理ファイナンスへの応用を中心に－＊  

白川浩   野口理  
東京工業大学 三和銀行  

1 はじめに   

高次元の数値積分においては，従来，準モンテカルロ法は収束性が遅く，擬似乱数に基づくモンテカ  

！Llロ法．与りや準琴軍で牢9，と予想されていた・ところが最近になってNinomiyaandTezuka［2］，Paskov  
田村・白川［3］等の研究によって，あるクラスのgoて〟－d豆βCγepαmCy列を用いた準モンテカルロ ” W
H
法
 
 

で
 
 
 

ま，高次元の積分を効率的に数値計算可能なことが実証されている．一方これらの高次元積分  
の計算法が，シミュレーションの代表的な収束性改善策である分散減少法において，どのような影  

響があるのかは，従来，注目されていなかった・そこで本研究では，田村・白川［3】によって提案され  
た準モンテカルロ法に，連続確率過程における代表的な分散減少法である加重サンプリングを併用  

した場合の収束性について，金利派生証券の評価をもとに数値実験により検証した．結果として，準  
モンテカルロ法においても，加重サンプリング法により安定的な分散減少が達成できることを確認  

できた．  

2 加重サンプリング法   

ここでは確率測度変換を利用した分散減少法である，加重サンプリング法について述べる．X＝  

（Ⅹ＝（Xり，…，ズ巾）T；0≦壬≦r）を，以下のマルコフ型確率微分方程式に従うd次元上の拡散過  
程とする．  

Tn  

dズ£ ＝α（ま，ズ‡）dけ∑bゴ（f，ズt）d勒，±，Ⅹ0＝£  
ゴ＝1  

（2・1）   

ここでⅣ土＝（Ⅳ1，わ…，Ⅳ叫）rは，元々のフィルタ付けられた確率空間（n，（為；0≦f≦r），P）  
上でのm次元ウイナー過程を表すものとする．この確率過程に対して，以下の条件付き期待値を定  
義する．  

坤，Ⅹ）＝且［タ（Ⅹ州Ⅹ土＝Ⅹ］  （2．2）  
以降の目的は，時点0でのタ（ブ存）の期待値祝（0，∬）を，できるだけ安定的に推定することである．そ  

こで，次の月αdoγl－Ⅳ壱た0如γ乃微分prによって，元々の確率測度Pを，それと同値な確率測度卓へ  
確率測度変換する．   

＝打＝eXp 
仁喜真上r絢ま一差か（廟｝f〉・（2・3）  

ここでⅩ土は，以下のマルコフ型確率微分方程式に従う確率過程である．  
m  

d鬼±＝α（ま，鬼£）dけ∑む鵡鬼t）（d勒，f＋榊，東亡）叫，曳0＝㌶・  
j＝1  

（2・4）   

なおdJ（ちⅩ），ゴ＝1，…，mは後述するように，可0，Ⅹ）を安定的に推定可能とする関数を選ぶ・ギル  

サノフの定理により，新しい確率測度卓のもとでは，呵，亡＝勒，ま＋ぷ句（β，曳β）dβ，ゴ＝1，‥・，m  
は，（n，（苫；0≦ま≦r），卓）上でのm次元ウイナー過程となる．したがって，  

軸（Ⅹ州Ⅹ0＝Ⅹ］＝軸（東州史0＝Ⅹ〕＝j粕（東r）押l文0＝Ⅹ］  （2．5）  

となる瀾し旦・］は，卓のもとでの期待値を表す・従って（2・5）を評価するには，元々の確率測度P  
のもとでタ（Ⅹr）仰の期待値を推定すればよく，加重サンプリング法ではこの推定量の分散をでき  
るだけ減少させるべく，関数毎（壬，Ⅹ），ゴ＝1，…，mを決定する・   

＊本研究は，野口氏が東京工業大学・修士課程在学中に行ったものであり，三和銀行の公式な見解を反映す  

るものではない  
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3 最適な加重サンプリング法の設計  
ここでは条件付期待値坤，Ⅹ）が解析的に求められる場合には，関数可（壬，Ⅹ），ノ＝1，…，mを適  
切に選ぶことにより推定量g（文r）仰の分散を0にでき争ことを示す・まずPのもとでのⅩ上の分  

布は才のもきでの文士の分布と－致するので，咄Ⅹ）＝軸（史州東0＝Ⅹ］が成立する・したがって  
u（まっⅩ土）のPのもとでのマルチンゲール性より，  

た1j＝1  
dm      叫烏）＝∑∑拙文濃弼ゴ  

dγ丁と  

豆＝1j＝1  た1J＝1   dm．1        ＝∑∑刷，曳棚，史楊糾∑∑刷烏濃弼，ゴ，  
となる．さらに伊藤の補題より  

仙女加七】＝差〈妾β£（刷7鴫一 
雨）締））鞘，J〉（3・6）  

となるので，  
d  

鞘弼＝孟蓬拙Ⅹ）芸  （3・7）  

と決定す町銅（文r）pr＝岬，東r）押＝可0，Ⅹ）となり，推定量タ（史r）仰のPのもとでの分散を  
0とできる・ただし，この最適な関数d言（ま，Ⅹ）を導出するには，条件付期待値坤，Ⅹ）の陽な解が必要  

であり，これは元々推定したい関数値に他ならない・したがって実際の加重サンプリングでは，陽に  

その条件付分布の導出できる確率過程東±を考え，それを利用して近似的な条件付期待値坤，X）を  
計算することになる・具体的には，準最適な関数dブ拓Ⅹ）を  

ら誹Ⅹ）  
帥x）＝孟・呂 

（3・8）  

と設定すればよい．  

4 終わりに  

本研究では，準モンテカルロ法と加重サンプリング法を併用したハイブリッド・シミュレーショ  
ン法を用いて金融派生商品を評価した．その結果，加重サンプリング法は近似に基づくパラメータ  
関数を利用した場合でも十分効果を発揮することが分かった．特に準モンテカルロ法と併用した場  
合には，十分実用的な収束性を得られた．さらにパラメータ関数を上手く近似すれば制御変数法と  
同程度の収束性が達成可能である．  

参考文献  

［1］P・E・Kloeden and E・Platen，NumericalSolution ofStochastic D亘脾rentialEquaiion＄，  
Springer－VerlagPress・  

［2］S・NinomiyaandS・Tezuka・乃wardReal－TimePricingqfComplexFinancialDerivatives，  
Appl・Math・Finance，3：l－20，1996・  

［3］田村軌白川浩「－般化凡uγe列による準乱数とそのオプションヘの応用」，ジャフイー  
ジャー ナル掲載予定，1999．  
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EstimationofRelationshipbetweentheReturnVblatility  

andTradingVblume：theCaseofTOPIX  

佃 良 彦   （東北大学大学院経済学研究科）  

島田 淳二  （東北大学大学院経済学研究科博士課程院生）  

1．目的   

近年、金融資産価格変動を分析するために非線形時系列モデルが適用され、一定の成功  

を収めている。Engle（1982）に始まる条件付分散変動時系列モデルとその一般化モデル  

はこの分野の標準的な分析ツールとなっている。しかし、ARCH型モデルは資産収益率の当  

期分散が過去の収益率の決定論的関数となっているために、分散変動を規定する背後にあ  

る要因を知ることができない構造となっている。   

市場ミクロ構造の経済理論的分析の立場からは、市場へ流入する新情報が価格変動の要  

因と考えて、情報流入の価格変動への効果を分析している（Glosten and Milgrom  

（1985））。他方、これまでの多くの実証分析は、収益率変動と取引量に正の相関が存在する  

事を示している。   

本報告では、And．ersen（1994，1996）にしたがって、市場へ流入する情報が市場取引を発  

生させ、価格変動と取引量を同時に変化させると考えて1つの統計モデルを提示する。こ  

のモデルは非線形時系列モデルであるが、ARCH型モデルとは異なって、確率的ボラティリ  

ティー（stochastic volatility）モデルに分類され、改良した分布混合仮説（Mixture of  

Distribution hypothesis＝MDH）に属する。次に、この改良型MDHを日本の株価指数  

（TOPI‡）と取引量の分析に適用する。  

2．改良型MDHモデル   

対象とする資産価格のt期における（連続複利）収益率をR．、取引量をⅤ．、市場への情  

報流入量（観測不可能）をⅩ．とする。情報量Ⅹ．を所与とする収益率の条件付き分布は   

R．川．～ N（0，Ⅹ．）  （1）  

また取引量の条件付き分布は   

Ⅴ、恍、～ Po（mo叫Kl）  （2）  

と表されるものとする。ここで、Po（・）はポアソン分布をしめす。t期に市場に流入する  

情報は確率過程   

K．∽＝ニ山＋ βK卜1け2＋αⅩ．＿lけ2u．  （3）  

に従うとする。ただし、α、β≧0、餌＞0、u．～i．i．d（1，ロ。2）、かつul＞0。この  

とき、収益率の過程はStochasticAutoRegressive Vblatility（SARV）モデルとよばれる。  

（1）と（3）はGARCH（1，1）モデルの拡張と解釈できる。  

3．データと推定結果   

われわれは、Hansen（1982）とNewayandWest（1987）による一般化モーメント法（GMM）  

を用いてモデルの未知パラメータ（8）を推定する。GMMは適切に選択した標本モーメント  

をMT（0）、それに対応する母集団モ｝メントをA（0）、加重行列をrT（0）として、最小化問題   

min。（A（0）－MT（0））’rT（0）‾1（A（0）－MT（0））  （4）  

の解として得られる。   

使用するデータは1984年1月4日から1999年8月末までのTOPI‡日次収益率と  

日次取引株数である。表1は基本統計量を示している。表2は推定結果を示す。推定され  

たモデルは  

Vt恍．～ 0．024Po（35．8＋7．O Et）  

Kll／2＝0・083十0・634Ⅹl＿】け2＋0・28Ⅹl－Ⅰけ2ul  
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と表される。我々の実証分析によると、カイ2乗適合度検定は改良型MDHモデルを棄却す  

る。米国株式市場には適合するモデルが日本株式市場には十分に適合しない理由の一つと  

して、米国のデータと異なり日本のデータでは収益率の変動と取引量との間に正の相関が  

存在するだけでなく、収益率そのものと取引量との間に正の相関が存在することが考えら  

れる。今後、MDHモデルをこの方向に拡張することが必要となろう。  

Tablel．SummaryStatisticsforReturnsandVolumes  

Note：＊indicatessignificanceatthe5％leve（．Numberofobservationis5701．  

TabIe2．Estimates ofthe Model  

Note：（●）denotes thestandarderrorsofestimates．The x2－teStfbrGoodness－Of－Fit（Hansen（1982）  

hasthe6degreesoffreedomsincethereare13momentrestrictionsand7freeparameters・   

【・】denotesthep－Valueofthe x2－teStforGoodness－Of－Fit．  
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ANEWCONTROLVARiATEESTiMjUORFORANASIANOPTION  

by   

KenjiKamizono♯・，TakeakiKariya抽，ReginaY．Liu†，andTeruONaka七8uma‡  

March 1999 

Abs七rac七  

Thereexis七severalestimatorsforvaluingtheAsianop七ionontheari七hmeticmean・Among  

al1vaAria・nCereduc七ione＄timator8ItheonewiththecontroIva・ria・tederivedftomthegeo－  

metricmea・nha8beenshownbyBoyle，Broa・dieandGlasserman（1997）七operformbes七so  

fir．Inthispaper，aneWimprovedcontroIvaria．teestimatorfbrthi8七ypeofAsianop七ion  

iBPrOpO＄edandinvestiga・ted・Simulationresult8COnRrmthati七doesperformbe七terthan  

thecontroIvaria．tederivedftomthegeometricmean．Theimprovement becomes more  

signiRcanta占thevola・tilityincrea占eSa・nd／oraBthe七imetoexpira・tionlengthen8・  
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㌻m扇1：ke可i◎matb．colu皿bia・edu  

… IBJ－DL F血dalTe血0logy Co・7Ltd・，Ohtem血il－5－1，Chiyoda－kuf TbkyolOO－00Q4）Japan；  

むm扇1：k扇ya◎血亡ec．or■Jp  

†Depar七menも。f Sba由血戦 H皿Cen叫R呵耶U血由ty，Piscabaway，NJO8855，USA；   

かm誠：班u◎sta亡．mbgers・血  

‡b抽山e。fE。。n。mi。Re5ear血，m亡。t5uba血U血，e感触二仇血ta血，恥ぬ0186一朗03，Japan；   

かm扇1：CrOO387⑳訂Y．CC．出t－n．aC・Jp  

－343－   



1．In七rodue七ion   

Severalva．riancereduc七ionmethod88uChaBthea．ntitheticvariate（AV）method，thecontroI  

varia．te（CV）nethod，a・ndthemomentma・tChing（MM）methodhaNebeenproposedfbr  

Valuingderivative5・Withanextensiveoverview，Boyle，Broa・diea・ndGlas8ema・n（1997）  

（shortenedaBBBGhencefbrth）comparedtheperfbrmancesofthesevaria・nCereduction  

methodstotha七ofthetra・ditionalMonteCarlo（MC）method．A皿OngOtherfindings，  

they8howedbysi皿ula七ionthattheCVmethodisthemoste伍cien七forvaluinganAsia・n  

calloption，CA・Thisisdeducedffomtheob8erVationtha・tthe8a・mplevarianCeunderCV  

methodisthesmal1e＄七amongthefoursamplevariancesshowninTa．ble20fBBG．The  

Asiancal1isdi氏cul七tovalueanalytical1yinpra．ctice．TheCVmethodconsideredinBBG  

is七oimproveupon七heMCestima・tOr（MCE）fortheAsia・nCal1bychoosingtheanaly七ical  

va．ria．teofthecallonthegeome七ricmea．n，CL，aSthecontroIvariate（seeTumbulla．nd  

Wikema．n（1991）fbra・Closed一触msolutionforthisprice）・Thi8Ca・1lonthegeome七ricmea・n  

yieldsa・fbrmula・8imi1aJtOtheBla・Ck－ScholesformulafbrtheEuropeancal1Ia・ndthu8Ca・nbe  

computedforeachvola・七ility）interes七ra・tea・ndtimetoexpira・七ion■Mos七relevantrefむences  

are払undi皿BBG．   

Inthispa，per，WeprOpOSea・neWOp七i皿alCVes七ima・tOr（CVE）for七heAsia・nCa・11・W占  

show7byboththeoreticala・rgument8aAdsimula・tion resul七S7thatitisunihr皿1y better  

tha．ntheCVestimatortrea．tedinBBG．Ourestima．torismotiva．tedbythef瓦c七，  

Cl＜C≠ atti皿eT， andhence Cl＜（音 attimeO・（1■1）   

HereClindicatesthevalueofthecal1Coftype十a．ttimet，andTisthetimeofexpiration・  

Inotherwords，thevalueC甘ofthecallonthegeometricmeana．tOgivesa・lowerbound  

fbrthevalueC＃oftheAsiancal1atO．HenceweemployanadditionalvariateCUsuch  

tha七Ci＜C手＜Cg，andusetwocon七roIvariatesCLandCUtoimproveuponthe  

CVEwithCLalone・Ⅵ毎showtha・tuSing七WOCOntrOIva．riatesCLandCUismuchbetter  

thanusingCLalone・TheperhrmanCeOfanes七imatorismeasuredhereintermsofits  

sa・mplestandarddevia・tion・Thesmal1ersta・nda・rddeviationofa・neStimatorimpliesmore  

stabilityandcredibi止tyofthees七imatorundereachsimulationrun・W占observe七hat  
theimprovementofoures七imatorisfarmore81gnificantforcertainvaluesofthetimeto  

expirationT，VOla七ilityqandmoneynessSo／K．Fur七her，forcomparison，WeCOnSidera・  

suboptimalCVEwithCUaloneandtheCVEwiththeoptimalcombinationofCLand  
CUaBa．COntrOIvaria．tees七ima・tOr．Thelatterisbet七ertha．ntheCVEwithCLalone7While  

thefbrmerdoesno七neces8ari1youtperformit．  

ー344－   



金利オプション市場におけるボラティリティスマイル  

ーインプライド分布の歪み、尖りによる解明  

興銀第一フィナンシャルテクノロジー（株）  

石田 友利子、王 京穂  

1．背柴と概要   

標準的な市場モデルとして広域的に使用されているブラックショールズモデルにおいては、原資産が対数正規過程に  

従うと仮定している。市場においてこの仮定が成立しているならば、インプライドボラティリティはストライクに依ら  

ず一定であるはずである。しかし、実際の市場においては、相対市場、上場市場ともに、インプライドボラティリティ  

がストライクによって異なる現象が観測される。これを、インプライドボラティリティのスマイルと呼ぶ。スマイルに  

ついては、株式オプション市場、通貨オプション市場を中心に、かねてから重要なテーマとして研究されて来ている。  

現在、特に欧米を中心に金利オプション市場におけるスマイルヘの関心が高まったのを背景に、我々は金利オプション  

市場におけるインプライドボラティリティのスマイルについて研究した。   

スマイルの解釈には①瞬間的な原資産の変動が対数正規分布から外れているとするもの、②各時点における瞬間的  

な原資産の変動は対数正規分布に従っているが、その累積分布が対数正規分布にならないとするもの、など様々な議論  

が存在する。今臥 我々は②の観点に立ち、インプライドボラティリティのスマイル（もしくは市場価格）から得られ  

るリスク中立確率のもとでの累積分布（これをインプライド分布と呼ぶ）が対数正規分布にならないと考えて、モディ  

ファイド・ブラックショールズモデルを拡張した。  

2．モディファイド・ブラックモデルの拡張   

モディファイド・ブラックモデルは、金利オプションを評価する標準的な市場モデルとして、今日、学者から実務家  

まで広域的に使用されている。ここでは、原資産金利が対数正規過程に従うと仮定されているが、我々は、このモデル  

を金利オプション市場から得られるインプライド分布を反映させて、拡張する。具体的に、インプライド分布として着  

目するのは原資産金利の収益率を対数かつ基準化したもの、すなわち  

1・音r  

叫F  

が従う分布である。この確率変数のキュムラントを打とすると、インプライド分布の分布関数叫）は標準正規分布の  

分布関数◎いを用いて、次のようにEDGEWOm展開される。ここで力．帥まf次エルミート多項式である。  

榊呵鮮碧・鮮碧卜欄  
刷＝吾小）  

刷刷・九5♭）  

砧去刷十笠刷＋孟力8♭）  

呵紳十箸 憧卜帖藷仙嘉刷   
このインプライド分布の分布関数を用いて、モディファイド・ブラックモデルは次のように拡張される。  

c甲ね巾，Ⅹ，α）王ちk。Iyわ1ト椚巾2月  
伽「ね巾，g，J）；ちk叶d2ト⊥。叶dl）］  

しかし、実際の市場からはインプライド分布は不明瞭であるため、このモデルによる時価評価は実務上難しい。  

ゆえに、これをより扱い易い「歪み∫加り と「尖りかど」を用いた形へ近似することとした。近似方法は、  

帖帖‡豊中勅刷璃錮㈱両））  
である。ここで  
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血加≡正w匝卜血（¢）＝血イ可－0  

此r上覧加匝）－如（㊥）；加（可一3  

とすると、次のように、実務上有益な歪みと尖りを調整したモディファイド・ブラックモデルヘ拡張することが出来る。  

旬血匝，ぷ，α）＝C呼血匝，だ，α●）  

跡呵櫻瞞櫻呵］  
肋勅）  

＋梱碧しd2●』加・碧し叫－∫0（碧しdlも加・碧しdl呵］  
●2  

＋r   
2  

d2 ＝  
J●斤  

但し、α事由た押出rfは市場価格からか」プレートされる。  

3．数億嶺蘭例   

金利キャップ／フロアー市場を用いて、このモデルの市場価格体系への適合性を検証した。具体的なパラメータ  

α■山鳥w△た〟のカリブレーションの方法については多くの議論が想定されるが、今回は、フォワードボラティリティマ  

トt」ックスに着目し、高次ニュートン法を用いて、キャップレット／フロアーレットの満期毎にカリブレートした。   

この結果、金利キャップ市場についてはカリブレートされたα●山鳥w此r′は満期に依らず、比較的安定的であるが、  

金利フロアー市場についてはカリブレいトされた心血A加は同キャップ市場に比べてあまり安定的ではないことがわ  

かった。（α－は安定的。）この原因としては、フロアーはキャップと比較して流動性が低く市場に厚みがないことが挙げ  

られる。しかし、全体的なこのモデルの市場価格体系への適合性は、平均誤差、最大誤差のレベル、さらに、僅かなパ  

ラメータで市場価格を表現出来ることから、かなり優れていることがわかった。  

4．まとめ   

我々は、インプライド分布の歪みと尖りを反映するように、モディファイド・ブラックモデルを拡張した。このモデ  

ルはカリブレーションの方法（①採用するボラティリティの種類（アベレージ／フォワード）、②ボラティリティの補間  

方法、③ボラティリティの選別方法、など）により多くの変形が得られ その用途は多岐に渡る。これらを明確に判断  

し応用すれば、プレ岬ン商品につき市場のインプライドボラティリティスマイルを反映した正確かつ整合的なプライシ  

ングが可能となる。   

また、このモデルにより得られたインプライド分布の歪みと尖りをモンテカルロ法やラティス法などの数値解法へ導  

入することを可能とし、これによってエキゾチック商品についてもプレーン商品と整合的なプライシングが出来るよう  

になった。  
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