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OntheadmissibilityfortheMLEundersquarederror  
lossin ceI・七ain discrete distribu七ion model  

関東学院大経済 布能美一郎  

Summary Fbrestimationproblems，aninterestingquestioniswhetherthemaxlmum  

likelihoodestlmator（MLE）isadmiぉibleornotundersquarederrorloss・Itissomewhat  

Surprisingthatinmanysit11ationstheadm誌sibilityoftheMLEisstillanopenquestion．The  

almofthisreseardlistostlldytheadmissibilityoftheMIEforcertaindiscreteprobabihty  

problems・Severalyearsago，theauthorofthispapcrprovedthetheorem（Theoreml）which  

showedtheadmisibilityoftheMIEundersquarederrorlosswhenP（xIO）∝（ト0）a（〇）ob（3）  

whereO＜0＜1．ThispaperpresentsaneXtendedtheoremoftheaboveresult．   

1・Preparation Throughoutofthispaper，WeaSSumethefo1lowing：  

（1）SamplespaceXiscountabk・（2）Parameterspaceeis［0，1］．（3）LossfunctionL（0，6（x））  

issquarederror・（4）Fbreach霊∈X，thereexistsatleastoneO∈OsuchthatP（可0）＞0・   

TheoremlAssumethediscreteprobabihtydistributionisgivenbyP（xlO）＝C（x）（1p  

O）a（：）ob（ェ），β∈e＝［0，1］wherenon－negativeintegersa（x），b（x）satisfy（1）Thereexists  

X．∈Xthatsatisfiesa（x．）＝0，b（x．）＞O andc（x．）＝1，（2）Thcreexistsが∈Xthat  

泌ti5丘esα（が）＞0，叫ご．）＝0肌d c（が）＝1・Tben，β〟ムβ（∬）＝わ（∬）／（α（諾）＋叫エ））』  

admissible．   

2・Main result Considerthefo1lwingdiscreteprobabihtymodel＝ P（X＝XfO）＝  

c（0，X）（1－0）a（霊）ob（T），0∈e＝［0，l］where a（T），b（x）arenon，negativcintegersandthe  

funCtionc（0，X）≧OcanbedividedbyneitherOnorl－0．De丘ne X（a）＝（x∈Xla（x）＞  

0肌れ申）＝0），∬（り＝（∬∈∬tα（訂）＝0αれdわ（∬）＞0），∬（c）＝（霊∈∬lα（∬）＞  

0 肌d 叫∬）＞0，C（β，ご）＝C（茸））・  

Weassumethattheaboveprobabilitymodelsatisfi拐thefo1lowlngtWOCOnditions：   

ConditionlFbral1x∈X（a），P（3＝lO）＝C（0，X）（ト0）a（ご）ismaximizedwhen  

βニ0．   

Condition2 Fbrallx∈X（b），P（x［0）＝C（0，X）Ob（正）ismaximiEedwhenO＝1．  

Undertheseconditions，theMLEofOisOMLE（x）＝b（x）／（a（x）＋b（x））・   

Theorem2 Considertheprobabilitymodeldiscribedinthissection．Assume X（a）≠¢，  

坤）≠仇 ∬＝∬（α）∪坤）∪叫c），軋（β）＝∑ェ∈叫）C（β，項1－β）α（ェ）and項β）＝  

∑。。X（b）C（0，X）Ob（2）arepolynomialsofOinfinitedegree，and4・a（0）＝4・b（1）＝1・Then，  

OMLE（x）isadmiぉible・  
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les wもpresen七severalexampleswhoseadmissibilitycaIlbeprovedbyTheo・  

rem2areglVen・AdmissibilityoftheMIEintheseexamplescannOtbeshownbyTheorem  
l．   

Examplel Letkbethekncwnpositiveinteger・  

〈 

1一βト1if∬＝－1，  

（1－β）瑚 汀∬＝0，1，…・  
P（ェ岬）＝  

Inthisprobabilitymodel，X＝（－1，0，l，2，・・・）andtheMLEofOis  

正芳＝－1，  
♂〟ム且（∬）＝  

た／（∬＋た）迂霊＝0，1，2，…．  

Example 2 

†  

（1－β）れ＋m叫1－の几‾1 if∬＝0，  

（：）町－β）…   汀諾＝2，3，…，m－2，  

れ肝‾1（1－β）＋βれ  迂エ＝乱  

P（諾岬）＝  

Inthisprobabnitymodel，X＝（0，2，3，・・．，n－2，n）and OMLE（x）＝X／n・   

Example3  

（打≡‾1 
）町ザ   迂ご＝0，1，…，几－1，  

汀∬＝れ・  

岩（叫き－1）叫ザ・鳥－1－t t＝ニ0  

P（ズ＝エ岬）＝  

Inthisprobabuitymodel，X＝（0，1，2，・・・，n－1，n）andtheMLEofOis  

た〃∬＋可ih＝0，1，2，…，几一1，  
♂〟ムβ（∬）＝  

正諾＝れ．  

Example 4 

†  

（1－β）エβif∬＝0，1，2，．‥，2m，  

P（ェ岬）＝  

（1－β）ニ   

2－β  
ifヱ＝2m＋1，2m＋2．  

Inthisprobabnitymodel，X＝（0，1，…，2m，2m＋1，2m＋2）andtheMLEof  

β誌  

＝二三二＝ 

‡  

迂霊＝0，1，2，…，2m，  

正〇＝2m＋1，2m＋2．  
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DeficiencyoflimitofBayesestimateswithrespectto  
U－StatisticsandV－Statistics（ofdegreetwo）  

野町俊文（都城高専）、大和 元（鹿児島大学・理学部）  

ノンパラメトリックベイズ推測において、托rguson（1973）は、分布関数、平均、メディアン、分  

位点、分散と共分散、Ⅹ≦Yの確率等について、Dirichletプロセスを事前分布とするベイズ推定量  

を与えた。さらに、Dirichletプロセスのパラメータを0に近づけたとき、ノンベイズ的立場から扱  

うことができるベイズ推定量の極限も与えた。一方、Dirichletプロセスに基づくランダム汎関数の  

期待値は、大和（1977）によって、Ferguson（1973）とAntoniak（1974）の結果を用いて求められて  

いる。その応用として、任意の次数の推定可能な母数0について、Dirichletプロセスを事前分布と  

する、2乗誤差損失によるベイズ推定量と、そのベイズ推定量の極限は、与えられている。この推定  

量を便宜的にエβ統計量と呼ぶことにする。さらに、固定した分布からの大きされの標本に基づい  

て、最小分散不偏推定量である打続計量とエβ統計量の差の2乗平均が、0（炉2）であることが示さ  

れている。他方、我々（toappear）は、Sethuraman（1994）の構成法によるDirichletプロセスを用  

いてランダム汎関数の期待値をもとめている。また、カーネルの次数が2である場合、その2つの推  

定量ムβ統計量とび統計量の差の2栗平均を求め、さらに、エβ統計量の平均2乗誤差（MSE）、打  

統計量の分散、Ⅴ統計量のMSEを求め、それらの差を求めている。   

ところで、推定量の比較の方法として、漸近相対効率を求める方法がある。しかし、これらの推定  

量に対して、退化する場合（Example4）を除くと、1である。そこで、漸近deficiency（Hodgesand  

Lehmann1970）を用いて、カーネルの次数が2である場合について比較する。   

漸近deficiency：ある推定量のクラスに属していて、標本数nとknに基づく推定量をそれ  

ぞれ毎軋とするとき、∂れと軋とが何らかの意味において、同等になるようにたmを定め、  

d＝limn→∞（kn－n）が存在するときdを6nに対する軋の漸近deficiencyという。（赤平1981）。   

漸近denciencyに関して次の定理が成り立つ。   

Theorem（Lehmann1983；p・350）推定量6n，6芸nのリスク（Rin）が、それぞれ  

兄玩＝芸＋嘉・0（孟）乞＝1，2  

であるとき、漸近de丘ciencyは、次のようになる。  

聖二曳  
d＝  

αγ   

危険関数として2乗誤差平均を用いると、degree＝2の場合、次のようになる。  

…（軸（礼芳由（礼翔一β2）  

・嘉（－10軸（礼ズ2）賄瑚＋軸（礼ズ2）2】＋4軸軋苦心（礼翔  

一8β朝夕（弟，ズ1）け2［勒（弟，ズ1）］2＋11β2）十0（m‾2），  

芸（軸札差南（‰翔一β2）  

＋嘉ト2軸（礼苦心（礼瑚＋軸軋ズ2）2］・β2）・軒2），  

〟5月（エβ）  

Ⅴαγ（U）  

4   

m  
（判タ（ズ1，ズ2）タ（ズ1，ズ3）トβ2）  〟ぶ月（Ⅴ）  

＋嘉（－12軸（礼勒（札瑚＋2軸（私ズ2）2］＋4軸（礼莱加（礼翔  

一6β軸（弟，ズ1）］＋［勒（弟，ズ1）］2＋11β2）＋0（m‾2）。  

－283一   



このことにより、LB統計量のU統計量に対する漸近deficiencyとLB統計量のV統計量に対する漸  

近deficiencyは、それぞれ、次のようになる。   

d（エβ，打）  

－4現g（ズ1，X2）タ（ズ1，ズ3）］＋2属【β（ズ1，ズ2）タ（ズ1，ズ1）卜4∂且【g（ズ1，芽1）〕＋［勒（ガ1，ズ1）］2＋5β2  
呵タ（ズ1，ズ2）g（ズ1，ズ3）】－∂2  

d（エβ，Ⅴ）   

－8月［β（芳1，ズ2）タ（ズ1，ズ3）け4朝夕（ズ1，ズ2）g（ズ1，ガ1）卜10β旦夕（ズ1，ズ1）］＋3［鞄（耳1，ズ1）】2＋11β2  
4且［g（ズ1，ズ2）g（ズ1，芳3）］－∂2   

Examplel．0＝P（X＋Y≦0）の推定；  

対称なカーネルタ（∬1，ヱ2）＝J（ヱ1＋諾2≦0）である。原点について対称な連続分布からの標本に対  

して、  

d（エβ朝ン1，畔即）＝一  

を得る。   

Example2・ProbabilityweightedmomentsO＝E［喜Max（X，Y）］の推定；  

原点について対称な一様分布からの標本に対して、  

d（坊び）＝1，d笹旦ル）＝  

を得る。   

Example3・分散0＝Cr2＝I喜（xl－X2）2dF（xl）dF（x2）の推定；  

4次のモーメントを持つ原点について対称な連続分布からの標本に対して、  

－4（〃4－2（〃2）2 ▲丁′，．Tr，ハ ー2JJ4＋5（〃2）2  
d（エ月，Ⅴ）＝  d（エβ，U）＝  

〃4－（〃2）2  
つ “＼‾‾’’ノ   

〃4－（〃2）2  

を得る。特に、N（0，1）からの標本に対して、次のようになる。  

d（エβ朝＝－2，d（坊Ⅴ）＝一  

ExamPle4・平均の2乗 0＝FL2＝（JxdF（x））2の推私  

4次のモーメントを持つ原点について対称な連続分布からの標本に対して、次のようになる。   

（栂）2＋0（和一3），  

嘉（〃2）2十0（和一3），〟岬V）＝嘉（〃2）2＋0（m－3）より、  

言，A月印β昭＝芸  

〃ぶ且（エβ）  

Ⅴαγ（打）   

AR且（エβ，打）  
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退化型∪一統計量に関する漸近展開について  

金沢大学工学部 金川秀也   

Let‡fj，j≧1）bei・i・d・randomvariableswithaprobabilitydistributionp・Suppose  
thatu（x，y）isarealvalued叩竺etric鮎nctiononRxR・Fwthemoreassumethatu  

issquareintegrablewithrespecttoFLXPanddegenerate（orcanonical），i・e・，fbrany  

redズ  

坤（∈1，J））＝0・  

Letbethespace。fal1squareintegrablefLmCtionswithrespecttoFL．Then，  

（1）  

accordingtoSerfling（1980），WeSeethatthekerneluinducesaboundedlinear  

0eratOr㌔‥ど→L？（traceclass）dennedbyWx）‥＝E［u（El，X）f（El）］，f∈L？whichhas  

elgenVeCtOrS‡gi）andeigenvalues‡Åi‡satisfyingfbreachi≧1  

（2）  

Thenucanberepresentedby  
⊂lO  

“好も）＝∑Å上g鵡）gた（も）・  

た＝1  

（3）  

WeintroduceaseparableHilbertspaceHequippedwiththeinnerproduct〈・，・〉and  

thenorm［l・＝asLbllows：  

Ifweassumethat  

皇lÅたl＜∞，  
た＝1  

（4）  

then丘・Om（5．1）  

g〔真価）〕＝差梱緋差障・  

Which implies that we can define 荘valued random variables  
Gi‥＝（gl（Ei），g2（ii），g3（ei），・‥）fbreachi≧1・Let（UL，n≧l）and（鴇，n≧1）beU－Statistics  

andV－Statisticswithdegree2defiendeby   

2  

拓‥＝ 繍  
両l≦  
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WehavetheEdgeworthexpanSionfbr Unl・   

Th帥rem・ぶ明神0βe兢α£（も，ノ≧1‡ねαぶeq比e几CeO′Z・よ・d・rα几血muαr最知摘ん  

ねⅧ〃・Aβぶ“me兢αf〟ね明弘αre血堵rαむねぶγm汀1eよ「ね声花C石0几∽豆んre甲eCfわ〃×〟．  

几r〟ほrmOreざ㍑即0βe仙，価α几d刷Glけー＜00βr£Ome∫≧3・A扉  

≦r）′Gれ（r）‥＝鞭桝・妄uた（「）  打r）‥＝P‡   

WhererlLSarandomuariablewithGussiandistribution（わonH・T7LenWehaue  

榊）＝G〃（r）十凡レ）＋0（〃‾（∫‾叩）αβれ→∞  

げた（r）ざαと£所eぶgんeヱノ桓ぶC加zcoれd吏出0花J彷erl  

q（r）＝坤‾l）αj・〃→∞・  

Remark TheCram6r－VOnMises－Smirnovstatistic  

耽：＝かw（舶（小1）2血  

isatypicalexamPlesatisfying（2．4），Wherew（x）isaweightfLmCtionand島（x）isthe  

empiricaldistributionfunctionoftmifbrmlydistributedrandomvariables・Thekernel  
〟Of呵－is  

〟（ェ，ツ）‥＝烏w叶巨≦“｝（恒帖≦〟｝（申）血・  

Whenw（x）＝‡x（l”）「l，theeigenvaluesofuare  
l  

た≧1  Åた＝両，  
whichsatisfies（4）（seeCs且ki，19800rBorovskikh，1985fbrmoredetai1s）．  

Refbren¢eS  
F．G6tze，OnEdgeworthexpan畠ionsinBanaChspaces，Ann・Probability，9（1981）  

852－859．   

S．KanagaWaandK．Yoshihara，ThealmostsureinvarianCePnnCiplesofdegenerate  

U－Statisticsofdegreetwofbrstationaryrandomvariables，Stocha＄ticProcessesand  
theirApplica七ions，49（1994）347－356・   

R・J・Serning，ApproximationTheoremsofMathematicalStatisitics，JolmWileyand  
Sons，NewYork，1980．  
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群逐次検定方式の開発と検討  

東海大学・理学部  道家供奉  

1．はじめに   

群逐次検定方式は臨床医学の分野での2処置間の効果の差の検定に関し、倫理  

性あるいは逐次検定に対し試験実施上の利便性の観点から研究開発されてきた。  

この検定方式はPocock（1977）が初めて提案し、正規反応または2値反応の群観測  

値をもとに2つの母平均の差や2つの母比率の差の検定についての手順である。  

その後、0，Brien－Fleming（1979）、Lan－DeMet（1983）等が繰り返し信頼区間の設定  

に関し、異なる接近方法を議論している。   

この群逐次検定方式の主な目的は、2処置間の効果の差の検定に関し、第1種  

の過誤の確率を保ちながら、早い結論を得る、または観測個数を期待的に少なく  

する検定方式の開発が考えられる。そこで検出力を上げるための新しい統計量を  

提案したり、繰り返し信頼限界を調整する方式の考案が必要である。更に2処置  

間の差の検定よりも2処置間の優劣比較検定へ、1変量応答から多変量応答をも  

とにした群逐次検定方式への展開が考えられる。今回は次の様なテーマについて  

研究を行う。  

2．群逐次検定における各段階での標本数の決定手順   

この群逐次検定において、Pocock（1977）は事前に指定された最大検定回数、有  

意水準と検出力の下で試験に必要な標本数（最大標本数）の決定手順を示してい  

るが、一般に母平均の差が小さいとき相当大きな最大標本数が必要となる。また、  

この手順で得られる各段階での標本数は全て同一と仮定しているため、あまり実  

際的でない。このような状況に中で検定の途中段階で次段階の検定に必要な標本  

数を決定する手順を提案する。これはLan－DeMet法（1983）でのアルファ消費関数  

を用い、有意水準と検出力を各段階へ振り分け、次の段階での標本数を決定する  

ものである。その決定に際し、標本数を減らす方策として、これまでの段階で得  

られた2処置の標本平均をもとに、2処置の優劣を表す比率を用い、優位な処置  

が採択されやすいような信頼限界を設定する。これより、従来の群逐次検定方式  

と異なり、繰り返し信頼限界線は非対称であり、各段階毎の標本数は異なる。シ  

ミュレーションにより、最大標本数に関しPocock法と本手順の有効性について比  

較検討する。  

3．2変量正規応答データに基づく群逐次検定   

従来の群逐次検定方式は1変量応答の群観測値をもとに逐次的に2処置間の効  

果の差を検定する方式である。しかし、実際の臨床試験では2処置間の効果の差  

よりも2処置間の優劣比較のための群逐次検定方式の方が利用価値は高い。また、  

処置に対する反応を1変量で測るよりも2変量で測ったほうがより有効な場合も  
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多い。Jennison一乱rnbull（1993）は安全性と有効性の2変量正規応答データに基づ  
いた優位性のための群逐次検定の研究を行っている。その群逐次検定での検定統  

計量の導出に関し、Kudo（1963）の複合仮説検定方式を参考にしている。本研究で  

は2変量正規応答データに基づく2処置間の優劣判定のための群逐次検定を考え  

る。まず、Inada（1978）の方法を参考に尤度比を用いて統計量を導出し、繰り返し  

信頼限界を設定する。更に相関係数と検出力との関連を調べる。  

4．群逐次x2統計量と検出力   

最近、2処置間の効果の差を検定するための群逐次検定方式に閲し、1変量  

よりも多変量観測値をもとにした群逐次検定方式の研究が見られる。Jennison一  

恥rnbull（1993）は、2変量正規応答データをもとに優位性のための群逐次検定の  

研究を行い、Lui（1993）は2つ以上の処置を同時に扱った群逐次検定方式を提案し  

ている。Jennison－Turnbull（1991）は1標本問題での多変量群逐次検定において、  

群逐次検定の特徴を使い新しい群逐次統計量を提案している。この研究では多変  

量観測値をもとに2処置間の平均ベクトルの差の検定を行う際、分散共分散行列  

を既知とし、検定統計量として群逐次x2統計量を用いる。更に、検出力を上げる  

目的で、Jennison－Turnbull（1991）の考え方を利用して新しい修正群逐次x2統計量  

を提案する。この統計量の分布が非心x2分布に従うことを確かめる。次に2つの  

統計量に関して繰り返し信頼区間を設定した後、その統計量をもとにした群逐次  

決定方式の有効性を検出力に関して比較する。  
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Nonparametricsequentialtests  

andchange－POintdetectionproblems  

（ノンパラメトリックな逐次検定と変化点の探索の問題）  

長崎大学・経 永井 圭二  

1 序  

Woodroofb（1983）は、Savage－Sethuraman（1966）による二標本問題でレーマン対立仮説を検定す  

る順位による逐次確率比検定に対し、非線形更新定理が用いられるかどうかという問題を提起した。  

この報告では今までの研究者とは異なる方法で順位の対数尤度比をChernOfF－Savage的に高次に展開  

し、その問題を解決する。さらに、その応用として変化点の探索の問題Nag由（1998）を考える。  

2 I」ehmann対立仮説の順位による尤度比検定  

独立な確率変数列（ズ1，…，ズれ，れ，…，㍑）が観測されるものとする。ここで弟は分布則こ従い、  

℃は分布Gに従うものとする。ここでレーマン対立仮説の検定ガ0：G＝ダvsガ1：G＝ダ△，△＞0  

を考える。Savage（1956）によれば、順位の対数尤度比はつぎのように書ける。  

エlog（  ）  

凡＋Gm  
d（凡＋Gm）．  （2．1）  gm＝mlog△＋m  

凡＋△G陀  

Lai（1975）はInをCherno仔－Savage統計量と見なして、ランダムウオーク（独立同一な確率変数の  

和）と残余項の和に書いた。すなわち、  

Jれ＝ 乱＋∈m，  

エ㌫芸 乱＝岬△邦）擁（ト△）伽（△－1）エ宗旨 dG， （2▲2）  

ここでS（△，耳G）はKulback－Leibler情報量で  

榊，G）＝log（△）＋ 
エlog（蒜）畔十G）・  

残余項に対してLaiはどのような小さな〃＞0に対しても炉〃∈れ→0という漸近的な結果を得た。  

これに対し、U統計量の理論を用いることにより、次の結果が得られる。   

レーマン対立仮説G＝ダ△を検定する順位の対数尤度比gれはランダムウオークと残余項の和に書  

ける；gれ＝gm＋どかここで乱は（2．2）で定義されたものと同じである。残余項どれは次の関係を満  
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足する。  

且［れ瓢（モた－C呵2］＝0（1即），  

c＊（可は次のような数列である。ガ＝竿として、  

c＊（氾）＝上，n＿1（吾お一斉去訃1一岬十王，れ＿1（宮詣一品）（トC）dC  

（2・3）  

2  ）c（トG））d且  
＿1  △2  

）  ＋上，几＿1〈（  
－1  1  

F（1－ダ）＋  
（ダ＋G）2 一（ダ＋△G）  （ダ＋C）2 ■（ダ＋△G）2  

さらにGが実際にレーマン対立仮説であるとすると、すなわちA≠1に対してG＝ダAとすると、   

（葦蚤ほ叫上れ≧1）は一様可積分、、∈れ→Ⅴ弱収束、（m→∞）  

ここでⅤはある可積分な確率変数である。  

（2．4）  

3 順位による逐次確率比検定の期待標本数の漸近展開  

SavageandSethuraman（1966）は順位による逐次確率比検定N＝inf（n≧1：ln＜aOrln＞b）  

（α＜0＜わ）を定義した。Berk（1973）によれば、その期待標本数の1次の漸近近似は  

（1＋0（1））if5－（△，耳G）＞0，  
g（△，耳G）   

l可  

（1＋0（1））ifg（△，君G）＜0，  
lg（△，ダ，G）  

によって与えられる。（min（laI，b）→∞）Woodrooft（1983）は、この順位による逐次確率比検定で第  

一種と第二種の誤りを犯す確率の2次の近似を求めたが、同時に非線形更新定理を期待標本数の2  

次の漸近展開に使えるかどうかという問題を提起した。その解答として次の結果を得る。   

もしg（△，耳G）＞0ならば、  

わーC＊（わ）  

（3．1）  ＋0（logむ）（回，わ→∞）・  ∬（Ⅳ）＝  

5（△，耳G）   

G＝ダの場合、  

lαl  ．（c＊＊＋0（1））  
（3．2）  log回（回，む→∞）・  月7Ⅳ＝  

lざ（△，ダ，ダ）llぶ（△，耳ダ）   

ここでc＊＊＝喜（ト△）2／（1＋△）2。さらにG＝ダA、A≠1、かつg（△，耳ダA）＞0とすると、  

む＋r－βⅤ  
（3・3）  ＋0（1）（lαl，あう∞）・  β（Ⅳ）＝   

g（△，耳ダA）  

ここで、r＝且聖＋／（2月gT＋）、隼＝inf（m；‰＞0）である0   

また、報告では2標本の変化点の探索についてのNagai（1998）の結果についても考察された。  
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TbeBayesSeqⅦemti如TestfotNoma且Varia血Ce（prelimim叩Report）  

HermanChern0ff（HarvardUniversity）  

H年iimeTakal1aShi（HitotsubashiUniversity）  

The object ofthis paperis to carry outaneXPeriment onthe abilityto叩Plythe optimal  

sequentialtestfbrdetermlnlngtheslgnOfanormalmeanaSanaPPrOXimationtothesolutionofa  
largeclassofsequentialtestmgproblems・Twopotentialadvantagesofsuchanapproximation，if  

itiseffbctive，arethatitis easytocalculateandthatitcanbeexpressedsimp吋1ntermSOfa  

slngleeasilylnterPretedcurve，determlnlngtheoptimalstopplngtime・Incidental1yonevariation  

ofthatcurveisonewhereanominalsignificancelevelfbrstopplnglSeXpreSSedasafunctionof  
theinformationobtainedtodate．   

Theexperimentconsistsofcomparmgthe approximationtotheoptimalBayessolutionfbrthe  
sequentialtestthatthe standard deviation ofanormaldistribution exceeds one・The optimal  

solutionisobtainednumericallybythebackwardinduction．hthisproblemtheunknovmvalueof  
O ＝U－2isassumedtohaveaGamma（α0，β0），Where  

f（∂】α，β）＝［αβ／r（β）］8β‾1e●α∂   

Thentheposteriordistributionof O glVenXl，…．，Xn十1isthegammaWithα＝α0＋SJ2and  

β＝β‘，血／2，WhereS。＝∑㌫1（ⅩJLl）ユ，X十l＝∑nごlXl．   

We relate our problem tothe normalproblem asfollows・First we notethatthe Fisher  

Informationperobservationforestimatlng Uis2u－2・Thiscorrespondsto u－2inestimatlng  
normalmeanJl（cfChern0ff（1972））．Second，ifO hastheGamma（α，β）disbibution，   

（1）  Y＊＝E（ロー1）＝E（β－1′ユー1）＝α‾1佗（r（β－1／2）／r（β））－1   

whichis comparal）1eto Y（s）processinthenormalmeanprOblem（Chemoff（1972））・The  
v血anceof Y＊is   

（2）  Ⅴ訂（Y＊）＝α（r（β－1）／r（β）－［r（β－1／2）／r（β）］り．   

When u ＝1andβislargeαtendstobeclosetoβandwemayapproximatethevarianceof  
thedistributionof o・－1by   

（3）  s＊＝S＊（β）＝β（r（β－1）／r（β）－［r（β－1／2）／r（β）］ユ）   

which hasthe advantage Ofdepending only on β whichis deterministicinthis sequential  

problem．Nowthetimebetweeneachobservatrions∂s＊iseasilycalculatedby   

（4）  ∂s＊＝S＊（β）－S＊（β＋1／2）．   

Givenα。，β。，C畏＝l，WeCanaPPrOXimate or＊2bylr2andtheanalogueofaisa＊＝（2／c）1／3，  
（seeChernOfF（1972））．wemayexpressournormalapproximationtothesolutionoftheproblem  

by血eboundades  
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（5）   戸＝卯s＊）＝y（a＊ユs＊）  

Or  

（6）  y＊＝（1／a＊）ヂ＝±（1／a＊）ダ（a＊ユs＊）  

Whereダ‾isthetabulatedsolutionforthenormalizednormalproblem．Itisconvenienttostayln  

血e（α，β）pla喝狐dasめ0V¢，   

（7） α＝［r（β）（1±y＊）／r（β一1／2）］ヱ   

Withthecontinuitycorrection，Wehaveintersectingbotmdaries   

（8）   α＝［r（β）（1±（y＊－0．58（∂s＊）1′り／r（β－1／2）］2   

This叩PrOXimation has severalshortcomings．Wehave usedthe approximations α ＝β and  

U＝1．Whenthe boundaries are relatively fhr apart，aSthey tend to be fbr smal1β，these  

approximations are ofquestionable value．The correction fbrdiscontinuity，Whichis related to  

thedistributionoftheexcessincrossingtheboumdary（Hogan）dependsonthedis扇bution．For  

examPle，iftheincrementshadthediscretebin0mialdistributionwithXi＝±1withprobability  

1／2，thecorrectionwouldbeO．5．Inourcase，Withaheavilyskewedchi－Squareincrement，there  

islikely to be abetter correction fbrdiscontinuitywithdiffbrentcorrections fbrthelowerand  

upperboundary．   

Thesedifncultiesarealleviatedsomewhatbythefactthatthereisusual1yverylittlelosswhenthe  

OPtimalBayessb・ategylSmOdi鮎dsomewhat，1eadingtoimprovementfbrsomevaluesofthe  

Par毘neterWhichcompensatefor de鎖citsfbrothervalues ofthe parameter．Inthe process of  

CalculatingtheoptimalBayesstrategyweshal1comparetheBayesrisksfbrtheoptimalwith  

Ofthenormalapproximation．Themaindif托renceinthebackwardinductioncalculationforthe  

normalapproximationisthattheru1esfbrstopplngandcontinulngarepreSCribedinadvance，and  

notbythatofminimlZmgbetweenthetwoaltematives．   

Inaddition，WePrOPOSeuSmgtheabovenormalapproximationfora丘rststepinderivlngaSeCOnd  

betterapproximation・Insteadofapproximatingαby βinderivings＊wewilluseadiffbrent  
αuandα1Selectedfrom（8）forotLrfirstapproximationfbrtheupperandlowerboundaries．  

Thesegiverisetodistincts＊。ands＊Jfunctionsaswe11as ∂s＊。and ∂s＊JtO Substitutein（8）  

togetherwith a4iusted corrections fbr comimity．We also considerthe Edgeworthtype  

approximationtoα．  
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多変量分散成分の推定について  

東京大学経済学部 久保川達也   

多変量分散成分モデルもしくは多変量混合線形モデルにおける分散成分の推定は，  

BockandⅥ一ndenberg（1968），BockandPetersen（1975），KlotzandPutter（1969）  

らによってMLやREML推定に関して古くから研究されてきた問題であり，最近  
Amemiya（1985），AmemiyaandFhller（1984），Andersonetal．（1986）らの論文に  

よって再認識され，理論研究の新たな展開をみせている。   

多変量の一元配置モデル  

的＝〃＋α宜＋e宜J，五＝1，‥・，た，ノ＝17‥・，γ，  

においてαゎe材は独立な確率変数で，α宜～叫（0，∑A），eわ・～叫（0，∑1）に従う。  

〃∈鮮は未知の共通平均，∑ん∑1は未知の共分散行列とする。軌＝γ、‾1∑；＝1恥，  

謬‥＝（叫‾1∑た1∑；＝1恥として，gl＝∑た1∑；＝1（恥一取）（恥一軌）′っぶ2＝  
r∑た1（敬一否‥）（敬一否．．）′とおくと，謬．．，gl，g2は最小十分統計量で，互いに独  
立に  

否‥ …J鳩（仏（γた）‾1∑2），∑2＝∑1＋r∑ん  
gl～ 靭（∑1，氾1），ml＝吋－1），  

g2 ～1鳩（∑2，m2），m2＝た－ 1，  

に従う。共分散行列∑1，∑2の間には∑1≦∑2なる不等式制約が入っている。た  

だし，この不等式は∑2－∑1が非負定値であることを表わ丸推定精度を高める  
ためにこの不等式制約の情報を使いたいのであるが，有限標本での推定量の優越性  

を主張することは技術的に困難であると思われてきた。しかし最近Sriv鮎taVaand  
Kubokawa（1999）は，この問題を解決するのに成功したので，彼らの主要部分を以  

下に紹介する。   

まず群内分散∑1の推定問題を扱う。β去／2をg2＝（g去／2）2なる対称行列とし，  
Pを  

P′g；1／2glぶ；1／2f）＝A＝diag（入1，・・・，入p），  

なるpxp直交行列とする。ここで固有値は入1≧入2≧…≧入pをみたすとする。  
非負関数擁（A）に対して，釘（A）＝diag伸1（A），…，ゆp（A））とおいて，∑1の推定量  
の一般形  

∑1（呵＝5去／2j叩（A）P′g芸／2 〈   

を考えよう。この推定量をg2の情報を用いて改善するために，打ち切りルール  

［¢（A）】γ兄を  

［釘（A）］rR＝diag（好月（A），…，¢㌻月（A）），  

げR（A）＝ min  ，五＝1，…，p，   
ml＋m2  
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で定義する。そのとき打ち切り推定量は  

云1（［呵m）＝g呈／2pdiag（折月（A），…，ゆ若月（A））p′g去／2，  

と表わされる。SrivastavaandKubokawa（1999）は，エントロピー損失のもとで，  
推定量云1（釘）が至1（［軒月）によって改良されることを証明した。   

β ぶ去／2g；l／2glg；1／2ぶ去／2＝g去／2pA銅去／2であるから，不偏推定量至㌢＝  gl＝  

mrlglは  

云㌢β＝云1（釘Uβ），野川＝diag（れil人1フ…，mrl入p）  

と表わされる。上述の打ち切りルールを適用すると㌍肌 ＝云1脾Uβ］r月），  

［釘Uβ］r月＝diag  

なる推定量が得られ不偏推定量を改良することがわかるが，これはREML推定量  
になっている。   

上で取り上げられた不偏推定量がミニマクスにならないことは，共分散行列の推  
定においてよく知られた結果である。我々の問題において1つのミニマクスな推定  

量はStein型推定量で麦デr＝云1（がr），   

か汀（A）＝diag（dl入1，…つ屯入p），d豆＝（γ11＋p＋1－2五）‾1，よ＝1，…，p・  

で与えられる。この推定量に打ち切りルールを適用すると曹m ＝云1（甘∫r㍗），  

［QST（＾）］TR＝diag（min（dl＾1，  
7TR 

となる。推定量云fがリスクの意味で優れていることがSrivastavaandKubokawa  
（1999）によって数値的に示されている。   

一方，同様な打ち切りルールが群間分散∑Aの推定においても得られ，不偏推  
定量に対して   

皇≡EML ＝r－1s；／2pdiag（max〈去－2，0），i＝1，‥・，P）p／sy2，  

や，Stein型ミニマクス推定量に対して  

真㌘R＝r－1s呈／2pdiag（max（ei－dili，0），i＝1，．‥，P）P′s去／2  

などの，非負定値な打ち切り推定量が導かれる。ここでe宜＝1／（m2－（p＋1－2五））  
である。  

本研究成果の詳しい内容については，以下の文献を参照して下さい。  

Srivastava，M．S．andKubokawa，T．（1999）．Improvednonnegativeestimationof   

multivariatecomponentsofvariance．Ann．StaList．っ27，No．6，七oappear．  
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Admissibleminimaxestimatorsofameanvectorofscale  

mixturesofmultivariatenormaldistributions  

YuzoMaruyama  
GraduateSchoolofMathematics）KyushuUniversity  

1 Introduction   

Since Stein（1956）showed that the uBualminimax best eq山variant estimator ofa升  

dimensionalnormalmeanisinadmissibleforp≧3，muChstudyofimprovinguponthe  

bestinvariantestimatorhaveb恍ngiven・Brown（1966）substantial1yextendedthisresult，  

theSteinphenomenon，tOaVerywideclassofdistributionsandlossfunCtions．Brandwein  

andStrawderman（1991）foundanddiscussedclassesofminimaxestimatorsofameanVeC一  
七OrOfsphericallysymmetricdistributions・Inviewofstatisticaldecisiontheory，however，  

Weareinterestedincharacterizingaclassofestimatorssatisfyingnotonlyminimaxity  

butalsoadmissibility・SofarasIknow，eXplicitresultsofconstructingadmissiblemin－  

imax estimators ofameanvector werere日tricted tothecaseofthenormaldistribution．  

Inthenormalcase，See Strawderman（1971），Alam（1973），Berger（1976），Fburdrinier et  

al．（1998）andMaruyama（1998）．Hereweconsiderscalemixturesofmultivariatenormal  

distributionsasfo1lows．LetXhavedensityf（‖x一利2）where  

霊一利2u  

榊一利2）＝上∞（町仰′悔（－   
）g（u）血，  

Whereg（v）isaknownprobabilitydensityfunction・TheobjectistoestimateOwiththe  
quadraticlossfunctionIl6－Olf2．Admissibleminimaxestimatorsofthemeanvectorof  
SCalemixturesofmultivariatenormaldistributionswillbefound．  

2 The main reslユ1t   

First ofal1，Wederivetheclass ofgeneralizedBayesestimators fbrthefouowingprior  
distribution．LettheconditionaldistributionofOgiven入，0＜入＜1，benormalwith  

meanOandcoⅦriancematrix入‾1（1一入）1；andadensityf皿Ctionof入isproportionalto  
入～a（1一入）bz（0，1）（入）・the（generahzed）densityfunCtionha，b（0）is  

刷）＝C上1（∴）p′2exp（－  
剛2）竜一d（ト掬  

2（1－り   

W白havethegeneralizedBayesestimator∂。，b（x）＝（ト¢a，b（糎H2）／糎＝2）x，Where  

J言J㌻㌦／2‾叶1〆2‾叶1（ト入）b（ト  入＋祓）¢→‾2e叩卜肌入／2）g（可血d入  
¢叫あ（w）＝W  ぷぼ入p／2－α即p／2一叶1（1一入）あ（ト入十山）α→‾2expト肌入／軸（u）血瓜  

Ⅵねshowthetwotheoremswhichcharacterizethepropertiesofthebehaviorof4＞a，b（w）・  

TbeoremlAββ祝me兢eβggo血†岬CO†も繭わ氾βご  
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J．わーα＋2≧0肌dむ≧D．   

g．舟rβ1≦β2肌dわ≦毎夕（β1tl）タ（β2わ）≦タ（β1f2）g（β2り・  

撒帥¢α，b（w）由mo乃0ね氾e血cγeαβ吻・  

Tbeorem21imw→∞¢扉（w）＝2（p／2－α＋1）ぶ㍉‾1g（γ）血・   

Fbrtheshrinkageestimator6¢（x）＝（1－4＞（＝刺2）／l刷2）x，thenewminimaxitycondition  
is given．Itisnotedthat theknownminimaxconditions by Strawderman（1974）and  

Berger（1975）isfb1lowing：  

1・4＞（w）isnondecreasing・   

2・¢（w）ルisnonincreasing・   

3・0≦¢（w）≦2（p－2）／J㌻叩（即）血・  

Fbr転b（w），however，theirconditionsarenotusefu1becausetherangeOfvalues（a，b）  

fbrsatisfyingthedecreaseof¢。，b（w）／wisnotsl山ablyderived・Thereforewederivethe  

conditionsofminimaxitywhichdonotrequiredthedecreaseof4）a，も（w）／w・   

Tbeorem3Aββ祝me兢eノbggowか岬CO陀d豆如陀βニ   

J・¢（W）由氾0陀dαr偽βか叩・   

且0≦¢（w）≦2（p－2）J㌻㌦／2－1タ（γ）血／併vp／2タ（u）血・  

耶もeγもみ（∬）由mかも宜m弧  

Fb皿Th餌reml，2and3，Wehavethetheoremaboutminimaxityandadmissibihty  

Of∂扉（∬）・  

Tbeorem4「α血由β嗣軸∽dm虞犯ぬ血吻げも，b（∬）ノ   

・ゐ，由）由α血由β蕗gew九eγ｝α＜1α陀銅＞－1・   

。ゐ，あ（∬）由m血豆mα∬W加陀αタ≦α＜p／2＋1α和銅≧max（α－2，0），W九eγe  

ぽup／2‾1g（v）血  
αダ＝p／2＋1－（p岬2）   

J㌻u－1g（γ）血J㌻vp／2g（v）血   

・も，占（∬）由α血l由β蕗ね肌dγれ豆陀imα∬W九帥αタ≦α＜1α陀dわ≧0・   

Rema∫kl匝祝g血α再αね一書d由f而血わ可  

Ⅳbeαβ軸c加cた仇αfg（v）＝仇m／2‾1exp（－mγ／礼w舶c九com坤0氾ゐねg（v）れ兢ecαβe  

げ肌g励α再αね一吉成β摘わ祝如乃，βα七郎eβ仇eco氾血豆0すIgげ7職eo陀m」・〟0γ即里erαタ舟γ銑由  

ぬ輌わ視軸陀由p／2十1－（p－2）（m－2）／b＋m－2）．  
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一標本モデルでの解析手法の選択法   

一分布の探索とブートストラップ法  

横浜市立大学理学部数理科学  白石高章  

1 序   

対をなすデータ（yl，Zl），…，（ym，Z乃）から新しい観測値を£右≡弘一Zfとすれば，諾1，…，∬乃は互  

いに独立で同一の対称な分布に従っていると考えて良い．一般に，観測値∬1，…，∬mは互いに独立で  

同山の対称な分布に従っているとする．このとき，分布が正規分布か全く未知か，正規分布の近傍で  

あるかのそれぞれの場合について，最良の手法を紹介した∴パラメトリック法，ノンパラメトリック  

法，セミパラメトリック法のいずれを選択したらよいかを正規性の検定法，分布の探索法，ブートスト  

ラップ法などにより解説した．  

2 手法の比較   

ま検定は観測値が正規分布に従うとき有意確率（p値）を士分布表を使って求めることができる．観  

測値が正規分布に従っていることがわからなければ有意確率を計算できず，検定がおこなえない．し  

かしながら，ア≡吉∑た1†；＝吉∑た1Sign（瑚昭lとおけば，  

れ－1   ∑た1Sig叶町田l  
：指＝  

∑た1isign（印匿トイ）2  

より，箱もsign（羊）と昭lの関数■［5］の〟検定の場合と同様に，仇の下でIyl＝lγ1を与えたと  

きの乃の条件付き分布為（箱≦川yl＝lyl）によって有意確率を計算すれば観測値が未知の連続  

分布に従っていても検定が行える・また，Iyl＝1ylを与えたとき箱は筍＝∑迄1Sign（捌矧の  

狭義増加関数であるので，条件付き分布によるf検定は，電に基づく条件付き分布による検定と同値  

である．   

条件付き分布によるま検定，ウイルコクソンの順位検定，〟検定を，検出力により，比較を行った．   

シミュレーションの繰り返し数1000回，有意水準5％，乃＝15，什榊＝0・6，ダ（∬）が正規分布〃（0，1），  

混合正規分布CⅣ≡0・95Ⅳ（0，1）＋0・05〃（0，9），異常値をもつ混合正規分布CO≡0．98Ⅳ（0，1）＋0．02J5，  

ロジスティック分布描（0，空），両側指数分布郎（0，浅）に設定した・ この場合の¢何として，  

¢（ご）＝maX（血n（ち1・399），－1・399）を採用し，近傍伊（ど）＝0．95・¢（∬）十0・05・ガ（∬）：∬卜∬）＝  

トガ（現に対して最良になっている・表3から，観測値の従う分布が丑叫0，漬）のように正規分  

布からかなり離れた分布以外はそれほど検出力に差はない．   

次に，正規分布のときの最良推定量β，ホッジス・レーマン推定量β，〟推定量βを比較する．β  

に対するβの相対効率，βに対するβの相対効率，βに対するβの相対効率はパラメータ（〃，J）に  

依存しない．  

β（カー〃）2 ＿′，L．二「、β（β－〃）2 ＿′，し．」、、β（β－〃）2  
e（β，β）＝  ，e（β，β）＝  ，e（β，β）＝  且（β一〃）2’〉＼r’r′‾ 且（β－〃）2’｝、”r′‾【 

β（声－〃）2  

を繰り返し数1000回のシミュレーション実験で求めた．これらにより，以下の結論を得る．  

－297－   



○観測値が正規分布に従っている場合は，頑健な手法は最良な手法に比べてほんの少し劣り，ノン   

パラメトリック法が最もよくない．   

0観測値が混合正規分布0．95〃（0，1）＋0・05Ⅳ（0，9），異常値をもつ混合正規分布   

0．9紺（0，1）＋0．02J5，ロジスティック分布上G（0，空）などの正規分布に近い分布に従っている   
場合は，頑健な手法が最も良く，正規母集団での最良手法は劣る．  

0観測値が両側指数分布丑引0，漬）などの正規分布からかなり離れた分布に従っている場合は，   

ノンパラメトリック法が最も良く，正規母集団での最良手法は非常に劣る，頑健な手法はノン   

パラメトリック法にくらべれば劣るが，正規母集団での最良手法よりも非常に良い．  

3 正規性の検定と分布の探索   

カイニ乗適合度検定やコルモゴロフ正規性適合度検定は観測値が正規分布でないときでもmが大  

きくないと正規性を棄却できないことが多い．正規母集団での最良手法，ノンパラメトリック法，頑  

健な手法により解析結果が微妙に異なった．また正規性の検定も棄却できず，3種の手法のどれを最  

も信頼すべきかはっきりしない．ブートストラップによる選択法もまだ改良の余地が多いことも指摘  

できた．  

4 一標本解析のソフト   

正規母集団での最良手法，ノンパラメトリック法，M統計量に基づく頑健手法，正規性の検定法，  

データの従っている分布に近い分布を探す，経験分布関数と正規分布関数の重ねがきグラフ，経験分  

布関数とロジスティック分布関数の重ねがき，経験分布関数と両側指数分布関数の重ねがきグラフ，  

ブートストラップによる一棟本手法を選択するソフトの紹介を行った．   

現在のところ正規件の検定，分布の探索，経験分布と分布関数，ブートストラップによる手法  

の選択法などの総合判断によりパラメトリック法，ノンパラメトリック法，セミパラメトリック法の  

解析手法を選択こととなった．  
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Prob且emsimOriem仕atioma且Esも塁m加温om  

香川大学工学部 筑瀬 靖子  

l．Introduction  

Weareconcerned with some problemsinestimatlngtheorientation parametersofthe  

matrixLangevindistributionsde頁nedonthespecialmanifbldsofourinterest，theStiefelandthe  

Grassmann manifblds．The matrix Langevin distributionsare mostcommonly used and tractable  

distributionsonthemanifolds，COrreSpOndingtothenormaldistributionsontheEuclideanspaces・  

TheStieftlmanifbldlL，isrepresentedbythesetofmXkmatricesXsuchthat X′x＝Ik，  

thekXkidentitymatrix（k≦m）；WehavethehypersphereVI．”．andtheorthogonalgroupO（m）＝V”．．，，  

aspracticalexamples・  

ThematrixLangevinL（m，k；F）distributiononn．misde伽edbythedensityfunction  

exp（汀F睾′。ダ痩叫去押），  （1）  

and welet the unique singular value decomposition of the mXk parameter matrix F be  

F＝rAO′ofknownrankp（p≦k），Where r∈V”n，0∈1，，k andA＝diag（九l，・・，九p），  

九l≧…≧九′）＞0・  

2．EstimationoftheOrientationParameterSrandO  

2．1．MaximumLikelihoodEstimators（M．L．E．’s）  

Given a random sample X＝（Xl，…，X，．）from the L（m，k；F）distribution with  

／王 X＝∑xt／n，them．1．e．，s fland合ofrandOaregivenbythematrixofthelatentvectorsof J＝l  
XX′andthatofX′x，COrreSpOndingtothenrstplargestlatentrootsofX′X，reSpeCtively・  

2．2．BayesEstimators  

Employing suitable Ooint）coqjugate priordensity functions ofrand O，theBayes  

estimatorsofrandOwithAknownaregivenbytheposteriormodalorientations，Whicharealso  

obtainedfromtheminimum－losscriterionwithsuitablelossfunctions．  

2．3．OptimalityProperties  

2．3．1．EstimatingrwithOandAknown  

Wtmaybeinterestedinageneralfami1yofrotationa11ysymmetricdistributionsaroundr，  
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whichareinvariantunderthesimultaneoustransfbrmations  

X→トHXandr→HrfbrH∈0（m），  （2）  

〈 thatis，havingthedensityfunctionofthefromj（r′X）．Theestimator r（X）ofrissaidtobe  

ノヽノヽ equivariantunder（2）if r（HX）＝Hr（X）．Wtconsidertheproblemofinvariantestimationunder  

ノヽノヽ′ヽ′ヽ thelossfunction L（r，r）satisfying LJ（Hr，Hr）＝L（r，「）＝P（r′r）・  

The m．l．e．ofrisequivariant．Notethatwiththerotationa11ysymmetricdistributionwe  

have E（r）＝rE（r′r），With B＝E（r′fl）abiasofFandtheunbiasedness（B＝L，）isnota ′ヽ′ヽ   

usefuloptlmality property・We discuss theoptlmality properties ofminimum riskequ－Variance，  

admissibility，minimaxltyande捕ciencyoftheestimationproblem・  

2．3．2．EstimatingrandOwithAknown  

Wedeveloptheinvariantestimation ofrandOwith ageneralfami1yofrotationa11y  

SymmetricdistributionsinvariantunderthesimultaneOuStranS丘）rmationsX→HIXH∴r→Hlr  

and㊥→H2㊥fbr Hl∈0（m）and H，∈0（k），thatis，havingthedensityfunctionofthefrom  

劇r′Ⅹ㊥）．  

2．4 Su用ciencyandAncillarlty  

WhenweareinterestedintheorientationparametersrandOwith＾knownfbrp＜k，We  
≠   

needapproprlateCOnditionlng什omtheconditionalityprlnCiple．Weusetheconditionaldistribution  

Ofthem．l．e：softhemainparametersfbrglVenSuitableancillarystatistics．  

3．Remarks  

The Grassmann manifbld consistingofthe k－dimensionalhyperplanesin Rm（k≦m）is  

representedbythemanifbldPk．m＿kOfmXmorthogonalprq］eCtionmatricesPidempotentofrankk・  

Wtcanca汀yOutSimilarkindsofdiscussionsoftheestirnationproblemoftheorientationparameter  

rofthematrixLangevindistributionwithdensityfunction叩（trBPyPI（宣k；圭m；B）・fbr  

B＝rAr′（SpeCtraldecomposition）an mXm symmetric matrixwith certainidentinability  

restrictionsonB．  
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LINEX LOSS FUNCTION AND  
SmTISTICAL PREDICT‡ON  

肖 玉山（熊本大・自然）高田佳和（熊本大・理）  

1．IntI・Oductiom   

Wb discuss apredictionproblem undcraLINEXlossfunction．A  

COnCeptOfriskunbiasednessisintroducedtothepredictionproblem．  

Some results about LINEX－unbiased predictor are derived and the  

best LINEX－unbiasedpredictorisgiven・Wealsoconsideranappli－  

CationoftheconceptofthePitman’smeasureofcloseness（PMC）to  

astatisticalpredictionproblem・Undersomeconditions，thePitman－  

Closestpredictorisdetermined．   

WbsupposethatXisobservedrandomvectorandYafuturereal  

randomvariable，andthejointdistributionofXandYdependsonan  

unknownparameterO．AfterobservlngX＝X，WeWanttOpredictthe  

ValueofY・Anon－negativelossfunctionL（d，y）representsthelossof  

PredictingY＝ybyd・Let6（X）beapredictorofYand  

月（β，∂）＝ββ（エ（∂（ズ），y））．  

be the riskfunction．  

2．LINEX unbiasedness   

DEFINITIONl〝αpred豆c加∂（ズ）5αま榔e5  

晶（坤（ズ），y））＝聖n晶（坤（ズ），y＋c）），  

ひ／ほ7、eC豆βα柁αg肌m占erノ兢e†l乞£豆ぶCαJgedαr宜βた一視几わねβedp柁d豆cわr．〝  

αrゎた一肌わ豆α5edp柁d豆cわrm乞ん豆m乞zeβ伽わβた♪rαggUαg祝eβげβ，〃ほm宜ま  

ねcαgged兢eわeβ£rゎた一視mわねβedp柁d宜cわr．   

Nowweshallgiveresultswhichcharacterizetherisk－unbiasedpredic－  

tor（cf・LemmalofKlebanov，1974）．  

THEOREMl仇deγ明視αredeγ叩rgOββ，∂（ズ）由rねた一肌占乞α5ed獅md  

OTlgyび  

昂∂（ズ）＝昂y  

Underasquarederrorlosstherisk－unbiasedpredictoriscalledmean－  

unbiased．ALINEXlossfunctionisde丘nedby  

エ（d，封）＝eXp［α（d－y）トα（d－y）－1，α≠0・  
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Arisk－unbiased predictor withrespectto the LINEXlossis called  

LINEX－unbiased．   

THEOREM2A叩d乞cわrJ（ズ）由上JⅣ且芳一肌ゐ五α5edげαmdo乃gyげ  

晶（exp［α（∂（ズ）－y）］）＝1・   

カrαJg仇   

THEOREM3IF6isaLINEX－uTLb血cd，thcnitcaT川OEbcmca7い  

祝乃みぬβed，祝㍑Jeざβ昂（∂（ズ）＝y）＝1・meC抑Uerちe由αgβ0加e・  

ByuslngOfanadequatestatistic，WeglVetheRao－Blackwelltheorem  

Withregardtoapredictionproblem・   

THEOREM4〝6（X）isLINEX－unbiasedandTisadequate，thcn  

叩）＝log坤Ⅹp（α∂げ川r］ α  

由αJ50エ〃酢肌わねβedαmd兢er乞βたげ∂＊豆5ge5β兢αm兢αf扉∂・   

THEOREM5qTisadequateandco叩Iete，and  

為（exp卜αy）lr）＝Q（β）〝（r）α・e・   

カr50me†も0乃一之eγ℃ル乃C如耶Qα花d〝′兢eγ乙∂＊玩m紺柁mイね兢e  

肌豆押eわe£土工〃W一肌わ豆αβe両叩戒cわr．   

3．Pitman？s measure ofcloseness   

Let C be afamily ofpredictors．Then6∈Cis said to be the  

Pitman－ClosestinCwithrespecttoLif6isbetterthanany other  

6′∈CunderPMCwithrespecttoL．   

Let6MbeamedianunbiasedpredictorofYandTastatisticbased  

OnX・UndertllePitman’smeasureofcloseness，WeCOnSiderthepre－  

dictionproblemofYwithinthefbllowlngfamily  

C＝（∂；∂（ズ）＝∂〟（ズ）＋Z（r）），  

WhereZ＝Z（T）isanyfunctionofT・   

THEOREM6ぶ叩卯βe兢α£y－∂〟由豆mdepeγlde花王げr．耶ほれ∂几′  

由ア乞まmα乃－Cわβeβ£血統e舟m軸Cて〟豆兢代印eCfね兢eム〃Wgo55．  
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多次元exponential払milyのAPOruleについて  

大阪府立大学・工学部  

長尾春夫   

ェをp次元ユークリッド空間辟の点とし、入を非退化sigmar有限測度とし、分布族軋（ヱ），  

（山∈が）を腰上の確率分布とすると  

d軋（ご）＝eXp（山′占（∬）一中（山））瓜（∬）  

のように表される分布族を多次元多母数指数分布族ということにする。すると多項分  

布とか多次元正規分布はこれらのクラスに入っている。  
ここで山＝（叫，・‥ルた）′，わ（∬）＝（わ1（ご），…，わた（∬））′はた次元パラメータとする。また  

げ＝nlX‥・×nたとなるた次元部分空間とし、n宜＝（夏i，血豆）五ニ1，‥・，たとする。この  

とき、  

戟ニE（柳）＝勅  

岬（刷＝（ …＝（帰  

となる。  
つぎに、上の密度関数からの標本をご1，…，∬陀とする。このとき、尤度関数をムm（u）と  
する。為は自明なげ一加法族とし、J㌔（m≧1）は∬1，…，∬陀によって生成される♂㌧－加法族  
とする。パラメータ山は事前ルベーグ密度缶（山）を持つ確率変数とする。その分布汀0（山）  

は  

血0（山）＝∈0（山）d此  

このとき、J㌔が与えられたときの山の事後密度は、  

血乃（山）＝C言1ェ㍑（山）∈0（山）dLJ＝∈氾（山）血  

で与えられる。ここでらは正規化定数である。p≦たとする。ここで、  

E（（β－∂t）′（β－∂t）＋cま‡  

を最小にさせる∂士を見つける。ただし、∂＝（β1，…，ち）′とする。するとよく知られた  

ように、∂佗＝瑚I為）で与えられる。そこで、  

軋（c）＝E（（β一毎′（β－毎）＋仇  

を具体的に求めると、   

舶）＝！軋＋去吼＋m＝糊）書け1鶴－み）2け2吼 m  

となる。ただし、臣E（∑覧1鵬）であり、鳩＝叫‡砦1（蒜紬）′∈0（鵬｝  
p  

宜＝1  
～∑｛E（芸log”w）L7J）2である。APOruleとして、次を定めるo  

ま＝inf（叫仇＜仇2）．  
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p  

馬（c）＝2J誼（（∑擁）1／2t苫）＋2ノさ  
乞＝1  

の各項について考える。  

t・t′；  

＋ま－2弧＋才一1（ノ玩－㌦り2  
J円」－し；   

pp E（（E（∑毎）1／2）】苫））＝E（（∑擁）1／2））  

豆＝1  壱＝1  

となる。  
1 t杭   （タγα勾（山））′  

7㌃1（山）（grα勾（山））  

＿  二二二      →   ＿       ノ石J彷＋Ⅵ 2（∑覧1てね）   

である0次にの項について考える0  

豊≦豊≦去（町2＋礪）  

であるから、上の2項が一様可積を示せばよい。  

こ．∂2  L一 ∂  

E（）→E（  
（岩（請0（山））／帥卜呂（義log紬））2））  ∑た1晶榊  

去（帝「β）2≦2（‡＋町2（U（ト1）一躍）  

ここでE†sup氾mこ㌃2（巧m功一軋）2）＜∞ となるようにpriorを定める。  

次に最良のstoppingtimeaについて考察する。  

α＝mのとき、E（昂叫1（c川㌔）≧私（c）である  

眈＝砥1）＋几ば）  

∂2伽（山）  げりであり棚＝∑覧1叫■為）・よって、  ただし、A宛1）＝∑た1E（  
∂山㌘  

1  2γ之＋1  1  2γ1＋1  2†l＋1  
＿け∴1）  C≧  

陀（m＋1）〉丁い陀2（m＋1）2…几’れ2（m＋1）2…侃 ‾m（m＋1）〉T‘m2（m＋1）2   

またα＝mのとき、月（軋（c川㌔＿1）≦凡ト1（c）であるから、同様に計算し直すことに  
よって、Cα2→∑た1ゆj宜となる。そこで  

定理。tをAPOrule，aをoptimalstoppingとすると、Sをiかaとすると、  

E（（β－∂占）′（∂－∂β）＋cβ）＝2、斤陥＋c鳩＋0（c）  

ただし、  

鴨 ＝E（（∑覧1毎）1／2），ノ吼＝E（  （タrα勾（山））′肯1（山）（βrα勾（山））  

（∑覧1毎）   

＋∑覧1（蒜抽））／帥卜麦（孟log帥））2｝）  
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コントロールをもつ場合の最適な二段階法について  

筑波大学数学系  青木 充  
筑波大学数学系  青嶋 誠  

た＋1個の独立な正規母集団打よ：〃（机，J2），盲＝0，…，たを仮定する．ただし，打し）はぐOntrOl  
母集団とし，打盲，j＝1，‥．，たをtest母集団とする．ここで，全てのパラメータは未知で，分散は  

共通である・〝＝（〃い〟1け・，〃た）とおく．任意の固定された定数埠と∂言（0＜埠＜∂言）に対し  
て，母集団の集合n＝（れ，…，打た）は，n＝nβUnJUnG，ただし，   

nβ＝（汀才‥仰≦伽＋咋），町＝（甘言‥〃0＋埠＜机＜伽＋∂；），【2G＝（汀才‥樟≧／⊥u＋∂言）  

のように3つの部分集合に分割される．このnを，∫β⊃nβと∫G⊃nGなる2つの部分集  
合∫β∪5－G＝nに分割することが目的である．そのような正しい決定がなされたとき，Correct  
Decision（CD）と呼ぶことにする．ここでは，この目的に対して，定数P＊（2．k＜P＊＜1）を指  
定して，  

P（Cかl杵J2）≧P★ 払r ∀（〃，J2）  （1．1）  
を最小の標本数で満たす最適な推測法を構築することを考える．   

汀0から大きされ0の，打方（壱＝1，…，た）からは大きさc2mo（0＜c≦1）の無作為標本を抽出す  
る・そのとき，標本の総数を柁とするとれ0＝A2mと書ける．ただし，A＝A（c）＝（1＋たc2）‾1／2  

である・標本平均万。（れ．，＝∑だ㌢ズ。冊2Tl），耳（叫＝∑；崇コれ・ズ抽2月2↑lい＝1，…，たを計算  
し，定数d（＞0）に対してルール  

∫β＝（汀よ：弟（れ）一方0（れ．）＜d），ぶG＝（打去‥ズ申）一方0（れ．）≧d）   （1・2）  

を定義する．ここで，（c，d，m）は（1．1）の要求を満足するように決定される．このルールのもと，  

P（C恥J2）≧P★  （1・3）  

。コ  

なる意味で標本数の総和を最小にする最適な推測法月（co，d〔），〃）を提案する．  

i）た＝1（γ＝0，1）の場合   

固定された初期標本数叩l（＞2）に対して，COntrOl母集団とtest母集団から，独立にそれぞ  
れ大きさA2”－・とc2A2〃lの初期標本を抽出して，プールされた不偏標本分散5’言－．を計算する．二  
段階法の標本数を  

4紘  

Ⅳ＝maXト［   
可＋1〉  （1・4）  

（∂卜埠）2  

と定義する．ここで，α仰．は積分方程式凡（叫n／（1＋ぐ2））＝Pの解である．ただし，凡（・）は  
自由度L／＝m－2のi分布の分布関数である．2段階目として，COntrOl母集団とtest，母集団か  
ら・独立にそれぞれ大きさA2（〃－7－1）とc2」42（〃一也の追加標本を抽出する・各々の母集団  

で・初期標本と追加標本を合わせて標本平均ズ叫〃）とズ1（〃）を計算する・そのとき，”を〃に  
置き換えたルール（1．2）を考える．dの最適値d。＝昭＋瑚／2とcの最適値ぐ〔，＝1を融、て，  
二段階法（1・4）にもとづく推測法月（1，do，Ⅳ）を提案する．  

ii）たが偶数の場合   

た＝1のときと同様に，各々の母集団から初期標本を抽出し，プールされた不偏標本分散㍊  
を計算する．二段階法の標本数を，（1．4）にあるαmを占mに置き換えたもので定義する．各母集  

団で追加標本を抽出し，ズ0（Ⅳ）と弟岬，よ＝1，…，烏，を計算して，れをⅣで置き換えたルール  
（1．2）を考える．ここで，占mは積分方程式  

上∞エ 
頼…A柚）◎ゼ（c（小A柚）叫岬レ（y）＝PT  （1・5）  

の解として定め，最適なc値は  

＿f．‾‾工  ◎ヱ‾1（£）が（－㌶＋加m．cAy）（諾一占mたc3J43y）¢（∬／c－ゐ打IAy）細（ご）dG〟（y）＝0（1・6）  
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の解として決定される．ただし，G〝（・）は仰の分布関数，X3は自由度〝＝川－ムー1の  
カイニ乗分布に従う確率変数である．（1・5ト（1・6）の解（みm，Cm）を用いた二段階法（1・4）とdの  
最適値do＝（咋＋∂言）／2にもとづく推測法月（Cm，れ〃）を提案する・  

iii）ゐが3以上の奇数の場合   

二段階法の標本数を，あが偶数の場合と同様に定義する，ただしみγm＝（ゐ1m＋ゐ2汀－．）／2とおく．  
mを〃で置書換えて，d＝do＋（∂言一年）（∂1m－∂2m）（2（み1m＋占2m））‾1（≡d，丁－．）をもつルール  
（1・2）を考える．ここで，占mとd＝dmの定義式にある（あ1m，あ2m）は，積分方程式  

十王  
◎ゼ（亡ん1◎た‾f（cん‾）服（∬）dG〝（y）＝P★  （1・7）  

ならびに   

ゼJ∞′；軒（c  

＝（…）上∞エ   

ん＋）◎た‾ゼ（cん‾）y射cん十）d斬ご）dGレ（y）   

◎ゼ（ぐん＋）◎た～ヱ‾1 （ぐん‾）頭（亡ん‾）胸（∬）dG〝（〟）   （1．8）  

の連立方穫式の解として定める．ただし，九＋＝ご＋Aふ1m甘，ん‾＝－ご＋舶2γれ封である．なお，  

d汀lに関して，関係式  
d, 2－7  

す＝市 
＝dmo＋‾  

7－1  
（1．9）  

が任意の符と∂妄（0＜∂盲＜∂音）に対して成り立つ・ここで，γ＝∂言／軋dm【）＝1．5＋（あ1m－  
ゐ2m）i2（ゐ1m＋ら2m））‾1である．最適なc値は，ヴ＝－ご＋cA（古1，¶＋ゐ2m）yとすると  

辛．亡  が‾1（ご）◎た－ヱ（頼エーみ1m玩3A3訂）恒／c－ゐ1mAy）適中）d（プレ（y）＋（Å！～g）×  

＿f‾■こ＿＿王‡   

¢鳥‾ヱ‾1 
（ご）が（頼∬一あ2m鳥c3A3y）綽／c－ゐ2mA封）掴車）dG〟（y）＝0   （1．10）  

の解として決定される・（1・7ト（1・8），（1・10）の解（る1m，み2m，Cm）を用いた二段階法（1．4）と（1．9）  

式から得られるdの最適値dmにもとづく推測法月（cm，dm，Ⅳ）を提案する．  

なお，COntrOl母集団とtest母集団の平均の差の同時信頼区間に関しても，標本数を  

Ⅳ＝mヰ［響ト1〉  （1－11）  

と定義し，子mを   

上∞上；（◎（c（ェ＋A㍍沌）ト◎（中一Aまmy）））㌔回礼帥的＝ト〔t・（1・12）  

と定め，最適なc億を  

√王  
錘（可－⑳中一2tmcAy））た‾1（エーfmたc3A3y）¢（りct電”lAy）d坤）吼（y）＝0  

の解として決定する二段階法を用いることで，最適な推測法を構築することがでさる．  
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