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Aminimaxregret e8timatorofthenormalmean   

Witllunknownvarianceafterpreliminary七est  

鹿児島大学理学部  稲 田 浩 一  

1・序 正規母集団N（〃，α2）からの大きさnの標季∬レ‥，∬nを用いて、母平均〃  
の推定問題を考える。通常、推定恩として標本平均ズを用いるが、母平均1りこ関して  
ある椛の串前情報がある鳩舎は、その射的消印を利用すべきである。 例えば、母平  

均頼ま抽に近いという車輌値鞘がある場合は、この耶前哨報を利用したものとして、  

母分散α2が既知のときは、次の様な推定員のクラスが考えられる。  

榊）＝ん（り又1－（トた（り）抽  
（1）  

ここで、打＝、応（見一榊）／αで鬼はWeigl－t関数である。長のとり方によっていまま  
で研究されてきた推定豊がこのクラスに含まれることがわかる。  

◎予備検定推定塵  
た1（り＝川町≧z号）  

‡IiTanOt3】は、Akajke【1】情報蔑規準を適用して予備検定の有意水準を定めた。  
◎SIlrinkage推定盛  

ん2（り＝打2／（1＋ぴ2）のとき Thompson同の推定量     頼〝）＝トαe‾b〝コ のとき Mel－ta＆Srinivasan［4】の推定塁  

◎Ina（la［2］の推定盟  

机（ぴ）＝ひ＊用呵＜C）＋J（l呵≧C），W－∈［0，1】  

この推定B！は予肺検定推定塁とShrinka・ge推定塁を組み合わせたものと考えられる。  
ひ＊はMi－－iIllaXRegret規準によって定めた。  

ここでは母分散が未知のときInada．の推定費について考察する。  

2．MinimaxRegret推定塁  母分散が未知のときは次の推定量を考える。  

Jヽ           β（ん）＝叩「）見＋（1－た（r））榊  
（2）  

ここで、ん（γ）＝Ⅷ用rl＜C）＋用rl≧C），r＝ヽ信（見一抽）／   ∑（ズi一見）2／（n－1），  
ひ∈【0，1］である。  
目的はMinimaxRegret規準の下でのMinirnaxRegretⅥ屯ightw’の存在性を証明す  
ることである。一般性を失うことなく、これから〃0＝0として話を進める。  

b（k）の平均二東誤差（MSE）をM（w，IJ，q，n）で表わし、Regret関数を次式で定義  
する。  

凡叩（叫〃酋m）＝叫叫〃酋n卜。記竺1叫叫仰，m）・   （3）  

恒）のMSEほ次によって与えられる。  

坤佃m）＝晰，n）  （4）   

ただし、軌∂，n）＝几 桝＋∂ト哨（亜）dudv（5）  
肋㈱  

＋〃叫噂（刷 
拗伸（v）du血・  
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姉）＝叩トu2／2】／ノ諒，坤）＝㌦デー1叩ト】／咋ヂ），∂＝、市〃／仇  
これゆえに、Regret関数は次のように書き換えられる。   

。1 月e両，町）＝（晰，n卜記竺軌州＝恥佃（6）  
このときMinimaxRegretWeightw＋とは次式を満たすものである。  

inr s11p 兄（叫∂，n）・  
0≦w≦1一関＜∂＜∞  

いま叫（∂），叫（∂）をそれぞれ（7），（8）によって定義される∂の関数とするとこのとき  
次の2つの定理が証明される。  

min 叫叫∂，n）＝叫叫（札∂，n），  
－00＜w＜00  

記讐1坤，∂，m）＝叫びl（∂），∂，m）・  
。  

定理1．1ル0（∂）は次式（9）によって与えられ、  

∂川れ＿1）仇＞2（…），（u＋∂）紳）坤）血血  
ぴ0（古）＝   

Jん＿り飢，2（川）車＋∂）2¢（u）ゐ（v）dudu  

それは非負偶関数であり、（10）を満たすような正の数∂1が存在する。  

叫（∂）＜1（l∂l＜∂1），  
ぴ0（∂）＝1（I∂l＝∂1），  
叫（∂）＞1（l∂l＞∂1）．  

この定理1より月（叫∂，れ）は次式のようになる。  

属（叫∂，n）＝叫叫∂，n）一里wl（∂），∂，n）  

ただし   ∂＝㌦和／α，  

（10）  

（11）  

（  

）
 
）
 
 

l
 
l
 
r
U
 
′
人
U
 
 

＜
一
＞
 
 

一
・
ハ
U
 
′
人
U
 
 

（
 
（
 
 

）
 
 
r
U
 
 

′
1
 
 

叫
 
∽
 
 

ひ1（∂）＝  

定理2．MinimaxRegretWeightが存在する。  

参 考 文 献  

【1］Akaike，H・（！973）・InforrnaLiontheoryandan 
． 

． 

［2］  

eds・B・N・Petrova・ndF・Csaki），AkademiaiIくiado，Budよpest，267－281．  
nada，▲Ⅰ〈・（t984）・＿A711in叫孔X＿regreteStimatorofanormalmeanafterpreliminary   
test・A花托．血5f．∫ね亡五βf．財α兢リ36，A，207－215．  

【3］ITirano，K・（1977）・Estimationprocedurebasedonpreliminarytest，Shrinkage   
tecllniqlleandinformationcriterion・＾Jtn・九st・Statist・Malh・，29，A，21－34・  
【4】Mehta，J・S・andSrinivasan，R・（1971）・Estimationofthemeanbyshrinkageto   
apoint・J■Amer・ぷhわ封・Aβ50C・，66，86－90・  

【5】TllOmPSOn，J・R・（1968）・Somcsllrinka・geteCllniquesforestimatingthemean．  
J．Am打・∫ねfiβf．A∬OC．，63，113－122．  
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成長曲糸泉モデル＆こお 8サ る ラ ン ダム  

効果分散構造の検定－ParallelProfileモデルの場合  

島根大・理  横山 隆久  

広島大・理  藤越 康祝  

MANOVA ＆ GMANOVA混合モデルの特別な場合である   

ParallelProfile モデルを考える。  

X＝Aゑユも＋加旦′＋U  （1）  

ただし、X：Nxpは変数xが対偶の各個体に対してp個の時点で観潮  

されるときのデータ行列、A：Ⅳxkは既知の計画行列で、r8nk A＝k、  

ゑ：kxl．旦：pXは未知母数ベクトル、U：甑pは誤差行列で各行は  
互いに独立かつ Np（旦，∑）に従うものとする。   

モデル（1）において、個体間の変動を考慮することによって得られる   

ランダム効果分散構造の適合性に関する仮説を考える。  

HOl：∑＝γ2Aplら＋汀2Ip vs・ HllヰHOl   （2）   

ただし、γ之＞0、J2＞0とする。仮説（2）に対する検定統計量として、  

Sll・21Y2′Y2l  
ヌ1＝  （3）  

s11†（p－1TltrY2／Y2†P－l   

が提案される。ただし、Ql＝亘明1も とし、Q＝【Ql′ Q2′］／をpxp ～  

直交行列、［X ふA】に関する平方和穏和行列をⅤとし、対応する分割  

行列をⅤⅩX．Vxl，Vxa，…・ ．とするとき、  

Yi′Yj＝QiVxx・1Qj′， Sij＝QiVxxtlaQj′  （4）   

である。貫1は尤度比統計盈入1の上界を与える近似的尤度比統計量である。  

仮説HOlのもとで、－叩log貫1の分布関数はM＝叩が大きいとき  

次のように展開される。  
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P（－nザlog入1くx）＝P（X㌔くx）＋0（M－2）・（5）                                             ■ヽ■′  

1  

f巴－（p之＋p－4）．  
2  

1  

p（p＋1）2（2p－3い（p－1）（k－1）  f n（トタ）＝  

12（p－1）  

ただし、n＝N－1である。   

次に、仮説（2）に対する正確な尤度比統計量入1を考える。  

Sll・2IY2′Y2l  
（≡天1），t＞t♯  

sll‡（p－1rltrY2′Y2〉卜I  

Sll・2IY2′Y2I  
（6）  

（ヨ入0）．ぜ＞t  
†p－1（Sll＋trY2′Y2）lP  

ただし、  

1  

t＝－ Sll  
n   

trY2′Y2  （7）  

n（p－1）  

であり、入0は次の仮説（8）に対する尤度比統計量である。  

HOO：∑＝q㍉Ip vs． HlOキHOO  
（占）  

′■ヽ′ －nタlog入1の極限分布を求めると、－nタlog入1の極限分布と一致  

することがわかった。  

参考文献  

Chinchilli．V．M．and EIswick．R．K．（1985）．A Tnixture of the  

MANOVA and GMANOVA models．Comm．Statist．14，3075－3089．   

Srivastava，M・S．（1987），Profile analysis of＄eVeralgroups．  

Comm．Statist．16．909－926．  

Yokoyama．T．and Fujikoshi，Y．（1992）．Tests for random－effects  

COVariance structuresin the groYth curve modelYith  

COVariates．封irosbi打ほ Math．」．22．  
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Missimg舶七aのある共分散楕追をもつ  

多変畳成長曲線モデル  

広島工大  神田隆至  

PottllO汀andRoyの提案した多変塁成長曲線モデルは  

克＝鳥孟盈＋〃宝p，  （1）  

である。ただし、∧月は既知な計画行列でrank（A）＝た，raIlk（β）＝曾≦p，言は未知  

母数行列、誤差行列亡＝（亡1，…，ピ〃）′の各行は互いに独立で、それぞれ穐（0，£）に従  

うものとする。このモデルはcoInPleteda・taを扱っているが、ここでは分散構造が系  

列共分散構造ガ＝J2（プ。（β）＝α2（βトJり，（盲，J＝1，…，p），（α＞0，lβl＜1は未知）と  

一様共分散構造虻＝J2G↑↓（β）＝α2［（1一帖＋砧1ム］，（α＞0，－た＜β＜1は未知）  

をもっmissingdataを含むモデルを考える。一様共分散構造をもつmissing（1ataを  

含む場合はその型が一般のときも容易に考えらj’tるが、系列共分散構造をもつmissing  

d山aを含む場合は一般の型は複雑になるので、BllaTgaVa（1962）の調べたデザイン 等  

によって生じるmonotonetypeのmisslngdataについて述べる。それは  

†て＝d；言  β怖＋ 亡i，  
勅×pf 〃iXたたXq？×p♪×pi 〃iXJ，i  

（2）  

である。ここに、釣＝ダー（盲－1），（古＝1，2，…，てJ），ビiの各行は独立、かつ塙‘（0，叫£砺），  

（耽は0と1からなるデザイン行列）に従うものとする。以下では、簡単のために  

月弼＝軋〃笹砺＝左とおく。   

始めに、系列共分散構造をもっモデル（2）の鳩舎を考える。このときのMI瓜ほ  

Fujikoshi，Ka・nda・andTanimura（1990）と同様にして求めることができる。   

rrlleOrenll・系列典分散構造をもつモデル（2）のγ（盲＝1，2，・・■，u）にもとずく  

言，β，J2のMLE含，β，∂2は次の方程式（i）～（iii）の解である。  
l上 旬  

瑚）‥∑ノ臣てキ1月ご＝∑4減i軋打1β∴  
；＝1  i＝1  

m αβ2－2占β＋c  

（i）】－   

（ii） ∂2＝  
ml  l－β2 ’  

（iii）（ml－Ⅳ）αダー（叫－2〃）岬－（mlα＋〃c）β＋ml占＝0．  

た写し、〃＝∑た1軋m＝〃一点，TT－1＝∑是1〃動去＝鎖緑園牒＝吉（H－  

A‘三β湘卜扇βれα‘＝ tr（Cユ漉），れ＝tT（C2漉），C‘＝t鴫α＝∑迄1勘，占＝  

∑迄1bi，C＝∑迄1C‘，Cl‘＝diag（0，1，…，1，0）でCi；は省略する。（i）式はVeC（・）表現を  

用いると  

U u   

（i）Jvec（舌）＝［∑（BLf：1B：⑳A：A‘）rl・∑（B舟1⑳A；）vec（y；）  
i＝1  i＝1  
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ともかける。また、仇＝（申‘）－1／2A；（羊→A‘三郎打り2，Ⅵ＝ノ市（打1／2乱打1／2  
ち‘），5‘＝去γ‘（ち‘－Ai（A；A‘）‾1ペ）†1，ni＝凡－たとおく0このとき、  

Lemmal．  

β ＝β＋扉‾り2＋脚‾1＋Op（れ‾3／2），  
（吋m）∂2 ＝J2＋勘n‾り2＋J。m‾1 ＋Op（れ刊2）・  

ただし、  

β1 ＝  

iL 11  

－【〃∑〃‘（（r‘一掬α（1）一再川＋桝（1））仲2 
i＝1  ． 

t▲  

叩1＝押－βα（1）－〃‾1 ∑〃血－ 1）α2鮎 r‘＝釣－（釣－2）β2，（盲＝1，・‥，叶  
i＝1  

ここに、β2，J2，α（り，紳），C（り，（五＝1，2）は省略する。   

次に、MLEの漸近分布を求めると   

TlleOrem2．p，kを固定してNi→∞，（i＝1，…，u）かつNJNl→6i＞0，（i＝  

1，…，u）のとき  

∑迄1∂il㊥βiガ「1β；  
（i）vec（ノ蒜（合一三）′）与悔（吊  】‾1），  

∑ぎ＝1∂J  

（3），（；川   （ii）㍉（雷雲ごJ2）如2  

が成立する0ただし、1は省し、α＝ 
， β＝，  

7＝ である0   

また、凡の間に特別な関係がある場合のαのαc（completedataに対するα）に対して  

のある種のe用ciencyの数値例を紹介する。一様共分散構造をもつ場合の同様の結果  

も報告する。  

参考文献  

［1］T・W・Anderson，Maximumlikelihoodestimatesforamultivariatenormaldistribution  

WllenSOmeObserva・tionsa・remissing，J・AmeI・Statist・Assoc・，52（1957），200－203．  

【2】R・P・Bharga・Va・，Multivariatetestsofhypothesiswithincompleteda・ta・，Tbch．Rep．No．  

3，Statist．St乱れhTd tJれiveTSity，】9陀  

［3］Y・Fujikoshi，T・Ⅸa・ndaandN・Ta・nimura，ThegrowthcⅦIVemOdcIwithanautoregre＄－  

Sivecova・riancestmcture，AnrL・Inst・Sta・tist・Ma・th・，42（1990），533－542．  

回D・G・Ⅸ1eirLba・um，Agenerali洛ationofthegrowthcurvemodelwhichallowsmissing  

data，J・M山tivaJiateAmal・，3（1973），11ト124・  

【5］R・F・Po州10汀and S・N・Roy，Ageneralizcdml山ivaJriatea，nalysisofvaria．rtcemodel  

usefTLIcspeciallyfoIgIOWthcuIVePrOblems，Biometrika・，51（1964），313－326．  
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Asymptotic properties of sequentialestimators of a  

PrObability density andits derivatives  

新潟大学理学部  磯月英一   

1．問題 Ⅹ1，ⅩいⅩい．‥はある確率空間（n，F，P）上で定義された独立で同一分布に従う  

確率変数列で，関数形が未知な確率密度関数f（Ⅹ）を持つとする。p≧0を与えられた整数  

とするとき・random sample sizeNtの標本Xl′‥・，XNヒに基づいてf（Ⅹ）のp  

次導関数f（P）（x）（f（0）（Ⅹ）＝f（Ⅹ））の推定問題を考える。Samanta and Mugisha  

（1981）はf（P）（x）（P＝0，1）のkernel－tyPeの逐次（sequential）推定量を定  

義し，一様な弛一致性，漸近正規性などについて論じている。本報告の目的はf（P）（Ⅹ）の  

kernel－tyPeの遂次推定量fこ’（X）を定凱・Ntについての適当な鮒の下でt→∽  

としたとき・fこ：’（Ⅹ巨f‘p’（Ⅹ）  の正規近似のOrderを求めることである。Basu and  

Sahoo（1989）はp＝0 に対してこの間題を扱っている。   

2．遂次推定量と結果 r坤は整数とする。以下では、英数R上でf（1）（Ⅹ）  

（土＝1′‥りご）が存在すると仮定するo Kp，rは次の条件を澗たすR上の実数値ボレル関数  

K（y）のすべての集合とする。   

○・0 

－－OI才 

00   巨（y）ドdy＜00知土＝1′2and3′JlyrK（y）ldy＜00．  
一■＞○  

lyK（y）I→O aslyl→∞．  

yjK（y）dy  

l for］＝p   

for〕≠p′ う＝0，1′‥．′r－1．  

Sm00thing parameterhnとして  

－α   1  
hn＝n′ ＜α＜∴  

1＋2r  l＋2p  

を考える0任意のⅩ∈Kp，ごを与える。f（p）（Ⅹ）の推定量として次の逐次推定量を考える。  
これは fixed sample sizeの場合にMenon，Prasad and Singh（1984）が  

提案したものである。  
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Nヒ  榊＝絹竿 
コ  

か）・                                      〕   

（Nt′t＞0）′九はそれぞれ確率空間（n，y，P）上の正の盤数値をとる確率変数の族・正数  

をとる（土・e・′P†九＞OI可）確率変数とする。また，nt（t＞0）はn→∞ 亡  

（t→可 を満たす正の整数値とする。   

塞墾（Et，t＞0）はEt→0（t→呵を満たす正数の放とする。次の条件を仮定する0   

ある正数Dl，D” 0＜ち≦mln（α．トα，α（1＋2r卜1†に対して  

ユ p（lー 1－＞Dl㌔I＝0（Eき′2）ast→00．  
へ 九n  

p（九nt≦D2年1）＝0（亡き′2）a5t→∞・  

さらに｛Xn，n≧1｝と…独立で，かつ SuPIf（1）（y）l＜00′  
－00くyく的   

s。plf（ご｝（y）l＜∞を仮定する。このとき，frx）＞0となる任意のⅩに対して  
一関＜y＜開   

‘p’ 
き′2）  suplp川：′2ほこご’（Ⅹ巨f（X））≦yGl＋2。（Ⅹ）｝－¢（y）l＝0（亡 －00くyく00  

as t－匝が成り立つ，ここに◎（y）は標準正規分布の分布関数を表し，   

00  γ＝1叫1十2p）′ロ；．2。（Ⅹ）＝｛1＋α‖J2p）｝‾1帥JK2（y）dy・  
一・■＞日  

参考文献   

Basu，A・K・and Sahoo′ D・K・（1989）・Berry－Esseen type theorems for   

5equentialdensity estimation・SequentialAnalysis 8（119－134．  

Menon，Ⅴ・Ⅴ・′ Pra5ad′ B・and Singh，R・S・（1984）．Non－Parametric   

recur8ive estimate8 0f a probability density fuhction andit5   

derivative8・J・Statist．plann．rnference 9，73－82．  

Samanta，H．and Mugi8ha，R．X．（19dl）．On a clasB Of estimates of the   

PrObability dene［ity function and mode based on a random nurrber of   

Ob5erVatlon3・Caユ・∫亡a亡i5亡・Aβ50C．月Uユユ．117′ 23－40．  
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対称群上の距離から導かれる統計曇の漸近分布  

篠田 兼  九州大学 理学部  

1・序 Critcl1low（1986b）は対称群上の距離に基づく順位検定統計量の統一的構成法を提唱し  

ている．今回ほSpeaIman，sfootnlle，Spearman，sra．11kcorrelationを含む距離の族を定義し，そ  

の族に含まれる距離からCritchlowの方法によって導かれる2標本問題に対する検定統計量の  

漸近正規性について報告する．  

2．Critchlowの構成法 まず，2標本問題に対するCIitchlowの統一的構成法を紹介する．二つの  

母集団を母集団1，2とし，それぞれの分布関数をダ，Gとする．そして帰無仮説：ダ（∬）≡G（ェ），対  

立仮説：ダ（∬）≧G（霊），かつある妬こ対してはダ（軸）＞G（ェ0）となる，という検定問題を考える・  

但し，ダ，Gの連続性を仮定しておく．gl，…，gmを母集団1からの観測値，gm＋1，…，gm巾 を母  

集団2からの観測値とする．そして盲＝1，‥．，〃（〃＝m＋m）に対して町（りをgiのgl，…，g〃  

の申での順位とする．このときⅣ次対称群を5〃で表すと，汀∈g〃となる．次に二つの順位付け  

打とげが同値であることを（可1），…，打（m））＝1J（1），…，J（m））を満たすときと定義する・この  

とき，打を含む同値輯は【汀】＝汀（∫mx∫れ）となる．但し，gmX∫m＝‡J∈ぶⅣ；‘申）≦m（f≦m））  

である．また，対立仮説に最も合致する順位付けの同値顆は，㌦×∫nである．これらの同値顆  

問の距離として，次のlIa11SdoI∬Dista，nCeを用いる．  

dを∫〃上の距離とするとき，g〃／（‰lXぶn）上の距離を  

d＊（【榊］）＝m叫d（α，β），d（α，β））  

で定義する・CTitclllowは牒刑された順位付けⅣに対してが（巨】，∫mx∫n）を検定統計量とし  

て用いることを提唱している．  

3．ConvexsⅦmdistanceから導かれる検定統計丑 ここで，対称群上のCOnVeXS11mdi＄tanCe  

を定義する．  

De爪nition3．1   

N次対称群上の距離dがconvexsumdistanceであるとは，【0，1］上の関数fを用いて  

〃 d（汀，げ）＝∑J（j  訂（り－亡申）  
∬  

i＝1  

と書けるときに言う．ただし，／は，単調増加，COnVeXで／（0）＝0を満たすものとする．   

このconvexsumdistanceから導かれる検定統計量は次のようになる．  

TlleOrem3．1   

convexsⅦmdistanceから導かれる2標本問題に対する検定統計量は  

〃         符＝∑／（1若） i＝1  

となる・但し，α1，…，αmは汀（り，…，町（m）を小さい順に並べ替えたもの，同じくαm十1，…，αm血  

は汀（m＋1），…，打（m＋几）を小さい順に並べ替えたものとする．  

TlleOrem3．1で求めた検定統計量の漸近正規性を示すにはさらに仮定が必要である．  
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仮定（a）入〃＝m／〃としたときに，0＜入0＜喜が存在して，全ての椚こ対して入0≦入〃≦トス0  

となる．   

仮定（b）Jほ2回微分可能．しかも正数∬と∂が存在して，入0≦Å≦ ト入0である全ての   

入に対してん（。）＝／（厄）とおいたとき，岬（∬）‡≦坤（トー 可「‘」＋∂ ，（i＝ユ，2及び  

0＜苫＜1）が成り立つ・   

Theorem3．2   

仮定（孔），（も）のもとで（祐一仙】）／J〃ほ漸近的に棲準正規分布に従う・ただし，州，鳴  
は舟（‡）＝J（（トス〃）∬），や（ェ）＝／（A〃（1－エ））とおいたときに   

抑＝m♪1（q泄（小小2（顆））嘩），   

祐＝孟（m2塩＜ ダ（ェ）（1－ダ（y））現（G（訂））九i（G（y））dG（∬）dG（y）  

－ mmノl∞＜エ＜，＜∞  肝朝））柵））輌，）岬（y）  
－ 

mm／上∞＜y＜ェ＜∞ 
（1一期）棚怖））ん抽））dq岬（y）  

＋m2／l00＜頗∞ 
瑚（ト瑚）′紳））舶（y））dG（岬（y））  

＋…（m2／l∞＜榊 q項－G（y）購（刷（G（y））d珊瑚  

JJ_ 
JJ_ 

G（∬）（1－G（y））机（G（£））たら（∫（y））d∫（∬）膵（y）   
0  

（1－G（ヱ））G（y弼（G（芯））んら（ダ（y））dダ（£）dダ（y）  

ー   mTl  

－－   mm  

∝・＜エ＜y＜0  

∝・＜y＜ェ＜00  

＋m2／⊥∞＜∬＜y＜∞ 
G伸一G（y））九抑桝抽））d榊瑚），  

で与えられ，そしてこれらは漸近的に符の平均及び分散である．  

参考文献   

［l］ Critchlow，D．E．（1986a）．MeiricMelhods／orAnatyzin9PariiattyRankedData．LectuIe  

NotesinSta・tistic8，Vol・34・Spring－Verlag，NewⅥ）工k．   

【2】 Critchlow，D・E・（1986b）．＾ Und；edJIpproach to Constractin9Nonparameiric Rank  

Tbst・TechnicalReportNo・376IDept・OfSta・tisticsIStanfordUrLiveISity・   

【3］ 笛田薫・Thelimitingnormalityoftheteststatisticfortwosampleprobleminduced  

bycoIIVeXSumdista・nCe．A11na，lsoftlleinstituteofsta，tistica．1ma．thematicsへ投稿中．  
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AlmostSure菖nvariancePrinciplefbrU－Statistics  

横浜国立大学工学部 吉原健一  

山梨大学教育学部 金川秀出   

場，ノ≧りは可測空澗快⊥の分布mを持っ定常な確率変数列とする・またん¢，γ）を  

∬×ズの対称な実数値関数で  

比×∬  
／中，γ）J′（血，ゆ）＜∞ and gドJ（吉1，ズ）】＝（），∫∈ズ．  

この時，／∫恒）を核関数とするU一統計量∫〃を∫〃：＝2∑ ′転島）と定義する・  
1≦旬苗］  

特にこれはdegree2のU一統計量と呼ばれる・さてエ2：＝エ2（ズ，河上の有界線形作用薫  

れ：エ2→エ2をg∈エ2に対して鞠由）：＝叩ほ1，可g（吉1）】と定義すると，箱は  

HilberトSchmid一作用素で，固有値（＾i）と固有関数†gi）を持ち，これらは各益1につ  

いて次の性質を持つ．  

l入fl≧転1l，grgfほ1）】＝0，翔鮎）】＝1，  

勒ほ廟ほ1）】＝0（呵），g【／囁，J）gfほ1）】＝入fg舶  

さらにJ申，γ）はエ2（方×∬，I叩l）における平均収束の意味で  

00  

（1）  ／恒）＝∑旬血相舟）  
た＝1  

と展開される・またか【0，叶Lの樅率過程〈坤）；J≧里とiU（巾J叫を次のように定発  
する．  

00  

d′）‥＝2∑ 極ち），U（′）：＝∑  
1軸心］  ノ＝1  

（：0  

ただしず：＝1＋2∑勒ほ1）針路＋1）い0を仮定する・（町，ノ≧1〉：＝“仰い≧0），ノ≧1〉は  
i＝1  

ブラウン運動で   

［〃‘〕［叫  

g附）町刷＝ 
〃 

採譜高梨一芸（l置膠匝下でalmostsureinvarianaprinciple，即ち，共通  
（2）  

巨（り一叫」＝咄a．s．asい∞，  

が成立するように構成することができる・（2）より叩）の弱収束（＝oer仙ng（1948），  
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Ⅵ）Shihara（1989）），  

i三刷（姑車叫〈u（り，－｝≦′≦1）a…→∞inJ仰bgyor岬］，  
及び慮複対徽の法州（Dchling（J989）），  

Al？OStSurely（（2′‖oglognr］s（n（）；0≦′≦一）n≧3isrelalivcIycompac－andlhesetorils  

limltPOintscoincideswilhsomecompacISelKinC（0，】j，  

が導かれる．   

乃紺re椚・Ld（ち）わど〟5行fc旬油血77叩r錯Jて，β加d r〝〃ゐmて即ね抽sひ離  

舶（吉㌦∂］＜00β′■抑∂ガ．叫押。5川ね＝帥血才物  Z抑＝鞘椚＝md s叩  
ノ≧1   

r曙JJJ叫′・ビ・伽Ⅳビズ∫5f5β叩肌り7ぐどβ（′J）い）5f化／－〃7〟′〟5′7→00  

㌔設輌卜瑚ゴ］≦β…′  

00  

♪…JJた≧い上7如頑＝壷ふぃ…，与）・血〟mど触∑′Z2（碑））岬＋∂） ＜∞・  

〝＝l  

加加0椚〟脚βビ触りbr50沼ど∫＞…＜ござず＜Supぜく∞β〃d  
ノ≧1  

80  

（3）  
∑1九Å1＝qが）（′7→∞）・  

Jl＝l   

mビ㌢‡て〃ど〃J＝で♂所〃ピ†∫（／）；／≧0‡0′了β〝どぴPr血わ〃〃y甲〝C＝og油汀ひ離  

iU（J）；／≧0†釦にた伽f（2J加地．  

1  

G〃‥＝上  J巾（ト可）‾1佑舟）－∫）Z血は条件（3）  放amp［e・Cram6r－VOnMisesstatistics  

を満たす－ ただし凡¢）は一→－・様分布の経験分布・G′Ⅰの核関数／申，γ）の間存偶は  
l Å慮＝ 
右打右下 

た≧lより，（3）が成り立っ・  

R¢柁7‡Cビゴ  

Dehling′H・：Thefunctiona11awoftheiteratedlogarithmforvonMises  
functionaJsandmu旧pleWiener血egra）s′J■Mu旧variateAnalysis′28（1989）′  
177－189．  

Hoeffding′W：Anon－Parametrictestofindependence′Ann・Math・Statist・′19  
（1948）′546－557．  

Ybshihara′K・：LimitdistributionsofdegenerateU－Statisticsofdegreetwofor  
StrOnglymixingsequences′（1989）preprint．  
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ブートストラップ法による   

中央値の推定について  

大阪府立大学工学部  

長 尾 憲 夫  

1．経験分布関数の通関数   

分布関数ダ（諾）の辿関数や（∬）を次のように定める・  

pl（ェ）＝inf（りダ（f）≧諾）， 甲2（∬）＝Sup（りア（f）≦諾）   

としたとき  

甲（霊）＝去（抽）恒2（霊））・  

すると，これを経験分布関数凡（∬）に対して適用すると  

n  

恥（霊）＝∑瑚軸＜吉）＋喜胸＋柚））∫軸  
f＝1 f＝1  

となる・ただしズ（1）≦…≦ズ（れ）は，ズ1，‥・，∬mの順序統計量である・未知母  

数β（ダ）を推定する際，通常ほβ（凡）で推定する。一方β（ダ）＝β（甲）であるが，一  

般にほ0（凡）≠0（pn）である・このことを用いてMaritzandJarrett［3］はsample  

medianの分散の推定値を求めた・その結果はEfron【1〕のブートストラップ法による  

ものと一致する・ここでは，恥（∬）として，次のように別のブートストラップ法を考  

える．  
†l  

扁（∬）＝∑才（i）∫（－トl，＜∬≦恥）  
i＝1  

ただし，ill）≦…≦叛－1）は，（0，1）上での一様分布からの順序統計量とし，掬）＝  

0，れ，l）＝1とする・よってβ（軋）のた次のmolnentの推定量として  

‰（∬1，‥．，ズm）＝Eβた（扁）  

を考える・ただし，平均βは掬）≦‥・≦当几－りの下での平均を表す・特に鳥＝1の  

とき，β（ダ）の別の推定量を与えることになる・この方法は多くの場合，ブートスト  

ラップ法と同じ結果を与えるがmedianの場合は異なる・  

2．中央値   

Xl，…，Xnを連続な分布関数F（x）からの標本とする・0（F）をF（x）のmedian  

とする．通常の推定量は  

∬（m＋1）  ifm＝2m＋1  

喜（ズ（”l）＋布巾1））ifm＝2m・  
恥（を）＝β（弟，…，∬れ）＝  
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ただしズ（1）≦…≦ズ（れ）は∴方1，…，ガn・の順序統計量である・すると，  

n  

吼（弟，…，ズn）＝町亮（告）＝∑ズ（㍉（当ト1）＜吉≦恥）  
i＝1   

れ  

＝∑c函ズ（i）・  

i＝ニ1  

ただしCf，，l＝（7コ）／2臣十同様に分散に対しては，  

丁も n  

軋（弟，…，ズれ）＝Ⅵ項尻（を））＝∑ci，m（ズ（り－∑c小ズ（‘））2・  
i＝1 i＝1  

これらの推定量をBinomialtypeということにする・またEfronのブートストラップ  

法，MaritzandJarrettの方法による推定量のCi，nに対応する係数は  

i／れ  

上  

諾m（1－ご）m血  if m＝2TTl＋1  
（γ扉）2   

－1）／れ  

C；れ＝   

Jニ′托  

（和一1）！  
倉m‾1（1－∬）m‾1血if m：＝2m  

【（m－1）！】2  

で与えられる・maritzandJarret［3］によって表にされている・なお，分散のそれは  

上と異なり，もう少し複雑である・なおこの推定量をM－J－Etypeということにする・  

ここで，中央値の推定量として，Ordinarytype，Binomialtype，M－，－Etypeの  

3稀忙ついて，母集団分布をN（0，1），指数分机（一書，を）の一様分布撃ついて，2乗  
平均誤差を考えてた・  

REFERENCES  

l．Efron，B．（1979），Booisirap meihods：anOiherlook aiihcjackknqe，Ann・  

Stati＄t．7，ト26・  

2．Fhngos，C．C．（1987），Anupdalcdbiblio9raPhyonihejackknUcmeihod，Com－  

mun．Staもi＄t．TheoryMeth・16，1543－1584・   

3．Maritz，），S．andJarret七，R．G・（1978），Anoieonesiimaiin9ihevarianceof  
3amPlemedian，J・Am・Stati＄t・Assoc・73）194－196・  

4．Miller，R．G．Jr．（1974），Thejackknge：Areview，Biometrika61，ト15・  

5．Nagao，H．（1991），Onesiimaiionofamedianinsmallsamples，Math・Japon・  

36，563－569・   

6．Quenouille，M．（1956），Noie30nbia3incs電ima電ion，Biorhetrika43，353－360・  

7．恥key，J．W．（1958），Bia3andco頑denceinnoiquiielargesamples（abstract），  
Ann．Math．Statist．29，614．  
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ROBUST NONPARAMETRIC FUNCTION ESTIMATION  

YbumgIく・n－1qng  

D叩a一山lelltOrBios一雨isLics  

Universi吋OrNortllCaTOliIla  

CllapelII札N．C．27599－7dOO  

1 Introduction   

NonpaTametricregTeSS；onisamcthodforestimatingLhceTrectofacovariateXonarespo71SeYby  

l】S－mgtllemCanO＝lleCOnditionaldistrib－1tionofYghTCnX・Indata打nalysisinvoIvjngasymmetric  
con（litionaldistril）tlt；onssuchasincomcs，hollSJ71gVAlllCSandsllrVivaltimes，itappcarsmll血more  

appealingtoⅥ・OrkwitlltlleCOnditioれalmedian，Simceres一山sc孔nbemore ea5ilyinterpreted．恥  

forrnl－l礼tethisrcgT？Sデionmorcgenerally，letG（・）beanyconvcxfunctiononRIwithth…nique  

rni－1imllmatt7teor・gmanddcLlnet】lerunCtioIlm（・）sotllatitminimizes（withrespecttoa）  

中（y－岬＝ 
訂）・  

T）lC［一＝一CLionm・（・）；scalledLllCgCnCr孔Ii‡edrcgrcss；onfllllCtionofYorLX・Fbrexample，forG（z）＝Z2  

tlleftlnCtionm（x）istllCrCgrCSSionfunctionm（T）＝E（Y（X＝X）；tlleChoiceG（z）＝］zlleadsto  

い－eCOれd；tio¶孔1median山川CHoれm（∬）＝med（竹∬＝∬）；tl－ep砧－perCe雨ilefunctiomi50もtainedby  

lcttingG（z）＝T，Z＋＋（1－T・）z－andaf11nCtiondevclopedrromrob11Stissuesisobtairtedbychoosirtg  

G（・）sotれ孔tG′（・）＝叶）・SeeIlan－pelef・正（198可礼ndH11もer（1981）．   

TbcstimatethisLunction，apOPtLlaTmetl10disbasedontheidcaoflocalconstamt叫oreqltlV－  

alcntly，tllC kernclmぐthod．ITowever，the bias of tllis kcrnelmcthod can have an adverse e汀ect  

Whぐn thcdcri、′at；veofthemarginaldensityortl－atOftheregressionfllnCtionislarge，SeefI邑rdle  

（1990）・Tllisprol）］emcanberepaircdl）yCOnSideril－gan叩PrOaL＝hⅦSinglocdljnear餌・MoTeOVer  

prcc；scly，1ct（Xl，11），…，（Xn，1㌔）denotcaran（lon－SaTnp］efromtlledisLriblltionof（X，Y）andlet  

K（・）dcnotcakernelfunction；tltaもjs，adcnsityrllTICtion・Dc爪netlleloca111ncELr爪testimatorl；1（：）  

1）ySettimg呵㌘）＝∂，W】lereaa－1d占miIlil¶ize  

妾中一腑岬現車（里謡ト  

2 Staternent of nesutls 

Lct！（3：）≡jx（3：）bctlledcnsityftlnCtionofXan（19（yTT）l）CtlleCOn（1itionaldensityfunctiortofY  

g）VCnX＝3：WitllrCSPCCttOameaStlre／L・Sct  

輔車）＝叫G（y－m（訂）＋りl∬＝ヰ  

Wcnlaketllefollow川ga耶IlrnPtions：  

1・TllCftlnCtionG（・）isconvexwithamliq－1Cmill；m；zcrO・〆′（車）asafurLCtionofii＄COntimot18   

i－1ane；gllborhoodofthepohtO，llniformlyfor之inaneighborl100dofc・Asstlmethati（ilz），  

¢′（申）ELnd¢l’（申）a＄functjon＄OfzarebollltdcdandcontimotlSjnaneighborhoodof訂for  

a11smalllalldthat¢（申）≠0・  
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2・T】leker¶el〝（・）≧0IlaSabollれdeds叩pOrt．Its孔t；s丘es  

／榊z＝1，／叫z）dg＝0・  

3・ThedcnsityfllnCtionJ（・）ofXiscolltin－101－Sandf（x）＞0・  

′l・TlleftlnCtion♂（抽）i5COntinⅦOllSi－1エーOTeaCll少・More研er，tllereeXistsaれC＞OsⅦCllthat   

S叩l∬．－JI≦。g（由れ）≦叫yl∬）amdtllat  

ノ  
IG′（y－－γ几（可）lつ＋りJhl∬）み（y）＜∞，  

乱れd  

仲（y一書卜G（y卜瑚）2〃（伸（y）＝0（f2）asト0・  

5・T］lCfl”一Ct；onm（・）1tasacolltinl1011SSeCOnddcrivative．  

TllCnreml乱押細…心M“肌裾前は砧u…山肌わ舟→∞dndんれ→0，翫eJ土im瓜for叫）iJ  

“脚叩ね拓血旬n打肌止  

流（ヱトm（可－β（瑚ま  
≦り∫i，…，∬¶  ＝叫）＋呼（1），  

何モ益もこ了   

t上・凡打e町）わ血＝抽晶mh〃m右端山前晶町毎血晶＝冊  

醇）＝言m㈲／v2〝肋  
J∬2（ひ）血J【G′（y～”車））】2由I∬）み（y）  

丁2（丁）＝  

J（∬）  【¢′′（申）】2   

Noとet】la川－e‘呵？ptOt主cbias’β（ご）んま0川eprppo5e（le雨；mlatOrdepend50nlyontlle†uれCtion  

beingestimatcd・Tllis）Snaturalfromit＄COnStrllCLion－thel）；ascamcfromtheerTOrinthelocal  
approxi7Tlatjo710ftl－etlndcTlyingctlrVebyahncarftlnCtio】l・The asyrnptoticvari抑・Ce，however，  

dcpぐ11dsonthefl）nCt；on G（・）．Forexample，tlteasymptoticvaT；anceoftllClocalmeaneStimator  

diTrcrs from tllat Oftllelocalmedianestimator．  
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二項分才けの一方己り‥田  

鹿児島工業南軍  藤崎恒夢  
魔児島大学理学部 大和 元   

1．序 いくつかの数学的命題は，その命題が確率と無関係であっても確率的に  
証明することができる．例えば，Weier・StraSSの多項式近似が二項分布を用いて  
示すことができることはよく知られている（Bi11ingsley（1979））．   
第1種スターリング数の性質について，Yamato（1990a，b）は，確率的証明を得  

ている．ここでは，二項分布の性質に着目して，節2種のスターリング数  
S（n，k）の性質を確率的に示す．なお，関係式  

0〇  

∑S（n－1，k－1）m‾n＝1／（m）k  
n＝k  

（m〉k－1：実数）  

については，渋谷（1986）により確率的に示されている。   

第2種スターリング敷とは，  
n  

Xn＝∑ S（n，k）（Ⅹ）k  
k＝0  

（n＝1，2，・t）  

を満たすS（n，k）のことである．ここで，（Ⅹ）k＝X（Ⅹ－1）…（Ⅹ－k＋1）である．  

ただし，S（n，k）＝0（0≦n＜k），S（n，0）＝0（n≧1），S（0，k）＝0（k≧1）とする．  

2．二項分布とスターリング数   

Ⅹ1，X2，‥・は0 または1の値を等確率でとる独立な確率変数列とする．k＝1，  
2，‥・に対して，X（k）＝Ⅹ1＋‥・十Xk とおくと，X（k）は二項分布b（k，1／2）に従う．  

ここで，X（0）＝0，00＝1とおく。   

二項確率変数‡（k）の関数の期待値は第2種スターリング数と関連がある；  

『命願2．1』n＝0，1，‥・およぴk＝0，1，・・・に対して  

E［卜1）k‾X（k）ⅠⅩ（k）1n］＝k！S（n，k）／2k．  （1）  

ここで，  

n！  1   

S（n，k）＝－∑■ト ー岬州  
k！   rl！・‥rk！   

（k＝1，‥・，m，n＝1，2，‥・）（2）  

ただし，∑＋はrl＋‥・＋rk＝nを満たすすぺての正の隻数rl，‥・，rk に関する和を  

表す（Charalambides＆Singh（1988））．  

『系（Riordan（1968），p．226）』  

1k k   

S（n，k）＝ （k，帆1，…）・  
0 r 

（3）   

以上の議論において，スターリング数S（n，k）が（2）によって与えられると仮定  

し，別の展開式（3）を系として得た．逆に，S（n，k）の展開式が（3）によって与えら  
れると仮定すると，そのとき（2）を示すこともできる． k－Xほ）と X（k）が同じ  
分布に従うことを用いて次の命題が示される．  

『命題2．2』k＝1，‥・，nおよぴn＝1，2，‥・に対して  
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1 瞥卜1）Jkn－J（n）S（j，k）ニ｛ 
（n，kが共に偶数または奇数）  

j＝O  J   卜1，ks（。，k，（その他，．  

二項分布b（kJ，1／2）に従う互いに独立な確率変数YJ（j＝1，2，‥・）を考えること  
により，次の命題が得られる．  

『命題2．3』kl，‥・，k。≦n（m＝2，3，：‥；ll＝2，3，…）を満たす正の整数 kl，  
‥・，k。に対して，  
（：：： 

）S（－1，kl＋…＋km）＝∑＊（ ）S（rl，kl）‥・S（rm，km）  
rl，．．，rm  

ただし，∑♯はrl＋…＋rm＝nとrl≧kl，…，rm≧k。を満たすすぺての正の整数  
rl，‥・，rkに関する和を表す．  

『系（Riordan（1968））』P＋k≦n（n＝2，3，…）を満たす正の整数p，kに対して  
p＋k pn 
（）S（n，。＋k）＝（）S（n－j，。）S（j，k）．  
k  j＝k j  

更に，命題2．1より次の命題が示される；  

『命題2．4（RioI・dan（1968），p．233）』  

（刀  Ln  l  

∑ S（n，k）鵬 ＝－－（et－1）k  
n＝O  n！ k！  

3．スターリング数とベル数  

（k＝0，1，‥・；－∞＜t＜∞）．  

Ⅴ，Wが独立で同じポアソン分舶こ従うとき，条件V＋拒kの下でVは二項分布  
b（k，1／2）に従う．これを用いて，次の第2種スターリング数の関係が示される．  

『命題3．1（肌0†－dan（1968），p．193）』  

n  o〇  knxk  
∑ S（n，k）Ⅹk＝e－X∑ 一一－・  
k＝O  k＝O k！  

（n＝0，1，‥・；－∞＜Ⅹ＜∞）．  

ポアソン分布として，P（1）を考えることによりベル数軋について  
CO kn  

Bn＝e‾1∑ －－  

k＝O k！  

が示される．  
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［4】渋谷政昭（1986），スターリング確率分布族，応用統計学 Vol．15，腑．3，  
13卜146．  

【5】YaTnatO，H．（1990a），Probabilistic proofs of relations with Stirling  
nuTnbers of the first kind by Dirichlet process，  

Statist．＆Probab．LetterslO，189－193．  

【6］Yamato，H．（1990b），A probabilistic approach to Stirling numbers of  

the first kind，Comnun．Statist．－Th（！Ory MeLh．19，3915－3923．  
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鹿児島大学199ト12－6  

正規化変換としての符号付き対数た魁ヒ  

西井能映（広島大学総合科学部） 柳本武美（統計数理研究所）  

指数型分布族に属する確率密度関数α（〇）e♂いぺ（β）に従う確率変数ズの平均〝は／▲＝尺′（♂）で与えら  

れる．この逆関数β＝軌）よりpdfを  

J（訂；J上）＝巾）eb（′▲）い叫（州  

とかきなおす．このとき，次の平均に関する片側検定を考える．  

〟0：〃＝＝〃0 肌！．〃1：〝＞〃0．  

几偶のサンプルの接木平均斉に基づいて検定するとき，もっとも聯的方法は U＝几1／2（ズー陶）／代′′（軌。））1／コ  
の極限分布Ⅳ（0，1）を用いることが考えられる．しかし，UがⅣ（0，1）に収束するときの誤差のオーダー  

は0（れ‾り2）であり，平均や分散の調整では収束のオーダーを改良することは出来ない．ここでは正規分  

布への収束のオーダーが0（花‾1）以上となるような検定統計量について考える．   

1J正規化変換   
∬を正規化変換して検定統計豊を構成する．すなわち  

．／  
（K′′（β））叩朗  r（K′（♂））＝  

で定義される関数r（∬）を用いて  

Ⅴ＝ml／2（r（ガトr（／∫・0））／（K′′（瑚l／2r′（伽）），β。＝恥。）  

と変換する．K‘＝d‘K（瑚／dβ‘け′（叫）‾り2とおくときyの漸近平均，分散  

β（り＝一花●1／2代。／6一犯‾3／2（21几33－20即4＋3ぺ5）／72十0（れ」／2）≡m〃T＋0（几‾5／2）  

Ⅴαγ（り＝1＋几‾1（3代32－2尺4）／6＋れ‾2（5551几34－7728代32㍍4＋1539K3K5  

＋117叫2－162ぺ6）／1944＋0（几‾3）≡珊で2＋0（几‾3），  

でγを基準化した検定統計毘の分布は次のように近似される．   

定理1． 0（几‾2）の項を省略して次を得る．  

Pr（（Ⅴ－mⅣT）／用T≦可＝申（γ）＋ト几‾1（4代言－3㍍4）仇／216  

＋れ‾3／2（（13毎33－14板拍＋27代5）埼／324＋（40几33－45代拍＋9几5）仇／1620）】¢（v）＋0（几‾2）．  

ただし申（γ）は標準正規分布関数，¢（γ）＝か（v），Jれ＝卜d／du）‘¢（v）／¢（v）（エルミート多項式）である．   

2．符号付き対数尤皮比   
尤度関数をエ（〝）＝n迄1J（∬誹）とおくと，′上のML馴ま斤となるため，尤監比はエ月＝エ（屠）ル（伽）  
となる．そこで符号付き対数尤度此虔   

Ⅳ＝咽れ（ズー榊）（2J叩ム呵1／2＝J叩（ズー伽）【2坤（屠）長一軌0）長一尺（岬））＝（軌。）））】1／2  

と定義すれば，帰無仮説の下で漸近的に〃（0，1）に従う．Wの漸近平均，分散  

ガ（Ⅳ）＝－れ‾1／2㍍3／6一花‾3／2（50忙33－45榊4＋6代5）／240＋0（几叫2）≡m川＋0（籠－S／2），  

Ⅴαγ（Ⅳ）＝1＋れ‾1（1毎32－9几4）／36巾｝2（1300几31－1725代32凡打24叫2＋32血3尺5－30几8）／720＋0（れ－3）  
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≡叱尺2＋0（花‾3）  

よりつぎのように2通りの基準化を考える．  

勒＝（Ⅳ－mエ月）／叱尺，†晦＝Ⅳ／（叱月2＋m川2）り2  

定理2． 0（乃‾2）の項を省略して次を得る・  

Pr（叫≦v〉＝坤）＋れペ／2（1660尺卜1755代拍＋32如5）坑¢（v）／6480＋0（れ‾2）．  

アr（l戦≦γ）＝坤）＋【几‾1／2K3／6＋几→／2（125鍔33－120花川＋18代5）／720  

巾‾3／2（55眈33－585斤3K4＋108几5岬2／216（舶（γ）＋0（几‾2）．  

Ⅳ1の分布は0（兜‾1）まで〃（0，1）と一致するため，正規化変換に基づくⅤを基準化した統計愚より早く  
正規分布に近づく．オーダーの評価はBarndor汀－Niel8en（1986）が求めている．尤度比はW2であるが，漸  
近分布であるx12分布に0（托－1）のオーダーでしか収束しない．ところがWを基準化したWlやⅥちの  
自乗は0（乱‾2）で収束する．Ⅵち2はバートレット調整をした尤度比統計見である．ここでl戦が正規分布に  

0（几‾1／2）で収束することに注意すると興味深い不実である．  

3．具体例   
α≦2を満たすαに対して，確率密度閲数が  

ん（ご；A，β）＝αα（訂；ユ）e入（ね一片凸（♂）I，㍍。（♂）＝（α－1）α‾l（り（α－1））α，入＞0  

で与えられる分布族をり1分散関数を持つExponentialDi9perSiom叩か）Modelといい，gか（α）で記す．  
（αα（∬；A）についてほNishii（1990）を参照）・ズ～βがα）の正規化変換は∬（1－2…（3一叫である．例えば  

ガンマ分布 α＝0，の正規化変換ズり3，  

逆ガウス分布 α＝1ノ2，の正規化変換J叩ズ，  

正規分布  α＝2，の正規化変換∬，  

ポアソン分布 α＝－∞，の正規化変換ズ2／3  

入はサンプルサイズ几と同じような役割を果たす・Jで展開して定理1，2の展開式を得るが，特にα＝0  
（ガンマ分布）の略 正規化変換と符号付き対数尤度比はそれぞれ次式となる．  

Ⅴ＝3ユ1／2（（∬／陶）1／3－1），Ⅳ＝叩花（ズー／上。）【21（∬／伽一旬（対／上。）－1）】1／2  

このとき分布の近似式は   

鞘Ⅴ＋ユ叫2／3）／（ト13Å－2／243）l／2≦む）＝町）伸一リ尉108－Å－3′2（2〃2／81＋坑／405）  

＋Å‾2（17穐／1944一掬／23328）】¢（v）＋0（入‾5／2）   

ア（（Ⅳ＋Å叫2／3＋入‾3／2／60）／（1り‾1／18一入‾2／90）l／2≦可＝吋トス叫2月ら¢（v）／1620  

＋7ユ●2〃3¢（v）／6480＋0（1‾5／2）  

となる．  

引用文献  

BarndorfLNilesen，0・E・（1986）・Inferenceonfu1lorpartialparametersbaBedonthestarLdardizedsigned  

）oglikelihoodratio．Biometrika．73，307－322．  

Nishii，R・（1990）・TherelationbetwでenthenormalizingBox－Coxtransformationsandtheexponem－  
tialdisperslOnmOdelswithpowerva・rlanCefunctions・Ttch・Repo・＃279，S七atisticalResearchGroup，  

Hirosh呈m礼University．  
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線形正準リンク回帰モデルにおける推測  

統計数理研究所 柳本 武美  

岡山理科大学  山本 英二  

1．序   

回帰分析は統計手法の中でも最も頻用されている。多く の場合  

Xl～ L（〝1，∂）  

とする。ここで 〟lは平均、βは拡散母数である。そして〝l，あるい  

ほその関数形g（〟1），がβ●zlとなる線形モデルを仮定する。分布  

L が正規分布の場合には分散分析に代表される標準的な手法がある。  

木浦演でほ正準リ ンク回帰モデルの有用性を強調する。また推定関数  

の‡当！言論を接川することによって新しい推測法を提案する。この推測怯は  

正規分布の標準的な手法、ManteトIIeanszel推定、Mantel検定を包含す   

る。2項分布の場合にはこオ・lを拡張し、ガンマ分布の場合には一連の新   

しい手法を導入する。  

2．線形正準リ ンク回帰モデル   

密度関数を  

β（x；汀，β）＝ eXp［†c（〟）（x－〝）＋ C（〃）‡／β ＋ b（Ⅹ．∂）］  

とする。ただし C’（〝）＝ C（〃）。上式において代表的な分布では b（Ⅹ．  

β）＝ C（x）／β ＋ a（x）＋ b（β）と書けることに注意する。また本質的に  

Exponentialdispersion modelに同等である。第i観測値が xl～  

P（x；〃1．β）であり、C（〃1）＝ α＋βzlを仮定するとき、（連続型の）  

線形正準リ ンク回帰モデルと呼ぶ。   

確率関数が、 d（C（〟．∂））／d〟 ＝ C（〟，β）として  

p（x；〃．0）：eXp（c（JL，8）（x－LL）＋ C（LL．0）＋ b（x．0））  

であって、Ⅹ1～ p（x；〟1．β）さらに c（〟1，β）＝ α＋βzlとなるとき、  

（那散型の）線形正準リ ンク回帰モデルと呼ぶ。このとき β が既知で  

あると仮定することが多い。   

様々な良い性質がある。代表的な正準リンク関数 c（ノ上），C（〟．β）を  
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掲げると  

正規分布  〟   

ガンマ分布  －1／〟   

免の2項分布   log（〟／（1＋β 〟））  

3．推州法の梢成   

ここでは推定関数の理論を援用してモーメ ント法型の推定量、検定畳  

を導出する。また前節の3分布に限る。またβは既知であると仮定する。  

i）観測値の Pair xl．XJから不偏な推定関数を構成する。  

ガンマ分布の場合 g（xl．XJ：β）＝ Xl－XJ－β（zl－ZJ）xIXJ   

ii）g（旦；β）＝ ∑ w（i．j）g（xl，ⅩJ；β）のウェイト w（i．j）を求めるo  

g（旦；β）＝ 0 で β を推定する。   

iii）〃（＝ ∑〟1）を ∑xlで推定する。  

令 と 令 から 念 を求める。   

iv）Ⅴ（g（旦；β）†の不偏な推定塁を求める0  

／＼     T ご g之（x；β）／Vlg（旦；β）Iから検定統計量と信頼区間を得る0  

演者らの関連した研究と しては以下がある。  

（1）…M”：Combining moment estimates of a parameter common  
through strata．（wi＝1discussion＝．Statist．Plan．Inf．．25．  

187－198，1g90．   

（2）r”…  and Yamamoto．E．：The role of unbiasednessin  

Stimating functions．In EstiTnating Function  

（ed．Ⅴ．P．Godambe）Oxford University Press，89－101．1991．   

（3）Yamamoto．E．and ……－：Statisticalmethods for the beta－  

binomialmodelin teratology．To appearin Env．Health Presp．   

（4）”－…：The Mante卜fIaenszelstatistics for the extended odds  
ratioin the negative binomialdistribution， To appearinJ．  

Japan Statis亡．Soc．   

（5）－－…－：and Yamamoto，E．： An estimating function approach to  

thelinear canonicallink regression model．（in preparation）  
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方耽J壱山上  叫抑佃レ輝調．声損亡価  
ズ囲大棚榎工郎ナ ノ柱にL邑ほ  

風軋阜大隠観透琴  裏L鼠虹男  

声鞘簸て、、－ふノダ了′L毛丘楓ヒげア庭ウJい＼↑クトル胤  

退路り〆い雪艶・も′雪†ゝ碑虹¶甥曳乞・鴇謁し孔・  

真作卜土（卯tト1予乙川′ を・千尋か め′攻えA卑⊥鳳紹」  

どす諷・一子札この空これ仁山～〔 写′－了富、）乙か→と 
う  

為、ニニて・、虎の緯度J‘雪豊虹L／考Lゝ   

H・－  
rヒ什潮ユC′ノ   

A ごlく川叫れヰニ  

ニニ′ニ kトトJ〝めうかみ句毅ヱl、乙け皐と右打し色糞．・  
ゴて′入＝L 矛恒・ウハ、巾りけンク〝腹患者と一す3 

′  

二の′埴・t彗して．Jたイ叡山）jJぺ 乞終車虹〔し  
雀虹絶叶音て  乙たL蒙し仁一  ニの‾㍍′ 乙塵1rL  

∫㌣血J 
ふ｛∫√㌢ 

伽r′てメ巧言り紳）た・♂′小耳孤）  

りもとてt●り ぁき 纏っj射止ぞカ辛 乙女養し玖． 
一式乳  

J乙・ ニり朔血をヵ車メナ破っキュんラントざ㌣叫  

んl∫■～訝 

′叫ノニ砲盾”一  LかL′ ヒL銅、、 

あふ孝プチと姉7ビュノニの和也射手ヵ＼い  ケ攻ク  

－297－   



ヰユ∠＼ラント∫㌣乱しし‘ムいj√ 

訝 

′て軋みし付こな3  

＝り左ユり・り十月孝ナL与え乱  

舞叫凍虹′－勺塾け一一む、ケ享埠7オ′勺及んL見えま  

カ1い捲れ綿乞つか月号ーもフ㌔＝し亀城ル膏∴ ノも明ヒ  

してネヒり こちフ▲乞眉と乱  

れ）／ん腑昭ト・召 ノ㍍叫′ 平助んしLLノ  

（乙ノ 7；咽 ふ癌JノL椚ア．ゴj承ゲ零ヤク え攻分 ′ヽ   

言豊／を′り雪”絃軋一  

抄 力費・骨月㍑ユノぅぅ璃針勺り ふふM山方＼仇  

J〕掩喪＿  

執叫・ア7骨・ 9一′り 仰4・rしキー謀ノ史の見て卜ご巧ま  

JJ）ハdうメトソ、ソク′よ 捕曳乙践どLし互一（て山1  

し之．）敏L施方す諏・、苗一珊′∫毎夕カト  
ル“椚咄し・a直ふれ－l・ダ乙1rれ叫′てte汁珊摘むゼヒ  

何首の√三水弼ア亨で、・王ま′  
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MajoriEation不等式とその応用  

神戸大学教養部 垣内逸郎  
南山大学経営学部 木村美音  

0・序 本報告では、（1）あるMajori2；ation不等式がⅩimura－Ⅹakiuchi（1989）  

の定哩を用いて導びかれること（2）このMajorization不等式を用いて鮎eder（1978）  

の局所漸近モデルの下で、鳥標本順位統計量のベクトルがあるタイプの集合内の値を  

取る漸近的確率の上界と下界が得られること（3）この上界と下界からた標本の近似的  

同質性に対する漸近的有意水準α検定が構成でき、その漸近的最小検出力の下界が得  
られことを与えた。  

1・Majorization不等式 恥を貪＝†〝＝（仙…，机）l∑た1拘＝0）のあ  
る空でない部分集合とし、αr，み（r＝1，…，た）を次のように定義する。  

αr＝＝inf（∑；＝1叫】l抽∈no） βr＝S叩（∑；＝l叫】l仇∈no‡  
ここで、叫11≧…≧／坤車ま仰の成分を大きい方から大きさの順に並べたものと  
する。このとき、nOを含む集合nとRたの2っのベクトル伽，〝（β）を次のように  
与える。  

r   

n＝（〃＝（／‘1，…，侮＝叫≦∑珊≦βr，r＝1，…，り  
f＝1  

〃〃＝（β1－β0，β2－β1，…，βた－βた－1）  

一 ），β＝1，…，た  〃（β）＝（α1－α0，…，α8－αβ－1，－た，…， 

（1・1）  

ただし、α0＝β0＝αた＝βた＝0とし、明り≧‥・≧／佃は〃の成分を大きい方から  

大きさの順に並べたものとする。   

あるβ（＝1，…，た）に対し、次の条件を考える。  

αr・－αr－1≧αr十1－αr r＝1，…，β－1  

α8－α。－1≧町＋1－αr  γ＝β，…，た－1   
（1・2）  

このとき、（1・1）で定義されたnは、M可oriz8tionの恨事に基づき得られるn。  

を含む最小の集合であり、仙√はnoのすべての要素をm可ori拓eする最小のベクト  
ル，〝（β）はnoのすべての要素によってmajorizeされる最大のベクトルであること  
がわかる。従って、ⅩimⅦTa－ⅩakiⅧChi（1989）の定理により次の二つのM8joIi組tion  

不等式が与えられる。  

定理 ∑た1g‘＝0となるe∬亡ん叩eα占Jeな確率変数gl，…，g鳥に対し、（gl，…，  
gた－1）がぶc九椚㌧CO兜Cα里eな同時密度関数を持っものとする。上）⊂Rたほ、Ⅹ∈pか  

つⅩトy⇒y∈βを満たすある集合とする。このとき、次の確率不等式（i），（可が  

成り立っ。  

（i）すべての〝∈nに対し、  

Pr（Z＋〝∈β）≧Pr（Z＋机－∈か）．  

ー299－   



（句集件（1・2）が満たされるなら、すべての〃∈nに対し、  

Pr‡Z＋〝∈か）≦Pr（Z＋〝（β）∈β）・   

ここで、Z＝（Zl，…，gた），〃＝（／上1，・．‥，J上た）とする。   

2．ん標本順位統計量に関するMajorization不等式 実数直線上の連続分布  
関数ql（昔），・■．，Gfn（諾）に従う互いに独立な確率変数を∬揖…，∬inとする（よ＝  
1，…，た）。〃（＝玩）偶の合併標本∬11，∫12，…，ズたnを小さい方からならべるとき、  
ズりの順位を勒とする（よ＝1，…，た，j＝1，…，乃）。   
分布関数吼直）が、Rieder（1977）により導入された縮小近傍ア（βnパ∈n，軋）内を  

動くとき、〃（＝玩）個の合併棟木ズ11，∬12，…，芳夫れは、近傍γ（〃）（軋；∈n，∂れ）内  
を動くものとする。   
関数α：（0，1）→（－∞，＋∞）により生成されるスコア叫（γ）を持った模本順位統  

計量鉦＝几‾1∑；＝1叫（勒），（f＝1，…，た）の極限分布を考えるとき、た模本順位  
統言一憧に関するMajori2；ation不等式が次のように求められる。  

乃1／2（7ふ1一妬，．．．，丁ん鳥一触）  

＝Tlり2（ml－仰1，…，m長一＝肌）＋T11／2（仰1一房，…，伸鳥一房）  

＋ml／2（房一妬，…，亮一軸）  

と書くとき、ml／2（了五1一仰1，…，仇仙）は漸近的に正規分布に従い、ml／2（丘一  

触）＝0（1）であるので、mり2（了≠1一軸，…，了ゝた一触）の極限分布は、ベクト  
ルml／2（〃Ⅳ1一房，…，／輌一元）の動きにより決まることがわかる。ここで、紬＝  

〃－1∑た1α〃（γ）とする。そこで、  

n。＝ilimml／2（／加一房，…，仰1一房）llγⅣ∈ア（〃）（βn；亡n，∂n），m＝1，2，…）  
†l－＋00   

として、（1・1）で与えられるn，〃肌〝（β）を考えると、Majorization不等式が求ま  

り、極限分布の動く範囲と限界が与えられれる。   

Rieder（1981）は、確率標本が近傍内にあるとき、1標本，2棟木の位置母数に対す  

る頑健な順位検定の問題を議論した。ここでは、た棟木が同じ近傍内にあるという近  

似的同質性（8ppIO衰mateeqⅦality）の検定閲掛こ対する鳥標本順位検定を考える。こ  
のとき、Tlり2（符1一茂勅…，7ふた一存〃）に基づくん標本順位検定に対し、漸近的最大  
有意水準と漸近的最小検出力を得るために、た標本順位統計尭に関するM可ori組tion  

不等式（i），（ii）がそれぞれ適用され、漸近的有意水準αの順位検定が与えられる。  

参考文献  

Ⅰ（imura，M・andlくakiuchi，Ⅰ・（1989）・Amajorizationincql・a］ityIordistributionsonhyperp）anes  

aTldits applicationstotest fbrol］t】iers．］．Slaitsl．Ptann．叫erence2119－26   

Riedcr，H・（1977）．Leastfavorab7epairsforspecialcapacities．＾nn．SLa日比5909－921   

Rieder，Il・（1981）・Robustnessorone－and two－SamPlぐranktestsagainstgrosserrors．  

A†ln．∫上α〃∫‘．9245－265  
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多変畳極値統計量の漸近収束の理論とその応用  

神戸商船大学  高橋 倫也  

ここでは，独立で同一分布に従う多次元確率標本の極値統計量の漸近挙動と   

その応用について報告する．   

1． 多次元極値統計量とその漸近分布   

Ⅹ1，Ⅹ2，・・ ，Ⅹれ，・は独立で同一分布をするk次元確率ベクトルで，  

その共通の分布関数を F（Ⅹ）とする．また，Ⅹれ＝（Ⅹ1れ，・・・ ，Ⅹkn）  

とし  

Zln＝ ，Zkn）  
。 

とおく（即ち，ここでは成分ごとの最大値を考える）．以下，損算は成分ごとに  

行い，不等式は成分ごとに成立すると仮定する．  

このとき，ベクトル列 an＞0，bれC Rk（n≧1）が存在して，  

（1）  〔Zn－bn）／anちH（Ⅹ）：非退化な分布  

（ここで，Hが非退化な分布とはHの第i周辺分布をHlとするとき，Hlが非退  

化な分布，i＝1，・・，k，であることを意味する．）となるとき， Hを  

多変畳極値分布といい，FはHの吸引領域に属する（F e D（H））という．   

2． 多変塵極値分布の特徴づけ  

定理 ［Takahashi（1987，1988）］  

H は多変畳極値分布とする．  

H（Ⅹ）＝Hl〔Ⅹ1〕‥・Hk（Ⅹk），X e Rk  

となるための必要十分条件は，ベクトル p＝（pl，‥・，pk）6Rk で  

0＜Hl（pl）＜1，i＝1，・  ，k，  

H（p〕＝Hl（pl）‥・Hk（pk）  

を満たすものが存在することである．   

3． 収束の性質   

定理 ［Takahashi（1991）］  

F¶（anx＋bれ）Hl（Ⅹ1）…Hk（Ⅹk）  
であるための必要十分条件は  

Flれ（乱1。Ⅹl＋blm）当Hl（Ⅹ1），i・＝1．‥・ ，k  
かつ ∃ p＝（pl，‥・，pk）仁R予  

S．t．0＜Hl（pl）＜1，i＝1，・・・ ，k  

Fn（anp＋b¶）→Hl（pl）・・・Hk（pk〕  

である．  
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系  Fを2次元分布とし，rIl，H2を1次元極値分布とする・このとき，次の  

各々は同値である．  

，・）＝Hl（・）H2〔・）  1） F仁D（H），H（・  

2） Fl仁D（Hl），i＝  

1im  
t†x0  

3） FIC D（Hl），i＝  

1im  
t†x0  

4） FIE D（Hl），i＝  

1 imm 

1，2 かつ  

1－F（t，¢（t））  
＝2  

1－Fl（t）  

1，2 かつ   

否（t，¢（t））  
＝0；  

1－Fl（t〕  

1，2 かつ   

戸〔t，¢（t））  
＝0  

t†x01－F（t，¢（t））  

ここで，Ⅹ○ ＝SuP（x：Fl（Ⅹ）＜l）≦∞，¢（t）＝戸2‾1否1（t），   

F，－1（p）＝inf（Ⅹ：F，（Ⅹ）≧1－P），否1（x）＝1－F．（x）  

苧（・，・）はFの生存関数．   

4． 2変易極値分布：パラメトリック モデル   

Pickands の多変畳極値分布の表現に基づく，多変畳極値分布のパラメトリック  

モデルについての研究は Snith et al．（1990）と Tawn（1988）にある．  
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