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Abstract

　　　　　］：ｎ　our　previous　paper(Nlshlmura,１９９７）ｗｅ　probed　into

ａ　deeper　structure　of　the　Jacobl　Identitly　of　vector　fields

with　respect　Lie　brackets　in　the　ｒｅａ士ｍ　of　synthetic

differential　geometry　to　find　out　what　might　be　called　the

general　Jacobl　Identity　of　mlcrocubes.　The　main　objective　of

this　paper　is　to　present　ａ　less　esoteric　and　more　luci d　proof

of　it.
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§0. Introduct ion

　　　　　Kock　and　Ｌａｖｅｎｄｈｏｍｍｅ（１９８４）ｈａｖｅ　developed　ａ　theory

of　microsquares, in　which　the　Lie　bracket　of　vector　fields　on

ａ　microllnear　space　Ｍ　can　be　expressed　as　the　strong

difference　of　their　associated　microsquares　on ＭＭ．　Nishlmura

（±９９７）ｔｏｏｋ　ａ　step　forward　to　find　out　that　the　Jacobi

identity　of　vector　ｆｉｅ士ds　on　Ｍ　with　respect　to　Lie　brackets

is　ａ　reverberation　of　ａ　deeper　identity　of　microcubes　on m".

which　might　be　ｃａ±１ed　the　びenerai　Jacobむ　むｄ引割tity.　Though　its

proof　there　was　thoroughly　correct　and　exact, the　exposition

might　appear　precipitous　and　more　esoteric　than　it　was　to　be.

The　principal　objective　of　this　paper　is　to　elaborate　it　into

ａ　less　esoteric　and　more　comprehensible　ｏｎｅ。

　　　　　The　main　text　of　the　paper　consists　of　three　sections,

the　first　two　of　which　are　ａ　hasty　review　of　Kock　and

Ｌａｖｅｎｄｈｏｍｍｅ（±９８４）ａｎｄ　Nishlmura(１９９７) and　are　Intended

mainly　for　fixing　our　notation　and　preparing　the　reader　for

more　advanced　quasi-co士imlt　diagrams　in　the　士ast　section.

The　first　and　the　second　sections　are　devoted　to　slmpllcial

objects　and　strong"　differences　respectively.　The　gigantic

quasi-collmt　diagram　of　ｓｍａ］∠Ｌ　objects　in　our　previous　paper

(Nlshlmura, 1997, Lemma　3.3) is　successful士ｙ　divided　into　ａ

few　more　manageable　and　more　accessible　ones　in　the　last

section.　工ｎ　particular, the　core　of　the　proof　of　the　genera∠Ｌ

Jacob i　identity　is　crysta∠Llzed　as　an　elegant　quasi-colimit

diagram　of　small　objects　in　Theorem　3.6.
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　　　　　We　assume　that　the　reader　is　ｗｅ］∠Ｌ　familiar　with

Ｌａｖｅｎｄｈｏｍｍｅ（１９９６）ｕｐ　to　Chapter　3. We　choose , once　and　for

all, a　microlinear　space　M. The　extended　set　of　ｒｅａ士　numbers

including-　infinitesimal　ones　is　denoted　by　Ｒ　and　is　expected

to　satisfy　the　general　Kock　axiom. We　denote ｛ｄ吐ｌｄ２＝Ｏ｝ｂｙ

Ｄ　as　usual. Elements　of　Ｄ　are　usually　denoted　by　ｄ　with　or

without　subscripts. As　is　usual　in　synthetic　differential

geometry, the　reader　should　presume　that　we　are　working-　in

ａ　ｎｏｎ－Ｂｏｏ：Lean　topos, so　that　the　prlnclp］_ｅ　of　excluded

middle　and　Ｚｏｒｎ゛ｓ　lemma　ｓｈｏｕ士ｄ　be　avoided. But　for　these　two

points, we　ｃｏｕ士ｄ　ｆｅｅ↓　that　we　are　working　in　the　standard

universe　of　sets .
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§1
. Simp 1 i c i a 1　Ob j ects

　　　　　工ｎ　this　section　we　distinguish　ａ　ｃ士ear-cut　ｃ士ass　of

small　objects.　Let　ｎ　be　ａ　natural　number　and　ｎ　the　set

consisting　exactly　of　1.2,
’゚゚ ’ｎ°

Let　△ｎ　be　the　set　of

finite　sequences　（ｉ １タ　●　●　゜
iｋ） １ｎ　ｎ　with　１１ ＜．．．＜１

ｋ’

finite　subset　ｐ　of　△ｎ’ｗｅ define　ａ　small　object　Ｄ

follows：

（士．１）Ｄｎ
｛ｐ｝　ニ　｛（ｄ）ヅ‥‘n

（ｉ

］プ’゜’１

If　Ｐ　is　empty, D ｛ｐ｝　is　d"

ｋ
)ep}

ｌｄ．‥．
　１１

ｄ
●１

一

一

　Given　ａ

ｌｌ｛ｐ｝　as

Ｏ　for　any
ｋ

itse］コ≒　If　ｐ　IS　△ｎ’ then　d" {P} is

Ｄ（ｎ）ｉｎ　standard　terminology. Small　objects　of　the　form

Ｄｎ｛ｐ｝ａｒｅ　called　ｓも町八total　ｄリ政吋ｓ　cげ　degree　ｎ．工ｆ

ｐ　⊂　ｑ　⊂　△ｎ’　then　Ｄｎ｛ｑ｝　is　ａ　subset　ｏｆＤｎ｛ｐ｝，ｉｎ　which　the

canonical　Injection　of　ＤＩＩ｛ｑ｝　into　Ｄｎ｛Ｐ｝　is　generally　denoted

by　L . Given　two　slmplicial　obj ects　ＤＩＩ１｛ｐ｝ａｎｄ　ＤＩ１｛ｑ｝ｏｆ　degrees

ｍ　and　ｎ　respectively, we　define　ａ　simpliclal　object

Dｍ｛P｝（EIE）ＤII {q} to　be　Ｄ
ｍ十ｎ

｛ｐ④q}, where

(1.2) pcq　ニ　ｐＵ｛（ｊｌ ゛m
’‥‥j k゛m

）｜（j

｛（ｉ，ｊ＋ｍ）ＩＤこｉ£ｍ，］Ａｊ£ｎ｝

１¨”’Ｊ k）Ｅq｝Ｕ

By way　of　example, D(m) c D(n) is　Ｄ(ｍ＋ｎ)．Ｓｉｍｐ]Llclal　objects

Ｄｍ{ｐ}ａｎｄ　Ｄｎ{ｑ}ｃａｎ　naturally　be　regarded　as　subsets　of
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Ｄｍ｛ｐ｝④Ｄｎ｛ｑ｝．　Given　functions βｉ：Ｄ

slmpllclal　objects　゛ith　βｉ（Ｏ‥‥’Ｏ）

i,j, there　exists　ａ　unique　function

m

一

一

｛

ｐｉ｝‾゛Ｄ!"{p

β,(0.゜’゜’０

｝

）

［］メｉ£ｎ）ｏｆ

for　any

β:Ｄｍ１｛p↓ ｝①‥゜ｅ ＤＩ‰｛Ｐｎ｝‾゛ＤＩＩＩ｛ｐ｝ｗｈｏｓｅ　restriction　ｔｏＤｍｉ｛ｐｉ｝

coincides　with　β

β

１
for　each　i. We　denote　this　β　by

１ ④‥．④β　．
　　　　　ｎ

　Given　ａ　slmpllcial　object　Ｄ
ｎ｛ｐ｝，ｗｅ　denote　by　ＴＤ

ｎ｛ｐ｝

the　set　of　all　functions　ｆｒｏｍＤｎ｛ｐ｝ｔｏ　Ｍ．工ｎ　particular,

Ｔ
Ｄ

(M) is　the　set　of　tang"ent　vectors　to　M, t''"

of　mlcrosquares　on M, and　ＴＤ３

(Ｍ)

(M) is　the　set

(M) is　the　set　of　microcubes　on

Ｍ．工ｔ　is　well　known　that, given　tangent　vectors　t.　to　Ｍ

Ｏ_ぐＬ£n) with　ｔ

ぞ
（ｔ

１９　●　●　゛
，ｔ

ｎ
）

ｉ（Ｏ）ニｔｊ（Ｏ）’　there　exists　unique

：Ｄ（ｎ）４　Ｍwhose　restriction　to　卜th　Ｄ　coincides

with　ｔｉ（１£ｉ£ｎ）‘

　　　　We　note　in　passing　that　Lavendhomme　and　Nlshimura　け997)

have　developed　ａ　synthetic　theory　of　differential　forms　based

on　simplicial　objects .
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§2. Strong　Di fferences

　　　　The　following　proposition　is　borrowed　from

Lavendhomme (1996.§３．４）．

Propos i tion　2.1. The　diagram

え

D(2)

↓

Ｄ
２

　　　　j!
→

→

　　　　　　９

↓，

Ｄ３｛け,3).(2,3)}

is　ａ　quasi-colimit　diagram　of　small　objects, where

（２．

（２

１）

２）

(ρ[ｄ]ヅ

ψ[ｄ
]ヅ

d2）

ｄ
２

）

for　ａｎｙ（ｄ１’ｄ２）ＥＤ刎

一

一

一

一

（d1’

（ｄ
ｌ’

ｄ

２’

ｄ
２

0) , and

ｄｌｄ２）

As　ａ　direct　corollary　ｏ‾ｆ　the　above　proposition　we　have

Propos i t ion　2.2. For　any ｙ］フｙ２ＥＴ２（Ｍ）’　if

ｙ１１Ｄ（２）ニｙ２

ｙ：Ｄ３｛け,3) , (

'd(2)' then　there　exists　unique

2,3)} ^ Ｍ with ｙ・（ρ＝ｙｌ　and　ｙ贈　ニ　ｙ２

We　will　write　ダ （ｙ
]フ

The　stronff　difference　ｙ２

ｙ
２

）

－

for　ｙ　in　the　above　proposition.

ｙ
士

is　defined　to　be　the　tangent

□

□
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vector　deD　ド　タ
（ハフｙ２）

（０，０，ｄ）ｔｏ Ｍ

By　relatlvizing:　Proposition　２．１　we　have

Propos i t ion　2.3. The　diagram

ｊ

（２

（２

３）

４）

D３｛（2,3）｝

↓

Ｄ
３

for　ａｎｙ［ｄ］ヅ

　　　　　　£
→

Ｄ３

３
１

　
φ
・

↓

Ｄ４｛（２，４），（３，４）｝

ｄ
２

ｄ
２’

ｄ

３’

ｄ
３

ｙ
２

Ｏ），ａｎｄ

ｄ２ｄ３）

gT

]_

３

(M) ,　if

゛and　卜nT　ニ　ｙ２

is　defined　to　be　the

□

□

３
１

　
９

is　ａ　quasl-collmit　diagram　of　small　objects, where

　
　
―

　
ｄ

　
ぐ
３
１

　
印
・

　
　
１

　
ｄ

　
ぐ
３
１

　
φ
・

ｄ
２’

ｄ
３

ｄ

２’

ｄ
２’

d3）

d3）

）ＥＤｙ

一

一

一

一

（ｄ

１’

（ｄ
１’

As　ａ　direct　corollary　of　the　above　proposition　we　have

Propos i t i on　2.4. For　any　ｙｌ’

ｙ１１Ｄ３｛（２，３）｝ニ　句｜

ｙ：Ｄ４｛（２,４），（３,４）｝

D3｛（2,3）｝
, then　there　exists　unique

-９　Ｍ　with　}に((iT　＝　ｙ

We　ｗi上土　write　夕
］_

（ｙ
１’

The　strong"　difference　ｙ

ｙ
２

）
for　ｙ　in　the　above　proposition.

　
　
１

　
ｙ

・
　
一
１

　
　
２
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ｍｉｃｒｏｓｑｕａｒｅ（ｄ１’ｄ２）ＥＤ
２

ド　ゾし

１’
ｙ

２
）

(ｄ
士’

Ｏ’Ｏ’ｄ２） on Ｍ

　　　　　An　appropriate　variant　of　Proposition　２．３　readily

ｙｉｅ士ds

竹ＩＤ

ｙ：Ｄ４

Pro I〕0s i t i 0 n　２°５°For　any　ｙ１’ｙ２ＥＴ

３

{(1,3)}　゜　ｙ２

｛（土,4),(3,4)

functions cρ

（２

（２

｜

D３｛（1,３）｝’

３

（Ｍ），　if

then　there　exists　unique

｝-ｙ Ｍ with ｙ・（べj＝y

３　
Ｄ

３
２

　
必
…
ｙ
・

３
２

　
　
１

　
ｄ

　
ぐ
３
２

　
９

　
ｊ

　
５

　
　
士

　
ｄ

　
ぐ
３
２

　
φ
・

　
ｊ

　
６

ｄ
２

一々　Ｄ

４

ｄ
３

ｄ
２’

）

We　will　write　タ

d３）

２

(ｙ

１ and　y°べｊ　°ｙ２’

{(1,4),(3,4)} go　as　follows：

一

一
（ｄ

1

一

一

１’

The　strong　difference　ｙ２

ｍｉｃｒｏｓｑｕａｒｅ（ｄｌ’ ｄ
２

）ＥＤ
２

(ｄ

y2）

’

ｄ

２’

士’

ｄ

２’

ｄ
３

ｄ

３’

Ｏ）

ｄ
１

d３）

where

for　ｙ　In　the　above　proposition.

　
　
士

　
ｙ
・

・
　
一
り
乙

1４　タ

２

(ｙ
土

is　defined　to　be　the

ｙ２）
（Ｏ’ｄ１ O.d ) on Ｍ

　　　　　An　appropriate　variant　of　Proposition　２．３　readily

yields

ｙ い

ｙ：Ｄ

Ｄ

４

Propos i tion

３｛け，２｝｝ -

-
ｙ

{(1,4),(2,4)

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ぐ1

(2.7) cべ

２

21

｝

３　
Ｄ

３
３

　
φ
・

（d
l ’

6. For　any　ｙ１

Ｄ３｛（１，２）｝’

ｙ
２
gT

３

(M) ,　if

then　there　exists　unique

-ｊ　Ｍ　with　ｙ・(ｐＥ　＝　ｙ

ラ　Ｄ４

ｄ

２’
d３）

１
and ｙ・べj　＝　ｙ

２’

{(1,4),(2,4)} go　as　follows：

一

一 (d1
ｄ

２’

ｄ

３’

where

Ｏ）

□
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（2.８）ψ1 ［ｄ

］フ

ｄ

２’

ｄ

３

） -

-
（ｄ

１’

We　will　write　タ?ハ
フｙ２）

The　strong　difference　ｙ

ｄ

２’

ｄ

３’
ｄｌ

microsquare　(d ｄ
２

）ＥＤ
２

d2）

for　ｙ　in　the　above　proposition.

　　　　●

2i]ド''l　is
defined　to　be　the

ド　yし

１’
ｙ２）

（Ｏ’Ｏ’ｄ１’ d2） on Ｍ

The　general　Jacob 1　identity　goes　as　follows：

Theorem　2.7. Let　ｙ
123'

ｙ

132'
ｙ

213'
ｙ

２３]フ
ｙ

312'
ｙ

３２１
gT

３

(Ｍ)．

As　long-　as　the　ｆｏ]∠Lowing　three　expressions　are　ｗｅ上士　defined,

they　sum　up　only　to　vanish：

　(2.9) (y

（２．１０）（ｙ

(2.11) (y

１２３

２３１

３１２

　
ｙ

・
　
一
１

　
ｙ
・
　
　
　
ｙ
・

・
　
一
り
＜
1
　
　
　
･
　
　
I
Ｃ
Ｏ

±３2）

213

）

321

）

-

(ｙ

一

(ｙ

（ｙ

２３±

３１２

　
ｙ

・
　
一
１

一
り
乙
　
・
　
一

ｙ

１２３　３
ｙ

３２]_
)

１３２)

２１３)

□
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２．７

§3. The General Jacob i Ident
Ｉ
Ｉ

ty

This　section　is　devoted　completely　to　ａ　proof　of　Theorem

Propos i t ion　3.1. The　diagram

（３

乙

１４

（３

２）

３）

（３．４）

Ｄ（

ｔ

η

（

η

２）

１４

functions　ｙ

↑

ｄ

２

（ｄ

]フ

（ｄ

(d

]フ
ｙ

２

乙

１４
Ｄ４｛（２,４），（３,４）｝

レ

Ｅ

ｄ

３

０

３

３’

，４）

’

ｄ
２

0,0,d

｝．

ｄ
３

ｄ
４’

,4)}.

Ｏ）

ｄ
１

ｄ
２

）ＥＤ（2）.

for　any

d４） for　any

↓

Ｄ４｛（２,４），（３,４）｝　→

is　ａ　quasi-colimit　diagram　of　ｓｍａ]∠Ｌ　objects　with　its

quasl-colimit　E, where

(3.1) E　is　Ｄ７

　　　　(4,7),(

(ｄ

｛
(２，

５，

士

士’

ｄ

，ｄ

ｄ

２’

1 ’

ｄ

ｄ

２’

２

ｄ

７）

２
）

，ｄ

３’

２’
ｄ

ｄ

３’

６）

一

一

(３，

（６，

（ｄ

３

ｄ

３

ｄ

’

ｄ

４
）

４

７）

]フ

　ー　一

)ＥＤ４{

,d,)

４
）ＥＤ

　　一　　一

４

｛

６） (４，

（２，

０， ０

４）

，ｄ

（ｄ
１’

２

ｄ

6).(5,6),(1,7),(2,7),(3,7)。

(2,5),(3,4),(3,5)}。

) for　any (d

２’

(2,4),(

　［ｄ
］７０’

(2,4),(

proof,　The　so-called　general　Kock　axiom　warrants　that

Ｄ４｛｛２，４｝，（３，４）｝-（Ｆｌ　and　ｙ：Ｅ　-（Ｒ　ｓｈｏｕ士ｄ　be

polynomials　of　infinitesimals　in　Ｄ　with　coefficients　in　Ｒ　of

the　ｆｏ]∠Lowing　forms：
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(3.5) r

　　　　ａ

（３．６） ｙ

ｂ

１
（ｄ

1

１２

２

ｄ
１

（d1

±２
ｄ

１

（３‘７）パdl

　　　　= 4'^4

Ｃ

Ｃ

１４
ｄ

１２３

，ｄ

ｄ
２

，ｄ

ｄ
２

２’

　十

２’

　＋

ｄ

２’

＋ Ｃ

１ｄ４

dl<i2

ｄ
３

，ｄ

ａ１３

ｄ

３’

ｂ

４

ｄ

ｄ
３

５

＋

ｄ５

　Ｃ

ｄ
３

The　condition　that ｙ↓

following　condition：

）

１

d４）

１３ｄ１

ｄ

４’

一

一

ｄ
３

　－　－

ｄ
３

d5

十　Ｃ

１５
ｄ

１

十　Ｃ

j!

±４

（３°８）ａ　°b, a　ニ　ｂ１

ａ 十　ａ
　　　　１

゛　ａ１４

ｂ ＋　ｂ

ｄ

＋　ｂ

’

ｄ

６

６
ｄ

６

ｄ５

１４５

一

一

１４

d7）

十　Ｃ

十　Ｃ

ｄ
１

ｄ４

ｙ

２（）ｊ

and　ａ４

７

]_６

ｄ
５

１４

一
一

１

ｄ

ｄ

ｄ

ｄ

１

ｄ

]_

一一

７

１

↑

ｄ４

士

ｄ
４

Ｃ

十　ａ
２

十　ａ

＋　ｂ
２

＋　ｂ

十　Ｃ

十　Ｃ

ｄ
６

±２

十　Ｃ

ｄ２　゛　ａ

２３ｄ ２

ｄ
２　゛

２３

１

ｄ
２

ｄ
１

d1

２３

ｄ
２

ｄ２

ｄ

ｄ

＋

ｄ

３

ｂ

３

３

３

Ｃ

ｄ

３

十　ａ

゛　ａ４

１２３ｄ

ｄ３　゛　ｂ

＋　ｂ

２

十　Ｃ

３

ｄ

２

１２３

１３ｄ

十　Ｃ

４

ｄ

ｄ

１

４

ｄ

ｄ４

１

十　Ｃ３

１

４５

ｄ３

ｄ４

is　equiva∠Lent　to　the

ｂ

４

Therefore　it　is　not　dlfflcu士ｔ　to　see　that, as　］_ｏｎｇ　as

ｙ
１

£
±４

一
一 ｙ２べ゛

１４’ it　is　the　case　that ｙ°"l　ニ　ｙｌ

exact]_ｙ　when　ｙ　is　of　the　ｆｏ]∠Lowing　form：

(3.9) y

　　　　　ｂ

　　　　　ａ

　　　　　ｂ

(d

２
ｄ４

１３

２３

ｄ
１

ｄ

４

ｄ

＋

２’

ｄ
３

ｄ５

ｂ

ｄ
３

，ｄ

３ｄ５

＋　ｂ

＋

４’

＋

↓２
ｄ

^123

ｄ
５

，ｄ

^4'^6

]_

ｄ

ｄ

１

４

ｄ
２

６ ’

ｄ
７

） 一

一 ａ　十　ａ

゛（ｂ１４　‾　^14

＋　ｂ

ｄ
３

]_３

ｄ

＋　ｂ

１ d5

１２３

１

ｄ
↓

and　ｙ°η２

十　ａ２

）ｄ
７ ゛

゛　ａ１４
ｄ

１
ｄ

ａ
]_

＋

ｄ

２

６

２

ｄ

]_

＋

ｄ

ａ２３

２

ｄ

ｄ
１ ^4'l5

ａ

２

ｄ

一
一

３

＋

ｄ

ｄ

２

２

ｄ
３

＋

５

ｄ

ｙ

３

３

＋

ｄ

＋

ｄ

＋

２

十

３

３

＋

＋

This　means　that　the　above　diag-ram　is　ａ　quasl-co]ニImlt　diagram

of　ｓｍａ]∠Ｌ　objects .　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
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Proposi tion　3.2. The　diagram　consisting　of　objects

（３バＬＯ）Ｅ

（３．１１）Ｆ

（３．１２）Ｅ

　　　　Ｄ

（３．１３）Ｆ

（３．１４）Ｅ

１’

１２’

１２’

４

Ｅ２

　Ｆ

Ｅ

Ｅ

３４’

３４’

３
Ｅ

４
，ａ]∠Ｌ　of　which　are　equal　to Ｄ３

all　of　which　are　equal　to　Ｄ

ａ]∠Ｌ　of　which　are　equa士　to

{(2,4),(3,4)}

１２３４’

１２３４’

which　is　equal　to　Ｄ（２）

which　is equa∠Ｌ　to　Ｄ７

３{(２,３)}

{(2,6),(3,6),(4,6),

(5,6),(1,7),(2,7),(3,7),(4,7),(5,7),(6,7).(2,4),

(2,5),(3.4),(3,5)}

and　of　morphlsms

（３．１５）ｊ!：Ｆ

（３.16）f
１２

士

±２
‾゛Ｅ１

Ｅ
１　‾‘゛Ｅ

equal　ｔｏ（ρ

（３.±７）ｆ
１２

２
Ｅ

２
ラ　Ｅ

equal　to　ψ

（３.18）ｔ

（３.19）り

１４°

１
Ｅ

Ｆ
１２３４

１２
-ｊ　Ｅ

ｊ

１２’

抑

１２’

?・

-１　Ｅ

Ｆ

ｆ

±２

３４

３

-ﾗ

：Ｅ

３

４　Ｄ

４

で・

３　

-９　Ｄ

４

１２’

１２３４’

£

η

２

　Ｅ２’

３　‾゛Ｅ

｛

４

｛

（

足：Ｆ

３４’

３４
‾゛Ｅ３ え：Ｆ

３４
‾゛Ｅ４

all　of　which　are

2,4),(3,4)}

‾゛Ｅ３４’

（２

１４°

Ｅ３４

all　of　which　are

,4),(3,4)}

１２３４

　４　Ｅ

ラ　Ｅ

１２３４

３４

is　ａ　quasl-collmlt　diagram　of　small　objects　with　its

quasl-co]∠Imit　Ｅ
１２３４゛

　　　　　ＰＴＯＯｉ≒　It　suffices　to　note　that　the　above　diagram　is　ａ

hybrid　of　the　following　three　diagrams：
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£

ｔ

Ｆ

↓

Ｅ

Ｆ

ｊ

Ｅ

　Ｆ

勺

　Ｅ

１２

１

３４

３

　　　　え
→

E2

↓

1

ﾉ¨

二Ｅ

　　　　↓

１２

２

±２

犬　Ｅ

１２３４

１２

will　write　ｌ

り

２
ψ

３

士

we　have

（3.20）1

（3.21）1

（3.22）1

（３.22）1

]_

]フ

１

]_

]_

２

１

３

１

４

プ

４

ｆ
３４

４

３４

　　　ゲＬ４
→　Ｅ

３４

↓≒

^1234

（ｄ

（ｄ

（ｄ

（ｄ

{(2,6),(3

for　り

]フ

]フ

]フ

１’

ｄ

ｄ

２’

２’

０，

０，

ｄ

ｄ

０，

０，

，６）

２，５

３
↑

　
　
印
‐

　
　
↓

３’

３’

ｄ

ｄ

０

０

２’

２’

，０，

，０，

ｄ
３’

ｄ

３’

）

(４，

（３，

６）

４） （

　
　
　
２

　
　
η

３
１

　
・
宙
‐

　
　
　
１

　
　
ｃ
ｒ

]フ

□

(5,6),(1,7),

3,5)}. We

　・卜回

ｄ
２’

ｄ
３

）ＥＤ≒

０，０）

d d 0)

０，０）

ｄ２ｄ３’ｄｌｄ２ｄ３）

り

１

Each　of　them　is　ａ　quasi-co]ニimlt　diagram　of　ｓｍａ]∠Ｌ　objects　by

Proposition　２．３　or　Proposition　3.1.

We　will　write　ＥＤ_]for　Ｄ７

(2,7) ,(3,7) ,(4,7), (5,7) , (6,7) ,(2,4) ,(

万 ぺ
回べ

respectively.　That　is　to　say, for　any (d

（d1’

[ｄ]ヅ

（ｄ
ｌ’

（ｄ
１’

ｄ

ｄ

ｄ

２’

２’

２’

ｄ
２’

ｄ

ｄ

ｄ

３
）

３
）

３
）

d3）

一

一

-

-

一

一

-

-

As　ａ　direct　corollary　of　Proposition　３．２　we　have
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３
）ｄ

Propos i t ion　3.3. For　any　ｙｌ

expression　（ｙ
ｊ

　
　
士

　
ｙ

・
　
一
－

　
　
２

　
ｙ

　
ぐ

・
　
一

　
ｊ

　
　
３

　
ｙ

・
　
一
１

　
　
４

exists　unique　いΞＴＥ［１］

，ｙ
２’

ｙ
３’

ｙ
４
gT

３

(M), If　the

is　well　defined, then　there

(Ｍ)ｓｕｃｈ　that　ｙリ]F　＝　y

We　ｗｉ］∠Ｌ　write　ん１
　　　　　　　　　　　　　（ｙ

]フ
ｙ

２’
ｙ

３’
y４）

proposition. We　note　that　for　any

［ｄ

］フ

ｄ

２’

ｄ

３’
ｄ４

）ＥＤ
４｛（２，４），（３，４）｝，

（３.2３）　　へ

(３.2４)

一

一

一

一

ん

タ

ん

１
ぐ
　
ー
ぐ
　
士
ぐ

ｙ

ｙ

ｙ

１

３

士’

ｙ

ｙ

２
）

２’

y４）

ｙ
２’

（ｄ

ｙ
３

]フ

，ｙ

［ｄ

］ヅ

ｙ
３’

Therefore, for　any ［ｄ］フ

（３

(３.25)

(３.26)

　
ｙ
・

・
　
７
⊥

　
　
２

　
ｙ

　
ぐ

　
　
　
ｙ

　
　
　
　
↑

　
　
　
ｙ

ｌ
ぐ

　
ん

　
　
一
一

・
一
１

　
　
４

　
ｙ

　
ぐ

　
　
　
ｙ
・

　
　
　
　
１

　
　
　
ｙ
・

士
ぐ

　
ん

　
　
一
一

２

ｄ

ｄ

４

ｄ

２’

）

ｄ
３’

(ｄ

２’

y４）

２

↑
）（ｄ

1

，ｙ

y３）

２
ｙ

３’ｙ

（ｄ１

３
ｙ

]フ

ｄ

３’

（ｄ

１’

d４）

ｄ

２’

d４）

１
（ｉ　＝　1,2,3.4).□

for　ｙ　in　the　above

ｄ

３’

0.0,d

Ｏ’Ｏ’ｄ４’

)eD , we　have

’

ｄ
２

）

４）

，ｄ

４
）

(d1

２

（

）

ｄ
]フ

ｄ

３’

ｄ

４’

Ｏ’Ｏ’Ｏ’Ｏ’ｄ２’

0,0,0,0,d ,

Ｏ）

d1

.25) and (３．２６) imply　that　for　any

(ｄ1
ｄ

２’
ｄ

３
）ＥＤ

(３.2７)

３｛（１，３），（２，３）｝，

　
ｊ

　
　
３

　
ｙ

・
　
７
⊥

　
　
４

　
ｙ

　
　
ｌ

　
ｙ
・

・
　
一
士

　
　
２

　
ｙ
・

　
ぐ

タ （ｄ
1

ｄ
２’

Ｏ）

ｄ
１

ｄ

d４）

２
）
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―

　
　
　
ｙ
・

１
ぐ

　
ん

　
　
一
一 ｙ

２
ｙ

３
y４）

（ｄ
]ツ

Therefore, for　any　deD, we　have

（3.28）　（
・
　
一
士

　
　
２

　
ｙ
・

　
ぐ

　
一

　
ｊ

　
　
３

　
ｙ

・
　
一
１

　
　
４

　
ｙ

　
ぐ

　
　
　
　
１

　
　
　
ｙ

ｌ
ぐ

　
ん

　
　
一
一 ｙ

２
ｙ

３’
y４）

(０，

We　ｗｉ］∠Ｌ　write　Ｅ［２］for　Ｄ

Ｏ’Ｏ’Ｏ’Ｏ’ｄ２’

０，

ｙ１））（ｄ）

０，０，０，０，ｄ）

d３）

７｛け,6)
,(3.6) ,(4,6) ,(5,6) ,(1,7) ,

(2.7), (3,7), (4,7), (5,7), (6,7), (1,4), (1,5), (3,4), (3,5)}. We

define　functions　ｌ

（３.29）1

（3.30）1

（３.31）乙

（３.３2）1

で
（

２

２

２

３

２

４

（

ｄ

ｄ

]フ

]フ

（ｄ
１’

（ｄ
１’

２

１’

ｄ

２’

ｄ
２

ｄ２

ｄ
２’

ｄ

ｄ

ｄ

ｄ

子

３
）

３
）

３
）

３
）

一

一

一

一

一

一

一

一

ぺ
and　ｌ

(d1

(d1

（０

（０，

’

ｄ

２’

’

ｄ
２’

ｄ
２’

ｄ
２’

２

４
from　Ｄ３

ｄ
３’

ｄ

３’

０，

０，

０

０

ｄ
３’

ｄ
３’

，０，

，０，

ｄ

１’

ｄ
]フ

０，

ｄ
１

０，

ｄ
１

to　Ｅ［２］as　follows：

Ｏ）

ｄ
３

Ｏ）

Ｏ）

ｄ
３’

ｄ
１

ｄ
２ d3）

By　the　same　token　as　in　Proposition　３．３　we　have

Propos i t ion　3.4. For　any　ｙ１ ，ｙ
２’

ｙ
３’

ｙ４ＥＴ３（Ｍ）’　汀　the

expression (y 　　　　　●　　　　　　　●　　　　　　　●
４２ｙ３）‾（ｙ２ ２

ｙ１） is　ｗｅ上士　defined, then　there

exists　unique ｙＥＴＥ［２］

We　ｗｉ↓１　write　タ

（Ｍ）ｓｕｃｈ　tｈ゛1t　卜りＴ　°　ｙｉ

２

（ｙ
]フ

ｙ

２’

ｙ
３’

ｙ
４

）

［ｉ＝］L,2,3,4).□

for　ｙ　in　the　above

proposition.　By　the　same　token　as　ｉｎ（３．２８）ｗｅ　have　that　for

any　dGD,
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(３.3３)
･
　
　
I
(
Ｎ

　
　
４

　
ｙ

　
ぐ

　
ぐ

　
　
　
　
１

　
　
　
ｙ
・

２
ぐ

　
ー
凡

　
　
一
一 ｙ

ｙ

２’

３

）

ｙ
３’

ｙ

･
　
　
　
l
i
M

　
　
2

　
ｙ
・

　
ぐ

４
）
（０，

We ｗ打士　write　Ｅ［３］for　Ｄ７

０，

ｙ

士

）

０，

）

０，

（ｄ）

０，０，ｄ）

{(1,6),(2,6),(4,6).(5,6),け,7) ,

(2.7) , (3,7) , (4,7) ,(5,7) ,(6,7) ,(1,4) ,け，５），（２，４），（

define　functions　ｇ

（３.3４）1

（３.35）1

（３.36）1

（３.３7）1

３

１

３

２

３

３

３

４

（ｄ

（ｄ

１’

士’

（ｄ
１’

（ｄ
]フ

３

]フ

ｄ

２’

ｄ

２’

ｄ
２’

ｄ
２

普

d
３

）

d3）

d３）

d３）

づ

一

一

一

一

一

一

一
一

（ｄ

（ｄ

and　乙

士’

士’

(０，

（０，

ｄ

ｄ

０，

０，

２’

２

ｄ

ｄ

３

４

ｄ

，ｄ

３’

３’

from　Ｄ３

３’

３’

ｄ

ｄ

０，

０，

]ツ

士’

０，

０，

ｄ
２’

ｄ
２’

０，

ｄ
１

０，

ｄ
１

2,5)}. We

to　Ｅ［３］　as　ＴＦｏｌｌｏｗｓ：

Ｏ）

ｄ
２’Ｏ）

Ｏ）

ｄ
２’

ｄ
１

ｄ
２

ｄ
３

）

By　the　same　token　as　in　Proposition　３．３　we　have

Propos i t i on　3.5. For　any　ｙ

eｘpresslon {y.　５　ｙ３）‾（ｙ２　５　竹

exists　unique　いΞＴＥ［３］

We　will　write　夕

士

）

’ｙ２’ｙ３’ｙ４ＥＴ３（Ｍ）’ｉｆ　the

　is　well　defined, then　there

(M) such　that　卜ぺT　＝　ｙ

３

(ｙ
１’

ｙ

２’

ｙ

３’
y４）

１
［ｉ＝］L,2,3,4) .□

for　ｙ　in　the　above

proposition. By　the　same　token　as　ｉｎ（３．２８）ｗｅ　have　that　for

any　deD,

（３.38）　（
･
　
　
　
Ｉ
Ｃ
Ｍ

　
　
２

　
ｙ

　
ぐ

　
一

　
ｊ

　
　
３

　
ｙ

･
　
I
C
ｓ
l

　
　
4

　
ｙ

　
ぐ

　
　
　
　
１

　
　
　
ｙ

２
ぐ

　
ー
乱

　
　
＝

ｙ
２’

ｙ３’ｙ４）

（０， ０，

ｙ１））（ｄ）

０，０，０，０，ｄ）

The　crucial　step　in　the　proof　of　Theorem　２．７　is
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epitomized　by　the　following　theorem.

Theorem　3.6. The　diagram　consisting　of　objects

(３．３９)Ｅ[1] . E[2] , E[３]

（3.４0）Ｈ
１２’

Ｈ２３’ Ｈ３１’ ａ]∠Ｌ　of　which　are　equa↓　to　Ｄ

（３．４１) G, which　is　equal　to　Ｄ
８

３

④Ｄ3

{(2,4).(3,4),(1,5),(3,5),

(1,6). (2.6), (4,5), (4,6), (5,6), (1,7), (2,7), (3.7).

(4,7),(5,7),(6,7),け,8) ,(2.8) ,(3,8) ,(4,8) ,(5,8) ,

(6,8),(7,8)}

and　of　morphisms

（3°42) hi:Ｈ

　　　　　　ｈレＨ

１２

２３

４Ｅ[1], h

４Ｅ[3] , h

(3,43) k ＥＤ』　‾゛Ｇ’ｋ２

２

１２゛

３

３]フ

Ｈ
１２

３１

一心Ｅ[2] , h

４Ｅ[3] , h

：Ｅ［２］‾゛Ｇ’ｋ３

２

２３°

１

３]フ

Ｈ２３

Ｈ３１

：Ｅ［３］-ｊＧ

is　ａ　quasl-colimlt　diagram　of　small　objects, where

(3.４４)ｈ

　　　　　ｈ

(3.４5)

　　　　　－　　　　　－

(3.４6)

-

-

１

１２

３

２３

ｋ

１
‰
）
3
9
‐

　
④
　
④

士
‰
３
‰

　
一
一
　
　
　
　
一
一

１

(ｄ

(ｄ1

１’
ｄ

２

ｄ
２’

　＋

for　any

ｋ
２

（ｄ

(d1

]フｄ２

゛　ｄ５

for　any

已
　
　
1

3
3

　
ｈ

ｄ
３’

ｄ

４’

（ｄ

，ｄ

，ｄ

]フ

３’

２’

[ｄ]ツ

ｄ４

ｄ

ｄ

３

，ｄ

＋

２’

ｄ
４’

ｄ
３

ｄ
２

５

ｄ
３

ｄ５

＋

ｄ

　
⑥
　
　
④

２
‰
３
‰

　
一
一
　
　
　
　
一
一

’

ｄ

６’

ｄ

５’

d７）

ｄ

６’

.d,.

,d

ｄ

４’

ｄ

３’

ｄ

４’

ｄ

ｄ

２

２
１

　
　
１
１ 已

　
　
Ｉ

↓
３

　
ｈ

３
３

　
１
・
ｆ
ｌ

ｄ

５’

７

ｄ

ｄ
５

）

４

１

ｄ

ｄ
６’

’

ｄ

６

’

ｄ

６’

５
，ｄ

ｄ７

１

４Ｅ[２１，

４Ｅ[１]

２
‰
l
9
‐

　
④
　
　
④

２
リ
ー
‰

　
こ
　
　
　
一
一

ｄ

４’

ｄ

）ＥＥＤ』

７’Ｏ）

’‾ｄ２ｄ５’Ｏ’ｄ７）

d )eE［２］, and
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（３°４７）　　ｋ３ (d
ｄ

２’

ｄ

３’

一

一 （ｄ１　゛ｄ４’ｄ２

for　any (d

ｄ
４

＋

’

ｄ

５

ｄ
５’

ｄ
２’

，ｄ

ｄ

６’

　－

ｄ
３’

３’

ｄ４

d７）

ｄ

ｄ

３
ｄ

５’

５

ｄ

，ｄ

６

３

ｄ

ｄ
４’

７

ｄ
６’ ‾ｄ７’

）ＥＥ［31.

‾d7）

PＴＯＯｉ≒　The　so-called　genera士　Kock　axiom　warrants　that

functions　ｙ１ ：Ｅ［↑］‾（Ｒ’ｙ２ Ｅ［２］‾゛Ｒ’ｙ３：Ｅ［３］‾゛Ｒ and ｙ：Ｇ‾（Ｒ

ｓｈｏｕ↓ｄ　be　polynomla∠Ls　of　infinitesimals　in　Ｄ　with
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By　the　same　token　the　condition　that ｙ２°ｈ
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By　the　same　token　again the　condition　that ｙ３°ｈ
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Three　conditions (３．５５），（３．５９）ａｎｄ（３．６３）　are　to　be

superseded　by　the　following"　three　conditions：
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This　completes　the　proof　of　the　theorem.
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（３°78) r°ｋ１　ニ　ノ4ﾚし

(3.79) y-k　ﾆ　ﾉﾘｙ

（３’８０）ｙｏｋ３　ニ　ベ
ｙ

３２]フ

132'

213'

ｙ

ｙ

ｙ

２３]フ

３±２’

↑２３’

We　ｗｉ１土　write　７７１
(ｙ

123'

ｙ

ｙ

ｙ

ｙ

132'

］132'

213'

３２]フ

ｙ

ｙ

ｙ

ｙ

213'

Ｇ

（Ｍ）ｓｕｃｈ　that

±23）

２３]_
)

312）

ｙ

２３]フ
ｙ

312'
ｙ

321）

ｄ
１

ｄ
３

ｄ２

ｄ
６

or　辺　for

□

□

short　for　the　above　ｙ．

　　　　　Once　the　above　theorem　is　established, we　can　proceed　in

the　same　line　as　In　our　previous　paper［Nishlmura, 1997,

ｐｐ．］』∠17-1］∠Ｌ８）　so　as　to　get　the　genera］_　Jacobi　Identity.

工ndeed　we　note　that
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（３‘81）　　（（y123 i ｙ132）

一

一

(3.82)

(3.83)

一
一

一
一

（ｙ

２３１

　
ｙ

・
　
７
⊥

３２１
））（ｄ）

７７１（０，０，０，０，０，０，ｄ，０）ｆｏｒ　any　den.

（（ｙ２３１ ２ ｙ２１３）‾（ｙ３１２ ２ ｙ１３２））（ｄ）

７７１（Ｏ，０，０，０，０，０，０，ｄ）ｆｏｒ　any　den.

（［稲±21］ドF321）‾（竹23 5 y213））（d）

辺（ Ｏ，０，０，０，０，０，－ｄ，－ｄ）ｆｏｒ　any　dGD.

Therefore,］‾ｅｔｔｉｎｇ　ｔ］フ　ｔ２　and　ｔ３

（２．９）－（２．ｎ）ｉｎ　order, we　have

(3.8４)
ｆ

（ｔ

一

一 削

(ｄ

↑’

０，

１’

ｔ

０，

２

０

ｄ
２’

，ｔ
３

）
（ｄ

士’

ｄ

２’

denote　expressions

d３）

’Ｏ’Ｏ’Ｏ’ｄ１　‾　ｄ

ｄ
３

）ＥＤ（３）．

This　means　that　for　any　dGD,

(3.85)

一

一

一

一

-

-

（ｔ

ｔ

（

削

削

]_

ｔ

‘゛^　ｔ２

]フ

０，

０，

ｔ

０，

０，

２’

０，

０，

十

ｔ

０

０

３
）

ｔ

（

，０，

０，

３

ｄ

）（ｄ）

，ｄ，ｄ）

０， ｄ

０ ０，

３’
ｄ

２

－ｄ，ｄ－ｄ）

Ｏ）

This　comp士etes　the　proof　of　Theorem　2.7.

d3） for　any
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