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ON T‡壬E NILPOTENCYINDICES OF THE RAI）ICAI．S OF  

GROtTP ALGEBRAS OF P・GROUPS W正ICHⅡAVE  
CYCLIC SUBGROUPS OFINDEX P  

By   

Shigeo KosHITANl  

Let Kbe a BeldwithcharacteristicP＞0，Gafinitegroup，KGthegroupalgebra  

OfGoveI－KandJ（忍G）the radicalof KG．We areinterestedin relations between  

rlng－theoreticalproperties of KG and the structul・e Of G．Particularly，in thepre－  

Sent PaPer We Shallstudy the nilpotencyindex t（G）ofJ（ÅG），Whichis theleast  

positiveinteger t（G）such thatJ（ÅG）HG）＝0．  

For a負nitep－grOup Pof orderPr，S．A．Jennings【3】showed thatr（P肘1）＋1≦  

t（P）≦F．Recently K．Motose and Y．Ninomiya［7］determined a11P－grOupS P of  

Orderbr such that t（P）are thelower bound r（Ppl）十10r the upper bound F．In  

fact they proved that foraP－grOuPPof orderPr with r≧1，t（P）＝r（か－1）＋1ifand  

Onlyif Pis elementary abelian and that t（P）＝Prif and onlyif Pis cyclic．Soin  

this paper we shallinvestigateメ〉・grOuPS Pof order〆such thatt（P）arenotneces－  

Sarily equalto thelower bound r（P－1）＋lor the upper boundF．By the results  

Of K．Motose【6，Theorem］，K．Motose and Y．Ninorniya［7，Theoreml］it follows  

that when Pis an abelian♪－grOuP Of orderF with r≧2，the secondarily highest  

nilpotencyindex t（P）ofノてだP）isF‾1＋P－1andin this case Pis not cyclic and  

has a cyclic subgroup ofindexP．Our main result of§1is ageneralization ofthe  

above fact．This can be stated as follows：For an arbitrary♪－grOuP P of order  

F’with r≧2，the next conditions are equivalent；   

（i）f（P）＝ダ‾1＋♪－1．   

（ii）ダ‾1＜オ（ク）＜ダ．   

（iii）Pis not cyclic and has acyclic subgroup ofindex♪．  

Thereisaprol〕1em that when thevalue of t（G）is given，What typeis G？  

About this there are some solutions（【9］，【7］）．D．A．R．Wallace［9］determined all  

丘nite groupsGwith the property t（G）＝2．Further，K・Motose and Y．Ninomiya  

【7】determined all負niteb－SOlvable groups G such thatt（G）＝3・Inconnectionwith  

thisin§2we shallhave alll）－grOuPS Psuch that t（P）＝4，5 0r 6 by calculating  
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l（Q）for allP－grOupS Q of orders at most♪i．  

1．p－Groups which havecyclic subgroups ofindexp   

Tobegin with we shallstudy t（P）for metacyclicP－grOupS P・  

Lnl＼t．＼1．1．。ん再J）ん＝＝川イ〝リー√・／～－、♪一月nノ～小′、′川／√／／最ノJ．べ・√′り・（、／ん・ノJ〃r川‘J／ぶJJ／仰〃Jゆ  

Q＝くゎ〉げ〃相即′ダlαチZ（g紺離α‘ツC／哀（：カcねプ′β℃坤君Q＝くαQ〉（α∈P）げ〝捏ねγ♪椚・  

P～ノ‘J芳＝α－1「7批りヒム－1わzÅア．mβ〃  

J，′．が∈ ∑ 瓜ざ£さ／ノ， 毎・〝／Jざ，～妻0・  
l十ブ≧ぶ＋J  
t）≦1≦ぷ  

PROOF．We may assume n≧1．Thereisapositiveinteger h such that  

α－1∂α＝研．  （1）   

Since aPm∈Q，hP7n≡1（modbn），and so   

（1′）  カ≡1（1110d外   

At firstwe sha11prove thislemmafor s＝1andi＝l（Cf．the proofof【4，Lemma］）・  

Put（与）＝Oifi＜j，By（1）and（1′），  

γ∬＝α∂九－α－わ＋1＝（∬＋1）（∑（きねj＋y＋1ト∬－〃－1 ブ≧2  

ニ∬〃＋∑（き）（∬＋1）即J・  
ブ≧2   

This shows  

胆∈ ∑ 麒巧／ノ．  
電＋ブ≧2  

0≦t≦1  

（2）  

From（2），We Can PrOVe   

（3）  y‘∬∈ ∑ ぬ宜yブ， for all才≧O                         f＋ブ≧‘＋1  
0≦i≦l  

byinduction on t．Using（3）we can verify thislemmabyinduction on s・  

PutJ（KP）O＝KPfor a♪－grOuP P．  

THEOREMl．2．エβ才アみβα〃7β才α叩CJZc♪一都℃Z¢c∂乃gα言邦吉循g（Z叩CJfcタ乙OmαJ5〟∂－  

g叩卸Qげβ畑♂γ♪耽α乃dz〃舶α叩CJ才cノ滋cわr卯Zゆ旦Q＝くαQ〉（α∈ク）げ0摘grダ几  

α乃dゐα乃才乃ねgβγぶ〝Cゐ才力αりαⅠ＝♪肌用‾わ．劫才  

げ椚≦ゐ  

げ椚＞ゐ．   
カ＝i芸，  

耶転任狛打如朋＝（P）＝♪m川‾た＋〆－1．  
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PROOF．Put6？＝くb〉．Wecan assume a），1n＝bPk．set∬and yasinLemmal・1・   

Casel．m≦h：We sha11claim that Ci＝‡3SyL10≦s≦P”L－1，0≦t≦Pn－1，S＋t≧i）  

is aKbasis of］（KP）ibyinduction oni．Every gGPcanbewrittenasg＝aSb［，0≦  

s≦FTL－1，0≦t≦P，L－1and the number of elements ofC。isダ′…．Thus C。isaKl  

basis ofKZIBy［3，Theoreml．2］，Clis aK－basis ofJ（KP）．Assumei≧2．Since  

x，y∈J（KP），We have Ci⊆nKP）£．Since］（KP）l＝］（Åア）］（KP）i－1，it sufRces to prove  

thatif O≦s，S′≦FTLdl，0≦t，t′≦Pn－1，S＋t≧1and sJ＋t／≧i－1，then（xSyl）（xS’yE’）can  

be written as a Kllinear combination of Ci．From Lemmal．1，   

（4）  （煎州ぜ㌦）＝ ∑ 恥ノー∬ぶ£’JⅣ＝一， 恥J′∈瓜  
i／＋J′≧舌／＋‘  

0≦i／≦ざ／   

Consider each term of（4）．Put s＋i′＝砂′t＋u′，Where u，u′areintegers with O≦  
u′≦P”L－1．Since xPm＝yl，k，itis seen that．TS〉i’yj’JE’＝．r弘’（xP7TL）uyj’▼′’＝XIL’yttpk▲j’、rlJ  

Since yl，T～＝0，We Can put24）k＋j′＋t／≦FL－1．We alsohaveu′＋（7が＋j′＋t’）≧isince  

h≧m andi′＋j′≧s′＋t．Hence（4）can be written as aK－1inearcombination of Ci・  

This showsJ（KP）Pm→Pn‾2 is ofKldimension one，and sot（P）＝ダ托＋F乙－1・  

Case2．m＞k：Asin Caselwe can show thatC虞＝i∬馴0≦s≦FT…Ⅵた－ 1，0≦  

t≦♪た－l，S＋t％iiisaK－basisofJ（KP）t．Thust（P）＝Fn≠‾k＋〆－1・Thiscompletes  

the proof of Theoreml．2．  

Put that  

βγ＝くα，桝α3＝む3rwl＝1，α‾1わα＝わ‾り fol・7・≧3，  

払＝くα，桝α立＝わ2r‾ま，α4＝1，α－1わα＝わー1〉  for 7・≧3，  

Sr＝くα，桝α2＝み2r岬1＝1，α－1みα＝み2r‾2－1 〉 for 7・≧4，  

ノ払（♪）＝くα，わ【が＝ゎが■岬1＝1，α－1わα＝か）r‾2」 1〉  

for r≧4ifP＝2， and fol・r≧3ifP≧3，  

A餌♪）＝くα，わ，函p＝∂p＝Cp＝1，α‾1わα＝お，〝サ1c（Z＝C，わ‾1cみ＝r〉  for メ）≧3－  

LEMMAl．3．エβオPわβα♪甘仰～ゆが〃7て7β7■〆．〝Pfs乃〝g叩C〟cα乃（g加ぶα叩CJわ  

飽和汀帥少q′加点㍑メ，g（P）＝♪γ‾1＋か－1・  

PROOF．This follows from［2，I14．9Satzj and Theoreml．2．  

Next，We Shallcompute t（M（♪））whose calculationis very fundamentalin cal－  

Culating t（P）for the other P－gl’OuPS P  

LEMMAl．4．ダ加′カ≧3，J（朋■（♪））＝頻－3．  

PROOF．Put P＝M（P）．Asin Lemmal．1set that x＝a－1，y＝b－1and3＝   
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CMlin KP Note that xp＝yP＝ZP＝O and x，y，Z∈J（KP）．We have z∬＝XZ，Zy＝yZ  

and yx＝即Z＋Ay＋yz＋xz＋z．Hence we know   

（5）  z∈J（Åア）2，   

（6）  膵∈ ∑：＆掬堀．                              i＋l 
J一紙≧2  

0≦i≦1   

Using（6）we can show  

（7）  〟‘∬∈  ∑ 先方iyブzぶ，for allg≧O  
i＋J＋2人：≧f＋1  

0≦i≦1  

byinduction on t asin the proof of（3）．From（7）we obtain   

（8）  〟√．でぶ∈  ∑ 麒‡‥‘〟jzん，fol・allぶ，～重O  
i＋ノ＋2た≧ぶ＋J  

O≦i≦ぶ  

byinduction on s．Next，We Shallshow thatCi＝i：rSy［zlt10≦s，t，u≦P－1，S＋t＋2u≧i†  

is a K－basis ofJ（KP）ibyinduction oni．Fori＝00rl，itis easy asin the proof  

Of Theoreml．2．Assumei≧2．By（5），Ci⊆J（KP）£．Asin the proof of Theorem  

l．2itis su魚cient to prove that（xSylz2L）（xS′yL′zu′）can be writtenasa舟1inear com－  

bination of CiWhen O≦s，S′，t，t′，u，u′≦♪－1，S＋t＋2u≧1and s′＋t′＋21i′≧i－1．By  

（8），   

（＊）  （．〃苫〟√z化）レぶ′〝′′z′′′ ）＝  ∑  〝り′か．が孟‘〃J′・′■富力′■畑′′′，                              l／＋J′＋2・1‘′≧メ′＋J O≦l／≦Jノ  

ai・j・k，∈K Since xP＝yP＝ZP＝0，WeCan aSSume that O≦s＋i′，j′＋i′，k′＋u＋u′≦♪－1・  

We have（s十i′）十（j′＋t′）＋2（k′＋u＋u′）≧i．Thus Ciis a Kbasis oiJ（KP）i，and so  

才（ク）＝（♪－1）＋（♪－1）＋2（♪－1）＋1＝専一3．  

LIミⅣⅠれIAl．5．エ♂f P∂βα♪一節明ゆqrの頭汀タ「M鋸＝・≧1．〝才（P）＞タト1，班βプ£タ  

カαぶαチZβJe7乃gプ官才qr∂捏ね7′♪ト1．  

PROOF．We useinduction onプ′．Itis clear for r＝lor2．Assume r＝3．When  

Pis abelian，it follows from［6，Theorem］．When Pis nonabelian，by［2，I14．10  

Satz］，Pis one of the following types；   

（i）♪＝2andク⊆β30r Q8，   

（ii）♪≧3and P芸肱（♪）or M（P）・  

By Lemmal．4and t（P）＞P2，P幸M（P）．Thus theassertionis provedfor r＝3・As－  

sume r≧4．Thereis an element c∈Z（P）of order p，Where Z（P）is the center of  

IIC＝〈（1）is nol・malin P By［10，Theorem2．4］andt（P）＞Pr‾1，it follows that  

t（I7C）＞Pr－2．Thus，fromthe hypothesisofinduction，君Chas an element bC（bGP）  

of orderpr－2，Now，SuPPOSe that Phasno elements oforderpr‾1・Hence B＝くb）   



141  On the Nilpotency Indices of the Radicals 

hasorderpr－2．By［2，I14．9Satz］，fyCisoneofthefollowingtypes；   

Casel．彗Cis an abelian groupof type（Pr一望，P），  

Cα5β2．♪＝2and君C⊆；かプ・－1，  

Cα5β3．♪＝2and考C芸¢γ＿1，  

Case4＝．b＝2，r≧5and P／C⊆S，－1，  

Case5．r≧5ifp＝2，andlTC⊆A貧・－1（P）・   

Casel：Put P／C＝〈aC，bCi（aC）P＝（bC）Pr‾2＝C，abC＝baC〉and A＝〈a〉．Clearly  

lal＝Por〆．Ifial＝が，We mayputaP＝C．SinceP／Cis abelian，Aisnormalin  

P Thus Pis a semi－direct product of A by B，and so t（P）＝Pr－2＋P2－1from  

Theoreml．2．Thisis a contradiction，and so raZ＝P．If b‾1a‾1ba＝1，Pis an abelian  

groupof type（I＞r－2，♪，P）．Hence，by［6，Theorem］，t（P）＝F’一望＋砂－2，aCOntradiction・  

This shows that b－1aNlba≠1，and so we may put b‾1a－1ba＝C．Thus P＝くa，b，Clal，  

＝bPr山2＝CP＝1，a－1ba＝bc，a－1ca＝C，b－1cb＝C〉．Just asin the proof of Lemmal．4，it  

is seen t（P）＝（P－1）＋（Prq2－1）＋2（P－1）＋1＝Pr‾2＋3p－3，a COntradiction・   

Case2：Putp＝2，君C＝くaC，bCI（aC）2＝（bC）2r－J2＝C，a－1baC＝b－1C〉and A＝くa〉．  

We know回＝20r4．Put x，yand z asinthe proof ofLemmal・4・   

（i）PutlaZ＝2and ba－1ba＝1．Then Pis a directproduct of AB⊆D，－1and  

acyclic groupof order2．It followsfrom［6，Theorem］and Lemmal・3that t（P）  

＝2ト盟＋2，a COntradiction．   

（ii）PutJaZ＝4and ba－1ba＝1．Since a3＝C，P＝〈a，bla‘l＝b惑’■v2＝1，a－1ba＝bJ〉t  

Thus，byTheoreml，2，t（P）＝2r‾2＋3．Thisis a contradiction・   

（iii）Put Eal＝2alld barlba≠1．Then baMユba＝C．So P＝〈a，b，函2＝b豊’◆－2＝C2＝  

1，a－1ba＝b－1c，a－1ca＝C，b－1cb＝C〉．Wehavezx＝1・Z and zy＝yZ．Setf＝2r．2－1．Since  

′≡1（mod2），甘∬＝（∬＋1）（甘＋1）∫（z＋1トニ訂－甘－1＝（∬＋1）（∑左2（紬ブ）（z十1）＋こガリZ＋∬V十γZ  

＋xz＋z．Hence we have（5）and（6），and so we have（7）and   

（8′）  ytxS∈  ∑  Kkiyjzk，for allt≧O and s＝0，1．  
五＋ブ＋2た≧ぶ十王  

0≦宅≦ぷ   

Asin the proof of Lemmal．4，t（P）＝1＋（2r－2－1）＋2＋1＝2rd2＋3，a COntradiction．   

（iv）PutJal＝4and ba．1ba≠1．Then a2＝C and ba‾1ba＝C．Hence P＝〈a，b，Cla2  

＝C，∂2r‾2＝C2＝1，α－1みα＝わー1c，α－1cα＝C，わー1cね＝C〉．Noteユ！2＝Z≠O and甘2r‾2＝Z2＝0．As  

（iii）we obtain（5）and（6），and so（7）and（8′）hold．We sha11show thatCi＝（xSytzu1  

0≦s，u≦1，0≦t≦2r‾2－1，S＋t＋2u≧i）is a Kbasis ofJ（KP）ibyinduction oni．Itis  

Clear fori＝00rl．Assumei≧2．By（5）．Ci⊆J（度ア）i．As usualit su疏ces to show  

that（xSytzu）（xS’yLIzu’）can be written asa釘1inearcombination of Ciif O≦s，S′，u，u′  

≦1，0≦t，t′≦2r‾2－1，S十t＋2u≧1and s′＋l′＋2u′≧i－1．From（8′），We have（＊）．Con－  

Sider each term of（＊）．Put s＋i′＝2〃＋u′，Where u，V′areintegers with O≦物′≦1．  

Since x望＝Z，X…′yj／Tt／ぞk′…′＝XV′yj／＋t′ぞV子れ…′ ，We mayassumej′＋t／≦2r‾望～1and   
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v＋h′＋u＋u′≦1since y2r－2＝Z2＝0．We also have u′＋（j′＋l′）＋2（u十k′＋u＋u／）≧i．  

ThisimpliesthatCLisaKlbasisofJ（KP）f，and so t（P）＝1＋（2r‾2ql）＋2＋1＝2r－2＋3，  

a contradiction．   

Case3：Putb＝2，君C＝〈aC，bq（aC）3＝（bC）2r‾3，（aC）4＝C，a－1baC＝b‾1C〉and A＝  

〈a〉．We can put a2ニb2r叫3clfor somei，and so al＝1．Thisimplieslal＝4．Put  

．r，y and zasin the proofof Lemmal．4．   

（i）Put ba－1ba＝1and aB＝b2卜3．ThenPis adirect product of AB≡QLland  

acyclicgroup oforder2．Thus wc have acontradiction asin（i）ofCase2．   

（ii）Putわα－1わα＝1and α2≠がγ‾3  

b3r‾2＝1，a－1ba＝b－1〉，and so we havea   

（iii）Put∂α－1∂α≠1andα2＝わ2r‾3  

＝1，α－1∂α＝ぁー1c，α－1cα＝C，わ‾1c∂＝C〉．As  

（8′）．Note O≠∬望＝y2rv▼3．By2r－8≧2，it  

－1，S＋t＋2u≧i〉is a Kbasis ofJ（KP）i  

COntradiction．  

Then AnB＝1・Hence P＝AB＝〈a，bla4＝  

COntradiction asin（ii）of Case2．  

Since ba－1ba＝C，P＝くa，b，Cla2＝b2，■－3，b2仁2＝C3  

in（iii）of Case2we have（5），（6），（7）and  

is seen that Ci＝（xSy（z～LJO≦s，u≦1，0≦t≦2rq2  

asin（iv）of Case2．Thus t（P）＝2rq2＋3，a   

（iv）Put ba－1ba≠1and（12≠b91’w3．Hence baJba＝C and a2＝b2r‾3c．Thus P＝  

〈〝，れぐゆ2＝が，●岬3ビ，α－＝が巨2＝（‥2＝1，α‾‾伽＝わー1（・，α予l（‥〝＝ご，わ‾1cわ＝r〉．WellaVeJ・3＝〝3r「3  

（息＋1）＋z．Thisimplies（5）and  

（9）  ．v3（∑．垢再∴  
J＋2A’≧2  

Asin（iii）of Case2we also have（6），（7）and（8′）．Note．㌍ヱ≠0．By（9），aSin（iv）  

OfCase2，WeknowthatCL＝（．L：SytzuiO≦s，u≦1，0≦ナ≦2r－2－1，S＋t＋2u≧iIis a K－basis  

Of］（Ⅲ））i，and so we have a contradiction．  

Case4：Asin Case2we have a contradiction．   

Case5：Put r≧5if b＝2，and put fyC＝くaC，bCi（aC）P＝（bC）1，rAL2＝C，a～1baC＝  

b），r，3†1C〉andA＝くa〉．Set x，yand zasin the proof ofLe1nmal．4．Putf＝F’－8＋1，  

and sof…l（modp）．   

（i）Assume困＝♪and bN／a－1ba＝1．SoPis adirect product of AB⊆弗＿l（♪）  

and acyclic groupof orderA and so we have a contradictionby［6，Theorem］and  

Lem王nal．3．   

（ii）Assume漸＝がand bM／a－1ba＝1．We may put ap＝C．So P＝くa，blal，2＝  

blJr‾’＝1，a－ユba＝bf〉，henc巳t（P）＝Pr－2＋が～1，by Theoreml．2．Thisis acontradic－  

tioll．   

（iii）Assume 廟＝P and b－fa－1ba≠1．We can put b－fa－iba＝C．Hence P＝  

（a，b，C璽aP＝bPr－2＝Cl｝＝1，a－ユba＝bfc，a－1ca＝C，b～lcb＝C〉．Since f≡1（modp），aS（iii）  

Of Case2，We have（5），（6），（7）and（8）．Asin the proof of Lemmal．4，Ct＝i∬Sy（z7L1  

0≦s，u≦♪－l，0≦t≦Pr‾2Ll，S＋t＋2u≧iiis a Klbasis ofJ（KP）i，and so t（P）＝（♪－】）  

＋（F－2－1）＋2（P－1）＋1＝Pr‾望＋3P－3，a COntradiction．   
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（iv）AssumelaE＝P2andbMfa－1ba≠1・WemayputaP＝C・Sincel≠b－／aMlba∈C，  

bイa－1ba＝Chforsomehwithl≦h≦P－1．ThusP＝〈a，b，C］aP＝C，bPr－2＝CP＝1，a‾1ba  

＝折れ，α－1cα＝C，∂－1cみ＝C〉・From∬p＝g，  

（10）  
Z（J（揖’）ブ’・  

Since  f≡1（modp），yX＝ ∑ aiJkXiyjzk＋hz，aijk∈K・  
i＋ノ十た≧2  

0≦t≦1   

Hence  

押∈ ∑：忍納材  
電＋ノ＋pた≧2  

0≦f≦1  

（、11J  

Usingthis，aSin theproofof Lemmal・1，byinductionwe have  

（12）  〝′∬∈ 
軸≧刷 

0≦電≦1  

（13）  
庸∈ 

冊≧叶よ 
0≦乞≦ぷ  

NoteO≠xP＝Z．Itfollowsfrom（10）and（13）that Ci＝（xSyl巧0≦s，u≦P－1，0≦t≦1）r，－2  

－1，S＋t＋♪u≧ilisa＆basisofJ（KP）i，andso t（P）＝（b～1）＋（Pr‾2－1）＋♪（カー1）＋1  

＝Fd2＋♪2－1，aCOntradiction．ThiscompletestheproofofLemmal・5・  

THEOREMl．6．エβオダわ♂α♪－gプⅥゆげ〃摘βγダ・〝プ′≧2，班即Z 〃ねナ給血ノ物肝  

川机招ぬ那（iト（iv）抑＝準加減戒．   

（i）オ（ア）＝ダ‾1＋♪－1．   

（ii）ダ‾1＜才（P）＜♪r．   

（iii）P言ざ御方叩CJ才cαプ官d加ぶαり′CJ窟cぶ〝お和才ゆげよ乃dβ∬♪・   

（iv）アブざク柁♂qr摘βカJわ乙〃わ曙わ卵5；   

（a）P言ざα7官αあだβα乃gγク才ゆげわ少β（〆‾1，♪），   

（b）♪＝2，γ＝3α乃d P芸刀お∂γQ8，   

（C）♪＝2，γ≧4α邦dP⊆刀γ，Qr，Sγの′′仇（2），   

（d）♪≧3，，′≧3α乃d P芸且各（み  

PROOF．（i）⇒（ii）is clear．（ii）吟（iii）is obtained from［7，Theoreml］and Lemma  

l．5．（iii）⇒（iv）follows from［2，I14．9Satz］．（iv）ゆ（i）iseasy fromLemmal．3．  

CoROLLARYl．7．エg才Gわβαβ乃加gプⅥ呼びg摘α♪，勤わ紺ざ〟独和多ゆヱ ゲG言ぶ  

α♪－S∂J〃α抽卯諺ゆげ♪－Jgチ材オゐ1α乃dア加ざのゼβγダ相加γ≧2，g加循摘β乃β∬f．わ捉γ  

用軌嶽由那＝沼2印加加め㈲．   

（i）オ（G）＝〆‾1十♪－1．   

（ii）♪γ‾1＜～（G）＜カγ，   
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（iii）Sα∽♂αぶ（iii）げア鮎抑制1．6．   

（iv）Sα研gα∫（iv）げア伽抑糊1．6．  

PROOF．Itfouowsfrom［5，Theorems2and7］（Or［1，Theorem2］）and［8，Lemma  

2］thatt（G）＝t（P）．Thus this corollaryis clear by Theoreml．6．  

REMARKl．For aメトSOlvable group G ofp－1ength≧2，the same statement as  

Corollaryl．7does not necessarily hold．Let G be the symrnetric group of degree  

4andp＝2．ThenGisa2－SOlvablegroupof2・1ength20f order24with a dihedra1  

2－Sylow subgroup oforder8．On the other hand，by［7，Proposition］，t（G）＝4≠22＋  

2－1．  

2．p・GroⅦpS f｝with f（P）＝4，50r6  

In this section，Brstly，We Shallcompute t（P）for all♪－grOuPS Pof orders at  

mostメ）4．Using this we shallhave allI・－grOupS Psuch that t（P）＝4，50r6．Allp－  

groups of orderがare foundin［2，I14．10Satz］and allp－grOuPS Of order pLlare  

foundin［2，III12．6Satz］and［2，ⅠⅠⅠ§12Aufgaben（29），（30）］．  

THEOREM2．1．エ♂f Pみβα乃0柁αわ♂Jgα乃♪－gチ℃〟♪げ〃戒βγ〆．mβ7Z紺β加〃e g毎  

々肋紺わ郁．   

（Ⅰ）γ＝3，♪≧3．mβ柁α柁ね〃0チZO′富ズ∫のナZO痺ゐ才cチZ∂乃α∂βJZα77gγロゆ5げ07てJβプ′が．   

（i）〝■P＝且基（が，g（P）＝が＋♪－1．   

（ii）ケア＝〟（が，オ（P）＝4クー3．   

（ⅠⅠ）γ＝3，♪＝2．プⅥのⅥα柁お0乃0タ右京ざ♂∽β坤ゐわ㌢乙♂ブ官α如Jゴα柁g仰ゆぶげβ摘eγ2；i．   

（iト（ii）〝ア＝か3∂γQ＄，才（P）＝5．   

（ⅠⅠⅠ）γ＝4，♪≧5．mβγβαγβね紹乃♂乃才∫0椚♂疹址〝β乃αゐβJZα乃g和ゆざげロブて7gγ♪4．   

（i）ケア＝勇名（朗，才（ア）＝♪3＋♪－1．   

（ii）ケア言5αd夏作Cオ♪和ゐcオ〆端（♪）α搾dα町CJZcg和Zゆげ0摘朗′♪，才（P）＝  

〆＋抄－2．   

（iii）ケア盲sαdZ柁Cオ♪和血c才〆凡才（♪）α柁dαq′CJgcgγり‡¢げβ摘βγ♪，才（P）＝  

軸－4．   

（iv）ケア＝くα，∂lαp2＝占p2ニ1，α‾ユ占α＝∂祈1〉，f（P）＝砂2－1．   

（Ⅴ）ケア＝〈α，∂，Clαp＝∂p＝Cp2＝1，α－1∂α＝みcp，α－ユcα＝C，わー1c∂＝C〉，f（P）＝が＋砂－2．   

（Vi）ケア＝くα，ゐ，Ctαp＝∂p＝Cp2＝1，α－1∂α＝み，α－1cα＝お，∂－1c∂＝C〉，才（P）＝♪2＋彰一3．   

（Vii）ケア＝くα，れclαp＝みp＝Cp2＝1，α－1わα＝みcp，α－1cα＝わc，わー1cみ＝C〉，g（ア）＝が＋砂  

－3．   

（Viii）ケア＝くα，∂，Ciが＝みp＝Cが＝1，α－1∂α＝∂c′p，α一1cα＝れ∂－1c∂＝C〉，ぴゐβγβ′宣ざ  

αざ〝α加毎乃0乃柁Sg血♂チ那血わク，岬）＝ク望＋砂－3．   
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（ix）ケア＝くα，ゐ，C，dlαp＝∂p＝Cp＝dp＝1，占‾1cみ＝C，C■1♂c＝d，∂‾1舶＝d，α‾1∂α＝わ，α‾1  

Cα＝毎，α‾1ゐ＝Cの，f（P）＝7クー6．   

（Ⅹ）ケア＝〈α，∂，C，dlαp＝∂，脚＝Cp＝dp＝1，∂‾1c∂＝C，C‾1dc＝d，わ‾ユ（蕗＝d，α‾1cα＝お，  

α‾1（ブα＝C（7〉，才（ク）＝♪2＋抄－3．   

（ⅠⅤ）γ＝4，♪＝3．mβ作αクでね乃7官0紹云5β仰ゆゐ才c乃〃乃αみβJ言α乃都ⅥZゆざげ0畑βナ′34・   

（i）ケア＝くα，∂，C桓8＝が，が＝C3＝1，α‾1∂α＝∂c，α‾1cα＝猟，∂‾1c∂＝C〉，オ（グ）＝15・   

（iiト（Ⅹ）拘，′才加0才加γ乃亘乃βgγ0頑Sクげク畑βγ34，紆♂Cα乃ゐ乃0紺才（タ）如き頭薇曙  

♪＝3わ3（ⅠⅠⅠ），ぴカβ柁（ix）〆（ⅢⅠ）α乃d（Ⅹ）〆（ⅠⅠⅠ）αγβfぶ0〝拍ゆゐfc．   

（Ⅴ）γ＝4，♪＝2．mβγβαγβ乃云乃g〝07名言5仰∽ゆ肋㌢a∂乃α∂eJgαチ8g和Z¢S〆0摘βγ24・   

（iト（iv）ケア＝β4，Q。，S4♂γノ坑（2），才（P）＝9．   

（Ⅴ）ケア豆sαdZγ♂C才♪和血c才〆β3α乃dα叩CJZcgγOZゆ〆0畑βγ2，f（P）＝6・   

（Vi）ケア窟ぶαゐ瑠Cオ♪和血cg〆Q3α乃dα叩CJ才cgナ℃Zゆ〆∂，ゼgγ2，f（ア）＝6・   

（Vii）ケア＝くα，∂lα4＝が＝1，α‾1みα＝が〉，才（ア）＝7．   

（Viii）ケア＝〈α，れC】α2＝∂2ニC4＝1，α‾1みα＝如2，α‾1cα＝C，み‾1cわ＝C〉，オ（P）＝6・   

（ix）〝P＝くα，∂，Clα2＝∂2＝C4＝1，α－1みα＝∂，α‾1cα＝如，ゐ▼1cみ＝C〉，才（P）＝7・  

PROOF．Put x＝a－1，y＝b－1，Z＝C－1and w＝d－1inÅアiftheyexist・  

（Ⅰ）（i）and（ii）are veri鮎d byTheoreml．6and Lemmal．4，reSPeCtively・  

（ⅠⅠ）Clear from Theoreml．6．  

（III）（i）Trivialby Theoreml．6．  

（iiト（iii）These follow from［6，Theorem］and（Ⅰ）．  

（iv）Easy from Theoreml．2．  

（V）Since yx＝∬yZP＋∬ZP＋yzP＋zP＋xy，We have  

y∬∈ ∑＆壇直上  
ま＋メ＋た≧2  

0≦i≦1  

（14）  

Using this，aSin the proof of Lemmal．1，Weknow   

（15）  〃亡∬∈ ∑ ぬ乞yブzた，for all才≧0，  
宅＋ノ＋舟≧£＋1  

0≦f≦1   

（16）  
γよ∬ぶ∈ ∑ 血豆yJzた，for alls，f≧0，  

i＋ブ＋た≧β＋亡  
0≦i≦g  

By（16），itisseen that Ci＝（xSytzuEO≦s，t≦b－1，0≦粧蚤が－1，S＋t＋u≧i）is aKlbasis  

OfJ（KP）i．Hence t（P）＝♪2＋砂－2．   

（Vi）Asin Lemmal．4，i（P）＝（PMl）＋2（b－1）＋（が－1）＋1＝P2＋3p－3・   

（Vii）Since yx＝XyZP＋xzP＋yZP＋zP＋xy，  

y∬∈ ∑ ぬ宜yブgた．  
電＋2J十た≧3  

0≦電≦1  

（17）  

Byinductまonit follows from（17）that   



Shigeo KosHITANl   

y£∬∈  ∑  風物伊，for allオ≧0．  
i十2J＋〟≧2£十1  

0≦官≦1  

On the other hand，Since zぷ＝XyZ＋xz＋yz＋xy＋y，We have   

（19）  y∈ノ（Åア）2，   

（20）  ㍑∈ 二こ」翫鯨伊．  
i＋2J＋た≧2  

0≦電≦1   

Using（20），aS（18），itis seen that  

（21）  z7↓∬∈  ∑  ぬiyJgた，for a11〟≧0・  
i＋2ブ＋た≧祝＋1  

0≦f≦l   

From（21）and（18），WeCan Show  

（22）  γよぷβ∈  ∑  ぬ名yブgよ，for allぶ，g≧0  
i＋2ブ＋A■≧ぶ＋2£  

0≦i≦ぶ   

byinduction on s．Similarly，from（21）and（18），  

（23）  言祝が∈  ∑  放電yJzぶ，ねr alls，卯≧0．  
i＋2J＋た≧ぶ＋弘  

0≦t≦g   

Now，We Shallprove that Ci＝ixSyLzu10≦s，t≦P－1，0≦u≦P3－1，S＋2t＋u≧i）is a Kl  

basis ofJ（KP）ibyinduction oni．Puti≧2．By（19），Ci⊆J（KP）i．As usualitis  

Su疏cientto show that（xSytzu）（xS’y£lzu’）can be writtenasa晶1inearcornbination of  

Ciif O≦s，S／，t，i′≦P－1，0≦勧，u′≦が－1，S＋2t＋u≧1and s′＋2t′＋u′≧i－1・Using  

（23）and（22）wecanshowthis．Hencei（P）＝（P－1）＋2（P－1）＋（♪3－1）＋1＝が＋3P－3■   

（Viii）We can put2≦f≦♪－1．Hence we have（17）．Thus，just asin（Vii），We  

Obtainf（P）＝♪2＋砂－3．   

（ix）Itis clear that  

（24）  Zy＝yg，甜g＝g紺，弘甘＝yZ〟 and y∬＝∬y．  

Since   

（25）  

y∈J（KP）2．Similarly，Since   

（26）   

（27）  

g∬＝∬yZ＋∬g＋yg＋∬y＋y，  

抑∬＝∬g紺＋∬紺＋gぴ＋∬Z＋z，  

Z∈′（属ア）2．  

From（25），（27）and y∈J（KP）2，We have   

（28）  封∈′（属ア）3．   

It follows from（25）and（26）that   
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∑ ぬ£甘ブ之た 
i＋3ノ十2た≧3   

0≦i≦1   

gこl：∈  

∑ ぬ宜gた細わ  
f＋2む十れ≧2  

1）≦i≦l  

弘I∬∈  

respectively．From（24）and（29），  

（31）  言祝∬∈ぬ傭企，forall醸0・  
咄＋≧2仙  

0≦f≦1   

Similarly，from（24）and（30），We have  

（32）  乙冊 
＋2た＋1 

0≦i≦l   

By（31）and（24），  

Z7ム∬8∈ 肘yブ之た，forallざ，2‘≧0・  
岬．旺2，▲  

0≦t≦s   

（33）  

By（32），（31）and（24），Wealso have  

（34）  紺禦が∈ 
刷＋九≧… 

8≦t≦占   

As usual，by（24），（27），（28），（33）and（34），We Can Showthat Ci＝（xSyLzuwviO≦s，t，u，  

u≦P－1，S＋3t＋2u＋v≧i）isaKlbasis ofJ（KP）i．So t（P）＝（P－1）＋3（P～1）＋2（b－1）  

＋（カー1）＋1＝7か－6．   

（Ⅹ）Since xP＝y，it follows  

（28′）  y∈J（麒P）p・   

Using（28′）insteadof（28），aSin（ix），We Can Show thatCi＝（x＆ytzuw当0≦s，t，u，V≦  

P－1，S＋bt＋2u＋v≧iIisaKlbasisofJ（KP）i・Thus t（P）＝（b－1）＋b（Pql）＋2（P－1）  

＋（♪－1）＋1＝♪2＋和一3．   

（1V）（i）Ci＝（x＄yLzu！0≦s，u≦2，0≦t≦8，S＋i十2u≧i‡isaKlbasisofJ（KP）i・Hence  

才（P）＝15．   

（V）（iト（iv）areeasybyTheoreml．6．（V）and（Vi）areobtainedfrom［6，Theo－  

rem］and（ⅠⅠ）．（vii），（Viii）and（ix）followfrorn（iv）of（ⅠⅠⅠ），（V）of（ⅠⅠⅠ）and（Vi）of  

（ⅠⅠⅠ），reSpeCtively．  

CoROLLARY2．2．Fbraかgrt）84）P we have thejblh）Wi聯・   

（Ⅰ）岬）＝4げα乃dロ乃妙げPまso乃e〆f如力助郷わ曙妙どぶ；   

（i）♪＝2α乃♂アねα叩CJ査c卯頑げβ浸βγ2望，   

（ii）♪＝2α乃dP査5α乃βJβ椚♂循ね＝叩α占β′ブα乃g印材げβ血2さ・   
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（ⅠⅠ）才（P）＝5げα乃do稚かげPZ50乃♂〆〃まeルノわ紺亘乃g抄どぶ；  

（i）♪＝2α乃d P才sα循α占βJ夏α乃gγり多ゆ〆わ少β（22，2），  

（ii）♪＝2（Z乃d P⊆β注，  

（iii）♪＝2α乃d P芸¢8，  

（iv）カ＝2α乃d P富ざα乃βJe椚♂乃オα叩αみβJ才α乃gγOZ¢〆♂摘βγ24，  

（Ⅴ）♪＝3α乃dアブぶα乃♂Jg∽β乃オα叩αわβJ夏α乃gプⅥZゆ〆β〝ねγ32，  

（Vi）♪＝5α乃dアズざα叩CJ云cgγりZゆ〆ordgγ5．   

（ⅠⅠⅠ）才（P）＝6げα乃♂0稚かげアブざ0乃β〆〃えβルノわ乙〃g巧打わ少βざ；  

（i）♪＝2α乃♂ダオざα乃αみgJZα乃g押‡ゆ〆わ少β（22，2，2），  

（ii）♪＝2α乃dアブざα♂亘γ♂Cオ♪和ゐ仁方〆β3α乃dα叩CJわgナりZゆ〆0摘βγ2，  

（iii）♪＝2（Z乃dPZぶα♂ZγβC才♪γ∂血cオ〆¢3α乃♂α叩CJgcg和才ゆ〆βγdgγ2，  

（iv）♪＝2（Z乃dP⊆〈α，∂，C】α2＝ゐ2＝C4＝1，α－1∂α＝如2，α－1cα＝C，わ‾1c∂＝C〉，  

（Ⅴ）♪＝2α乃dPねα乃βJg∽βプ官ね丹αわβJZのZgγ0諺ゆ〆♂〟♂γ25．  

PROOF．The assertions are proved by［3，Theorem3．7］（Cf．［10，Lemma2．3］），  

［7，Theoreml］，［6，Theorem］and Theorem2．1．  

REMARK2．As notingin the proof of Corollaryl．7itis seen that t（G）＝t（P）  

for ab－SOlvable group G ofb－1engthlwithal）－Sylowsubgroup P Thus，by Corol・  

1ary2．2，WeCan have allp－SOIvable groups G ofp－1engthlwith t（G）＝4，50r6・  
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