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概要 

私が常々興味を抱いているものの一つをここに紹

介する。それは、高等数学でありながら、その導入

部分は日常生活に見られる簡単な図形で始まり、又、

式は 3 つの整数の和と差だけしか出てこない、この

アンバランスさに大変好奇心を掻き立てられた。何

故だろう？こんなことから何が導き出されるのだろ

う？これがこの理論を学ぶ切っ掛けとなった。 
私たちは、中学校で図形の合同と相似について学

習した。日常生活において前者は紙幣のように全く

同じものと、後者は獲物が遠くから近づいてくる時、

同一の物であると認識することに対応している。 
更に、これから示すことは、図形の構造的な違い

だけに重点を置いた類別についてである。具体的に

は顔の表情が刻々と変化していても、同一人物であ

ると認識することに対応している。 
オイラー標数χ(R)=(頂点の数)-(辺の数)+(面の数) 

を使うと、比較的簡単にある特徴を持つ図形の類別

が出来る。例えば、2次元凸多角形の場合、オイラー

標数χ(R)=1となる、そして 3次元凸多面体の場合、

オイラー標数χ(R)=2 となる。このように、具体的

に図形の頂点、辺、面の数を式に代入するだけで不

変的な量が得られる (図 1)。 
このような解り易い形態で不変量と類についての

関係が見られることは稀なことである。 

この事実はオイラーにより発見された。そして、

ポアンカレが群の理論を導入し、オイラー標数は n

次元まで拡張されオイラー-ポアンカレの公式とし

て表された。これがホモロジー論と呼ばれているも

のである。ここでホモロジー論について簡単に述べ

ると、ある図形の面、辺、頂点それぞれ別々に数式

化し、面と辺、辺と頂点それぞれの間に境界(変換)

を定義する (図 2)。 この定義により面の境界が辺の

集合に対応され、辺の境界が頂点の集合に対応され、

更に両者の関係が明らかになる。 
そして、それぞれの群について適切な演算を行えば

有効な利用が出来る。 
全体を大きく俯瞰(ふかん)すれば、定義が厳格でな

く緩くなればなるほど図形の仲間が増えることが分

かる。 
 ここでは、群の知識を使わず、初等数学でオイラ

ー標数 (3 次元凸多面体) について証明し、球に対し

ても成立することを示す。シュタイナーの証明など

いろいろな方法があるが、ここではルジャンドルの

証明を用いる。 
このホモロジー論の応用として、半導体の回路設

計、ホモロジー解析（ホモロジーモデリングにより

立体構造が知られていない蛋白質の構造を予測でき

る)、ホモロジー検索、ホモロジー類を計算すること

によって物体の形状の特徴を掴むことが出来る。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

   図 1. オイラー標数の等しい図形の例 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

図 2. 境界(変換) 
(1) 方向付けられた面αから方向付けら 

れた辺∂２αへの変換.  
(2) 方向付けられた辺から方向付けられ 

た頂点∂１a への変換. 
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１．はじめに 
オイラーの定理(3 次元凸多面体)について証明す

る。 
 

オイラーの定理 
  Γを空間 E(3) 内の任意の凸多面体とする。 
   λ…Γの頂点の個数 
   μ…Γの辺の個数 
   ν…Γの面の個数 
    とおくと、そのとき 
 
  λ－μ＋ν＝2 …(2) 
 
  が成り立つ 
 
オイラーの定理を証明するために次の準備をする。 
 
補題 1 
  球面三角形 ABC において、その面積を△ABC

で表すとき 
  ∠A＋∠B＋∠C=△ABC+π … (3) 
 
補題 1の証明 
 

S を半径 1の球面とする。一般に、この球の中心を
通る平面によって球面を切って得られる球面の切り
口を大円という。二つの大円のなす角θは、図 3 に
よって定義される。球面 S 上で、3個の大円によって
囲まれた部分を球面三角形という (図 4)。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

     図 3．二つの大円のなす角θ 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
          図 4．球面三角形 
 

弓形の部分の面積 α 
 
    α= (球の表面積)×θ/(2π) 
 
       =4π×12 ×θ/(2π) = 2θ … (4) 
 
   2∠A=△ABC+△ÁCB … (5) 
   2∠B=△ABC+△B́AC … (6) 
  2∠C=△ABC+△ĆBA … (7) 
 
ここで (5)+(6)+(7) より 
 
2(∠A+∠B +∠C)  

=3△ABC+△ÁCB+△B́AC+△ĆBA 
=2△ABC+△ABC+△ÁCB+△B́AC+△CB́Á 

=2△ABC+2π (下線部分は半球の表面積) 
 
 2(∠A +∠B+∠C)=2△ABC+2π 
 
 ∠A+∠B+∠C=△ABC+π 
となり補題 1 を得る。 
 
補題 2 
 球面凸 n 辺形 A1A2 … An において、その面積を 
□(A1A2 … An) で表すとき(図 5) 
 
∠A1+∠A2+…+∠An=□(A1A2 …An)+(n-2)π …(8) 
 
補題 2 の証明 
 
球面凸 n 辺形 A1 A2 … An は、球面三角形(n-2)個に
分割される。 
補題 1 を(n－2)個の球面三角形に適応し、その和を
とれば、補題 2 が得られる。 

   
   ∠A3A1A2+∠A1A2A3+∠A2A3A1=△A1A2A3+π 
   ∠A4A1A3+∠A1A3A4+∠A3A4A1=△A1A3A4+π 
   ∠A5A1A4+∠A1A4A5+∠A4A5A1=△A1A4A5+π 
           ・ 
           ・ 
           ・ 
  ∠AnA1An-1+∠A1An-1An+∠An-1AnA1=△A1An-1An+π 
 
∠A1+∠A2+…+∠An-1+∠An=□(A1A2…An)+(n-2)π 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

             図 5．球面凸 n角形 
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オイラーの定理の証明(ルジャンドルの方法) 
 
与えられた凸多面体Γの内部に１点 O を取る。 

O を中心として、半径 1の球面 S を作る。 
Γの表面上の各点Pに対してOPを結ぶ半直線を作り、
これと S との交わりを Q とする。 
この写像 
       φ：P → Q 
をΓの表面から球面 S への射影という。 
 
射影φによって、Γの辺は S 上の大円の弧に写像さ
れる。かくして、Γの表面の射影として、球面 S の
球面凸多角形への分割⊿を生じる(図 6)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

      図 6．六面体の球面への射影 
 
特に、Γが凸多面体であることからΓの頂点、辺、
面が射影φによって球面の分割⊿の頂点、辺、面に
それぞれ一対一に対応する。したがって⊿の頂点、
辺、面の個数も、やはりλ,μ,νである。 
球面の分割⊿において、その面(球面多角形)を 
 
    α1, α2, …, αν 
 
とし 
  αiの頂点を Ai1, Ai2, …, Ai ni 
 
    αiの辺を  ai1, ai2, …, ai ni 

 
とおく。 
⊿における一つの頂点は、幾つかの面αiの頂点とし
て重複して数えられ、また、⊿における一つの辺は
ちょうど二つの面αi, αjの共通の辺として二重に数
えられる。 
式(8)をαi (i=1,2,…,ν)について作り 
 
∠Ai1+∠Ai2+ … +∠Aini 
                =(αiの面積)+(ni-2)π … (9) 
 
これを i=1,2,…,νについて辺々加え合わせる。 
左辺の和∑∑∠Aij を加え合わせる順序を変えて、ま
ず⊿の各頂点について加えれば、2πとなり、全体で
λ個の⊿の頂点について総和すれば 
 

   ν ni 
   ∑∑∠Aij=2λπ … (10) 
   i=1j=1 
 
を得る。右辺において 
      ν 
   ∑(αiの面積)=球の表面積=4π … (11) 
   i=1 
また、⊿の各辺は 2度ずつ数えられるのであるから 
     ν 

      2μ=∑ni 

         i=1 
となり、したがって 
      ν 

   ∑(ni-2)π=(2μ-2ν)π=2(μ-ν)π … (12) 
   i=1 
を得る。よって(10)(11)(12)より 
 
   2λπ=4π+2(μ-ν)π 
     λ=2+μ-ν 
 
   ∴λ-μ+ν=2              (証明終) 
 

２．つぎに 
球に対してもオイラーの定理が成り立つことを示

す。 
第一段として、凸多面体として正四面体を選んで、
前章で示した球面への射影をとると、正四面体の正
三角形が球面三角形に変換される(図 7)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

          図 7. 正四面体の球面への射影 
 
それぞれの球面三角形を分割する。まず、球面三

角形 ABC 内に頂点 O を置き、辺 AB, BC, CA の中
点を D, E, F とし、頂点 O から頂点 A, B, C, D, E, 
F に大円の弧となるように結ぶ。これで球面三角形は
6分割される (図 8)。 
そして、この球面分割を球に内接する凸多面体に

変換するために、すべての頂点はそのまま球面上に
置き、球面上の各辺と面に対応するように内接凸多
面体を作る。これで球に内接する凸 24 面体を得る。 
第二段として、この凸 24面体を第一段と同じよう

に球面へ射影し球面を24個の球面三角形に分割する。
それぞれの球面三角形を第一段のように 6 分割し、
球に内接する凸 144 面体を得る。 
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このような操作を n 回繰り返しても球に内接する
凸多面体であるのでオイラーの定理よりオイラー標
数は 2となる。この操作をさらに n→∞すると、この
凸多面体は球に限りなく近づくので、球についても
オイラー標数は 2となることを示せた。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
     図 8. 球面三角形の分割 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

３．まとめ 

これは、今年度、大学に於ける社会貢献事業とし
て中学生を対象にした夏休み自由研究お助け隊に参
加したときの課題について報告したものである。 

これまでオイラーの定理の証明とそれが球に対し
ても成り立つことを示したが、これに興味を持たれ
て更に知識を深めたい方は、多様体論に進むと良い
と思います。その際、集合論、特に群論についての
知識があるとその理解は飛躍的に速くなります。そ
して読者が、これを良き道具として使いこなし多く
の利益を得ることを期待しています。 
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