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2002年度から 5年間指定を受けた SSH研究で，大学での学びにつながる数学に注目して特に f統計Jおよび

「微分方程式j に関する教材・カリキュラムを開発し，授業実践などを通してその効果を確認することができ

た。そこで2007年度より新規指定を受けた SSH研究では，これら以外の分野を含めて，有効な教材を数多く!鶏

発することを呂指すこととした。本年度までに 62の教材を開発し，それらを含んだカリキュラムを作成すると

ともに，教員研修会などを実施し公開している。

また，生徒の数学への興味関心を高めるための「特別講座Jの実}5包筑波大学のインターンシップと連動し

たサイエンスコミュニケーション能力の育成を図る取り組み，数学オリンピックや数学研究部など生徒の数学

的活動の支援，筑波大学学生に向けた基礎統計学の講義などを行っている。

キーワード:サイエンスコミュニケーション，中高大院連携

1.はじめに

料交数学科では，筑波大学や他大学の数学関係者の協

力を得ながら，大学や社会での学びにつながる数学教材

の開発およひ守旨導法の研究を行っている。2002年度から

指定を受けたスーパーサイエンスハイスクーノレ(以下

SSHと路)研究院駆的な科学者・技称背を育成するた

めの中高一貫カリキュラム研究と耕才開発Jの中で数学
科は，大学での学びにつながる数学に注目し，特に「統

計J~集団の特教を摺む考え方や手法)および「微分方程

式J(微小な変化から関数の特徴を捉える考え方)に関す

る耕オ開発と授業実践を行った。また，それらを材交の

実態に郎した中高一貫のカリキュラムオE置するととも

に，教育研究会などで公開し その効果を石信忍すること

ができた。

そこで2007年度より 5年間の新規指定を受けたSS託

研究『国際社会で活躍する科学者・技術者を育成する中

高一貫カリキュラム研究と耕欄発』では，これら以外

の分野を含めて，生徒も教師も興味を持って取り組める

ような魅力的で有効な樹投数多く開発し，中高一貫カ

リキュラムの充実を目指すこととした。

これまでに 62の耕オを開発し，カリキュラムに配置

するとともに，教員司刊彦会などで発表している。また，

耕オ・カリキュラム開発以外に，生徒の数学への興味関

心を高めるための「特別講座ムサイエンスコミュニケー

ション能力の育成をE指した筑波大学インターンシッフ。
と連動した総合学習「ゼ、ミナーノレJrテーマ研究J，数学
オリンヒ。ックや数学研究部など生徒の数学的活動の支援，

筑波大学学生に向けた基礎統計学の講義などを期包して

いる。以下、その取り組みを報告する。

2.今年度の研究

2.1.教材の機発

今回の3年計画の『創造的な樹寸・指導法及びカリキ

ュラムの開発~中高6カ年から大学へ』というタイトル

には，中高一貫校であるオ寸交の特色を活かしたいという

願いがこめられている。

材交に入学してくる多くの生徒は，受験勉強の影響で¥

答えを早く正確に出す官主力を持っており，特に中学の新

入生の殆どは算数に熟達している。しかし，計算・静j卒

は速いけれども，中学以降の数学で理解が深まらない場

合や，数学的思考・論理的思考になじめない場合，一般

化・公式にとらわれ思考が発展しないケースなども見

受けられる。

Creative Teaching Materials，Method and the Development of the Curriculum 
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中学の数学で文字に出会い方程式を使えるようにな

ると，それまでの算数的思考を節約して該縫ーが解けてし

まう。微積分や複素数などでも一歩高い手段を学び》一

気に見晴らしが良くなる飛躍があるのは誰もが実感でき

るところだ。このような感激は実に大きい。また逆に，

桃望のよい高いところで、は小さい木々や花は見えない。

一般性を追求すると課題に回有の意味や特殊性は見えに

くくなるが，自然科学・社会現象に数学を応用するとき

には，より原始的な位置まで戻る場合もありうる。要す

るに普遍性も倍]3IJ性も必要なので、あって，数学の勉強は

一般性・普遍性を追求しながらも，個別性・特殊性を味わ

うことも大切なのである。そのことは中高から大学への

流れのなかで意識しておきたい。それには，適切な耕才

が欠かせない。

そのためにはこれまで開発してきた「統計Jと「微分

方程式Jの教材だ、けでなく，様々な分野において，大学

での学びにつながる数学教材，魅力的で、有用な教材を開

発する必要があると考えられる。そこで計三年度から， さ

まざまな場面の教材を開発することにした。充実したカ

リキュラムイ乍j戎のために，生徒も教13~îも意欲的に取り組

めるような樹|寸をできるだけたくさん開発し，魅力的な

学びを臥:旨していきたいと考えている。

今年度新たに我々が研究し開発している耕寸は次の通

りである。

三角関数の和と積の周期

・ベクトノレの内積と方べきの定理

. エk ~ 4とi玄分求積法

-身近な確率・連続変量の確率

2.2.その他のSSHの取り組み

開発した耕寸・カリキュラムは教員五刑彦会などで公開

し，参加者から今後の研究の十齢十を得ている。本年度は

以下の研修会を実施した。

(詳細は料交SSH報告書参照)

. SSH数学科教員研修会 in熊本

(2011年8月 19日実施，会場熊本県八代中高校，

参加者約 100名)

. SSH交湖キ支援教員石刑!彦数学科教員研修会

(2012年3月4日実施，会場料交オープン・スペー

ス，参加者 100名(予定)) 

2.3.数学特別講座

SSH事業として，魅力ある内容に関する「数学特別講

座jを大学の先生や卒業生に実施していただいている。

この講座の目的は，中学高校の授業で学ぶ数学が将来ど

のように発展するのか どのように活用されるのか等を

知ることを通して，生徒の数学への興味・関心を高める

とともに，数学に対する理解を深め，数学を学ぶ意義を

感じてもらうことである。なお，これらの内容も授業に

取り込める教材として研究する必要があると考えている。

本年度は次の講産を実施した。

(詳細は本校SSH報告書，特別講座講義録参照)

. r産角の大好きな脳J
講師杉]京厚吉明治大学大学院教授

実施S 2011年7月8日

参加生徒 i宇1から高3までの希望者91名
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. r数理的ヒラメキで解くパズルj
講師坂井公筑波大学大学院数理物質科学系准教授

実施日 2011年 12月 13日

参加生徒 中1から高3までの希望者97名

パ現代数学のめざすもの ーガロア理論、整数論とその

周辺から-J

講師吉田輝義ケンブリッジ大学講師

実施日 2011年 12月20日

参加生徒 中1から高3までの希望者44名

2.4.学年を越えた少人数学習の研究と翼銭

サイエンスコミュニケーション能力の育成を自指

して，高校2年生の総合学習 fゼミナーノレJを，筑波大

学大学院生が参加する形で実施している。これは筑波大

学大学院数理物質科学研究科(DC)の講座「数学インター

ンシップ'J (1単位)と連動したものであり，高校3年生

の総合学習(テーマ研究)につながる。生徒は研究成果

をレポートにまとめるとともに，オ寸交テーマ研究発表会，

SSH生徒研究発表会などで発表している。

本年度ゼミナーノレへの大学院生の参加は2名で，高校

3年生1名の発表，中学3年生も参加しての高2生徒の

プレ発表，大学院生の講義などを行った。参加者のアン

ケートから，相互に刺激を受けていることが窺え，効果

的な取り組みであると考えている。また，生徒は様々な

研究発表会に参加し，発表しており，明治大学で行われ

た「第1回高校生による M1出S現象数理学研究発表会Jに

於いて優秀発表賞2件を受賞した。

2.5. 

~j:JJIJ講座同様，生徒の数学への興味関心を高めるために

数学オリンピック(J~10) ・数学ジュニアオリンピック

(J]MO)への参加を募っている。今年度も]MOに77名，]]MO

に139名 (10年度はj94名、 jj205名)が応募した。

また，数学に興味関心を持った生徒が集まりJ現究活動

を行う部活動「数学科学研究会jの支援を行っている。

本年度も文化祭での発表に多数の来場者を得るとともに、

研究レポート集を発行した。

2.6.筑;凌大学 自臨科毘f基礎から学品輸富十の世界j

筑波大学が 2008年度から実施しているリメディアル

教育は，本年度より単位認定の自由科目として設定され，

f統計学の基礎を学ぶJC ¥; ¥う目標で，本校数料斗およ
び筑波大学1)付属高校(文京区)数学科の教員が授業を担

当している。

本年度は5月と 6月の土l曜日 10I~寺------15 時に，大学の

普通教室とコンピュータルームで、本校が担当して実施し

大学への学びにつながる数学をiヨ指す『我々 にとって，

高大連携としづ意味でも有用な取り組みである。来年度

は筑波大学的属高校と連携して実施することになってい

る。

3.開発教材一覧

貴印今年度開発中のもの・本冊子に掲載したもの

rA.代数仏1gebra)J ， r An.角科斤仏nalysis)J， rG幾何

(Geometry) J ， rp確率(Probability)J ， 

rs.統計(Statistics)J， rD微分方程式のifferential

Equation) J ， r O.そのイ也(Others)J

各項自を整理する際，中学を小文字，高校を大文字に

して，校種を区別した。また，教材開発の際に想定して

しも，もしくは，実際に授業をおこなった学年を数字で、

示した。学年を特定していない糊ーや複数学年での取り

扱いを想定している教材は，数字の代わりに「むを用い

た。

(イ列)辺L 合成関数とグラフ 中学2年の「解析J
§ユニLデ却しトの円定理 高校1年の「幾{可jその2

以下大の耕オを記載する。
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年度 年度

a1. 整数 2008 sl. 統計の基本 2006 

a1-2. 有理数 2007 s2. 標準備差・近似直線 2006 

a3 ー暗号理論と整数論 2006 s3. 、正規分布と標準化 2006 

A1 数と方程式 2008 s3-2. シミュレーションによる授業 2006 

A2 南lt散な数列と連続な関数 2009 S1 :回帰底線，相関係数 2007 

A2-2. .L:K̂ 4とi亙分求積法 2011 ヲ蛇 Sl-2 数理統計学入門 2009 

A3 置換と正多面体群 2007 S2. ;残差分析によるデータ系列の関係 2007 

A3-2. ]次変換の線形性 2008 S3. ，主成分分析入門 2007 

an1 2元1次方程式とその応用 2007 S3-2. 正規分布の平均の推定 2008 

自然数の和，平方数の和，立方数の
an2 合成関数とグラフ 2009 d1. 

和
2007 

an3 絶対値を含む関数のグラフ 2009 dl-2. : ~数える』 2010 

an3-2 
絶対値とガウス記号を含む関数のソ
フトウエアによるグラフ描画 2010 d2. グラフやI:g]形の移動・変形 2006 

Anl. 2次i羽数 2007 d3. '2次関数の接線 2006 

Anl-2 2次関数(2) 2009 d3-2. 面積・体積 2006 

Anl-3 京iや積のグラフ 2010 d3-3. 最大・最小 2006 
'予

An2. P=JJ奇率の近似 2007 D1 }包絡線 2006 

An2-2. 三角関数表を作る 2006 D2. 
〉グラフ描画の方法

2007 
ーテクノロジーへの挑戦一

An2-3. 力IJ法定理から導き出される多項式 2006 D3 包絡線(その 2) 2006 

An2-4. 三角関数の和と積の周期 2011 ヲた D3-2 微分方桂式 2006 

gl IJ]角形の合同条件 2008 D3-3 微分方程式の応用 2006 

g1-2 作図の教材 2009 D3-4 関数のグラフの描画法 2008 

gl-3 四角形の性質(包含関係) 2010 D3-5 曲線と面積 2008 

g2. チェパ・メネラウスの定理 2007 01 4元数を高校数学へ 2007 

g3 立方体の切断 2007 02. 有限世界の数学 2007 

g3-2 反転法 2007 p2. 身近な確率・連続変量の確率 2011 ヲ年

g3-3 立方体の切断 (2) 2009 Pfl 組合せの確率モデル 2007 

G1 田町体の幾何 2008 Pf2. EBIと確率・統計 2007 

Gl-2 デカルトの円定理 2009 Pf3 無限集合の確率 2008 

G2. 正 17角形の作図 2008 

G2-2. ベクトルの内手賓と方べきの定理 2011 ヲた
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An2-4. 三角関数の和と積の周期

関連分野:解析分野

高等数学:解析幾何

対象学年:高校2年生

関連単元:三角関数

教材名:三角関数の和と積のj奇異~

〈三角関数の和と積の周期はどうなるか〉

周期関数の代表例は三角関数であり， sin x， cos xの

周期が2π，tanxの周期がπであることはよく知られ

ている.また，物理への応用がある Z軸方向や y斡方

向への拡大，縮小，平行移動なども よく扱われる.し

かし，三角関数の和や積の関数の周期がととのようにな

るかは，あまり扱われていないようである.本稿では，

三角関数の和や積の関数の周期を周期関数の定義を基

として厳密に考察する.

An2-4.1.周期関数の定義と基本的な例

関数f(x)について， 0でない実数pが存在して，す

べての実数zに対して f(x十p)ニ f(x)が成立すると

き，f(x)をpを周期とする広義周期関数という.ただ

し，fの定義域が実数全体でない場合，x+pとZはf
の定義域の要素に限る.pが周期ならば， 0でない整数

nに対して，npも周期となる.また，広義周期関数に

は，定数関数f(x)=た(k:定数)も含まれる.なぜな

らば， 0でないすべての実数が周期となるからである.

広義周期関数f(x)において，最小の正の周期pが

存在するとき，f(x)をpを基本周期とする周期関数と

いう.この定義から，周期関数は広義周期関数なので，

一般に関数は，

@周期関数

@周期関数でない広義周期関数

@広義周期関数でない

のいずれかに分類できる.定数関数は， 0でないすべ

ての実数が周期となることから最小の正の周期が存在

しないので，周期関数でない広義周期関数である.単

に周期といって，基本周期のことを指すことも多いが，

本稿では，これらを区別して表現することとする.

例えば，三角関数sinxぅ COSx， tan xは，それぞ、れ，

27r， 27r， πを基本周期とする周期関数である. しかし，

この基本的事実は，三角関数の定義から明らかである，

と済ませていることが多い.このことを， COSXを例と

して，次の間である程度，厳密に議論できるようにし

ておこう.

間1. cos xがj訪期 2π の広義周期関数であること

を認めて， COSXが基本周期 2π の局期関数である

ことを示せ.

解定義から， cos;rは周期2π の広義周期関数なので，

すべての実数zに対して cos(::c+ 2π) = cos(x)であ
る.cosxに2π よりも小さい正のj奇期pが存在する，

すなわち，。く pく2π が存在して，すべての実数 Z

に対して cos(x十p)= cos(x)をみたすことを仮定す

る.このとき，特に犯と Oとすればcosp= cosOニ 1

であるが， 0くpく2π より -1豆cospく1なので，

1 = cos p =J. 1は矛盾である.よって， cosxに2π より

も小さい正の周期は存在せず， 2π が最小の正の周期，

すなわち，基本j習期となる.それゆえ， cosxは基本周

期2π の周期関数である. 口

sin丸 tanxが，それぞれ基本周期2爪 πの周期関数

であることも同様に示せる sinxについては， sin::c = 

叫x-~) より， 基畝本醐が2π で、ある y=ドドド=二二二二一=ごこ二=

7π T 
グラフを .T~ilh方向にーだけ平行移動したものが y ニ

2 
sinxのグラフであることからも明らかである.また，

グラフの平行移動，x mllJ方向や ymllJ方向への拡大，縮

小を考えれば，定数kヂOうα=J.0， bに対して，

k sin(αz十 b)，k cos(αx + b)， k tan(αZ十 b)

2π27r 7r 
はそれぞれ基本周期一ーの周期関数である.

Q， αα  

An2-4.2.周期間数の和と積の周期

一般に，関数f(x)，g(x)に対して，

(f + g)(x) = f(x)十g(x)う (f.g)(x)ニ f(x)g(x)

と定義して，(f十g)(x)，(f. g)(x)をそれぞれf(x)と

g(x)の和の関数，積の関数とよぶ.ただし，関数につ

いては，変数zを省略して，単に f，g， f十9ぅf.gと

表現することもある.

このような関数を定義すると，特に，fとgが周期
関数のとき ，f +gとf.gもまた周期関数となるかは

素朴な疑問である.そこで 次の課題を設定する.

課題1.関数 f(x)，g(x)をそれぞれ基本周期仏 b

の周期関数とする.このとき これらの和の関数

(f十g)(x)，積の関数(f.g)(x)は，それぞれ局期

関数となるだろうか.また 周期関数となった場合，

その基本周期は仏 bを用いて，どのように表され

るカ¥
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いきなり，このような課題を出題してみると，生徒か

ら「周期関数になって基本周期はαとbの最小公倍数j

という反応があった.これは正しい答えなのだろうか.

以下で，詳細に検討していこう.まず， αニbの場合，

最小公倍数という答えが正しいとすれば，f+gぅf.g

の基本周期は αになるはずなので，次の課題を設定し

てみる.

課題2. 関数f(x)，g(x)を同じ基本周期αの周期関

数とする.このとき，これらの和の関数(f十g)(x)，

積の関数 (f.g)(x)は，それぞれ基本崩期αの周期

関数となるか.

とりあえず， α=2π として具体例をいくつか挙げ

てみる.

例1.関数f( x) = sin x， g ( x) = COS Xは，共に基本
周期 2π の周期関数である.このとき， (げf十9ω)(μx) = 
sir川I

2πの鹿期関数である.また，積について， (f.g)(x)= 

sin x cos xニ;山より f.gは基本局期πの周期

関数である.

例 2. 関数 f( x) = sin x， g ( x ) -sin xは，共に
基本周期 2π の周期関数である.(f + g) (x) = 0より
f+gは定数関数なので，f+gは周期関数でない.ま

っ cos 2x -1 
た， (f. g) (x) = -sin ~ x = より， f. gは

2 
基本周期πの周期関数である.よって，和の関数も積

の関数も基本周期 2π の周期関数でない.

例3. 関数f(x)ニsinx十2，g(x) = _. 1 は，共
sinx 十 2

に基本周期2πの周期関数である.f十gは基本周期2π
の周期関数となることが示せる.また，(f.g)(x)二 1

なので， f. gは周期関数でない.

これらの例をまとめると 次の表のようになる.

f(x) 1 g(x) 11 f 1 g 1 f + g 1 f . g 
slnx cosx 2π 27r 27r 7r 

slnx -Slnx 27r 27r × 7r 

sinx + 2 
1 

slnx十 2
27r 27r 2π × 

表:和と積の関数の基本周期

和と積の関数について 周期関数になるときもあれ

ば，そうでないときもある.ただし，周期関数にならな

くても広義扇期関数なので広義周期関数以外の例があ

るか気になるところである(詳細は後述の間 3).また，

和と積の関数が周期関数になったとしても，基の周期

関数の基本周期2π になるときもあれば，そうでないと

きもあることが分かる.ここで，逆に，f， gぅf十g，f.g 
の基本周期がすべて同じになる場合があるのかも疑問

である.そこで，次の間を考えてみよう.

間2.課題2において，(f+g)(x)ぅ(f.g)(x)が共

に基本周期 αの周期関数となるような f(x)うg(x)

は存在するか.存在するならば例を挙げ，存在しな

いならばそのことを示せ.

解 α=2として，f¥gが存在することを示す.f(x) = 

[2(~- [~])]とおくと，

J 0 (2n壬Z く 2n+1，η:整数のとき)
f(x) = < 
11 (2n十 1壬zく 2n十2ぅ n:整数のとき)

なので，f(x)は基本周期 2の周期関数である.また，

g(x)ニf(x)と定めると，fぅgは共に基本居期 2の周

期関数である.このとき，

(f + g)(x) = f(x)十g(x)ニ 2f(x)，

(f. g)(x) = f(x)g(x) = (f(x)?ニ f(x)

より，f十g，f.gは共に基本周期2の周期関数である.

よって，求める周期関数fぅgが存在する. 口

例 1-3と間2の結果を踏まえれば，課題2を次のよ

うに結論付けられる.

課題2の結論.(f +g)(x)ぅ(f.g)(x)が共に基本周

期αの居期関数になることもあるが，一般には，周

期関数になるとは限らない.また，周期関数になっ

たとしても，基本周期αの周期関数になるとは限ら

ない.

さて，課題 lに戻って，f +gが広義周期関数でな
いような周期関数f，gが存在するか考えてみよう.

間3. 関数h(x)ニcosx十cosV2xが，r周期関数J，
「尽期関数でない広義周期関数J， r広義周期関数で
ない」のいずれであるか答えよ.

解九(x)が広義周期関数であると仮定する.すなわち，

Oでない実数pが存在して，すべての実数 Zに対して

h(x+p) = h(x)が成立すると仮定する.特にx=Oで

も成立するので，九(p)= h(O)より cosp十cosV2pニ2
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である.ここで， -1豆cosp豆1ぅ-1ぎcosV2バ
1を考えると， cosp 1ニ cosV2pなので， pニ
27Tn， V2p = 2π?nをみたす整数民 mが存在する.pヂ

/六 、/つ竹
0より nチOであることに注意すれば， ¥/2ニニニニ

p 

学竺ニ竺であり n，?nは整数なので，これは矛盾

手1;る.2って，h(x)は広義周期関数でない 口

この結果は， cosxの基本周期が2π で， cos V2xの
基本局期がv2πであることから，感覚的には納得しや

すいものである.このことを踏まえ，課題 lをj(x)= 

ω竺，g(x)ニω212の場合で考察する(問4) こ
こで，j， gは周期関数であり，その基本}習期がそれぞ

れ仏 bであることに注意しておく.

間4. 基本周期仏 bの周期関数をそれぞれj(:J;)ニ
L7TX ス7rT.
cos二二，g(x)ニcosニァとするとき，関数グラフ

ソフfを利用しながら課題 1を考察せよ ただし，
27TX 

和の関数を <p(x)ニcos--+ cos -1  - ，績の関数
α O  

ンベ7TX 二/

をψ(X)ニcos--. cosヰニとおく.
α O  

GRAPESやFunctionViewなどの関数グラフソフ

トを用いて，様々な αうbの値でψ?ψ が周期関数とな

るか，また，周期関数となった場合，その基本局期が

どのようになるかを実験してみる.このとき，最終的

に次の結果を得る.

間4の解.

1ψ について|
@α，bが自然数のとき

αとbの最小公倍数を cとおくと αη エ c= b?7~ を
みたす互いに素な自然数 η，?nが存在する.このとき，

2π(X十αn) ， 2π(x十bm)
<p(X十 c)ニ cos α 

b 

ニ COS2竺十COS2122内)
αO  

より，rpは周期関数であり cはその局期である.次
に cが最小の正の周期であることを示す.そのため，

Oく dく Cをみたす dが存在して，すべての実数 Zに

対ーして <p(X)ニψ(x+d)が成立すると仮定する.特に

x=oとすれば，

27Td 27Td 
<p(o) =ψ(d)件 2= cos三一十cosヲ-

27Td 27Td 
C今 cos-一一ニ iニcosーで一
α O  

d . d 
より一二二 ηペァニ?7~'をみたす自然数がう m' が存在す

る 2のとき， αη，= d = b?n'より dはαとbの公倍
数であるが， 0く dく Cなので Cがαとbの“最小η

公倍数であることに矛盾する.よって cはψの最小

の正の周期である.つまり， ψは基本題期 Cの周期関

数である.

@;が有理数のとき

fニ竺をみたす互いに素な自然数n，?nが存在する
o 1Ti， 

rp(守)= cベ?与)十 Cベぞ守)
ご Cベキ)+ cos (守)

より，和の関数vの結果を利用すれば，伊(竺}はn
とmの最小公倍数 Jを基本周期とする原点i詰訟で、あ

る.ただし， T!，，?7~ は互いに素なので ， 1 = nm，である.
/ax¥ α  

y=ψ(ー)のグラフを xni!ll方向~こーだけ拡大すると

y=ψ(zTのグラフになるので， v(J;'もj琵期!努数であ
り，その基本酬は lト川=b7れある
@2が無理数のとき

間3と同様な方法によって，ャつが広義周期関数でな

いことが示せる.

h
川
ノ

ト
&

き
一
式

ー
ゴ
と
一
公

一
山
一
の
一
同

一
三
斗
一
郎

一
寸
一

α
一

2

一
山
山
γ

一
一

一
，
ー
一
@
一

仰)= (∞sヤr=~十 C:7
α 

なので， ψは基本周期ーの周期関数である.
2 

@α ヂ bのとき

和積の公式より，

ψ(x) 

ニ~ (cベ21三十子)十cos(苧ーヤ))
= 21ωs寸 γ 十cos ab 

¥α 十 b la -bl ) 

なので，和の関数ψの結果を用いて，次の (i)，(ii)を
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αbαb  

α十b α十b
(i)-zyーが有理数のとき，一一τm.をみたす

ωu 一一

|α-bl α-bl 
互いに素な自然数民 mが存在して， ψは基本局
αb ( ab ¥ 
一一一 .m(=一一一一 .n1の周期関数である.
α十 b ¥|α -bl .~) 

αb 

α+b (ii)-zzーが無理数のとき， ψは広義居期関数でな

|α -bl 
、
品、hv

この結果より，課題 lについて，限定的ではあるが，
πX 21fx 

f(x) 二 cos~) g(x) = cosっー (αうb> 0)の場合
が解決されたj三角関数，絶対値，ガウス記号による

関数を中心に，より一般の場合についても考察を進め

ていきたい.また 生徒の研究テーマとしても利用で

きそうである.

(2011年須田)

口
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G2圃Zベクトんの内需襲と方べきの定理

関連分野:幾何分野

高等数学:ベクトノレ

対象学年:高校2年生

関連単元:ベクトル

教材名:ベクトノレの内積

《ベクトルの内議を見えるようにする》

高等学校で学ぶ内容には唐突な定義により導入され

ることが少なくない。そのため，生徒は「イ可故?J とい

う疑問に終始引きずられることが少なくない。ことに

ベクトルなどの新しい構造を取り入れるときにはそのよ

うなことが多いように感じる。

本稿では，ベクトノレの内積を意味あるものとして，生

徒が視覚的に捉えやすくできるように，中学または数学

Aで学んだ方べきの定理との関連について紹介する。

なお，ここで報告する事例について高2の授業で実践

したが，概ね生徒には好評で、あった。

2.2-1.方ベきの定理

方べきの定理は，高校数学Aの教科書では，一般に次

のように定義されている。 cr数学AJ 実教出版)

国l.1 円の2つの弦AB，CDまたは，それらの延
長が，点Pで交わるとき，次の式が成り立つO

PA.PB= PC.PD 

Fig 1.1方べきの定理

自民gl.2の三角形PACと三角形PDBにおいて，
どこCAP=ζBDP

どこACPニどDBP

P 

日g1.2方べきの定理と三角形の棺似

であるから

ムPAC∞ムPDB

よって

PA : PD=PC : PB 

ゆえに PA.PBニPC'PD 図

国 PA.PBの{症を，点Pのこの内に関する方べき
とし1う。

巨罰l.2 I司の弦ABの延長とi鴨上の点T'こお
ける接最初主点Pで、交わるとき，次の式が成

り立つ。

PT2 = PA.PB 

P 
T 

罰g1.3 

園 Fig 1.4のムPAT~DPTB において

P 

Fig 1.4 

「「
U
Aヨ



であるから

よって

ゆえに

どこAPr=L乙TPB

4こpτ'A=ζPBT

ムPAT∞ムPTB

PA : PT=PT : PB 

PT2ニPA.PB 図

l.l.1 方べきの定理を計量する

方べきの定理を学習するとき，定理1で終了すること

が多い。ここでは，方ベきの定理を計量することによっ

て，ベクトノレの内積と結びつくことを中心に述べる。一

般に，次が成り立つ。

国l.3 円の中心を0，円Oの暗いとしたとき，

PA.PB= PC.PD=IP02 _r21 

次が成り立つo

13 

P 

日gl.5方ベきの定理

自 ω点Pが円外にあるとき， Pから害IJ線PAB，
接線PTを引けば， PA. PB=PT2 

PA. PB=PT2=P02 -T02= d2 -r2 (一定)

(註)点Pが丹内にあるとき， Pを通り， POに

垂直な弦CDを引けば， PC=PDだから

PA.PBニPC.PD=PC2 

また， PC2=C02 -Op2= r2 _ d2 (一定)

ω，ωから PA. PB = d 2 ~ r 2 図

2.2-2.ベクトんの内積の定義

教科書では，平面上の 2 つのベクトノレの内積~.b iS::， 
図のように， OAヱム OB=6， ζBOA二二 0として

a.6叫ご→lド;司ヰ帯桐Ilb何俳lド同5司斗恥恥lトいμC∞附OωS
と定義する。

。 -t 

G 
A 

Fig 2.1 ベクトノレの内積

2.1ベクトノレの成分表示

次に図のように，座標平面上において， A(α] ，α2) ， 

B(61，62)で、あるとき，ムOABに余弦定理を適用して，

α.6ニα161十α26っ

と計算できることを学ぶ。

O 
プヲ・.x 

日g2.2 ベクトルの成分表示

最初から上の図のようにして， 2つのベクトルの内穣

を

α.6=α]6] +α262 

と定義する新ヰ書もある。こうし 1った導入は，もっての

ほかであり，生徒にとっては唐突で、あり，内積の意味が

伝わるとは思えない。

角田ω(1998)は，図形のイメージから入ることによ

って，内積をより容易にすることいくつカ尋:例を指摘し

ている。その一つが内積をベクトルの正射影としてとら

える方法である。

2.2..3.内積を正射影でともえる

内積をベクトルの正射影として捉えることは，仕事と

して捉えることと同じである。物理や工業数理では，図

のようにベクトルIblcosBをIblの;上への正射影として

扱うことで，内積が2つの長さの積として図形上にイメ

ージしやすくなる。
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O 

内積に円をかいてみると

上記で，ベクトルの!大j積を方べきの定J1Hで、表わせるこ
とを示したが，大学の初年級の線形代数のテキストには，

次のような問題や伊jがある。

図

O 

4.1 

内繍の漬3車問題

2点A，Bの位置ベクトノレをそれぞ、れα，bとする。

Fig 

2舗2圃5.

日g 3.1 ベクトルの正射影

ただし，ベクトルの内積を一方のベクトルをもう一方

のベクトルへの正射影によって与える場合 2つのベク

トルがなす角。が鋭角のときは正の値を，鈍角の場合に

は負の値をとることに注意する必要がある。生徒の中に

は，角。と cos()の値の関係がはっきりしていない者がい

ることに留意する必要がある。

すなわち，

が成り立つことを示せ。

これは，ベクトルを位置ベクトルで、表すことによって，

当然とも言える結果であり， 1ブヲ積を形式的に表現したも

のである。生徒の中には，右辺を内積の演算を形式的に

行えば証明することは難しくはない。本問題で、も，生徒

には必ず図形とともに考えさせるべきである。その際に，

j(iM12-lJ-512)の第1項と第 2

¥、
1
1
1
1
/ノ

勺
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/
1
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7
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↓

α
 

(3.1) 

(3.2) 

δ五百ェ|広岡cos()ご|可|ほ|

δXδ8=1日|百Icosθ ニ -1司δ言~I

この

ムOABにおいて，

項が図形的に何を表しているのかを間し1かけたい。

場合は，

。が鈍角の場合

2.2-4.肉撲を方ベきの定理で捉える

。が鋭角の場合日g3.4

(1;， _ ~Iì 2 

-ケ)
と変形すれば ABの中点Qの位置ベクトルが

午=碕，子=a-子二雨
であるから，例の右辺をそのまま捉えれば

j(lLEM-512)=(甲)2
3では2つのベクトルの内積を一方のベクトノレの他方

への正射影として捉えたが，生徒にとっては内積を具体

的に捉えることができないだろう。

そこで例えば， (3.1)式を次のように捉えてみる。

すなわち，内積回窃の結果|叫耐としてみる

(4.2) 刀=1∞12-岡2内積は

i叫|到はがきそのものである。

生徒の理解のために補助円を図にかき加えれば，

方べきの定理として捉えることができる。

と，

である。これは，三角形OABにおける中線OQの長さ
の2乗と QAの2乗との差を表している。

このように，初等幾何との関係を考察することで¥内

積が意味づけし易い形の式にすることができた。なお，

熱題として検定教科書にある問題を掲載する。これらの

問題は，ベクトノレの演算として扱われる例である。

ウ

i4
 

日 δ13=1日 11碍|ω口|叫|認 (4.1)

= OS.OR = OQ2 _r2 



類題:次の等式が成り立つことを示せ妙。
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2.2喝.おわりに

この内容を実践した後の生徒の感想、では，

(1)方べきを利用するために円を使うとしづ発想が新し

いと思った。

(2)新しい解法だ、ったので，へーと思ったがあまり実用性

が感じられなかったO もっと色々な問題を解し1ていれ

ばこの解法のすごさが分かるのかもしれないが，現段

階では， rだから何に使えるのかjが分からなかった
ので，微妙である。

(3)内積は奥深いと感じた。

(4)ベクトルの問題が幾何13/Jな考え方で、分かることを知

って理解が深まった。

(5)内積を図形的に捉えることが来Ir鮮で、あったO

(6)内積と rfJむとしづ絡みにくい内容を絡ませてしまっ

たこれは実は結構難しい。かなりすごい感動

しました。

など，幾何とベクトルのつながりに驚きを述べる生徒が

多数いた。

改訂された高等制交学習指導要領解説にある，r事象を
数学的に考察し，表現する能力を伸ばすJとある。さら

にベクトルの基本的な概念を理解し，ベクトルの演算

に習熟した後に，中判交で学習した内容についても，ベ

クトルを用いた数学的な考察や表現が可能となる.この

ことによりベクトノレの有用性を認識し，ベクトノレを用い

て数学的に考察し表現する能力を伸ばすことができる。J

とある。本論では，内積 α.bを図形的な意味づけをして

考察できるよう耕寸開発について論じたが，この式の形

だけでは気がつかない生徒も多し1かもしれない。そのた

めにも，数学Aの「平面図形Jと高等朝交との他の内容，

さらには中朝交での幾何教育とも良好な接続をもった中

高を見通した幾何教材の開発が望まれる。その際に，高

校生は概念や結果が量としてあるいは式として出てくる

ような場合については比較的に考えようとするが，概念

的な問題としては取っ付きづらい感覚があるωことに注

意したい。

筆者は本研究によって高校生は方べきの定理としての

性質を見るだけでは物足りないと考えている。例えば，

(4.1)式を，円の中心 Oまで距離 PO(mとおく)と

円の半径rとの関係すなわち方べきが 1112 _ r2 ~こ等しい

ことを扱い，ベクトルの内積を視覚化するとともに，点

Pの位置がm2-Y2の値で、計量することができるように，

高校の幾何教育を計量という面で捉えるような教材を開

発することが重要である(5)，ωと考える。

{註，および参考文献]

(1)更科元子他， w中高6カ年における数学的能力等の発

達変容の分析一意識調査を中心lこ-J]， p.35~p.76 ， 

2001年，筑波大学附属駒場論集第40号。 [5]r次の
数学の分野 (10項目で嫌いなものは何ですか?(複

数回答可)Jにおいて，最も人気のない分野は， r数多IJJ，
「ベクトノレJ，r複素数平面JのJI慎に高い。

(2)角田義一郎， wr内積の定義jの導入についてJl1998 

年8月，第261EJ北海道算数数学教育会高等判交部会

研究会

(3)同本和夫{也高等学校検定教科書数学B r平面」二
のベクトノレJ(実教出版)， p43マ86，2010年
(4)東京理科大学数学教育研究所編 (2007)r高校生の数
学力 NOWIIIJW科学新興新社/フォーラム・A1l56 
頁~57 頁

(5)牧下英世， W高等学校の幾何教育粉、オの開発とその実

証的研究ーベクトノレの内積を視覚化する試み-Jl (数学

教育学会会誌(臨E寺j着手1))， 2011年

(ω長岡亮介， W本質の研究数学rr+ BJ]，旺文社， 2004 
年にもあるが， Fig 4.1を座標平面上の円と考え，数

学rrrl2{]形と方程式Jにおける円，円がらみの領域で
概念が意味あるものとして扱うことも可能となる。

(解説)

点C (a， b) とする。円外の点o(X， y)とすれば
OC2 = (X _a)2十 (Y_b)2 ~一一、\

である。よって， (4.2)式は I ¥1  

JL(X-dfーが _r2 ¥ げ

である。.0 (X， Y:¥¥一一---//

Fig円の方程式と絡めて

点Oが円外の点であるから，

(X-α)2+(Y-b)2-lj>O 

円の方程式は，

(x -a)2十(y_b)2二 r2

であることが意味をもっ。

(2011 牧下)
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Z k4と区分求額法

関連分野:代数分野，解析分野

高等数学:代数学，解析学

対象学年:高校2年生

関連単元 :I数列JI微分積分J

教材名:12:: k4と区分求積法」

《芝の式》

数多IJのエに関する式として 2::kとエ k2とエピの

3つの式が教科書に載っており，それぞれ，自然数の

和，平方数の和，立方数の和を求める式として説明さ

れている.では，エピはどのような式になるのだろう

か.そのような質問をする生徒がし1なかったので¥連

続数の積の和の特徴を示し，その式を利用して2::k 2 

の式を求める方法を授業で取り上げたところ，同様な

変形から2::k 3や さらにはエγの式が求められるの
ではなし1かとし1う興味をもたせることができた

A2-2.1. 連続数のZ

間1 次の数列の和を求めよ.ただし， ηξN

(1) 1 x 2十2x3+3x4十・・・・・・十 71，(口十1)

1x2x3 2x3x4+3x4x5十・・.
(2) 

…+ 71，(口十1)(71，+2)

1x2x3x4十2x3x4x5十・・・・・・
(3) 

…+ 71，(口十 1)(71，+ 2)(71， + 3) 

解(1) k εNとする.

附十1)=jiル 1)(kは)一伏-1州十l)f

にk= 1，2う3う・ "，71， を代入する.

1×2:jil×2×3-0×1×2j 

2x3す{2x3x4-1x2x3f
3×4=ji3×4×5-2×3×4j 

れ十1)=jい加仰+2) -(η-1州十。

辺々を足すと

1x2十2x3+3x4十… ・十九(口十1)

コト(川(71，+ 2) 

(2) kεNとする.

k(k + l)(k十2)

tjik(k十州十川+め一(k一川+仰は)f 

よって，同様にして

1x2x3+2x3x4+3x4x5十・・・・・・

・十中7，十1)(口十2)

zjm十1)(口十2)(71， 十3)

(3) k εNとする

k(k十l)(k十2)(k+ 3) 

= :iい川川たM附恥(件仏kト-jトけ川-寸叶1)(μAん山川:刈斗刈→十什叫司J引2幻)川)(件k川川山川→十什叫-イ川4叫)一い川 川 十ι叫州2幻矧川)( 

よつて，同様にして

1x2x3x4+2x3x4x5ート・・

…十円(口十1)(71， 十2)(n，十3)

=in川)(口十州十州十4)

これをエ記号を用いて表すと

Lk山 )=j?1(n+1)川)

Lk(k十l)(k+ 2) 

=jれ十1)(η十州十3)

Lk(k十1)(k十2)(k+ 3) 

口 iη(η+刊刊1り)仰山2附十什3め州)

となり これに2hjm+1)

を加えると，以下のようなきれいな規則性が見つけら

れる m εZ. rn丞Oとするとき

Lk(k + 1)…(k十m)

= 1 71，(η十1)…(η 十 1n+ 1) 
m+2 

連続する数のエの式としてとても簡単な形にまとめる

ことがで、きる.
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A2-2.2. L k4 

i問2 自然数の4乗の和L:k 4を求めよ.
平方数の和L:k 2の公式を，先ほど求めた連続数のエ i 
を使って求めると，

~k(k + 1)ニ乞(k2十k)= ~k2 + ~k 
より

~k2 =乞k(k十1)-~k 

ニト(口十仰十2)-j仰十1)

ニj仰十刷口十2)-3} 
=jn日向+1) 

同様に，エピの公式も求めると

~k(k + l)(k十2)

ニ乞(k3十3k2十2k)
== ~k3 十 3~k2 +2~k 

より

~k3 ニ ~k(k 十 1)(k+2)

-3~k2_2~k 

=jnM(口十2)(η+3) 
-3x;仰+刷十1)-2xjh十1)

ニj山+1) {(口十州十3)-2仇十1)一4}
=j仰十川+5η+6一伽十わ
ニj η 肘川1)(n2 十判叫η吋) 
二 jト廿ドトηが州内
2刊ヤ(作川η

となる.

解連続数のエを用いると

~k(k + l)(k十2)(k十3)
ニ乞(k4十6k3十11k2十6k)

=乞k4 十 6~k3 十 11~k2 十 6~k
だから

~k4 ニ ~k(k+ l)(k + 2)(k十3)
-6~k3 -11~k2 -6~k 

=i仰+山州十3)(η+4)
-6×j内十1)2
一山jの十刷十1)-6×jm+1)
=十日{6(山 )(η 十3)(n刊)

-45n(η十1)-55(2n + 1)一90}

= 古す計叫仰(似肘山川η叶山十刊叫1){6ザηが3十吋54机ザηが2十刊l叫 μ 

一(45 η 2 十45n叫η吋)一(110 η +5臼悶5め)一90} 

= 主す計叫的(か川?

よつて

~k4 =土 η(η+1)(6n3十9n2+ n -1) 
30 

1 土η(n+ 1)(2n十1)(3n2十3n-1) 
30 

自然数や平方数や立方数の和を求める式とつながり

があるようには見えないが，自然数の4乗の和の式も

このように一般化することができた
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《箆分求者護法》

学習指導要領では，区分求積法が数学国の指導内容

になっているため，文系を選択した多くの生徒には，

学習することなくそのまま過ぎさってしまう内容であ

る. しかし，定積分と求積の関係を説明するにはどう

しても欠かせない内容であり，極限の話として誰にで

も感じてもらいたい発想である.そこで¥高2の数列

を学習した流れで¥無限級数へ， さらに，区分求積法

の考えへと進めた.そのため，定積分の式に変形する

ことを目的とせず，微小の変化に着目し，無限のイメ

ージを感覚的にとらえ，面積や体積が微小なものの和

の極限値として求められることがわかることを活的と

したその過程で，区分求積法の説明に{本積を取り入

れたところ，自然とバームクーへン積分の考えが出て

きた

A2-2.3. 区分求議法(面鶏鱒)

次の計算をしてみよう.

2112 
tzK2=44×;×9:三=0.468 
また，級数の形で表すと

Z112=412十HH十HH+H~r 
この計算式を図で表現してみると図]のようになる.

図1
y 

y=x2 

O x 
2 

4 
3 
4 

同様に，

zi(i)2412叶計二+出

この計算式も図2のように表現することができる.

図2
y 

x
 
一一
り
ノ

01 1 3 4 5 6 7 1 x 
8888888  

品(ネ)ニ抗=
図3 y yニ x2

O χ 

この3つの級数の値は， どれも長方形の面積の和で

あるが，イ直の差はなのだろう?

曲線からのはみ出し部分ということを，4等分の図

に8等分の図(毘4)を書き入れて確認し，このはみ出し

部分をより小さくすることで¥曲線へと近づくことを

感覚的に捉えてもらう.つまり「階段も間隔つめれば

すべり台」である.

図4 y 
y=x2 

O x 

そして，無限等分することで¥曲線に閉まれた図形の

面積も求められるのだろうと感覚的に捉え，次の計算

式へすすむ.

F
h
u
 



!4112=!吋ZK2
二日 1 n(η 十1)(2n+ 1) 
lm-'  

ηー∞ η3 6 

二 lim~ .1. h 十 ~112 十~\
η→∞6 n 11ηi 

っ。

つ
山
っ
、
リつ-
U

1
zム

ハU

I

一一

-一
6

1

一3

一
一
一
一

A2-2.4. 区分求構法(体積縄)

“区間を細分し， t口の極限値として面積や体積を求
める方法を区分求積法というと教科書 u数学皿J
(東京書籍))に説明されているが，ほとんどの場合，

例は面積で示されており，体積の例が示されていない.

そこで回転体を取り上げて 体積を区分求積法で求め

てみた.

問3 曲線y= x2とZ軸と直線x=lで阻ま

れた部分をZ軸の照りに回転してできる回

転体の体積を区分求積法で求めよ.

y 

1 

x O 

図から分かるように，面積で、は長方形だ、った部分が

それをZ軸の周りに回転することで円板になること

がすぐに想像できるので¥次のような式がたてられた

ぷ~1 IIkll 
V = 1imち、一・7f~ 1':":'1 ~ 

η→∞ k=l口 札口JI 

=日三ZK4
imL.n(口十1)(2n + 1) (3n2十3n-1) 

=!己主1.(1+~)(2 寸](3+ ! -~2] 

←L k4の式の登場

-~.1 ・ 1 ・ 2 ・ 3= 7f
30 5 

さらに，@1転車由を変えて考えてみる.

間4 曲線yニ x2とZ軸と直線x=lで顕

まれた部分をU軸の周りに回転してでき

る回転体の{科貢を区分求積法で求めよ.

y 

l 

O 1 x 

円筒/

U車由に垂直な長方形を考える者もいるが，間3の求

め方を参考にして，面積で、の長方形部分をU軸の周り

に回転することで円筒ができることに気付く者が出て

きた.そのイメージをバームクーへンみたいというと

納得し，そのまま計算へとすすむ.自然とバームクー

へン積分の考えにつながった.

円
ノ
ハ
}

「
円

U
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一
η

1
2
E
l
i
t
i
s
t
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J
 

い
了π
 

k
一
九
π
 

η

ヤム
M
m
吋

一一V
 

= limっ乞(2k-1)k2 

=叶i十H-6~ .1.[1+~)[2 寸)}

固次の直線または曲線で留まれた部分をけaの
周りに回転してできる回転体の体積を区分求積

法で求めよ.

(1) 直線y=αzとZ軸と直線x=lで留まれた部

分

V:!41イイr
二 1i中ztb2
Iι:λ; n k=l 

= lin1叩 n(η 十1)(2n+ 1) 
一・

1→∞ n0 6 

-
一
口
十つ4

1
一
η
十

寸
1
ム

/FESs-sI't'E¥ 

1
2ム

2m
一
6
m
刊

一一

ヱ竺L1・1・2=1πα
6 3 

錐体の求積こ蹴る係数1が嬬忍できる
3 

(2) 曲線y=よとz軸と直線x=lで図まれた部

分

V ニ叫ト[~)

=:j民FZK
‘ 7τI  1 
= linl --1・11十二i
11→∞ 2 nl 

二 Z11=1π
2 2 

ω だ寸+ト1で留まれた部分

Y i J 

χ O 

第1象限内の部分をz車111のj寄りに回転してでき

る回転体の{料費を 2倍にしたのが，求める体積だ

から，

h24よりド日
一
以
一
口

一

1
一

4

市
川

2
一
η
n2M 
m
吋
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このような炉れで取り組んだところ，文系志望の生徒

たちにも区分求積法まで学習することができた.

(2011年町田)

-53-



p2 

関連分野:確率分野

高等数学:確率論、角科斤学

対象学年:中学2，3年生、高校1，2，3年生

関連単元:確率

教材名:色々な確率・面積比などによる確率

《島近な確準、線分や菌犠の比などによる擁尊重》

降雨確率が身近なものとなって久しいが、日常生活で

は様々な確率的判断が必要であり、科学的な社会生活を

送るためには適切に確率を考え、判断Tすることが不可欠

である。

基本的な)1慎列・組み合せば常識的であり、それらを用

いた場合の数の計算は中学生でも理解可能である。確率

を苦手とする生徒が少なからずいるが、単なる場合の数

と等確率を前提とする確率でのものとの違いに戸惑った

り、考え違いによる誤りに気が付きにくし¥からであろう。

学年を越えて何度も繰り返し扱うことで、このような苦

手意識を払拭したい。

また、抽選が回車球主によるゲーム形式で実施される様

子をテレどなどで自にするが、連続変量の確率分布は高

校の数学Bでしか扱われない。 1あ士比や面積比による確
率は身近なものであり、中学生でも理解できる。

)1慎37iJ・組み合せを中学段階から扱い、面積比などによ

る確率を含めて、生徒が興味を持つような身近な確率を

取り上げたいと考えている。以下、中学で取り扱ったも

のに、発展として高校で扱ったものを交えて、教材を記

載する。

p2. 場近な確率・連線変盤の確率

(1 )場合の数

数え上げ、場合の数の和の法員IJや積の法則、及び:)1頃列

組み合せについて、通常通り扱う。耕オ例は省略するが、

次のような身近なものをできるだけ取り上げる。

関1

(1) 4チームで右のような a 

トーナメントを行うとき、 Iーっ
組み合せの作り方は何通

りあるか。

(2) 8チームで右のような

トーナメントを行うとき、 「ー一寸 「一一つ

組み合せの作り方は何通 I I 

りあるカ元

ただし、(1)(2)とも、例えば次のように、表の記載の仕

方が異なっていても、対戦の仕方が同じものは l通りと

数える。

t下っ t日 ~ 
A BCD  ABD  C C DAB  

(3) 8チームで(2)のようなトーナメントを行う。 8チー

ムの間には実力差があり、各対戦では実力上位のも

のが勝っとするとき、実力第3位のチームが決勝戦

に進出できる組み合わせば何通りあるがD

解答例)

(1) 1 回戦でのAの対戦相手を考えて、 3通り。

(2) 8チームを4チームずつに分ける分け方は、

正土通り。それぞれで 1回戦の組み合せは 3通り
2 

ずつあるので、求める場合の数は、

近付2= 315通り。
2 

(3) 4チームずつに分けるとき、I位と 2位のチームが同

じグループに入り、 3位のチームが別のグループに

なる分け方は、 SC2通り。したがって、求める場合

の数は、 SC2・3
2
=90通り。

また、同じものを含む円)1慎列・数珠)1頃列も、煩雑なも

のは避け、すべてを書き出せる程度のものを扱う。

伊IJ1. α，b，c，d，eを円形に並べる(平面上の回転で重な

るものは同一視する)とき、並べ方の総数は、

ベ1
7(or4!)=24通り

停IJ2. a，b，c，d，eを数珠状に繋ぐ(平面上の回転、及び

裏返しで重なるものは同一視する)とき、繋ぎ方の総

数は、例 lで裏返して重なるものを同一視して

24 =12通り
2 

例3. 曜静， 。，@，"'"を円形に 血

。

.・

並べるとき、並べ方の総数は、 G 
Aを固定して考えて、

5! 。 O 
一一 (orsC2 ) = 10通り。
3!2! <> 

例4.轟轟，暢，@，@，"'"を数珠状に繋ぐとき、

繋ぎ方の総数は、例3で線対称なものは2通りで

10+ 2 
あるから、一一一一=6通り。

2 

4ム「ひ



Cf)例3で、線対称

なものは、右の

2通り。

また、残りの8通りは裏返すと向じものがある。

間2.互いに同形なガラス玉5個、互いに同形なガラ

タγヤモンド玉4倍、表裏のあるベンダント 1個

のうちの幾っかを繋いで首飾りを作る。

次の各場合で、繋ぎ方はそれぞれ何通りあるか。

(1)ベンダント l侶，ガラス玉3個、ダイヤモンド玉2個

(2)ガラス玉3個、ダイヤモンド玉2個

(3)ガラス玉3倍、タγャモンド玉3個

(4)ガラス玉5倍、タγャモンド玉411図

解答例)

(1)ペンダントを画定して考えて、

ベ!
」ι(orょっ)= 10 通り。
3121 ' 

(2)ガラスを輔、ダイヤモンドを。で表わして、次の 2

通り。

嘩静

@ @ 

毒事 噂

Cf) @1偲を固定して考えて、残りの並べ方は

.11 主(or 4 Cj ) = 4通り。一つの並べ方で、固定
した。の位置に、。を屈して持ってくる方法は、動

かさない場合を含めて2通りずつあり、それらが別

のものと数えられているので、これらを同一視して、

i=2通り。これらはいずれも樹淋であるから、
2 

求める繋ぎ方も 2通り。

(3)次の3通り。

① ②③  
....6)..... ....，，(6)..... ......・0

@ @轟嘩ゆ嘩
曜静曜静 重襲 。唱静 @ 曜静 曲。
Cf)@l個を固定して考えて、残りの並べ方は、

ベ!
二二一 (or')Cフ)= 10通り。
2131 ' 

一つの並べ方で、回定した。の位置に、。を屈して

持ってくる方法は、動かさない場合を含めて

3通りずつあり、。と欝が交互に並んでいるもの(図

の②)以外は、それぞれ別のものと数えられている。

10-1 
従って円形に並べる並べ方の総数は、一一一+1=4

3 

通り。

裏返したときに同じものになるのは線対称なもの

であり、(図の①と②の)2通りあるので、数珠状に

4+2 
繋ぐ繋ぎ方の総数は、一一一=3通り。

2 
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曜静...，，(6)....曜静

観構。。。毒事
Cf)嘩11認を圏定して考えて、残りの並べ方は、

gC4通り。一つの並べ方で、回定した輔の位置に、舗

を回して持ってくる方法は、動かさない場合を含めて

5通りずつあり、これらはそれぞれ別のものと数えら

れているo従って捌佐佐方の総数は乎

通り。

このうち裏返しても同じである線対称なものは、

右側の4か所に嘩2つ入れると考えて、

4C2通り(図の①~⑥)。

よって、数E宋伏に繋ぐ繋ぎ方の総数は、

半+4C2 
.J = 10通り。
2 
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(2)確率

確率について通常通り扱し¥(耕オ例は省略)、その後に、

竜卓等を利用可として、次のようなものを取り上げる。

閉1. ある工場で機械A，B，Cをそれぞれ使って向ーの

製品を作っている。機械A，B，Cが不良品を作る確

率はそれぞれ30%、20%、10%である。また、機

械Aで製品の400/0を、 B，Cでそれぞれ息詰品の30%

を作っている。

今、製品全体から無{乍為lこl侶選び検査したと

ころ不良品で、あった。この不良品が税紡業Aの製品

である確率を求めよ。

解答例)

100 錨の製品があるとき、その内訳は、

A 40個、そのうちの不良品は12偲

B 30倍、そのうちの不良品は6倍

C 30個、そのうちの不長品は3個

12 4 
従って、求める確率は、 二一

12+ 6十3 7 

間2. 1年を365日として次の確率を求めよ。

(1)ある兄弟2人の誕生日が向じ月自である確率

(2)ある 5人家族で、誕生日が互いに異なる (5人と

も別々の)月日である確率

(3) 40人のクラスで、同じ誕生日の人がし1る確率

解答例)

(1)兄弟を)1慎に考えて、弟が兄と同じなので、

365・
一一ーァ=一一王子0.0027
365L 365 

(2) 5人を傾に考えて、誕生日が異なるから、

365・364・363・362・361
， 王子0.9729
365-' 

(3) 40人の誕生日が互いに異なる場合の余事象の確率

であるから、順列的に考えて、

365・364・・・326
~ ::::;:1-0.1088=0.8912 
365刊

問 3.ある中高6年制の学校は、初めの3年間は1学年

120人で3クラス、後の3年間は40人新たに入学し1

学年 160人で、4クラスで、あり、毎年クラス分けは無作

為に行われている。

(1) A、B君は同じ学年の生徒で、ともに中学から入学

した。この2人が6年間で一度も!可じクラスになら

ない確率を求めよ。

(2) 6年間で、中学から入学したA君が、中学から入学

した同じ学年の人全員と、 1度は向じクラスになる

確率を求めよ。

解答例)

(1) A をI~定して考えて、中学のある学年で B が A と違

80 ~.L-'-
うクラスになる確率は一一 o I罰校時代も同様に考え

119 

(80¥3(120¥ 
て、求める確率は、 I~II~I ::::;:0.l306 

¥119) ¥159) 

(2) (1)より、 AがBと6年間で一度は同じクラスになる

確率は ltHZ) 

卜-(212)1ii与川作示。
照4. (ポーカーの確率)

ジョーカーの無し 1トランプ52枚から5枚取った時、

ポーカーの役ができている確率を求めよ。

ただし、ストレートは 1~5、 2~6、・・・、 13~4

の13通りあるものとする。

解答伊!j)

W1べア』

13・C・C・43 25 .11 
=ーァー=約42.26%

52 C5 7
L 

.17 

W2ぺア』

C ・C・C・44 2・32.11 
=ぺ=約4.750/0

52C5 5・7
L

.17 

W3カードJ

13・C・C・42 23.11 
= ぺ ニ約2.11%

52 C5 5. 7L .17 

『ストレート~ (数が 1'"'-'5、2'"'-'6、・ ¥13'"'-'4)

13・45-13・4 1 
=ーァ約0.51%

52 C5 2
L 

.7
L 

『フラッシュ~ (全部向じマーク)

C ・4-13・4 1 
ニ=約0.20%

52C5 2・3・5・17
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『フルハウス~ (1べア&3カード)

13・C ・12・ C" 2・3
~内=約0.14%

52C5 5・7
L

.17 

W4カード』 13・48 1 
一一一一= べ =約0.024%
2C5 5・7

L

.17 

『ストレートフラッシュ』

4・13-4
2 ペ=約0.002%

52C5 5・7L.13・17

『ロイヤノレストレートフラッシュ~ (数が 10'"'-'1で、向じマーク)

4 

52C5 

1 約0.00015%
22.3・5・72.13・17

なお、役ができていない確率は、

13C5・4
5
- 13C5・4-13・4

5
+13・4

52C5 

(13C5-13)(4
5
-4) 1 
¥ . . J _一=50%111

52C5 2 

間 5. 1つのサイコロを何回か投げて、最後に出た自の

数を得点とするゲーム(出来るだけ得点の多い方がよ

しすを行う。

最大6屈まで投げられるとき、どのような戦術({可

回目に何が出たらそこでうち切るか)をとればよし治、

(実際のゲームでは「勝負をかけるJときがあるかも

しれないが、確率的には、平均得点(期待得点)が高

くなる戦術を採るべきである。)

解答例)

1回投げたときの出た呂の平均はZ二 3.5
2 

よって、残り 1回のとき4以上が出たら止める{戦初旬}

戦体f①で行うとき、その2@]の平均得点は、

3.5・3+4+5+6 17 
=~=4.25 

6 4 

よって、残り 2@]のとき、 5以上なら止める{戦体協

戦初夜以~で行うとき、その 3 回の平均得点は、

4.25.4+5+614 
=一一与4.6

6 3 

よって、残り 3回のときも、 5以上なら止める{戦争f天ID}

戦術q沼泡で行うとき、その4回の平均得点、は、

14 
-・4+5+6
389-

=一一<)
6 18 

よって、残り 4自のときも、 5以上なら止める{戦訴訟}

戦術江沼洛ゆで行うとき、その5回の平均得点は、

89 
一一・4+5+6
18 竺1>5
6 54 

よって、残り 5回のとき、 6なら止める{戦術⑤)

以上より、最大6回まで投げられるときの戦術は、

1回自(後5回投げられる)は6が出たら止める0

2~4回目(後 2 回以上投げられる)は、

5以上なら止める0

5回目(後 1回投げられる)は4以上なら止める。

(ちなみに、この戦術の時の平均得点は、

277 
一一・5刊54 J'  ~ 1709 

=一一一与5.27 である。)
6 324 

問6. Wビンゴゲーム~ (5x5の25マスのカードの、中

央のマス以外に 1つずつ数が書かれている。 )1演に読み

上げられる数で、縦、横、斜めに5個並んだら上がり。

ただし、中央のマスは常に読み上げられたものとして

よい。また、カードの 1 列呂には 1~25 の内の 5 数が

無作為に書かれており、 2列目以降もそれぞれ、 16-"-'

30、 31-"-'45 、 46-"-'60 、 61~75 の数が書かれている)

について、①4個臣、②5個目、③6値目、④7{回目の

数が読み上げられた時にビンゴ(上がり)になる確率

を求めよ。

解答伊IJ)

カードの数を右の

ように固定して考

える。

4数でビンゴとなる

確率は、

1 

2 

3 

4 

5 

16 

17 

18 

19 

20 

31 46 61 

32 47 62 

Free 48 63 

33 49 64 

34 50 65 

4 2 
一一一= 日 与0.0000033(30万分の 1)①
75C4 25・37・73・9

また、 5数で、ビ、ンゴ、が出来上がっている(ちょうど5

田昌でなくても良し¥)確率は、中央のFreeを含む場合

と含まない場合を考えて、

4.71+8 2 
z 与 0.000017

75C4 5・37・9・71
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よって、ちょうど5数百でどンゴとなる確率は、

2 2 

5・37・9・71 25・37・73・9

今 0.000014 (10万分の 1)②

同様に、 6数で、ビンゴ、が出来上がっている確率は

4¥，Cぺ+8.70 10 
ji ，t. 土子0.000052
75C6 37・73・71

よって、ちょうど6数呂でビンゴとなる確率は、

10 2 

37・73・71 5・37.9・71

与 0.000035 (3万分の 1)③

同様に、 7数で、ヒ、、ンゴ、が出来上がっている確率は

4・71C3 + 8. 70 C2 _ 2.7
2 .11 

王子0.00012
75C7 3・15・37・73・71

よって、ちょうど7数百でビンゴとなる確率は、

2・72.11 10 

3・15・37・73・71 37・73・71

与0.000073 (1万分の 1)④

注)ビンゴゲームでは、読み上げられた数が10数値になった途

端にあがりが忽敷に増える。その変わり自まで確率を求めた

かったのだが、まだ7数までしか求めていません。この後の

確率を求めたら教えてください。

(3)連続変量の確率

次のような面積比による確率は常識的であり、日常で

も見かける。

停Ij1.右のような赤、青、白の

3色で色分けされた回車足設に

ダーツを無作為に投げるとき

各色に矢が当たる確率は、

面積比を考えて、

~ 1 ， 1 
赤一、青一 白一
632  

線分の長さや面積の比による確率について取り上げる。

関区間の長さや面積を関区間として求めても、全体の比

率(確率)に影響が出ないとして、生徒は違和感を持た

ない。

間1.四捨五入して9(rラ)単位で表示する秤がある。

この秤で，AとBの重さを測ったら、それぞれ26g、

24gで、あったo AB荷方を一緒に秤に載せたとき、

50gと表示される確率を求めよ。

解答伊!j)

真の重さをα，bとすると、

25.5 ~玉 α<26.5、23.5~ b < 24.5 ① であり、
この範囲のどの値を取ることも何様に確からしい。

また、 50gと表示される範囲は、 49.5~α + b < 50.5 

これより、 -a+49.5~b<-a+50.5 ② 

ab平面で、①の範囲

での、②の面積の比

を考える。

平行移動しでも面積は

変わらないので、

①より、

-0.5 ~五 α<0.5、

-0.5 ~玉 b<0.5 

②より、 -α-0.5~玉 b< 一α+0.5

よって図で、面積比を考えて、求める確率は2
4 

関2.一つの円周上に3点を無作為に取るとき，その

3点を結んで、作った三角形が鋭角三角形となる確

率を求めよ。

解答伊11)

3点をA，B，Cとし、半径1の円で考える。
Aを円周上に固定し、反時計回りに考えた弧AB、ACの
長さと B，Cの位置は1対1に対応する。弧の長さを)1慎に、
b ， c すると、 O~b，c < 2Jfであり、
無作為にB，Cをとるとき、 A 
b，cがどの値を取ることも

同様に確からしい。

鋭角三角形となるのは、

b孟Cのとき、 n¥ ~ C 
b < Jf， c -b < Jf， 2Jf -C < Jf 

すなわち、 b<久c<b+久 Jf<C

bミCのとき、

c<Jf，b-c<Jf，2π-b < Jf 

すなわち、

c<Jf，b-Jf<c，Jf<b 

よって、面積比を考えて

求める確率は1
4 
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間3. A君と B君は同じ書席でそれぞれ20分間本

を探す。 2人がともに、 4時から 4S寺40分の間の

勝手な時間に書j苫に来るとき、 2人が出会う(同時

に書庖にいる)確率を求めよ。

解答例)

A，B君が書j苫に来る時刻を4S寺α分、4時b分とすると、

O 豆 α ， b~40 であり、この範屈で、α，bがどの値を取る

ことも同様に確からしい。

2人が同時に屈にいる条件は、 Ib-aI豆20

これより、 -20豆b-a豆20，

α-20豆b三α+20

したがって、面積比を

考えて、求める確率は

3 

4 

間4. (ベノレトランの問題)
平面上に半径1の円がある。この円に向かつて

畠線を無作為に投げるとき、円内にある線分の長さ

が13以下となる確率を求めよ。
ただし、畠線を投げて円と 2点で交わらない場

合は投げ直すものとする。(円と直線が2点で交 わ

る場合だけで確率を考える。)

解答例)

半径1の円に内接する正三角

形の一辺は13であるから、
右図の直線が条件を満たす直

線の限界となる。

円の中心をO、円とi亙線の
交点をP，Q、弦PQの中点
をM とする。

間
弦の中点Mに注呂して、

Mが円内のどの位置にくる
かが同様に確からしい考える。

PQ三13となる確率は、
面積比を考えて、

π一五π 3 

TC 4 

闘
解1と同様に弦の中点M

に注呂する。

司とt歪ORをとり、投げた直
線をOの周りに回転して、

Q 

R 

図のように、 MがOR上にくるようにする。
このとき、 MがOR上のどの位置に来るかが向様に確か

らしいと考えて、 PQ~13 となる確率は、

2 線分の長さの比より、一

園

2 

円周上に点Aをとり、投げた直線をOのj司りに回転

して、 PとAを重ねるとき、

Qが円j雪上のどの位置に
くるかが同様に確からし

いと考える。

PQ~13 となる確率は、
円j需の長さの比より、

4 

31r-2 

2TC 3 

|解4(解3の発展)I 

円外に点Aをとり、線分OA

の中点をBとする。さらに、

OAを直径とする円BとjJ=JO

との交点をS，Tとする。
投げた島線を、 Oのまわり

に回転して、 Aを通るよう

にするとき、弦PQの中点
Mは円 Bの弧ST上にあるo

Mが弧ST上のどの位霞にく

るかが同様に確からしいと考える。

円 Bの弧 ST 上に、 ON=~
2 

A 

S 

である点Nをとり、 LSAOヱα，LNAO=βとすると、

PQ豆13となる確率は、
2三N-EZ-α-βlβ
ST SO αα  

この値は2からOの関の任意の値になり得る。
3 

なお、 AO=dとすると、 Slnα=LsiMzi
d〆 2d

1[乙
d = 1のとき、 α=ーラβ=一、確率は二

2 '1 6 3 

d →∞のとき、 α=β、確率の極限はO

である。
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間5. 1本の線分を、勝手な長さに三分割したとき、
その3つの線分で、三角形がで、きる確率を求めよ。

解答伊~)

もとの線分をAB=lとし、 3分割する点をP，Q、

APニ χ、AQ=yとする。 A

固
P Q 

~ 
理曹

x 

x，yは無関係に、 O豆x，y豆1 を満たす2数であると

考える。

このとき、点(xラy)は右図

の正方形上の点であり、

これらのどの点となるかが

同様に確からしい。

三角形ができる条件は、

X豆yのとき、 X<i，y-x<L1-y<1 
2" 2' 2 

x~y のとき、 1-x<-:- ， x-y< 一 ， y< ー
2" 2 

図右とるす
て

1
一4

示

え

は

図

考

率

を

在

確

ら

比

る

れ

積

め

こ

面

求

回
2 

解 lと同様に、 x，yは無関係に、 O三x，y三l を満た

す2数であると考える。このとき、 3分割した線分の

長さを、左からJI頃に、 αラb，cとすると、

α+b+c=1 α，b，c は正の数) である。

ここで、高さが1の正三角形

を考えると、三角形内の点から

各辺への垂線の長さの和は1

となるので、右図のように、

それらの長さをα，b，cとおけば、

(a，b，c)と正三角形内の点とは1対lに対応 ((α，b，c)に

対してい，y)は、 x，yの大小で、 2通りずっ対応する)し、

3分割での点が正三角形内のどの点に対応するかが同

様に確からしい。

B 

三角形ができるのは、

1 . 
α<'::"'，b<'::"'，c<ーのときであり、
2' 2' 2 

右図の影の部分。

従って求める確率は1
4 

(参考) 4分割だと、西面体で考えて、 l一一・4= -0 
8 2 

|解3(発展)I 

f初めにPを決めてAPを切り取り、残りの部分にQをと

り分割するJと考えると、 x，yは、

(ア)0<x<1 かつ ②x < y < 1 を満たす。

(xは①の範屈で無作為に、 yはxの値によって定まる

②の範囲で、無作為に定まる。)

一方、 3分割した線分で三角形ができる条件は、

(ァ)O<x<ー かっ(ィ)一<y<一+x
2 ' 2 

xが(ァ)を満たすことをX、yが(ィ)を満たすこ

とをYで表わすと、求める確率は、

P(XハY)= P(X) ・ ~'((Y)

ここで、①と(ァ)より、線分の長さの比を考えて、

m=j 
また xzk (O<k<j) 

のときに、三角形ができ

る確率をf(めとすると、

②と(ィ)より、線分の

長さの比を考えて、

f(k)=~ コ -1- 1 
1-k k-1 

このグラフとk軸の間の部分の面積が確率であり、

kがO<k<1のどの値となるかが等確率なので、
2 

州-1-idk
O k -11 

Px(Y) = '" ~)ニ 2卜k-loge(k -1)]~ 

/ 

2 
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ヱ2{凡 2引
よって、求める確率は、

市川)ご削ろ(山oge2ート0.193

間6. (間1の発展)

四捨五入してg単位で表示する秤がある。ある品物の

重さを、一度に乗せられないため3偲に分割して測定

し、その和で求めた。このときの誤差(=測定値一真

の値)の確率分布を求めよ。

解答例)

秤で1回測った時の誤差をXとすると、 Xは

1 __ 1 
-一三X<ーのどの値を取ることも同様に確からしい
2 2 

と考えられるので、 Xの確率分布は一様分布であり、

その確率密度関数f(x)は、

1 
f(x)=l (--=-~x<-=-) 

2 2 

である。
2 2 

3偲に分けて測った時の誤差の和Zは、 1，2，3値目の

誤差を)1慎にムB，Cとすると、 Z=A+B+Cであり、

AラB，Cの分布は上の一様分布である。

まず、 A+B=Yとして、 Yの確率分布を求める。

-l~Y<l であり、この範囲内の値yに対して、

Yの値がy以下である確率P(Y~ y)をG(y)とする

と、導関数G'(y)がYの確率密度関数g(y)である。

y， a を国定して考えて、 Y= α 十 B~y となる B の範

屈は十B三yーα ①であり

Bの分布は上の一様分布であるから、

P(十B匂十日十j②

1 _ 1 
ここで、 -~~B< ーであるから、

2 2 

①において、 -1gv-G<-1
2 〆 2

ー一

2
+
 
y
 

<一α
 

<
 

i
一
2

u
y
J
 

れ
川
ノよれ

よって、 yに対してαの取りうる値の範囲は、

y~O O)~2- 十バペ

ー一

2
<
 α
 

<一
l
一
2y
 

キ
C
シ」のハU>一V

J
 

これらの範囲の任意の α に対して Y~y となる B の確

率が②であるから、

y~O のとき、

Gり)=P山 )=jJJi(円十ω
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E
S
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E
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i
i
1
1
1
1
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一一

したがって、 g(y)= G '(y) = y + 1 (-1 ~ y ~ 0) 

対羽子↑生より、 yミOのときは

g(y) = -y + 1 (0豆y< 1) 

よってYの確率分布は右図。
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3 _ 3 
さて、 z=y+c、一一三三z<ー であり、この童包

2 2 

囲のZに対して、 P(Z三z)= H(z)とすると、導関数

H υ)がZの確率密度関数h(z)である。

ZぅCを画定して考えて、z=Y+c:S;zとなるYの範囲

は、 -l:S;Y:S;z-c一ー③であり、
Yの分布は上の三角形分布であるから、
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ここで、 -l:S;Y<lであるから、

③において、 -l:S;z-c<l

これより、 z-l<c:S;z+l

よって、 Zに対してCの取りうる値の範囲は、

3 1 
--:S; Z~-ーのとき一一三 C ぎ z+l
222  

1 1 1 1 
--~z~ ーのとき--:S; C< 一
2 2 2 2 

1 3 
一三z<ーのとき z-1豆c<-
222  

これらの範囲の任意のCに対して、Z三ZとなるYの確

率が④であるから、

3 1 
一一三z:S;-ーのとき、
2 2 
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1 豆 z :S;~のとき、
2 2 

H(z) = P(Z豆z)= 

jJAI-;(l-z+c巾÷jjj(Z-c十り
i

一2
z

寸
i
i
i
i
i
i
J

吋‘J、、E
E
F
'

噌

E
B
A+
 
c
 
z
 

/
'
E
1
 

1
一
fo

F
i
z
-
-
i
i」

十

i
一2

z

一

寸

i
j
i
l
l
-」

今、d¥‘
f
ノC
 
十Z
 

噌

1
i
/，，‘¥ 

l
一
fo
C
 

「
1
1
1
1
1
1
1」

一一

1 1， L~ 1， L~ 
=z+一一一(z--:-Y一一(z十一)コ
2 6' 2' 6 ' 2 

h(z) = Hヤ)であり、対称牲も考えて、

3 1 1， 3今
一一三 Z豆一一のとき、 h(z)=一(z+-:-Y
2 2 "2'  2 

1 1 
一一三 Z三ーのとき、 h(z)= _Z2十2
2 2 

1 3 1， 3勺
一三y<ーのとき、 h(z)=-:-(z--:-Y 
2 ~ 2 "2'  2 

31屈に分けて測った時の誤差の和Zの確率分布は下図

の通り。
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2，0 
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1.0 
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(2011 鈴木)
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