
2007筑波大学附属駒場論集47集

創造的な教材・指導法及びカリキュラムの開発

一大学での学びにつながる数学教材の開発と普及ー

(3年計酪の 3年次)

筑波大学附属駒場中・高等学校数学科

松寄昭雄・駒野 誠・更科元子

鈴木清夫・深瀬幹雄・牧下英世

町田多加志



2007筑法大学問属駒場論集47集

創造的な教材麗指導法及びカリキュラムの開発

一大学での学びにつながる数学教材の開発と普及ー

(3年計画の3年次)

要約

筑波大判綿駒場中・高等朝交数料ヰ

松寄昭雄・駒野 誠・更科元子・

鈴木清夫・深瀬幹雄・牧下英世・

町田多加志

昨年度まで指定を受けていた 88H研究の中で、おこなった卒業生対象のアンケート結果から 3 大学での学びに

つながる中等教育における数学として統計jと「微分方程式jが重要であることが分かった。本年度より主ly規

指定を受けた 88託研究では3 これまでの取り組みを系断売しつつ3 サイエンスコミュヱケーション能力の育成を

図る取り組みもおこなっている。

本年度は，本校の実慈に即した中高一貫のカリキュラムの策定へ向け， r統計jと「微分方程エにjの内容につい
ては， これまでに開発した教材について学年進行に合わせた内容を配援するとともに) r惚え叡統ゴ充t首母剖含含計句七!
以外の内容についても，大学の学びにつながるような数学芸刻ヰの開発と実制約な考察を試みた。

キーワード:サイエンスコミュニケーション，中高大院連携，統針，微分方程式

1 .はじめに

本校数学科では，筑波大学の数学関係者や他大学

の数学関係者の協力を得ながら，大学や社会での学

びにつながる数学紛寸の開発およひ守旨導法の検討を

おこなっている。昨年度まで指定を受けていた「ス

ーパーサイエンスノ¥イスクーノレ(以下88Hと/H的J研

究の中でおこなった卒業生対象のアンケートの分析

から，大学で学ぶ数学をスムーズに理解するには3

高校までにある程度統計Jと[微分方程式」の学

習が必要であるとし寸結果を得た。そこで、，統計j

では「集団に潜む特徴をつかむJ，r微分方程式jで
は「関数の微小な変化をとらえるJとし1う樹寸開発

方針のもと，指導に関連する項自を策定し，初;寸開

発と実際に授業で実践し，本校の実態、に即した中高

一貫のカリキュラムへの配置を検討してきた。

3年計画の3年次にあたる本年度は，新規指定を

受けた 88H事業と連動し これまでの取り組みを

京断売しつつ，サイエンスコミュニケーション能力の

育成を図る取り組みもおこなっている。生徒が自ら

学び，そして学びあう場として，大学院生のインタ

ーンシッフ。や，材交生徒による近i玲j¥斜交における
ワークショップに取り組んでいる。本稿で、は，中高

一貫校である本!交の特色を活かし，大学での学びに

つながる教材開発とその実証的な考察について報告

する。

2. 研究の流れ

「統計(Statistics)Jと「微分方程式(副長rrential

equation)Jに関連する項目として策定したものは，

以下の通りである。

S :集団に潜む特徴をつかむ

81-1 資料の整理

81-2 集団を特徴づける値

81-3 確率分布と推測の考え方

81-4 相関係数と回帰i直線

82-1 推定・検定

82-2 主成分分析

D :関数の微小な変化をとらえる

D1-1 関数の微小な変化

D2-1 基本的な微分方程式

D2-2 微分方程式の応用

(注:81とD1は生徒全員に学ばせたい内容， 82 

とD2は発展的な内容と考えている)

上記の項目は指導要領に含まれているとは限らず，

<Project research> Development of Teacbing Materials， Method and Curriculum: Focus on Di宜erential

Equation and 8tatistics Connecting to the Learning in Upper Education 
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また，新たに指導13寺関を割くことは困難である。し

たがって，実際の指導においては，現行の指導内容

に絡めてこれらを扱う必要がある。そこで，昨年度

作成したカリキュラムへの配置を再検言すするととも

に， f統計Jと「微分方程式j以外の内容についても

教↑;;j-I~号発をおこない，カジキュラムへの配置を検討

した。

3.本年度の研究

3年計画の3年次にあたる本年度は3 これまでの

2年間で検討してきた「統計Jと「微分方程式jの

教材のカリキュラム配置の整理・検討をおこなった。

また， f統計j と「微分方程式J以外の内容について

の教材も開発し，大学での学びにつながる数学の内

容を整理の視点としたο 今回，数学の内容として想

定した項目は，下記の 7つで、ある。

rA.代数ωgebra)J fAn. ft桝11-仏nalys日)J

fG.幾1ifJ(Geometry)J rp.確率(Probabili坊)J

rD.微分方程式(Di丑erentialEquation) J 

rS. ~i1t:*十(Statistics)J r O.その他(Others)J

各項目を整理する際，中学を小文字，高校を大文

字にして，校穐を区別した。またP 教材開発の際に

想定している，もしくは，実際に授業をおこなった

学年を数字で示した。学年を特定していない樹#や

複数学年での取り扱し、を想定している耕寸は，数字

の代わりに「むを用いた。つまり 3 下記のように項

目は記される。

(伊IJ) 釦.12元1次方程式とその応用
中学1年の「角科JTJ
~ 主成分分析入門

高校3年の「統計j

3.1.新SSHの取り組み

本年度より菊i規採択されたSSHの研究テーマは，
fI主際社会で活躍する科学者・技術者を育成する中

高…資カジキュラム研ヲとと教材開発-中高大慌の連

携を生かしたサイエンスコミュニケーション言5JJ育

成の研究-Jとなっている。数学科では，これまで

取り組んできた研究の深化を図るとともに，中学校

のカジキュラムの開発をさらに進め，大学への学び、

へつながる数学教材を配置した，中高一貫のカリキ

ュラムの隣発を目途としている。

SSHの研:究のキーワードとなっている「サイエン

スコミュニケーションjの能力育成に対する取り組

みとしては， 8ftJ 21 Sに近隣の目黒区立駒場小学校

の「サマースクールjの3荷主;こ f高校 LEGO同好

会jの生徒が参加し，小学生の児童に対してワーク

ショップを開いた。;器産 fレゴ、を使って絵を描こうj

には， 8名の児童が参加しp 同好会の生徒5名が指

導にあたった。ワークショッフ。の前に，生徒はレゴ

を使った絵を描く仕組み(機構)を作成し，教材作成

ならびに指導案の検討をおこなった。

3.2.教員養成GP

筑波大学大学院教育研究科(MC)の大学技生が，よ

り良い授業実E裂GoodPractice)を自指し，新ヰ教育

に特化した実習をおこなう。筑波大学の附j高学校の

うち，高等判交段階のある坂戸高，何千属高，そして

材交が協力している。本年度は，この取り組みの初

年度にあたり J MC2年生が各校に 1名ずつ害IJり当

てられ実習をおこなった。 l学期には大学において

指導案を練り， 2学期のはじめに単元の導入部分の

授業をおこなう。そして， 3学期には大学において

ビデオ撮りした授業の様子等を見ながら授業分析を

おこなう。本校では，高校2年生の単元「微分・積

分」の導入を意識した耕寸づくりを提案し，指導案

についての検討や研究協議会をおこなったO

3.3.大学院生インターンシップ

筑波大学大学続数理物質科学研究科(DC)の授業
「数学インターンシップJ(1単イ却を履修している，

DCの大学院生が3 高校2年生の総合学習「ゼミナ
ーノレjに参加し生徒とともにディスカッションを

おこなう。数学の研究が専向である大学院生ととも

に学び合いを通じて3 サイエンスコミュニケーショ

ン能力育成と向上が期待される。
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3.4.本年度開発した教材

本稿では，本年度開発した耕:オについて紹介する。

各教材名の前のインデックスは，言己主の項自の分類

によるものである。

a1-1. 整数

計一2. 有理数

A3. 霊換と正多面体群

an1. 2 元 1 次方程式とその~用

An1. 2次関数

g2. チェパ・メネラウスの定理

g3-1. 立方体の切断

g3-2. 反転法

D2. グラフ描麗の方法ーテクノ Eジーへの挑戦-

02. 害隈世界の数学

Of. 4元数を高校数学へ

なお， Of.については，吉井洋二氏(秩i韮

専門学紛に執筆を側要した。
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a1-1.整数

関連分野:代数分野

高等数学:整数論

対象学年:中学1年生

関連単元:数と式

教材名:整数

《文字式の活用に繋がる整数の教材》

f文字』を活用することによって数の世界は無限
に広がってして。また、整数の性質は簡明なものか

ら奥深いものまで多岐にわたっており、生徒にとっ

て興味深いものがある。

整数の指導を通して、文字の有用牲を認識させ、

それを活用できるようにする。

a1-1.1.素因数分解

(1)約数、{割~

例l. 12の約数は、 1，2，3，4，6，12
1 2の倍数は、 12，24，36，...... 

→12n (ηは自然数)

例2. 2の倍数(偶数〉は 2n (nは自然数)

奇数は 2n-1 (nは自然数)

(2)素数

1より大きい整数で、 1とその数以外に約数を持た

ないものを素数としづ。また、 1より大きい整数

で素数以外のものを合成数とし1う。

例3.(エラトステネスのふるい)100以下の素数は25侶

部1.100以下の素数を求めるには、 2，3，5，70)f音数を

除けばよいのはなぜか?

角卒)αが100以下の合成数とすると、 a bxc 

となる 1より大きい整数b，c(b豆c)があるo

b > 10とすると、 c> 10だから、 bxc > 100 

となり条件に反するので、 b三五10。

よって 100以下の合成数は、 10以下の数の倍数。

従って、 10以下の素数は2，3，5，7 だから、これら

の倍数を除けば、 100以下の全ての合成数が除か

れる。

出1と同様に、自匁激xが素数か否かに関して、

x<α×αとなる自然数αを考えると、 xがαより小

さい素数の倍数でないなら、 xは素数であることがわ

かる。

問2.次の数が素数か否かを調べよ。
(1) 247 (2) 337 

解)(1) 247 < 172 = 289より、日以下の素数で害IJ
ってみると、 247= 13x 19 よって、 247は
合成数。

(2) 337 < 192 = 361より 17以下の素数で害IJってみ
ると、いずれも害IJり切れないので、 337は素数。

(訪素因数う消卒

自然数αのη{留の積をallと表す。ここのnを指数

とし¥う O 。xax・・・×α=αn
n~1iIのm

自然数を素数の積の形で表すことを素因数分解とし¥

つ。

伊'14.12=2x2x3=22x3 

72ご 2x2x2x3x3= 23 x32 

発展:約数の個数と総和)

12の約数の{回数は、 3x2=6偲

約数の総和は、(1+2+4)(1+3)= 28 

72の約数の個数は、 4x3=12個
約数の総和は、

(1 + 2 + 4 + 8)(1 + 3 + 9) = 195 

問3.次の数が素数かどうか調べ、合成数については

素因数分解せよ。(電斡~Ij用可)

(1)76 (2)113 (3)667 (4)797 

(5) 962 (6) 1764 (7) 1960 (8) 3463 

解) (1)76=2
2
.19 

(2)113:(7以下の素数の倍数ではないので)素数

(3)667 = 23・29

(4)797:(30未満の素数の倍数ではないので)素数

(5)962=2・13・37

(6) 1764之 4・212

(7) 1960 = 23 .5・72

(8) 3463 : (60未満の素数の倍数ではないので)素数

発展:指数法郎とo) 
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。>0、mラnが自然数の時、
(*) 

m 11 m十11
o '0 =0  

。一
一

、l
i
l
J
G
 

'
'
S
5
2
2

、、
が成り立つ。

。lト 11 (m>ηのとき)
また、 a

m
7a
11 
= ~ 1 (m=nのとき) であ

an-m 
(m <nのとき)

る。

そこで、」了寸-n と定義すれば、既刀の大小に
α 

関わらず、 am7a11 = am-n となる。
上の式で、 m=nのときを考えて、 00= 1 と定め
る。

さらに、 mラnが自然数でないときも(*)が成り立っ

と考えると、たとえば、

0.5 0.5 0.5十0.5
a .a α =ヱα=α となるので、

0.5 
α は2乗するとαになる数と考えられる。

同様に、 (0.5) は2乗すると0.5になる数

(0.4)0.4は5乗すると(0.4)2=0.16 になる数

(0.2) は5乗すると0.2になる数

(0.1)0.1 は10来すると 0.1になる数 であり、指

数計算が出来る電卓では、計算して、上の値を表示し

ている。

げについて、関数的には次の3通りの場合で、 xを

Oに近づけたときの値から考えることが出来る。

① ox ② X
O 

③ XX 

①の立場では00= 0 、②の立場では00= 1 である。

x 
また③では、 xがし、ろいろな値の時の X の値を

求めて、グラフをかくと次のようになるので、 0
0= 1 

と考えられる。

X 

y=x のグラフ

. 
.'4'丸一 F‘・ a品也 、.事担孟‘・

. 
ι 、も&

(3)土浦句数、 ~';f音数

イ可個かの自然数について、全ての数に共通する約数

を土浦ヲ数、共通する倍数を生ミ倍数とし¥う。生とえ命数の中

で、最も大きい数を最大~~守数、公{倍音数の中で

い数を長最支小企》倍数とし¥う。

2つの自然数の最大生ミ約数が 1であるとき、それら
は互いに素であるとし¥う。

例5.24の約数は、 1，2，3，4，6，8，12，24
32の約数は、 1，2，4，8，16，32
24と32のをとえの数は、 1，え4，8

24倍数は、 24，48，72，96，120，144，168，192，・・・
32の倍数は、 32，64，96，128，160，192，・・・
24と32の也市二樹立、 96，192，. 

I~司 4. 次の各総の数の、最大~~t台数 G と i~ヤj\生羽音数 L

を求めよ。

(1) 12，18 包)60，72 (3) 72，108 
(4) 12，30，42 (5) 45，50，105 

解)

(1) 12=22.3，18=2・32より

G=2・3=6ラL= 22.32 = 36 

(2) 60 = 22.3・5F72=23.32より

G = 22.3 = 12ラL= 22 .32 .5 = 360 

(3) 72 = 23.32
ラ
108=22.33より

G = 22.32 = 36ヲL= 23 . 33 = 216 

(4) 12 = 2
2 
. 3， 30 = 2・3・5ラ42= 2・3・7より

G=2・3=6ラL= 22.3・5・7=420 

(5) 45 = 32.4，50 = 2・52，105=3・5・7より

G=3・5= 15ラL=2・32.52.7=3150 

2数AラBの最大公約数をGとするとき、

A=α.G， B=b.G (αラbは互いに素)と表せる。
dラbには1以外の土議句数がないので、 A，Bの土浦守数

は最大公約数Gの約数である。

また、 A，Bの最小企刊吾数をLとすると、 L=αbG
であり、 AラBの公倍数はLのf説設である。

また、このとき AB=GL である。
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定法を作り、その理由をそれぞれ説明させたのち、

7及び11以上の数についての判定法を考えさせ、

発表させる。

以下は、生徒が考えた判定法を纏めたものである。

なお、もとの自然数はxであり、

X =α+ 10b + 100c + 1000d +・・・
は、 xの各位の数が、ーの位から JI演に

αラbラムd，'" であることを表し、

また、 x=α+10p は、 xの1者?自

の数がα、2桁目以降の数全体でできる数がp

(ーの位)

nHド
臼ハ日
〆'
S
1

、、

Xの下2桁ち、 p=三二三)、
10 

の数がp、3桁目以降の数全体でできる数がq

x = p + 100q は、

関5. (ユークリッドの互j徐法の原理)

2数A，B(A>B)に対して、 A-:--Bの余りをCと
する。

A，B の最大-i'0'f匂数と、 B，C の最大-i~来守数が等し

いことを示せ。

t正明)A-:--Bの腐をQとすると、
A=B>くQ十C. . .① 

①より、 B，Cの公約数は、 Aの約数でもあるの

で、 A，B の-i~未サ数である。

また、①より、 CごA-B>くQ-・・②
②より、 A，Bの公約数は、 Cの約数でもあるの

で、 B，Cの土壮匂数である。

したがって、 A，B の-i~奇数と B，C の公約数は全

て一致し、最大-i~:守数も等しい。 nuH・
5品
〆
rt

‘、

ち、 q=三二12..)、であることを表しているものと
100 

し、他も向様とする。

.......・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ー・・・・・・ー・・・・・・・・・・・・・ a・・・・・・・....................................................

判定法:以下の仁コが割り切れるカ窃かで、

Xが割り切れるか否かが判定できる。

問 6. 次の 2 数の最大-i~(~数を求めよ。

11137，11063 

解)11137 -:--11063の余りは74

11063-:--74の余りは 37

74ニ37.2

したがって、 2数の最大公約数は37

7の倍数判定法

7-①:ドド1000qのとき、区ヨ

(注:この判定法は 11及び、 1 3にも使える。

また、これを繰り返し用いると、

X口 p+ 103 q十106r + 1 09 S + 1 012 f +・..
のとき、 ip-q+r-s+f-...I

a1-1.2.倍数判定法

自然数が2の倍数かどうかは、 1の位の数が偶数

か奇数かで決まり、 5，4， 8の倍数かどうかも、

このJI関こ司王易である。このことをti:在語、した後、*菜々

な数の倍数判定法を考えさせるとともに、それらを

発表させ、文字の活用をはかる。

文字計算の基本(簡単な加法、減j宏、乗法)

した後、上記をvfIill忍し、次の例題を扱う。
を指 を得

る。

以下、繰り返し用いた場合については、省略す

る。)

のとき、7-① x=G十lob+102C +103q 

la + 3b + 2c -q I 
7一②:x = p + 100q のとき、 ip+2ql
7-③ x=α+10p のとき、 |-2a+p 

7-④ :xzp106qのとき、巨ヨ

さらに、 p+q=u+10ν十1ow 
として、|(10ν+υ)-(1uw+v)1

11の倍数判定法

例題1. 自然数が3の倍数かどうかは、各イ立の数の

手IJが3の倍数か否かで判定できる。このこと

を証明せよ。

(証明は生徒の実状に合わせて行うが、以下は4桁

び〉

場合で示す。)

証i明)もとの数が4桁の場合で示す。

もとの数xの各位の数を、ーの位からJI慎に

α，b，c，dとすると、

x=α+ 1 Ob + 1 OOc + 1000d 

のとき、巨ヨ

1 1 -@  : x = p + 100qのとき、区ヨ

11-① : x=a+10p 

=(a十b十c+d)十(9b+ 99c + 999d) 

上の式で、 9b+ 99c + 999d は3の培数で
あるから、 xが3の倍数かどうかは各位の数

の和α+b+c+dが3の倍数か否かで決ま
心。

もとの数が5桁以上の場合も同様に示すこと

が出来る。

のとき、 |4a+pl 
1 3の倍数判定法

P
 

ハU十α
 
一一X
 

①
 

qυ 1i
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6の倍数かどうかの判8 続いて、自然数が9、



13-②: x = p + 100qのとき、 lp+9ql
1 7の倍数判定法

17-① x = p+100q のとき、 Ip-2ql

17-① x=α+ 10b + 100qのとき、

ia -7b-2ql 

17-② x二 a+ 10pのとき、 !-5a十pl

1 9の倍数判定法

19-① xャ 100qのとき、 Ip+5ql
19-②: 

x=p十100q+ 100~ r + 100-' s十l004f十・・・

のとき、 ip十5q+ 6r + 11s + 1 7 t + . . .1 
(各項の係数に注宮)

1 9一③: 戸 p+20q のとき、 Ip+ql

(繰り返すと、 720を高について繰り返

し行ったときの、 i余りの科となる)
23の倍数判定法

23-①- x = p + 100q のとき、 Ip+8ql

27の倍数判定法

27-① x = p + 1000q のとき、

29の倍数判定法

2 9一①: x = p+10000q のとき、 E

29-②: x = p+30qのとき、巨ヨ

(繰り返すと、 ~30 を商について繰り

返し行ったときの、|余りの和|とな

る)

37の倍数判定法

37-①: x = p + 1000q のとき、 Eヨ
47の倍数判定法

47-①: x = p + 100q のとき、巨亙

49の倍数判定法

49-①: x = p + 100q のとき、|p+2qJ
97の倍数判定法

97-① x = p + 100q のとき、 Ip+3QI

101の倍数判定法

101-①: x = p + 100q のとき、巨ヨ

以上

a1-2.有理数

関連分野:代数分野，角件斤分野，幾何分野

高等数学:整数論

対象学年:中学l年，中学2年，中学3年

間違単元:平方根， 2乗に比例する関数

樹;オ名:rファレー紡iJと有理数の分布J

《数の拡張，有理数と自黙数の対応付け》

中学校に入学して 数の拡張を学ぶ.JE負の数で

整数までの拡張は教科舎にあるが 有理数について

はない.そこで3 中学生に有理数についての理解を

深める耕iとして3 ブアレー数列を実践してみた。

a1 -2.1. Farey数列 (FareySequence)の定義

正の数日に対して， 11に対寸一るP'1とは，n以下の
分間:をもっO以上1以下のすべての約分された分数

(l~約う消却を小さな)1損に並べたもの。

o 1 
ただし，整数0，1はそれぞれ分数一，ーとして扱うも

1 -1 

のとする。

例)ト H~ ，H

ト{T+~十H

九 ={T'~ ラi47j，ij
10 1 1 1 2 1 3 2 3 4 11 

Fc = ~一一一一一一一一一一.:>
11-5-4-3-5-2-5-3-4-5-11 

民 =JO1l l :21323451l 
、一一一一一一一一一一一--> 
11'6'5'4'3'5'2'5'3'4'5'6'11 

民=J0111121231432534561l
一一一一一一一一一一一一一一一一一-- > 

I 11ラ7ラ6ラ5ラ4ラ7ラ3'5ラ7'2ラ7ラ5'3'7'4ラ5ラ6ラ7'1[ 

a1-2.2.平面と座標

様車11がニンジン，縦軸がゴボウの‘きんぴら平面'

を学習している。

今度は，平面に地図の位置情報を記入したい。

必要なこと(決めるべきこと): 

①現在地 ②方位 ③距離

座標平面を紹介:

(1)正規直列車標系現在地が原点で，単位の長さが

1 (正規)で，東西南北と軸が直交している座標

系。
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や b d / b d ¥ _. _ ， ，_ -'-~， ， "，'" b + d 
かーラー(ーくー)であるときp新たな分数一一一
αC  α c a+c 

(中間分数と呼ぶ)を考えるとき 3 これら3つの

分数は隣接する分数でしょうか。

答

(2)極座標系 現在地が北極で¥そこから見た緯

度・ 1部支が入った，方角と ~e良住で位置情報を知る

座標系。

a1-2.3.ファレー数列の隣り合う分数

差
(b+d)α-b(α+c)αd-bc 

(α十c)α(α+c)叫 (α+c)α

b+d b 

O十c a 

F(S)の分数を点で示した思 a1-2.1.は，問題1

の分子が1であるから， I涛り合う分数。

d b+d 
ーラ一一ーについても同様に隣り合う。
c a十 C

ものである。 i掬妾する分数はどんな傾で、あるのか。

問題4 円周率が1l=3.1415926535・・・と知ってい

るときJrの近似分数を作ってみよう。

3 4 
-<π<ーから出発して近似分数を作ってみよう。

解)

7 

2 

91 

29 

223 

71 

355 

113 

中間分数を計算すれば，

る。

25 47 

8 15 

179 

57 

333 

106 

19 

6 
157 

50 

289 

92 ' 

69 

22 

201 

64 ' 

22 

7 

(ご3.14)， 

よりよい近似分数が得られ

311 

99 

(=3.14159292・・・)

10 13 16 

3 4 5 

113 135 

36' 43' 

245 267 

78 85 

ρ'' 
，
 
，，
 

，，
 

，，
 

，，
 
d
u
 
，，
 

r
 
J
 
，，
 

，，
 

，，
 

d
 ，
， 
F
 J
 
〆

，
 
a' 
@
 ，
 
，，
 
〆
，，
 

，
 
〆

ピ。

子分

. 

o • 

図a1-2.1.

図における4柄数を発見してみよう。

問題2 図a1-2.1.で，隣接する2つの分数に共通

な性質を発見したい。

01111112211332  

15544335522553  

2 3 3 4 4 1 

3 4 4 5 5 1 

b d ，b d 
①2つの分数一，ー (ー<一)が隣接する条件を。 c a c 
a，b，c，dを用いて表してみなさい:

分母
p 
d 

a1-2.4.鹿標平面上に有理数を表示する

a，dは負でない

整数) x， y座標共に既約分数で、あるとき 3

次の分数を下の座標平面に金主玄主己主・で示し，

(ピ)(b.cは正の整数，問題5

答。d-bc= 1 

d b αd -bc 

C ααc  

証明は，参考文献「初等整数論講義j参照のこ

差の分子が 1のとき。

1 )分母:ニ 1である分数

2) 分母豆 2で， 1)で出現していない新たなもの

3) 分母豆 3で， 1)， 2)で出現していない新た

なもの

4) 分母豆4で¥

新たなもの

B(n)を記入しなさい。次の表に個数b(n)，

Oから分数土の点Aに至る線分
α 

と

②原点 Oとし，

3)で出現していない2) ， 1) ， 

fw一川一川一心

n
一
位
一
以
一
民
一
郎

A
U
 

「
門
U

OA，O から分数dの点Bに至る線分OBとする
C 

を2辺とする一利子四辺形の面積をとき， OA，OB
求めなさい。

答 1

③ま¥数を，原点とその分数の表す点を通る直線の傾

きと見ると，それら分数はどんな販になっているの

だろうか。

答傾きの小さい11慎

ファレー数亨IJF(η)で，開妾ーする 2つの分数問題3



n 8 9 10 11 ! 13 14 
ψ(n) 4 6 41 10 41 12 
IN(n) 23 291 33 43 47 59 
b(n) 
B(n) 

ゃ(n):分母がnまでに新たに出現した正の分数の

個数=オイラ一関数

N(n) :分母がnまでのブアレー数列に含まれる正の

分数の{回数

b (n) :分母がnまでで新たに出現して正の分数の

個数

B(n) :分母がnまでに出現した正の分数の個数

問題1 分数~5 で， 1)， 2)， 3)， 4)で出現し

ていない新たなものの個数b(5)を求めなさい。

また，分母~5 までに出現したすべての分数の

総和B(5)を求めなさい。

y 

戸一 ← 

1.0 

o 9 

0.8 

-!l..J 

I I 
0.6 
トー司

0.5 

0.4 

一. _..明

0.3 

0.2 

一.。1

0

1 
0 i 0 t I 0.3 01 0， 0

1 
f図面 -2:2.11 x 

b(5) = 2 x件(5)xN(5)+{件(5)}2 

= 2 x 4 x 11 -4 x 4 =72 

問題2 B(n)の数列はどんな数列なのだろうか?

予想してみなさい。

結果:分母がnまで、の分数の個数B(n)が分母かn

のファレー数列の個数(素数)の平方になっている

こと。

b(n) = 2 x件付)xN(n)+{件(n)Y

B(n) = B(η-1) + b(n) = {N(n) Y 

n 2 3 4 5 6 7 8 
手(n) 2 2 4 2 6 4 
N(n) 2 3 5 7 11 13 19 23 
b(n) 4 5 16 24 72 48 192 168 
B(n) 9 25 49 121 169 361 529 

n 8 9 10 11 12 13 14 。(n) 4 6 4 10 4 12 
N(n) 23 29 33 43 47 59 
b(n) 168 312 248 760 360 1272 
B(n) I 529 841 1089 1849 2209 3481 

a1-2.5.自然数と有理数の1対1対応、

Oと1との間の有理数が自然数と 1対1対‘j芯がつ

けられる。つまり 3 新たに出現したブアレー数列の

有理数を次のように並べればよし¥:図al-2.1.参照

11213123415 23456 

2ラ3'3'4ラ4'5'5'5'5'6'6'7'7'7'7'7'7

参考)

F 

G
-
一L

x 

ro 



数面化こ並ぶ有理数ーの上にタ織する直径土
α 

b bL 

y 

o a 1 z 
n 

の|ヰ群が描ける。これを， レスター .R.フォード
の円と11乎は苛もている。これもフラクタノレの一種で、ある。

p~ E n の!こI::JJL¥の X 座標が，l/n 
で，ヰ三径が 1/(2n 2)であるとき，

円 En~ト]のr.:1::J心の x }蜜~禁とヰ弓35は

それぞれ で与えられることを示す。
n+1 2(11+])2 

l=g E n の1=1二IJL¥O)X 脚 ii¥ で3 土間が
n 211ι 

であるとき，円 En+1の中心の xJ主j禁と司土径は

それぞれ‘ l 内 で与えられる:
n + 1 2(11 + l)L 

三平方の定理ェより，

G-Jいムri
2

2 ¥2 

(LL14千(_1__+1 
n ) ~ 217“ ¥ 2n

2 

が成り立つ。これより3α
2
= 21・，

、(2 ¥ 2r 
a
L -1'::'la十ーすニ寸 第2式より 3
¥71j 11但 nω

J12α2… 2na十 1= 21' よって
112α2 
_ 
2nG十]ニ α2

すなわち， (η2 1)ぷ-2na十1=0

よって {Cn+ 1)α-l}{(n -1)α-1}=0より，

a=一一一、 a=ーーは不適であり，
刀十1-n-1 11-1 

G コ」ーこのとき，半径は 刊となるo
n + 1 2(n十lt
ちなみに， ブアレイ数列の工員数は，

l守山
参考文献

f数の本J(2001) J .H.コンウェイ， R.K.ガイ著

シュプリンガー・ブエラーク

初号車整数論議義 (1931)高木貞治第2絞共立出版

A3.置換と正多萄体群

関連分野:代数分野p 幾何分野

高等数学:線形代数

対象学年:高校3年生

関連単元:r行列JC数学C)
教材名:r置換と正多国体群」

《大学での学びへつながる高校での学び》

品開5代数で学習する行列の基礎となる置換につい
て，正多面体の回転群を視点とする，幾何的な要素

を取り入れた学習を提案する。高校3年生を対象と

した樹:オとして3 数学 Cの単元「行列jの中で， 11 

次の正方行列の行列式を導き 3 さらには， 11次正方

行列の逆行列の導出までを意識して，置換を取り上

げた。

はじめに，行列の定義や演算に関する基本性質を学

習し行列の累乗に関する計算では，逆行列を用いず，

既習の事項や行列の性質を利用した。次に逆行列の

定義と性質を学習した後，以下の内容に取り組んだ。

A3.1.置換

有限集合MからMへの一対一写像(単射)をMの

置換(Permutation)としづ。有限集合 M={1， 2， 

"， n}の置換全体をS/1と表す。PES/1に対して，

i → Pi (i=1， 2， ・・・・・・，n)であるとき，

¥
1
1
1
1
1
i
lノ

巧，
a

，，

F

P

 

2
n
m
 

l

p

 

/
1
1
3
1
1
1
t
¥
 

一一
p
z
 

でで、表すと，8，

このPを1刀7次の置換とし1づう。

次に，Snの中で2つの置換P，Qに対して積を導

入する。

¥
l
i
l
l
-
zノ

M
M
l
 

フ

2

仇

1

1

G

A

 

/
f
i
l
i
-
-
1
¥
 

一一Q
 
;)=((l f ::::::f) 

に対してー十日一一→r と，P， 0を!頃に続rl υf 一

けてほどこして得られる置換をPQで表し，PとQ

の積(Product)とし¥う。

これから，霞換の積についても 3 行列の積と向様

に一般的には交換法員Ijは成り立たないことを石底忍

した。

つλ
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「
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積榊次圃
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上の圏のように交換慨が成り立たない群

を対科書学と呼び，n次の対科書学をぷ7で表す。交換

法員iJが成り立つ場合をp 交代群と呼び，n次の交代

群をんで表す。

A3.2.互換

Snの元で特に2つの文字の入れ替え，例えば文字

iとjの入れ替えで，他の文字はすべて変わらないと

き置換を互換(Transposition)とし¥い， (i， j)で表す。

(1 2 ・・・ j ... n i 
(i， j) = (j， i) = I管内 i 

¥1 L ... } ・・・ 1 ・・・ 11) 
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P，>Pkとなる文字の組があるとき 3 これをPのlつ

の転位(Inversion)とし寸。車足立の{回数が偶数{障のと

き，偶震換(EvenPermutation)とし¥い，転位の{菌数

が奇数のとき奇童換(OddPermutation)とし寸。そ

して，偶置換か奇霞換かによって，P の符号

(Signum)を以下のように定める。また，Snの元で特

に M の元をそれ自身に写す置換

(1 2 ・・ ・ n¥ ..)- .~= 1=11 L .•..•• 111 を恒等置換(Identity
l1 2 ・・・・・・ n J 

Permutation)とし1う。恒等置換Iは偶量換と定める。
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Pが偶置換

Pが奇置換

互換と符号については次のような{問題}で確認

をおこなった。

{問題]S3のすべての元を求め，各元について符号

を確認せよ。

(解) S3のすべて元の個数は3!=6 (個)

()(2出2 ~}(2 榊 3)，(1 2) 
1 2 3 f¥ 2 3 1} 

各元についての符号は次の2通りになる0

4;;)吋;::)叫;:;)21
sgn(2 3) = sgn(l 3) = sgn(l 2) =-1 • 

A3.3.正三角形の各頂点の対応

正三角形の各頂点に番号を振り，また，三角形の

重心を0とする。点。の点対事Fを次のように定める。

e :不変， σ:120
0 
回転， d:2400自転

また，線対材、を図の(1)(沿(3)に関するもの(鏡{鉛

をτいち3 巧とする。

図A3.1. 正三角形の回転軸と鏡像

これらの対称の作用からできる集合は，

H={e，び， J，τ1，T2， T:;} 
となり 3 群をなす。また，それぞれの元がこの)頃に
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が対1芯してくるむこのように2つの集合の構造が向

ーであることから，Hと品は間型(Isomol1)hisu0で
ある。

A3.4.正多面体群の向型

次に，正多面体に関する対応関係を探る上で必

要となる，回転軸と軸の総数については提示した。

正多面体群(PolyhedronGroup)とは，正多面体の

中心 Oのまわりの回転群のうち，正多面体をそれ

自身に移すすべての回転のつくる部分群をしづ。

正多面体の対午料油を次の 4種類に分け，それぞれ

の個数をPu>Ph，P.υんで表すことにするとp表A3.2.

のようにまとめることができる。

表A3.2. 正多面体群の回転軸と軸の総数

¥¥¥¥  Pα Pb pc Pd 軸の総数

正四面体 O O 4 3 7 

正八面体 3 4 O 6 13 

正二十面体 6 10 O 15 31 

(α)向かし、合った2つの頂点を結ぶ直線

(b)向かし、合った2つの面の中心を結ぶもの

(c)向かい合った 1つの頂点と 1つの面の中心を

結ぶ也線

(d)向かい合った2辺の中心を結ぶもの

つdro 



く関室>次の対応が向型であることを示せ。ただし，

んはn次の交代群，Snはn次の対す科学を表してい

る。

(1)正四百体若手三A4 (2)正八百体群三品

(3)正二十面{:本若手:三As

(解)

(1)正四面体若手

正四国体の各頂点に 1，2， 3， 4と番号を振り，

回転軸について，次の図のように考える。

2 4 

図A3.3. 正図面体の回転軸

はじめに，回転車rhP，ιは，次のように考えるo

jJc :向かい合った 1つの頂点と 1つの面の中心を

結ぶ直線をqIlUとする， 1200の侶転

頂点1とム234の中心を結ぶ直線を軸とする場合

( 1 2 3 4 i n A ̂ n  r=l~- (1 2 3 4 i 1200回転 I1 L. .J '-t 1， 2400回転 I1 L. .J '-t 1 
II 3 4 2) II 4 2 3J 

茂点2，3， 4を通る車111についても，同様に考える

と，以下の誼換が得られる。

辺 12と辺34の中心結ぶ線を軸とする場合

(1 2X3 4) 

辺 13と辺24の中心結ぶ線を軸とする場合

(1 3X2 4) 

辺 14と辺23の中心結ぶ線を軸とする場合

(1 4)(2 3) 

よって，恒等置換eを合わせて全 12個の置換が

得られる。これらの壁換はすべて偶置換であり，正

四面{相手は4次の交代群になってしt¥る。

各頂点の番号の振り方から，互いに鏡像である形

があり 3 また，一方を自分告身に重ねるときに生ず

るのは，偶置換のみである。また，回転軸 pcは，

正三角形を移すので，回転する三角形の演点の謹換

となる。回転軸 Pdは，対称、になっている各頂点の

置換になっている。これから，各回転軸から得られ

る置換のl持徴について，次のようなことが分かる。

丹江個を固定して他の 3個を巡回的に移すもの

Pd:2偲ずつに分けて3 それぞれを互換するもの量

(2)正八面イ材学

正八百体の各頂点に 1，2， 3， 4， 5， 6と番号を

振り，回転軸について，次の図のように考える。

Pt; 

4M 頂点2とム134の中心を結ぶ直線を軸とする場合

1200回転 (1 2 3 4 i， 2400回転 (1 2 3 4i 九

¥3 2 4 ]) ¥4 2 ] 3) 必

}頁点3とム124の中心を結ぶi亙線を軸とする場合

1200回転 (1 2 3 4 i， 2400回転 (1 2 3 4i 
¥2 4 3 11 ¥4 1 3 21 

頂点4とム123の中心を結ぶ直線を軸とする場合

(] 2 3 4 i r. ，̂ n r=1;;;- (1 2 3 4 i 1200回転 [I L. .J '-t 1， 2400回転[I L. .J '-t I 

¥2 3 1 41 ¥3 1 2 41 

次に回転軸 Pdは3 次のように考えるo

Pd:向かい合った2辺の中心を結ぶ線を軸とする，

1800 の回転

jg] A3. 4. 正八笛体の回転軸

はじめに回転軸んは，次のように考えるo

pc :向かい合った2つの頂点を結ぶ直線を軸とす

る， 900 の呂転
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頂点1と頭点6を結ぶ直線を軸とする場合

900回転 (1 2 3 4 5 6) = (2 3 4 5) 

1800 回転 (1 2 3 4 5 6)=(2 4)(3 5) 

(1 2 3 4 5 6¥ 2700 回転 1
1
L J '-t J V I = (2 5 4 3) 
II 5 2 3 4 6J 

頂点2と}頁点4，頂点3と頂点5を，ぞれぞれ，

結ぶ島線を斡とする場合も 同様に3個ずつ置換が

得られるので，回転車虫んからは計 91胞の置換が得
られる。

次に，回転軸 Pbは3 次のように考える。

Ph :向かい合った2つの匿の中心を結ぶ誼線を軸

とする， 1200 の回転

ム236とム451の中心を結ぶ酎舵軸とする場合

(1 2 3 4 5 6i 
1200回転ド ト(1 5 4)(2 6 3) 

l5 6 2 1 4 3J 

(1 2 3 4 5 6i 2400回転 ¥1 L J '-t J V ¥= (1 4 5)(2 3 6) 
l4 3 6 5 1 2J 

向かい合う正三角形の組は，上記以外に3組あり，

各組から 2個ずつの置換が得ーられるので，間転車由 Pb

からは計8偲の置換が得られる。

そして，回転車由 Pdは，次のように考えるo

Pd:向かい合った2辺の中心を結ぶ線を軸とする，

1800 の回転

辺25と辺34の中心結ぶ線を軸とする場合。6)(2 5)(3 4) 
向かい合う 2辺の組は，上記以外に5組あり，各

組について1個の置換が得られるので，回転軸んか

らは計6個の置換が得られる。

よってF 恒等置換eを合わせて全24個の置換が

得られる。これらの置換は12個の奇置換と 12偲の

イ再建換から構成されているので，正四国伺三若手は4次

の対号相手lこなっている。

ここで，回転軸 Paは，正方形を密転させるので，

回転する正方形の各頂点についての回転を考えれば

よい。回転軸 Phは，正三角形を回転させるので，

回転する正三角形の各頂点についての回転を考えれ

ばよい。回転車由 Pdは，対称になっている各頂点、の

震換になっている。これから，各自車議出から得られ

る置換の鞘数について，次のようなことが分かる。

Pa : 211留を固定して也の4他を巡回的に移すもの
Pb : 3個ずつに分けて，それぞれを互換するもの

Pd:2錨ずつに分けて2 それぞれを互換するもの量

(3)正二十語イ科学

正二十面体の各頂点lこ1"-'20までの番号を，次の

!惑のように振り 3 自転軸んを考える。

I
K
一5

p
i

富

A
胸

主 5 

図A3.5. 正二十菌体の自転車鹿Pa

Pc :向かし、合った 2つの頂点を結ぶ直線を軸とす

る， 720 の回転

頂点1と頂点12を結ぶ直線を軸とする場合

720回転

(1234567891011l21 

1 3 4 5 6 2 8 9 10 11 7 12 J 

1440 田転

2160 回転

= (2 5 3 6 4)(7 10 8 11 9) 

2880 自転

= (2 6 5 4 3)(7 11 10 9 8) 
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向かい合う 2つの頂点の組は，上記以外にら組あ

り，各組について4個の置換が得られるので，回転

判lPI1からは吾1-24個の置換が得られる。

次に，正二十面体の1つの面を基準にして展開し

た，次の図のような正多面体のグラフ表現を用いて，

回転軸 Phを考える。

12 

思A3.6. 正二十面体の泊転車虫Ph

jJh :向かい合った 2つの面の中心を結ぶ直線を軸

とする， 1200 の回転

ム123とム101112の中心を結ぶ直線を軸とする場
ム口一

= (1 2 3)(4 6 8)(5 7 9)(10 11 12) 

2400lEJi伝

ヱ (1 3 2)(4 8 6)(5 9 7)(10 12 11) 

向かい合う正三角形の組は，上記以外に9組あり 3

各組から2個ずつの建換が得られるので¥回転軸 Ph

からは計20fl自の器換が得られる。
そして，回転車出向は，次のように考える。

jJd:向かし1合った2辺の中心を結ぶ線を軸とする，

1800 の回転

辺 12と辺 1210の中心を結ぶ線を軸とする場合

=(1 2)(3 6)(4 8)(5 7)(9 11)(10 12) 

向かい合う 2辺の組は，上記以外に 14組あり 3

各組について 1f自の翠換が得られるので3回転軸 Pd
からは計15倍の置換が得られる。

よって，恒等置換eを合わせて全60倒の置換が

得られる。これらの置換はすべて偶置換であり 3 正

二十面{相手は5次の対初苦手になっている。

ここで，回転軸 Paは，正五角形を回転させるの

で，回転する正五角形の各頂点に関する回転を考え

ればよい。回転軸 Phは，正三角形を回転させるの

で¥回転する正三角形の各頂点に関する回転と P 正

六角形の各頂点に関する回転を考えればよい。回転

車出 pJは3 対称、になっている各頂点の置換になって

いる。これから，各回転軸から得られる置換の特徴

について，次のようなことが分かる。

Pa : 2個を固定して，残りの8個を4個ずつに分

けて，それぞれを巡回的に移すもの

Pb : 3個ずつに分けて，それぞれを互換するもの

PJ:2個ずつに分けて3 それぞれを互換するもの E

A3.5.正多茜体の双対関係
く課題>では， 3つの正多面体を取り上げ3 それ

ぞれについて向型となる群の個数を，回転軸を視点

として数え上げた。ここではy 正多面体の双対関係

を視点とするく熱題>の別解を示す。

A3. 5.1.双対正多面体
シュレーフリの記号を用いて正多面体を表す。シ

ュレーフリの記号では，正多角形の各面はすべて合

同な正p角形からなり，各頂点はすべて合同な正q

角錐からなることを，Pとqの組で (p， q)と表す。
正四面体 (3， 3) 

正六面体 (4， 3) 正八百体 (3，4) 

正十二面体 (5，3) 正二十面体 (3，5) 

一般に，(p， q)で表される正多面体の各面の中心

を結ぶと，Pとqを入れ替えた正多面体ができる。

これを双対正多面体(DualPolyhedrowと呼ぶ。

図A3.7. 正六百体と正八面体，正十二面体と
正二十直体の双対関様(ー松， 2∞2， p.15) 

p
h
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このように，正四面体は自分自身と双対であり，正

六面体と正八面体，正十二面体と正二十面体は，それ

ぞれ双対である。

A3ι.2 正八濫体群

正八語体は，双対関係にある正六活体で考える。正

六面体の 1つおきの頂点は正密面体をなし，正六面体

を動かして元の正六面体に重ねたとき，正図面体が元

に戻る場合と，ずれたf立置にくる場合がある。(1)のと
きと同様に，正図面体の各頂点に番号を振ると， JE図

面体が元に戻る場合は偶置換となり，ずれた位置にく

る場合は奇置換となる。

関A3.8.正六面体の一つおきの漠点で構成される

正四廼体を考える(ー松， 2∞2， p.15) 

ずれた位量にくる場合は，正四百体の各頂点 1，2， 

3， 4に双対する頂点を1'， 2'， 3'， 4'で表すと，番号

の順序が鏡像体となり，初めの正四面体の頂点 1，2， 

3，4がそれぞれil'J'A'A'に移ったとき，置換(il，

i2，ら，I4)を対応させればよい。

A3. 5. 3.正二十面体群

正二十面体群は5次の対税者学となり，その置換の偶

数は60儒になる。(角卒)のように，数え上げる方法もあ

るが， jijの塗り分けを用いる方法は有用である。

通常の塗り分けでは，隣り合う面を異なる色で塗り

分けるだけならば3色であれば済むが，次のような条

件を付して塗り分けをおこなう。

頂点を共有する面も異なる色で塗る

各頂点の周りの色のjI慎序がすべて異なるように塗

る

棺女十よーる頂点の周りは それぞれの頂点の真上か

ら見て逆の)1慎序になるようにし3 かつ，すべての

色の)1頃序が偶置換になるように塗る

l番自の条件より，塗り分けには5色必要になる。そ

こで¥塗り分けの色に番号0，1， 2， 3， 4を振り 3 次

の操作をおこなう。

操作 1 1演点の周りの 5面を，上から見て反時計

j寄りにll[員次， 0， 1， 2， 3， 4で塗る。

操作2 その次の 5部を， 5を法としてすぐ上の面

の色に2を加えた色で塗る。

操作3 次の5湿の色は，頂点のj高りの5色がすべ

て祁異なるので自動的に定まる。

操作4 残りの 500は，操作3で定めた色に閥妥す

る直jを，その色に 5を法として2を加えた

色で塗る。

図A3.9. 正二十蛮体の特殊な5色塗り分け

(一松， 2∞2， p.31) 

各頂点のj笥りの色の11J1.j:色Oのi蛮の位置を定めれば‘3

すべて色 0，1， 2， 3， 4の{民主2換になる白逆に， 60 

個の{周波換がすべて現れ， n~点とその周りの色 O の簡

をそこに移す変換は，一通りに定まる。したがって，

正二十苗体群はちょうど5次の交代群となる。

A3.6.生徒のレポート

生徒が提出したく課題>のレポートの中から，解答

に様々な工夫が見られたので¥その幾っかを紹介するO

A3. 6.1.テクノロジー・ツールの利用

(HT君のレポート)

工芸の授業で利用した， CGソフト rRhinocerosJ

を用いて，正多面体の回転を視覚化している。

函A3.10. rRhinocerosJを用いた考察

利用した rRhinocerosJは評価版で、あったことと，

「頭上だけで考えることに限界を感じたJため，正二

十語体については，実際に作成してく乱題>に取り組

んだ。
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r .A， 

図A3.11.正二十菌体の考察

最後に，正六面体と〕五十二面体についても，回転軸

ぺJi置換について考察をおこない，正多面体の双対関係
を見い出している。

表A3.12. 正多面体群の考察結果

A3. 6. 2.双対関係の視覚北(NT君のレポート)

正二十面体が正八面体の内fnlJに存在することを利

用し(1&1A3. 7. も参J~札 2 つの正多面体を作成してく課

題〉に取り組んでいる。

図A3.13.正八醤体と正二十面体の関係

正二十面体の各面を2色に塗り分け，また，正八百

体の各面に「窓jをっくり，正八面体と正十二面体の

接し方を視覚化できるように工夫している。

三ち

図A3.14.正二十面体の考察

正二十面体のすべての面が正八百体に接するのは 5

通りあり，正八面体の各面について 2色接している。

つまり，正八面体の寵換の個数は S4= 24({圏)なので，

S4 x 5 -;-2 = 60 (個)

となり，正二十面体の置換の偶数が求められる。

A3.7.中学校用の教材化へ向けて

く課題>では，正多面体の双対関係、を意識して，正

六面体と正十二面体については，自転車由に関する資料

は掲載しなかったO表A3.12.の生徒HTの考察にある

ように， 5つの正多面体すべてに対して回転職や置換

についてまとめてみることで，双対関係に気づくこと

が期待される。

正多面体については，オイラーの定理が有名である

が，正多面体の各頂点を，回転軸の取り方によって，

呂転させ対応させることで置換のアイデアと結びつけ

ることは，中学校の空間図形の内容として取り上げる

ことも可能であると考える。

。。
「「
υ
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an1. 2元1次方程式とその応用

関連分野:角科汗分野

高等数学:関数，解析幾何

対象学年:中学2年生

関連単元 1次関数、座標

教材名 :2元1次方程式とその応用

<<2元1次方程式とその応用》
1次方程式， 1次不等式， 1 次I~~数の学習に引き続

き， 2元 1次方程式に関わる事項 (2直線の交点の偶

数，方程式の整数j拝，不等式と領域、分点と三角形の

重心・垂心・外心など)を扱う.

an1.1‘ 2元1次連立方程式の解の個数

(1) ax十by十c=O(a，b，cは定)は次の|玄i形を表す.

b-:;tOのとき、直線y C

一b
X
 

G

一b

a -:;t O ， b=O のとき、議;線x=-~
G 

a=Oラb=Oラc=Oのとき、平面全体

α=0ラb=Oぅc:;t:Oのとき、表す図形はない

(2)似十by十c=O・・・①，px+qy+r=0・・・②で、

。2十b2学O
ラ
P2+q210のとき、①，②がいずれも

立線を表す.このとき、この2直線の交点の偶数が

o 1~ ， 11圏、無数となる条件は、次の通りである.

E週

(伽0717)出 (b= O，q:;t: 0) 

。aq:;t:bp
(<:::>a:p吋 :q)

国

Q
J
 

に
U



(mは整数)
n
，b 
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l
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x

y

 

f
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t
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2
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ちわpι山
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吋
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(3)2007x十971y= 1の整純平

互除法より

2007 = 971・2十65

<=> aq = bpラ(br学cqまたはα日 ψ)

(。α:p=b:小(b:q学じ:rまたはα:p*じ:r)) 

国
971 = 65・14+61

65 = 61+4 

61 = 4・15+ 1 

1 = 61十4・(-15) 

ェ61+ (65 -61)(-15) = 65・(-15)+ 61・16

これより、

=65・(-15)+ (971-65.14)・16

=971.16十65・(-239) 

=971・16+ (2007 -971.2). (-239) 

=2007・(-239)+971・494

※1 。αq=bpラbr= cq，αr=ψ 
※2 

注:※I=Pで， ~~ 3の式は省111各不可(例b=q=O)。従
って、。を含む数の比で、連比は用いてはいけない。

なお、比については次のように定義した。

(∞α:p=b:qラb:q=c:r，a:p=c:r)

Gのbを基準にした倍率三を
b 

a，bの (bを基準にした)比の髄としづ。比α:bは比

の髄について考えることを宣言する記号と考えられる。

C :d ofl=三
b d 

(nは整数)n
-
n
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2
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4
 
4μ たし自然数a，bに対して、

ヲ~ax+by= cの整数解

。ラbが互いに素のときは無数の整数解があり、

αラb，c，dが自然数のとき、。:b

であるが、 O及び負の数への拡張を考えて、

l比例式の定調 。:b = c : d <=> ad = bc 
とする。

αラbの最大土浦守数がd(*1)のときは、

Cがdの倍数のときに限り無数の整数解がある。

(それ以外のときは整委文解はない。)

an1.2. 2元1次方程式の整数解

の整数解
(nは整数)

(1)5x+3y=]の整紡拝

2式を辺々加えて、 2x+3z=16
(2) 12x+ 7y口 6の整制草

(nは整委幻n

n
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このとき、第 1式より、

12x+ 7y = 1の解を考えて， 12・3+7・(-5)= 1 

y=7-x-z=n 

n
U
 

F
O
 

12・18+7・(-30)=1

(ηは整数)

6ftきして、

n
 

ぺ/-

刀
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+
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〆
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てつ従 (η は整数)

動の儲まy
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2式を辺々加えて、 2x+z = 10ラz= 10-2x 

このとき、第 l式より、

y = 12-x-2(10-2x) = 3x-8 

x，yヲZはし1ずれもO以上の整数であるから、

(x，y，z) (3，1，4)，(4人 2)

an1.3.不等式と領域

次の不等式を満たす点(x，y)が表す図形を図示せよ。

(1) yミ;;2 x + 1 (2) x + 2 y -3 ;;三O

(3) 2x -3 y -4 > 0 (4) 2x + 3註O

(5) yミax+b ただし、直線y=α'X+bは、

臨 y=トこ垂直で昨同るo

(6) cx + dy + 1 < 0 ただし、i亙線cx+砂+1=0 

は、直線y=-2xに平行で、(lヲ-1)を通る。

(解答路)

an1.4.内分外分

(1) A( 4)ラB(6)に対してAP:PB =3:1となる点は、

11 
P( -2-)' P(7) 

一般に、数也線上で、 2点A，Bに対して、
AP:PB=m:n (m>Oラn>O，m*n)

となる点Pは2つある。このうち線分AB上にあるも
のを f線分ABをm:nに内分する点よ線分ABの延
長上にあるものを『線分ABをm:nに外分する点J
とし1う。

(2) A(α)， B(b)に対して、

AP:PB=m:n (m>O，71>Oラm* n)となる

点は、 a，b，m，nの大小に関わらず、内分点が

、外分点がである。
Dm. αη-

m十 η m-n

このことから、『線分ABをm:71'こ外分するJこ

とを、『練分ABをm:-η(または-m:11)に分

ける』ともし、う O

(3)座標平面で、 A(4ラ6)ラB(6，0)のとき、線分ABを

1 : 3 ~こ内分する点D と、 1:3に外分する点Eは、

9 9 
l)(~，~)，lS(3 ， 9) 
2 2 

(4)三角形の議心

ムABCで、A(αl'a2)、B(bpbz)、C(αl'問)と

し、辺ABのrllA去をM とすると、 1=1コ線 1'-¥JV[を
2 : 1 ~こ内分する点Gの}6fZ擦は

(山C1 刊十川
3 3 

上の式はαラbぅCについて対称的であり、 B、C

からの中線をそれぞれ2: 1に内分する点はい

ずれも Gに一致する。

(5)三角形の外心垂心

ムOABで最大の角をぷAとすると、 ζ0，LBは
ともに鋭角であるから、 Oを原点とし、 3をX軸

の正の部分に、 Aを第1象限にとり、 A(a1ラa2)、

Bゅう0)(0 < a1 < b， 0 < a Jとする。
回
線分OAの垂直2等分線は、傾き a1で

α2 

点(~ ， a:)を通る直線だから、
2 -2 

α1α a， α勺 G， G，2 G々
y=一ームX十一」ー・ーム十ーニー=一ームx+ーよー十_L。 a

2
2 2 O

2 
2α2  

これと線分OBの垂直2等分線(直線xユ)の
2 

(b a， b a，2 内 1
交点 C は、 CI 一、一ームー+ーι+~I

'-2 -a2 2 2a2 2) 

- 61 -



(b -a，b十仏2十a.，2i 
すなわち、 CI一角 i 1 LI 

~ 2' 2a2 ) 

また、線分ABの垂霞2等分線は、傾きと丘で点。
2 

(生土立ラ ~2) を通る臨線だから、
2 -2 

b-a， b-仏仏 +b 仏
y=一一ームx一一一一-2...・--一一十一ι
。2 a2 2 2 

この式で、 x=互のとき、
2 

b-a， b b2 -a，2 仏-a，b+仏2+仏 2
y=一一ーム・一一 且十一ム口 ム

。2 2 2α2 2 2a2 

よって、 3つの辺の垂直二等分線は、

L _(  b ・・・・・-a，b十仏 2 仏 2i 
一点CI-=-，-=.! l LIで交わる。

~ 2 . 2a
2 

) 

臨
Oを通り ABに垂直な直議長はy=と ZLX

α2 

これとAを通り OBに垂直な直線(直線x=GI)

の交正~(H は、

五ra1ラb-a)xa] )、すなわち、中lyjb-a
I

2

)

¥. a2 ) ¥. a2 ) 

また、 Bを通り OAに垂誌な直線は、

y:-fLx+fL・b すなわち
αっ a?

α a，b 
y=一一ιx十一ι
a
2 
a
2 

これは上の点目を通る。

よって、}頁点を通り各辺に垂直な直線は

-十lG17~) で交わる
(6)三角形の重心外心垂心の性質

(5)とi司祭に、ムOABで、 A(apα2)、B(b，O)

(0 <引くb，O<α2)とおくと、外心C、垂心証は

( b ー乱b+a， 2+a~2ì ( a，b-a，2i 
CI一、 i 1~I 、 HI 仏、 1-

~ 2 2aっ ι aヲ j

また、重心は(剖より、 G(丘土12L)
3 -3 

2点 C，G のx)宝擦の差をCGx、y座標の差を

CGy とすると、

一-./' Ql +b b 2(αI +b)-3b 勾，-bCGx =.::l一一一一-，-"1 . -/一」一-
3 2 6 6 

内/し

h-
P

む

一一一 ρー -a，b+仏2+αj
CGv= ーと_-=:.!~ '~J ~.2 

〆 3 2α2 

一2α2J2一3(一αa]b+α1f2+αJ

6α2 

3GIb-3G12-G22 

6a2 

2点 G，H のx座標の差をGHx、y座標の差を

GHy とすると、

rru a1 +b 3a1一(aJ+b) 2a1-b GHx =a，一一一一一一一一
3 3 3 

5万1ノ a1b-α1__a2 3(ψ-a1
2)_a/ 

a2 3 3α2 

301b-3012-G22 

3a2 

したがって、

CGx : GHxニ CGy : GH y = 1 : 2 ----① 

よって、産線CG、直線GHの傾きが等しく、
3点C、G、Hは一直線上にある。

また、①より、重心Gは、外心Cと垂心Hを結

ぶ線分CHを、 1: 2に内分する点である。

以上



An1. 2次関数

関連分野:角特斤分野，幾何分野

高等数学:角執行学

対象学年:高校l年生

関連単元:r2次関数J(数学 1) 

「し 1ろいろな関数J(数学C)

教材名:r放物線は2次関数であるJ

《大学での学びへつながる高校での学び》

中学校では2乗に比例する関数を表す図形に関連し

て，放物線を学んでいる。高等学校で数学 1r 2次関
数j となるが，その表す図形が放物線になることは公

理的である。放物線の数学的な定義は数学crし1ろい
ろな曲線Jまで待つ必要がある。

一方，物理においては r2次曲線jを実生活での応

用を含んだ放物線として指導している。

このような数学科と理科との指導内容の前後は，今

はじまったことではないが SS 日における共通の詩

的を実現するために互いの協力は不可欠である。

そこで¥ 2次関数が表す図形が放物線になること，

あるいは，放物線が2次関数であることについての教

材例を取り上げた。

An1.1.平菌上における放物線の定麓

平面上における放物線の幾何学的定義は，以下のと

おりである。

定義:r放物線は，平面上の任意の点Pに対して 1つ
の定点Fと1つの定直線iについて pとFの距離と

Pと!とのE団住がそれぞ、れ等しいPの軌跡である。」
普通，$捌:が原点を通るように， また簡間各イとするよう

に，定点Fをy軸上lこ，定量L線lをx軸にIjZ行な亘線

として設定して考える。

点PをP(x，y)， F(O， f)， 1 :y=-fとすれ

ば，定義から，

p十 (y-f)2 = Y四十 f) (1. 1) 
河辺を2乗して整理すると

y = -C---;. X 
2 

4f 

を得る.

定点 Fを焦点(Focus)，定直線iを準線(directrix)

とし 1う。

An1.2.紙を折って放物線つくる

An1.1の平頂上の放物線を紙を折ってつくってみょ

っ。

B5半IJまたはA4半Ijの紙を用意する(横におく)

く手順>

y斡上に定点F(0， f)を設定し 3 長方形の紙を下

においたときの下辺を定蕊線fとするD

そのために。

①左右の頂点を重ねて紙を事rrって，y軸をつくる。

②下辺!と定i京Fを意識して，下辺が)lQIIEに垂直にな

るように紙を折って x事hをつくる臼

③そのときの折り臣の線がxqir11，下辺とyqilijが重なっ

たところがFになる。

定i量L線fはy=一/となる。

④Y qi出とヰ弓子なi童L線xニpを折る。

⑤fとx=pとの交点はT(p， -f)となる。
⑤TとFを重ねて折ったときの折り自の線とx=pの

交点がPになる。すなわち， PFニ PTとな

⑦繰り返し④，⑤，⑤の{乍業を行い，点Pをつくる。

訟ザへい

J417与し子 中

菌加工1揺り離に制するPF=Pτ
この紙折りでできた:tJTり宮の線は，いろいろなこと
を教えてくれる。

(1) x = pを衛星からの電磁波と考えれば，放物線(厳

密には放物面)にPあたってFにはね返ることがわか

るだろう。すなわち， BSアンテナの原理である。

同様にして，太陽プ繍くが放物面で反射すれば1点F

で集められる。すなわち，太陽熱を1点で集めること

ができる。オリンヒ。ックの聖火はこの方法でつくる。

ω点Fに光源をおく。その光源は放物面で反射し平
行に直進する。この原理が灯台やサーチライトなどの

イ土組みである。.

An1.3.放物線が2次関数であることの証明

斜め上方投げ上げ運動により，証明を行う。

(1)水平方向より O角で、初速度ν。で投げ上げる.ただ

つd
ハ
'O



し重力加速度をgとする.また，空気による抵抗は

考えない.

空気による抵抗以外何も力を受けないから

水平方向 九二Vocosθ 

垂直方向ち=vosmθ-gt 

2) xy肱様平面において，時刻iの物体の位置は次の

式で表される.

水平方[向 xニ Vocosθ. t ・・①

垂直方向 y=νosiιjgf2 ② 

①より/=ー」ーでであるから，②に代入すると
Vo cos tf 

x 
yニ Vosin θ一一一一--:-gl-一一一|

Vo cosθ2 ~\ν。 cosθj

sin f) gx2 
一一
cosθ-21Y02COS20 

すなわち，

J-slnq32ヲ
ノ一一一ート 内 ヘ (3.1) 
cosq 2vo.L cos

L q 

となり，斜め上方投げとげ運動で、得ュられる放物線;は，y

はxの2次関数であることが証明された。 • 2次関数のグラブが放物線とよばれる理由はここに

ある.

An1.4.この式を変形してI eの関数方程式とみる

主〈=WPJアエ 1+Mqだから，
cosσcos-q 

(3. 1)式は，

y-mq3v ?ーヲ一一一
cosq 2vO L COS

L q 

:加q3x由 ，...9 J (1十tan2q)3X2 
ノv..... "0 

よって

yご tanf)・x一一旦す(1+tan2f)).x2 (4.1) 
2vo-

考察l 関数yニtanf).x一一旦τ(1+tan2f)). x2 
2vo-

において，y=oとおくことで¥射程がわかる

tanf)・X一一旦マ(1+ tan2 f))・x2=0 
2ν。ム

x= 0 または
問、、
E

，ノ
一
G
A

GA
一
明
吋

L

n
一
司

;
沼
一
釦

4
1
e
-
4
2
t
 

q

4

-町
一
+

2

一。
一
qv

一一X
 

第2式を変形すると

x=~V02t釦q 2V02tanq3cos2 q 
一-
g{ 1 + tan 2 q ) 9 

2vo 2sinqcosq 

g 

ハ2・n2θx '0 ~..._~ (4.2) 
g 

臨

(4.2)を金持呈(水平到達E鴎世)とし¥う。

i考察2 射程の最大値は日刊ときである。

g， V。は定数だから， (4.2)が最大になるのは，

sin2θ=1のときである。すなわち， 2θ=900 ゆえに

θ= 450のとき 3 射程は最大となる。

聞

考察3

ハ
σ
一

今
/
“
目、1
・
-m

一g

ヲ

-

四ν同
一一X
 

(4.2)のグラフをカ瓦く。

極)宝標を用いて3 長さxが角。の関数のグラブをか

けば， θ=450のとき射程が最大になることが視覚的に

わかる。

i

摂

ji 
iad Cpb: 5"i!l1.  
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An.1.5. y= tanq3x-共τ(1十ぱq)3X2 を
LVO 

tanqの2次方程式とみる

(4.1)をf(x，y)= 0型に変形して整理する。

♀X2.tan2θ-2ν02x-taIlθ+2v02y+gx2=0 (5.1) 

と変形して， (4.1)式を， tanqの2次方程式とみる。

考察4 2次方程式

gx2.tado-21F02x-tan θ+2v02y+gx2=0 (5.1)の解

が意味するものを考察する。

水平方向より， e角で初速度ν。で投げ上げたときの
0である。このOが相主することとは， tanBが前回一

ること。

その条件は， tanBについての2次方程式(5.1) 

gx2 . tan2θ-2V02x・tanB十21F02y+SF2=O

の判別式より，

~=(や)2_ダ(引山

= X2(ν04-21yjymgγ) 

より， D>Oから，

V 内角
y <..:JL一一三マピ (5.2) 
2g 2vo.L 

は，斜め上方に投げ上げた物体の通過領域を表す。

鼠

考察5 ドーム型聖子球場の屋根はどうし、う形であれば

よし功、

仮定:強打者Fの打球が水平面と 45
0

の角をなして射

程距湾倣~ 140m飛んだ、とする。

その場合，打球の初速度I，ivo=山花1 (m/灯、ある。

それを，yニtanB.x一一旦τ(1十tadθ).x2に代入してp
2vo -

θをいろいろと変えて，グラフ化すると次のようにな

る。 i "4' Edit ViE'lo¥I Dt-.al.¥1 

藍漕...I/-:>1...1 L\I...I -Þ- I...F↓ :::]I~11 

60間l
t.an(S)x-1Ht2r〉〉2X2

4Jx 
日

_..J 

先ほどの条件ならば秒速 37m与 i時漣 13~1. 3 Kmであ

るが， (5.2) yく与 9
寸
X2より，

Lg 2vo“ 

y <70ームx2 (5. 3) 
280 • 

1およそ37m/sである。

- 65 -



An1.6.存在領域と包格線

kがすべての実数値をとって変わるとき，放物線

y=χ2 -4kx+ k2 

が通る点、の存在範囲を求めなさい。

{解答例}点p (x， y)がこの範囲にあるためには，

点Pを通る直線が存在すること，従ってkについての

2次方程式が-4xk+X2-yニOが実数解をもつこと

が必要で十分。よって

D/4ニ (-2X)2一(x2_ y)注O

ゆえに y三-3x2

k自由2 可V

す経望野 lftL 

k耳目0.5 、v

|何時 4/11 一 部!f2gt?6/11 世

k=l 
可V

金望&ヱL1よ

k盟-1.5 、v

包虫色主m

k=0.5 、，

111 

[参考文献等}

平成 14年7月 18日 東京ドームにおける読売ジャ

イアンツ対横浜ベイスターズ守主において，ジャイアン

ツの松井秀喜選手(当時)が打ったボールがドームの

屋根にかくれてしまったことや，平成2年6月613， 

近鉄バッフアローズ(当時)のブライアント選手が向球

場において中央スビーカーに打球を当てたことを題材

にした。

なお，第57@]関東都県算数・数学教育研究村ヨ奈川大会

(14. 11. 20)において発表した内容に加筆したものである。

円。
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U
 



g2.チェパ“メネラウスの定理

関連分野:幾何分野

高等数学:平面幾何

対象学年:中学2年生

関連単元:r相似な図形J(中学3年)
「平面図形J(数学A)

教材名:rチェバ・メネラウスの定理」

《チェパ‘メネラウスの定理の活用》

中学校の幾何は、作図から始まり、三角形・四角形・

円などの性質を学習し、中点連結定理や三平方の定理

へと幾何の定理を学習する。それらは学習の内容に関

連性を見つけられないままに進度が組み込まれており、

興味を持ちながらもいまひとつ盛りょがらない樹貯と

なっている。そこで、似た定理でありながらも、発表

が 1500年以上も異なるということでも生徒に興味を

持って取り組めるチェノミ(Ceva1647'"'-'1734イタリア)・メ

ネラウス仏I'lenelaus98頃キοYンャ)の定濯を用い、それ
までに学習した内容の応用、または、他の分野との関

連へと活用してみたい。

g2.1.チェパの定理

ムABCの頂点A，B， Cと、この三角形の辺上にも

その延長上にもない点Oを結ぶ各直線が、対辺または

その延長とそれぞれ点P，Q， Rで交わるとき、次の
等式が成り立つ。

BP一CQ一AR
一 v 一 v 一
PC QA RB 

日

八

p C 

チェパの定理は、面積比と線分比の関係の応用問題

として、導入しやすい。

{問題1]ムABCの内部に 1点Oがある。 i亙線AO，
BO，COが辺BC，CA，ABと交わる点をそれぞれp，

Q， Rとする。

BP CQ AR 
このとき、一一×一一×ーーの値を求めなさい。

PC QA RB 

(角。 BP: PC=ムAOB:ムAOC

BP ムAOB
より 一一=
PC ムAOC

同様に考えて

BP CO AR ムAOB ムBOC ムCOA
一一×ーニ×ーーヱ x----x-----=1・
PC OA RB ムAOC ムBOA ムCOB

g2.2.チェパの定理の逆
ムABCの辺BC，CA， AB上に、それぞれ3点P，

Q， Rがあり、この 3点のうち、 111屈または3個が辺
上の点であるとする。このとき

BP CO AR 唱

一一一x-ーニ×…-=1
PC OA RB 

が成り立つならば、 3直線AP，BQ， CRはl点で交

わるカ￥平行になるD

このチェバの定理の逆は、外心以外の三角形の五心

が1点で交わることの証明に活沼できる。

①重心の証明(三角形の3つの中線は1点で交わる)

(仮泊 AR:間二回 :PCご CQ:QA= 1 : 1 

(証明)仮定より

BP CQ . AR 
-一×一一×一一斗x1x1斗
PC QA RB 

チェパの定理の逆よりムABC

の3つの中線は 1点で、交わる。 13

(Q.E.D.) 

A 

②内心の証明(3つの内角の二等分線は1点で交わる)

(仮iE) LBAP二 ζCAP，ζABQ=どCBQ

どこBCR=LACR 
(証明) 角の二等分線、定理より

AB : AC = BP : PC 

BP AB 
だから 一一=一一
PC AC 

同様に

BC: CA=CQ: QA 

CA: CB=AR: RB から

B 

BP.. CQ..AR AB ・ BC CA 
一、<-_y一一首--.一-
PC QA RB AC BA AB 

A 

P 

チェバの定理の逆よりムABCの 3つの内角の二

等分線は1点で交わる。 (Q.E.D.>

③垂心の証明(各頂点から対辺へ下ろした3つの動線

は1点で交わる)

(仮泊 AD~BC， BE上CA，CF~AB 

(証明) ムABEとムACF

において

どBAE=LCAF(共通)
ぷAEB=どこAFC= 90

0 

(仮定)

2角相等より

ムABE∞ムACF
B 

A 

D 

C 

C 

C 
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¥AE : AF=AB : AC 

AF AC 
一一一一
AE AB 

BD AB CE BC 
i可様に一一=一一 一一二一ー から
BF CB' CD AC 

BD CE AF BD AF CE 
-一一一×一一一×一一一一=一一一一×一一一×一一一-
DC EA FB BF AE CD 

AB AC BC _ 
=一一一×一一一×一一一一 =1
CB AB AC 

チェバの定理の逆よりムABCの各頂点から下ろ

した3つの垂線は1点で、交わる (Q.E.D.)

なお、三角比を利用すると、

BD CE AF 
-一一×一一一×一一-
DC EA FB 
ABcosB BCcosC ACcosA _ 
=コ X X 1 
ACcosC ABcosA BCcosB 

④傍心の証明(2つの外角の二等分線と残りの内角の

二等分線は 1点で、交わる)

(仮i1:) LCAD二どBAD，どとFBE=LCBE 

どとECFこ どこBCF

A 

(証明) どAの角の二等分線定理より
AB :AC二 BD:DC 

どこB，LこCの外角のこ等分線定理より

BC :BA二 CE:EA 

CA: CBご AF:FB 

BD CE AF AB BC CA _ 
-一一一×一一一×一一一一=一一一×一一一一×一一一 =1
DC EA FB AC BA CB 
チェパの定理の逆よりムABCの 2つの外角の二

等分線と残りの内角の二等分線は 1点で交わる。

(Q.E.D.) 

g2.3.チェパの定理の用いた問題

問題2]ムABCの内接円の辺BC，CA，必に接す

る点をP，Q， Rとすると、 AP，BQ， CR はl点で交

わることを示しなさい。

A 

翠 C 

(角卒) 円の接線の性質より

AQ=AR， BP二 BR，CP二 CQ だから

BP . . CQ . . AR BR . . CQ . AR 1 __x__xー __x__v__ 
PC QA RB CQ AR BR 

チェパの定理の逆より、 3直線は1点で交わる。 E

{問題3]ムABC内の 1点をOとし、 AO，BO， CO 

が対辺BC，CA， ABと交わる点をそれぞれD，E， F 

とする。 畠線EFが辺BCの延長と交わる点をGと

するとき、 4点B，C， D， Gにおいて、
BD:DC=BG:GC が成り立つことを示しなさい。

，A 

堕i i主 g

(戸j斡 ムABCにチェパの定理を用いて

BD CE AF 
--X一一×一一=1 ... ① 
DC EA FB 

も・略ゐ.

6 

ムABCと直線 FEGにメネラウスの定理を用いて

BG CE AF 
一一×一一×一一=1 …一②
GC EA FB 

BD BG 
①，②より 一一

DC GC 
よって、 BD:DCコBG:GC 瞳

一直線上に4点B，C， D， Gがあり、

BD:DC=BG:GCがなりたつとき、この4点のこ

とを調和点列という。

ちなみに、 1つの角の内角と外角の二等分線が対辺

またはその延長と交わる点は、調和点列となる。

{問題4]一本の定規だけを使って、正方形の辺の

中点を作図しなさい。ただし、定規は直線を引くだ

けに使用する。

(解) 図のみ (2通り)

信

uたけしのコマネチ大学数学科J2006.12.21放送内
容から)
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92.4.メネラウスの定理

ムABCの辺BC，CA， ABまたはその延長が、三角

形の頂点を通らない蕊線m とそれぞれ点P，Q， Rで

交わるとき、次の等式が成り立つ。

B 

BP CO AR . 
一一一×ーーニ×一一=1
PC QA RB 

メネラウスの定理の導入として、』平行線と線、分比の

応用として提示することができる。

2組の断泉a，bとC，dの関係につし¥て

① 2組平行(a/ / b， C / / d)のとき

AB=DC， AD=BC 

② 1組平行(a// b)のとき

EA : AB = ED : DC 

EA ED 
件一一一=一一一
AB DC 

③ どちらも平行でないとき、

b 

どのような関{系があるでしょうか?

92.5.メネラウスの定理の逆

D 

ムABCの辺BC，CA， ABまたはその延長上に、そ

れぞ、れ点P，Q， Rがあり、この 3点のうち、 1{固ま

たは3偲が辺の延長上の点であるとする。このとき

BP.. CQ" AR 1 
ーヨ<-_.一-
PC QA RB 

が成り立つならば、 3点P，Q， R は一言L掠J二にあるO

A 

8 c p¥， 

この定理の逆は3点が 1j査線上にあることの証明に

よく用いられるD

92.6.メネラウスの定濯を用いた問題

問題5]ある樹涼がムABCの辺 BC，CA，泊ま

たはその延長とそれぞれP，Q，Rで、交わり、線分AP，
BQ， CRの9刊誌をそれぞれL，M， Nとする。このと
き、 3点L，M， Nは一直線上にあることを示しなさ

A 

n 仁三〉
C l' 

(免卒) BC， CE， EBの中点をそれぞれP，Q， Rとす

る。 CB，CA， CEの中点がP，L， Qだから、

中点連結定理より AB= 2LP， EA= 2LQ 
...① 

同様にして DE=2MR，CD=2PM......② 

FC二 2NQ，BF = 2RN.一一③

ムEBCと包線 ADFにメネラウスの定理を用いて

BF CD EA 
-一×一一×一一=1 に①~③を代入
FC DE AB 
2RN 2PM 2LQ 唯

一 一、
2NQ 2MR 2LP 

RN QL PM  1 
ーョ，ー普

NQ LP MR 

よって、メネラウスの定理の逆により、 3点L，M， 
Nは-1亙線上にある。 置

どの2本も互いに交わり、どの3本も共通の交点を

もたない、相異なる 4木のi亙線にとって決定される図
形を完全四辺形とし寸。この問題のなかで、4直線AB，

BC， CA， PQを完全田辺形の辺、 A，B， C， P， Q， 

Rを頂点、 3つの線分AP，BQ， CRを対角線とし1う。

L， M， N を含む直線を完全四辺形のニュートン線と

し、う。

- 69 -



{問題6]2つの三角形ABC，A宮C'があって、 3直 {問題}次の図において、次の比を求めなさい。

線AN.， BB'， CGが1点Oで交わるならば、直線BC AF : FB = 2 : 3 
とB'Gの交点Pと、直線CAとGT:.の交点Qと、亘 BD :DC二 2: 1のとき BG:GE 
線ABとT:.B'の交点Rは-1直線上にあることを示しな
さし、。

O 

A 

P 

的卒) ムOBCと直線B'GP，ムOACと藍線T:.C'Q，
ムOABとi車:線A官Rにそれぞれメネラウスの定理
を照し¥て

BP OC' OB' 唱 QC一C'O一A'A
一←菖一ヨ望虚一 • 一十皐一 B嵐‘一

PC C哲'0 BB' AO CC' OA' 
AR BB' OA' _ 
一一一一×一一一一×一一一 =1
RB B'O A'A 

BP CQ AR 
これらの辺々を掛けて一一×一一一×一一=1

PC QA RB 

よって、メネラウスの定理の逆により 3点P，Q， 

Rは一直j線上にある。 掴

三角形ABCとT:.B'C'の対応する頂点を結ぶ直線AN.，
BB'， CGがj司じ1点Oを通るとする。辺ABとT:.B'，
BCとB'G，CAとC'T:.のそれぞれの交点L，M， N 
が有在すれば、それらの交点は 1直線上にある。

これは、デ、サノレグ(Desar思les1593'"'-'1662 77ンス)の
定理といい、美術の透視図法の理論に用いられる定理

である。とくに、この技法を用いて活躍した人物にレ

オナノレド・ダ・グインチがいる。

92.7.他の分野との関連

チェパ・メネラウスの定理で線分比を求めさせる問

題がよく出題されるが、ここで、モビールを用いて、バ

ランスの問題と関連させて説明すると、数値の意味を

また、別の視点で君子主卒することができる。

92.8.教材化へ向けて

チェパ、メネラウス、ニュートン、デ、サルグ、オイ

ラ一、シムソン、 トレミ一、 9点円など、平面幾何に

は名前の付いた生徒が興味を持って取り組めそうな定

理・性質がたくさんある。これらを体系づけ、また、

円や立体に絡めることで、射影幾何学などにもつなげ

ていきたい。

【参考文献】

1. 山崎昇 (2000)i射影幾何学J~みえる数学の世界
2 Jl， pp443-453大竹出版。
2. 林恵、津雄 (1994)~基礎から学べる平面幾何』旺文

守主
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g3-1.立方体の切断

関連分野:幾何分野

高等数学:射影幾何

対象学年:中学3年生

関連単元:空間図形、空間ベクトノレ

教材名:立方体の切断

《立方体の切断》

空間図形をイメージすることは難しい。立方体の切

断面を見取り留に作図することを通して、空間図形に

親しみ、空間をイメージできるようにする。

g3-1.1.空間図形の基本

(1)異なる 2毘線の位置関係

交わるor平行orねじれの佼置

交わる 2藍線及び平行な2直線は、それぞれ、同一

平面上にある。

また、 2i直線ni，nがねじれの位置にある場合、平

行移動して交点を持つようにしたときに作る角を、も

との2留泉の作る角とし、う。

底線m

(2)直線と平面の位置関係

一点で交わるor平行

or同一平面上(車線が平面上にある)

平面πと酎恥が一点で、交わる耽合で、重L線mが平

面πj二の2本の直線と垂直であるとき、重L線mは平面

πJ二の全ての註線と垂直となる。このようなとき、平
面πとi宣線mは霊ー直で、あるとしづ。

i直線m

また、底線と平面の交点をAとし、也線上に}気P、
平面上に点Qをとり ζPAQを考えると、どこPAQが

最小になるのは、留のように、 Pから平面πに号|し1た
垂線が直線QAと交わるときである。このときの

どPAQを平面と誌線の作る角とし、う。

(3)異なる 2平面の位盟関係

平行or交わる

平行な2平面にもう 1つの平面が交わってで、きる 2

本のあ線は、平行である。

交わる2半面は交線を車dJとして回転すると重なる。
それぞ、れの平面上にある畠線で、あ線に垂直なものが

作る角を、 2平面の作る角としづo (2通りできるが、通
常は90。以下の方をしづ。)

(4)平面の決定条件

次の点及び直線で、それぞれ一つの平面が決まる。

・一直線上にない3点

. 1つの車線とその直線上にない1点

.交わる2直線

"平行な2直線

(5)三垂線の定理

平面π上にi直線m、平面π上にない点Pがある。

Pから平面引こヲ折、た茸殺をPH、Hから直線m に引

いた垂線をHMとすると、面PHMはi宣線m に垂直

となるので、 PM上直線m である。

門

i



P 

g3-1.2.立方体の切断

立方体の面上に3，t去をとり、それらを通る平面によ

る切り口を作i還する。様々な作図法を考えることが出

来るが、 ~ilZffな 2 直線はi司一平面上にあり、同一平面

上の2直線は平行か1点で交わる』ことが基本である。

問.次の3点を通る平面での立方体ABCD-EFGHの切

り口を作i玄卜せよ。

(1) 

D 

B C 

記 H 

F 

(2) 

B 

日

D 

d〆

r 
，〆

F 

(3) D 

B 

E 1- 一一一一IH
//-

/ 
F 

(4) A D 

3 C 

E H 

/ 
// 
F一一一一

(5) A D 

B C Q 

R. 

• 

/~I ~五
/Pゐ
//// レ/' Pは面BFGC
F G Qは面CGHD上

Rは面ABCD上
(6) 

A D 

B 

R • 

C 

Q • 

B
 -P

 上

上

上

1
J
n
u
n
u
 

ω
自

在

m
m
α
E
 

H

面
十
四
面

は

は

は

P
Q
D
A
 

/ 

F 

可
凡
}

ヴ
gz

・



解答例)

太い実線・点線が切り口である。なお、昨~では平

行線を引くことが出来るとして良いが、以下の解答例

では、辺の平行線以外の平行線をできるだけ用いずに

示した。

(1) ~卒答略)

(2)①は蕊線PRと面ABFEの交点

B 

① 

(3) ①は怠糠PQと面ABCDの交点

(4) ①は直線PQと笛ABCDの交点

(5) ①は割線PQと面ABCDの交点

A 

IR 

H 

Pはi官BFGC上

Qは函CGHD上
Rは面ABCD上

(6) ①は直線QRと函BFGCの交点

F 

① 

B C 

P R 

① 

E I ~ Q IH 

//  
F一一一

解)切断面は、 PQ=QR=RP二4-12の正三角形。

局の長さは、 12-12， 

面積は、 !.4-12.2J6=8fj 
2 

つ
υ
門
，

t



(2) Qは辺CGの中点、PはFG，RはAD上にあり、FPニDR=2 解)切断面は図のような平行沼辺形ASTU

A i--D A 4 4D  

B C 

解)切断面は図のような六角形PQSRTU

B 

ロム

PU=2-J2 ，PQニ2J13だから、

j苛の長さは4-J2+8J13 

また、右|認で、

TQニ8-J2，HQ二3-J2
SH=s4より

i面積は 20Jiヲ

R S 

T 

(3) Pは面BFGC上、 Qは蔚CGHD上、
Rは面i¥EHD上の点。また、面上の線は立方体
の辺に耳弓子で、数値はそれぞれの長さ。

D 

R
 

..... ‘
 
.
.
 

1
sよ
日

一A
斗・
a

B C 

H 

4 

AU=2Jiヲ，ASコ415より
局の長さは410+815 ι 
また、 SU=2J33

sx= 30 .UXゴ空』り
Jヲ ， ~L~ 10 0'- ./ 

面積は、 16.J21
T 

X 

Q 
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§3-2.反転法

関連分野:幾何分野

高等数学:幾何学

対象学年:中学3年生

関連単元:r方べきの定理j
題材名:r反転法J

《大学での学びへつながる中学での学び》

中学校で学ぶ図形(幾{可)分野の内容は，学習指導

要領の改訂により薄くなっているように感じる。生徒

自ら思形を論理的に捉え 正しく使ってし¥く態度を醸

成するためには，よりよし\~掛;;tを用意する必要がある

だろう。

幾何で指導する円と直線は，和算では非常に多く取

り上げられた図形であるが 図形の接触関係からどタ

ゴラスの定理や方べきの定理を応用する範国に限られ

ている。そもそもその範囲を超えると問題が急激に複

雑になったり，難しくなるからである。しかし，これ

らの課題に対しても「円による反転J(以降反転j

という)を用いると，簡単に問題が解ける場合がある。

反転を利用すると和算2などに見られる多用がらみの

問題に対しても，有効な解法となる場合が少なくない。

ここでは，方べきの定理に関連して反転j去を取り上

げて，その利用例について解説する。

g3-2.1.反転の定義

反転を次のように定義する。

点Pを直線、TP上で点Tに関してPと!奇じ但IJの

TP'TP'ニニk2

を満たす点P'に移すことを3 点PのTを中心とする半

径kの円による反転という。また，その円を反転円と
し、う。

図g3-2.1.反転円T(k)

反転には，次のような性質がある。ここでは，反転円

の中心をT，半径をkとする。

2江戸時代末期のころ，法導寺善による算変法も反転

法の一つである。

g3-2.2.反転の性質

I .反転円T(k)の馬上の点Pの反転は点Pそれ自身
である。(自明)

II.反転円の中心Tを通る直線の反転は，それ自身で

ある。(自明)

lli.点Tを通らない直線はTを通る円に反転される。

IV.点Tを通る内はTを通らない直線に反転される。

V. Tを通らない円はTを通らない円に反転されるo

VI.反転丹にi亙交する円は，それ自身に反転される。

四.反転丹の中心Tで接する円は，平行な直線に反転

される。逆も成り立つO

1嘘.交わらない2つの円は，反転の中心を適当にとれ

ば， 2つの向心円に反転される。

IX. P， Qの反[1去を p'，Q'とすると，

1_1 刊 PQ
P'Q'ニY一一一一
Tp.TQ 

X. 円O(r)がF9O'(r')にlX~忘されるとき Tから円

O'(r')に引し1た接選誌の長さをt'とれば，

r k2 
一一一一 、F“，，， d'

'
L
V
 

，，， a
F
 I
'
 

g3-2.3.反車誌の性質の証明

g3-2.3.1. I， 立の証明

白明

g3-2.3.2. mの証明
Tを通らないi宣線→Tを通る円

盤。(-2'，2.盤的場脅翻髄
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図のように、 T(O，0)を通らないi直線R:x=p上

の点をP(Xj' Yj)とする。 Tを中心として司乏径kの円

によって、点Pが反転された点をP'(X，y)とするo

X1 =p， Yjは任意である。

ここで，反転の性質によって，

Y¥ Y 

X， X 

一一
• 

を満たす。

(]i十Y12)(X2+ y2) = k4 

(p2手中2十y2)= k4 

p2(X2 + y2)2 = k4X2 

内町、 k4X2
(X.o十y.or=.:..:.τ一

p 

ヲ内 k2XX.o+y.o 二一一-
p 

( x -;: J + y2 = (三) (2.1) 

Y¥→±∞のときX=oであり，この場合も，円m

に移される。

J 

湿 P(Jrl ) 

F 

よって3点Tを通らない直線はTを通る円mに反転

される。 窟

93-2.3.3. N， Vの証明

Nは阻の逆であり， Vも同様にして証明できる。

93-2.3.4. VIの証明

図。-2.4.のように，まず円席上に任意の点Pをと
り， I亙線TPとこの円のもうひとつの共有点をP'とす
る。 Tからヲiし1た接線の接点をQとすれば，

LTQPニ ζTP'Q

だから

ムTQP∞ムTP'Q
よって

TP:TQニ TQ:TP' 
すなわち

TP'TP'=TQ2 
である。

ここで¥Tを中心として半径TQの円による反転を
考えると，上記の点TJPJ P'の潤の関係式はP 反転

の定義そのものであり， 2つの円は直交している。

すなわち，点Pは P'~こ，点 P'はPに反転される。よ

って，この円は不動円である。 置

図g3-2.4.

Jピ
93-2.3.5. V1Iの証明

四は， IVを用いて図形の対称性を考慮すれば明らか

である。
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g3-2.3.6.閣の証明

交わらない2つの円→2つの同心円

まず，点A(a，0)を中心とする半径αの円A(α)を，

点T(t， 0)を中心とする半径kの円で反転することを

考える(堕誠一2.5.)。

2つの円は，

(ト a)2+ y2ニ G

(X -t)2十 y2= k2 

で、ある。

円A(a)上の任意の点p(Xj' Yl)の反転をp'(X，

Y)とすると，次の3つの式が得られる。

(Xj -a)2十Y12=G2 (2.1) 

X
1 
- t _ X -t 

(2.2) 

YI Y 

~(Xl 同 t)2 十 y23J(X- t)2十 y2= k2 (2.3) 

ここで， (3.2)を変形して

X欄 I
X，凶 t=一一一一ν1y ~. (2.4) 

また 〕公1= (x嗣 t)Yl十 Yt (2.5) 

(3.3)と(3.4)から

(X-t)2 l  
Y2Y12+Y123(X-t)2十 YL= k 

日 {(X四小円十 k2 ω 

一方，(2.1)と(2.心から

{(X-t)Yl + (t回 α)y}2+y2Y12 = y2a2 

(X-t)2Y12十 2(t-α)(X-r)y1Y + (1圃 α)2y2+ y2y/ = y2a 2 

{(X働 t)2十 y2}Y12 + 2(t-α)(X -t)}~Vl + {(t栴 α/畑 α2}J72= 0 

この2次方程式を解し1て

Yl一世(ト α)(X-t)土 J万
y {(X闘 t)2十 y2}

(2.7) 

ただし

D= (t-αf(x -1)2明 {(X四t)2十 y2} {(t四 α)2四α2}

(2.6)と(2.7)から，土J万=(ト a)(X-1)+ k2 

よって

D= (t-a)2(X-1)2_ {(X聞 1)2+ y2}{(t四 α)2四 a2} 

立 (t四α)2(X _ t)2十 2k2(t田 α)(Xω t)十 k4

{(ト a)2耐〆}(X-t)2十 2k¥ト a)(X蜘 t)
十{(t帥 α)2糊 a2}y2十k;4= 0 

内 2k2(f -a F 、
(X-t/十 ¥Jヘ (X-t)十 YL

{ (tω ay -a L} 

k
4 

白色 = 0 
{(tω 。y“ αL}

よって

+Y2=((f-L 

Yl = 0のときも，この円に含まれる。

点(b，0)を中心とする半径bの円以b)につしても

向様に，

ド-1+ 尚一b)υ」ル
2
J2 

(t -b Y -β2 J 
，-
l (t -b )2ーβ2J 

この2円が同心円である条件は，

f四
K2(t問。)=4-K2(t -b) 
(ト α/
_ 
a 2 (t -b)2 

_ 
b 2 

t岬 b
よって 内角=

局内

(t四 ay-α (t -b Y -b 
L 

(a -b )t
2 -{(α2 b2)四 (a2

_ 
b2)}t 

+ {ab(a-b)+ (αb 2 -bα2} = 0 

ゆえに，これを満たす点T(t， 0)で反転すれば同心円

が得られる。 間
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く反転の性質閣の関心円を反転させる例〉

(ム山川=4)
(x -10)2十y2= 42 (bニ10ラβ=4)

この2つの交わらない円を同心円になるように反転さ

せる(図g3-2.6.)。

結果の式に，a， b， a， bを代入すれば;

[2 _ 10[十 16= 0 

よって， 1 = 2， 8 

-4--.. _ ，_  1-( 1 6 _ ¥ 
1=8， k=4とすると，協によって点l1

3
V ，0 ) 

を中心とする同心円になる。 kを変化させれば，同心

Fllの中心と当勾杢がともなって変イヒする。

サI

図g3-2.6.

g3-2.3.7. Xの証明

(j)円0(1・)の直径ABが点Tを通り， T， B， Aの)1慎 い。

に並んでいるとすると，

k2 k2 
2r:::::TA-TBご一一一一一

TA' TB' 

::::: (T A' -TB') ~ . ~L，...，.-..， = 2r'ζ 
TA'・TB' t'L. 

よって

k
2 

「，h.，， d
'
t
 

e
F
 
an ''' 

(長)Tが線分AB上にあるときも同様に証明されるo.
g3-2.4.江戸詩代の算額の問題に挑戦

江戸時代の算額の問題を反転法で解し1てみよう0

g3-2.4.1.奈良県大和郡山市の庚申堂の算額

奈良県大和郡山市の庚申堂には，全7関ある算額が

1面奉納されている。ここで取り上げるのは，第4番

目の間態(図誠一2.7.)である。風化が識しく半IJ読でき

ないが， 白文(~薬対で番治通れている

図g3-2.7.

く現代訳〉

図。-2.7.のように，大円の内につぎつぎに小円を

入れる。大円と甲円の直径がそれぞれ 16尺， 9寸 6

分のとき， 3円乙，丙，丁の直径をそれぞれ求めなさ

<解法>

大円(R)と甲円(1')の交点Oを中心として，半径OA
(=α)の円で反転すると，大円(R)と甲円(1')はそれぞ

れ平行な2直線L，f!に反転される。またこの反転に

よって 3 乙円はCl(7i)(自身)に，丙円，丁円はそれぞ

れC2(13)，C3(13)に反転する。(図g3ー2.8.) 

g 

£ 

。 X 

図g2-2.8.
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ゆえに，湾問の夜径は4 (寸〉・・・・ (答)

乙円， T円についても向様にして求めればよい。
r3 = r2 = 1'1であることに注意すれば3反転した円は，

93-2.4.1. 奈良県橿原市の耳成山口桝土の算額

奈良県橿原市の耳成山口神社には，全4間ある算額

が1函奉納されている。ここで散り上げるのは，第4

番目の問題(図g3-2.9.)である。庚申堂の算額と同様，

問題文は白文(漢文)である。神社のお:務所で大切に保

管されていたためか，色鮮やかな算額である。嘉永7

年(1854年)奉納。

• C 

図の各点の座標とi1D録の方程式は次のようになる，。

a )， Cl(r1 ' 
、もE
，，，r' 

C(O， 

α) 

R)， 

C3(5r¥ ' 

B(O， a )， 

a )， 

A(O， 

1 (31i ' 

誌線上y=a-r1，画材:y=α十11

である。

次の三角形に三平方の定理を用いて

(2.8) 

ムABCj :(R-r1iコ112÷(α-R)2 (2.9) 

(2.8)より，

ムACCj : (円十r)2= r1
2 + (α_ 1')2 

21'r
1
ニa2-2ar 

2R'iコ2Ra-a2 (2.9)より，
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鶴
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鶴
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(2.9)をl1について解き， (2.8)に代入すると，

(2.10) R
一
+

4
一n
k

一一。

(2.11) 
4Rr(R -r) 

1~ = 
且 (R+rY

十
〆
}
れ
ソ

る

よ

ず

D

・

円

4

と

c
m

O

 

を

ム
径

以

半

相
の

E

円

日

丙

Oム

(li +α):(a-m)=円:m

Gに

Jη 一一一一一
。+21j 

よって

(2.10)， (2.11)より

。r，
m=一一一一一=
α+2r1 

(2.12) 
γ' 

け
一
十
一一
P
A

R
一研

ル
一
一

A
斗
一

r
n
u

一
「

3
m
 

ゆえに

関g3-2.9.

(す)かこの結果より，条件のR= 8 (寸)， r = 4.8 

ら，丙円の半径mは (現代訳) 図g3-2.9.のように，平円の内側に甲丹，

乙円，丙円， T円が接するように入れてある。甲円の
直径が5尺2寸，丁円の直径が7寸のとき，外円の直

径を求めなさい。

Q
J
 

門

i

(寸)
2x 4.8 x 8 x (8 -4.8) ぺ

m= =L 
(3 x 8 -4.8)(8 + 4.8) 



図g3-2.10.

国 g3-2.10.のように，問題の甲|ヰ，乙円，丙円，

T刊をそれぞれ0]，O2， 03， 04とする。

外門を0，題意より0]の直径は 5.2，04の直径は

0.7で、あるo O2の直径をαとおく。

図g3-2.11.

ここで，図 g3-2.11.のように中心T，半径1の何
で反転させると，円01，02は2つの平行円に反転

され 3つの反転向は図のような接解関係にある。円

04'0)半径を rとおく

ところで，反転の性質X

「円0(1')が|弓0'(r' )に反転されるとき Tから円

。，(r')(こヲ|いた接線の長さを('とれば，

r k2 

r' f/2 

ここで，kは反転定数(反転に使う円の半径)J 

より，円04，河0'4について

0.35 
-・(2.13)
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さらに，下の図より，

(去十2r)'=(古寸イ

が導ける。これより，
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一一+-*0より 81' =一一十一・・・・・(2.15)
5.2 a 5.2 α 

一一十一 =xとおくと 一=x一一ーであり
5.2 a α5.2  

(2.14)， (2.15)より

1 I 1 1 ¥ 1 
r= "::"1'一一十一 I="::"xだから
8 ¥5.2 a) 8 
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(2.13)より

っ 35 25 
=x一一-x十曲ーで
104 26L 

2.8 

よって

x 35 25 
X 一一一-x十一ーで
104 26L 

っ 35 25 5 
X 一一-x+一ーでこー-x
104 26L 14 

っ 505 25 
X 一一-x十一一=υ
728 676 

505 :t 15.J785 

2次方程式

一一X
 1456 

一山

一
口
出

一α

a 1456 5.2 

225十15.J785

a 1456 

ゆえに， P=]Oの直径は

13(イ785-15)
a=~ ud  応 2.256427585 (尺)である。
75 

国

(注) この結果は 算額の答えと若干ではあるが一致

していない。

g3-2.3.5.反転の例

反転では，反転の中心をどこに取るのかによって反

転後の図(和算では『極図』という)がかわる。この

ことは，反転を難しい数学にしているように思う。

ここでは，反転の中心によって極図がどのようにな

るのかをしてつか示しておく。
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く極図>く例> 次の臨 g3-2.12.において，反転してできる

極図を作りなさい。 (溜， (2)) 

外政

(注)斜'が外'に届いていない。

(3)甲円と乙円の接点Tを反転の中心とした樋図

密g3-2.12.

(1)外阿と平円の接点Tを反転の中心とした極図

(図(3)) 

く極図>

-y-' i 
t......i 

(3) ) (図'

(図， (1)) 

(密(1)) 

く極図>
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(2)外円と乙円の接点Tを反転の中心とした極図

(図(2)) 
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。2.グラフ描画の方法
ーテクノロジーへの挑戦一

関連分野:角科1T分野
高等数学:角材庁

対象学年:高校2，3年生

関連単元:微分法・積分法

孝刻寸名:rグラフ描闘の方法j

《グラフを描くことに挑戦する教材》

グラフを描くことは，関数の表現として大変重要な

位置を占めている.高校数学では，微分して増減表を

持き，グラブをti皆く学習をするが，関数は簡単な式で
あっても，微分して増減表を書くこともできないもの

も多数存在する.そんな場合にもグラフの概形を描く

方法を教えたい.また，グラフから計算せずに導関数

のグラブの概形を描いたり 関数のグラブを与えて，

その不定積分のグラブの概形を描いたりする指導もし

たい.

02.1.関数のグラフの基本指導

これまで、の授業経験から，関数のグラフの基本事項

は次の3つであると考えている.

|基本1 ア。ロットとファイバーの逮叶

yニ f(x)のグラフとは， ((L沖 =f(x)ラXE 91} 

なる集合を正規直交座標系の座標平面に表現すること

である.プロットとは，点(xラy)をこの座標平面にと

るコンピュータ的(デジタノレ)思考のことである.一

方3 ファイパーとは xにおいて，基準線y=oから

f(x)分だけよ下に変化させる人間的(アナログ)思考

のことである.

これらの違いは，基準線を意識しているかの違いであ

り，前者は樹剣包である利点はあるが，基準線の変化

に対応するしなやかな力は育ちにくい.

|駄2: y = nl(X -p) + q I 

1次関数は3中学2年での学習内容であるが，老館前は3

1次のテーラー展開であることを認識しておく必要があ

る.中学では，y=a'{+bとおいて，

連立方程式で係数を求める計算を繰ワ返すが，そ

れで、終わっては，式自身が持つ生き生きした姿を

理解できない. 1次式は，

y = 2x + 1 = 2(x -1) + 3 = 2(x -2) + 5 = 2(x + 1)-1 

と無限に変身が可能である.これが基本であ

る

ここで変身'とは恒等的に等しい等式変形の

ことである.あえて，式変形と言わないのは後述

02.7.の例4)で示すような多項式関数以外

も語白書:しているからである.一つの式を色々な式

の形に変えることは自由であり，どう変身させる

かは考える人の工夫に任されている.変身するこ

とで，式が生き生きしてくるときがある.

展示 3: i訴関数川口
関数が和の形で表現されている場合は，基準線(曲

線の場合もあり)が内包されていることである.(後述

する 02.7.の例5で，積にも基準線(包絡線)が内包

されていることを示す.) 

例えば， y = _x2十2x+2では，y 2x + 2が基準線で

ある.この基準線から，ジだけ下回ればよい.

多項式関数は，式を昇ベきの)1慎に見て考えることが

基本である.

平方完成は必要に応じて計算をすることである.

平方完成は1次が欠損しているテーラー展開であるこ

とも，認識しておくことが深い理解をすることにな

る:y=a(xーが2+qで，a>Oのとき， x= p以外はy=q

(x = pでの接線)より大きくなることを読み取るこ

とが基本である.単に，頂点(Jλq)， y切片で、は，単

なる記憶の世界へ追いやる.

問題 r y =似 2+bx十 Cのグラフが図 D2.1.のようで

あるとき，係数a，b，cの正負

は?Jについて bが即答でき

ないと，構造を理解していない

ことになる.これら2

1門1 次勝山ブの構造
については 3 駒野

(1995) (早稲田大会)があるがP 未だに，頂点の位

置でbの正負を決定している参考書が多数である.

02.2.グラフ描画の課題

(1)式とグラフが関連していることを理解するのには3

いろいろな場面でこれらのリンクについて，強識した

指導が重要である.

つL
Q
O
 



(訪また，グラフの概形を描くために，新しし情E念
Fグラフを制御するJを導入する.テクノロジー
を確認として用い，数学の良さを実感できる数学

的活動とする.

では，グラフを措くとは どういうことなのか?

実関数に関して，定義域の，すべての実数の髄を

得ることは不可能であり， 1乍留と同様，概形しか
描けない.

では，概形とはどんなことを考慮すればよりよく

描けるのだろうか.

02.3.式からグラフを描く

02.3.1.等式から関数へ:1次元から2次元へ

方程式f(x)= 0とは，零点を隠している等式と

見ることができる. しかし，全体{象がそこにはな

い.y = f{x)と置くことで， 1次元の数直線上の

話が2次元の座標平面上の話に移行する.

基本の2次方程式αX2十bx+c = 0 (α ;i: 0)もそう

である.y = ax2十bx+cと平面上の関数を考える

ことで¥世界は広がる.また yご ax2 . Y = -bx -c 

など2つの関数を考えることもできる. しかも分

割は自由である.グラフと方程式がりンクしてい

ることの大切さを学ばせたい.この1次元から 2

次元へを授業ではナスカを見ょうJと話する.

02.3.2. 関数の式からグラフを描く

これまで¥ 2次関数のグラフは，平方完成によ

って， 3次関数以上の多項式のグラブや超越関数

のグラブは微分によって増減表によるグラブ描画

が指導の中心で、あった. しかし，微分したからと

いってグ、ラフが描けるわけではないことは，簡単

な式でもすぐにわかる.

グラフを描く方法の一つに，グラフ電卓や

Mathematica等のテクノロジーで描く方法がある.し

かし，当然であるが，出力で描かれるのは入力する人

がλ力Lた漠般のググアのみである.しかし，この研

究では，描きたい関数のグラフを描くためには，その

関数そのものだけではない，その関数の式に含まれて

いる，穏された'情報を引き出して，制御する関数のグ

ラフを措くことが重要であることがわかってきた.こ

れはテクノロジーへの挑戦でもある.

D2.4.グラフの概形とは侭なのか?
揚関数y= f(x)のグラフは，定義域のすべてのxに
ついて，yの値を求め，その紐で・ある点(x，y)を座標平

面に表現することで描くのが基本である.

これは比喰的に表現すれば，無限マンツーマンディ

フェンスのようなもので， コンピュータのデジタノレ処

理である. しかし，非可付番無限である実数の{症を調

べるわけにはし治瓦ない.

それではグラフの概形'とは何なのか?

これを比日命的にゾーンデ、イフェンスというアナログの

考え方に切り換えてみる.

グラブの想籾ラを描く考え方をまとめると

照不同であるが，

( 1) :グラフが存在するゾーンを誠べる.

(2) :グラフを制御するグラフを描く.

①:描きたいグラフを制御するグラブを描く.

ゾーンをより狭めた境界ライン(漸近線，包絡線，

j鋭却を描く.

②:制御のグラフ(向一平面上には描けなしす

が間接的にf阿部・誘導しているもの.

(3) :グラフの特ザ朱な通過点や槻限も鴻べる.

x切)=1， y切)t，接点 x→±∞ x →土0，
S →おなどの極限も考える.

これら(1)， (2)について少し詳しく見てみよう

02.5. (1) :ゾーン

-定義域ゃううイミ:ニOの線などによって) J~f際平面が分

割され，グラブがその分割された座標半面のどこに

出現するのか.

・グラフの対称性や周期性を考え，どこを重点的に考

えればよいのか.

例1)jY24ーについて
Xム -1

分母:X2ーいか-lXx十1)から，漸近線x=:!:1 

また， y=」二=x+Jーから 3 漸近線y=x
Xム-] xι-1 

よって，座標平面は 6 つに分割され，奇~数だから，

3つの領域を考えればよい.

原点を通り，原点近くでγの値の変化は小さいことが

わかるとよりよいグラフが描ける.

02.6. (2) :制御するグラフ

-図形では，見えない線(補助線)が重要な働きをす

る.グラフにおいても，補助線(補助曲線)が有効な

はずである.それは， E4ふさι金主弘主んZふ主ど
情報である.

では，制御するグラフについて例をあげて説明する.

制御するとは，描きたい関数のグラブの動きをコント
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関数である.

また，制御する関数のグラフと接する値は，

sIn x = 1 J sIn x =-1 これも 3 微分しても増減表が書けないため，捌-

のときであるか 書等には現れない数学五jで，生徒に制御する

ら，それぞれ 関数を考えさせるとよい問題で、あって，教師が講

π 義するようなら，生徒に負担をかけるだろう.
x寸ごゴす+2n帆7

X =2竺!!..+21げ 数よりはこの詰制|りj御する関数のグラフy=::!:工に接す
2 x 

のときである. ることがわかると，グラフt菌盟主ソフトとほぼ間じよ
増減表を作ろ うなグラフを手で描け，人間の能力に驚く.

i テクノロジーに頼ることなく，描けることに感動が
うとjまって3

3 ある.これによって，手書きのグラフの確認として
微分すると 3

のテクノロジーの利用法がある.

ロールすることである.時に境界ラインで、あったり，

関数の特別な値を決定したりするものである.

描きたいグラフをt苗くために制御する基本のグラ
フがあってこそ，概形が描けると考える.

例2) y =xsinxを考えてみる.

y ヱ xsinx について -1~玉 sinx三五 lであるから，

-x ~ y ~ x つまり， y=x， y=-xがその制御する

i図D2.2.

y'=sinx十xcosx 

=ぷ亡;ω(x-α) ただし， ωαロ~'

川 αご「よ= であるから，零点は計算では無理で
.J x2十 l

ある.この導関数のグラブを制御するグラブは，

ド士ょτ;である
数式処理ソフト Mathematicaで計算させると，

6 x 

鐙D2.3.

FindR∞t[Sin[x] +x COS[x] = 0， {x， 2} ] 

x勾 2.02876

FindRoot[ Sin[X]+X COS[x]= 0， {x， 4} ] 

x応 4.91318

D2.7.接するとは，どういうことなのか

接するとは，接点での共通な接線が存在するときで

ある.接点の近くでは曲線と接線とのギャップがその

左右でほぼ等しいようにグラフを描く.

接線を共有していることを考えさせるよい例を示す:

極大・極小が接点から少しずれる様子を理解しやすい.

ブ一フグ、ノην 
一
X

1
一
m
一
F
3
一
X
一一

可

a

，J
Q
U
 

刷ぺ，dサag

図D2.4.

伊~4) y =主主主とのグラフは，制御する関数は，
JlX 

y=::!:土であるから，次のようである.
1l.支

X転向から子=自(1一三)
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とし¥う無限次数の変身ができる.また，

1 3. 1 5 7 sin x刀け--f÷-x--x/十一と多項式に変身
3! 5! 7! 

できるから，係数比較によって，ツェータ関数

Ç(2)='~+~+~+ーい こま:も導ける
lム 2ム 3ム 4ム。

例5)y=sin51x十sin49xについて

2つの周波数が近いサインカーブの和は一方

を基準線、として和を描くにはX軸方向に柁当拡大

しないと関難である.たとえ，微分したとしても，

y'ニOを満たすXの鐘を求めることができず，増減

表を書くことは不可能である.このままでは制御

する関数が見えないが，穣にすることで隠れてい

た制御する関数が見えてくる.和穣の公式の意義

を納得させるにも，この《制御する'概念を指導

するよし嘩財オである.物理のうなりとの関連であ

る • y = sin51x十Si1149x = 2 Si11 50x. cos x 

y = :!:2cosxが制御する関数のグラフ(包絡線)で

あり，この間で， 100密接するように描く.
A y 

ー2.0 函02.5.

例6)Y = ~ xsi→川のグラフを再考川
10 (x=O) 

ょう.

①x=Oで微分可能である :iimmini=0
x→o x 

②iim xsini=l などよい問題がかくれている.グ
x→∞ X 

ラフは，式に隠れた制御する関数を考えれば描ける.

儲織のy=:!:xに接するのは， L4十M つ
X L 

まり xヱ 2 であるから nの{症が大きくな
(271土l)rc

るにつれて xの値は小さくなるので，原点近くで

は振動が激しくなる.最大のXの値は17=0のときで，

x = 0.636619772・・・である.
解析概論(7)で

は，yニ}の制

御するグラブ

が描いていな

し¥

制御の概念は

なかったと忠

われる.

-1.0 

図02.6.
ーIb

02.8.2次微分なしに出凸をどのように考えているのか

( 1 )日本の教科欝 (8)

単調増加についての記述:

「ある区間で常にj'(x)> 0の

とき，グラフの接線は右上がり

であるから，その区間では， xの

イ直が増加すると，j(x)の値も
図。2.7 

増加するJ そして，図02.7.のようなグラフが描かれ

ている:

これでは，単調増加が下に1:2Jと勘違いさせてしまうと

思われる. 3次関数のグラフについても，導関数を求

め，x，y'，yについての増減表をかき，それからグラブ

をh齢、ている.なぜ，その増減表で3次関数のグラフ
の凹凸が言えるのだろうか?

(2)外霞のテキストを調べる

最も論理的に書かれていると考えられるフランスの

テキスト (9)より，紙面の関係上，流れのみを紹介す

ると，

①j(x) = X3 について，j' (x) = 3 x 2 (x = 0以外で

はj'(x)> 0で増加である.また， x > 1玄住x3> x2で

ある.jは奇関数であるから，原点対称である.

j'(O) = 0 また，O<x<l主回x3< X2 

to 口。



②f(x)二 x3十px+q f'(x)二 3x2十pで，p>Uの

とき単調増力D. p<uのときf'(x)ニ Oをみたす解を

Xj， X2 (Xj < X2 )とすると，X] < X < X2で、はf'(x)は

負である.よって，f(x)は単調でない.

例1 f(x) = X3 + 2x -3 Y = 2x -3上の点

P(xユx-3)と曲線上の点M(xラジ十 2t-3)と
の~@]iI1f: PM = (2x -3) -(x3 + 2x…3) = x3 

例2)f(x)之が -2x+3についても同様にPMを計

算している.その後，f(x) =α'x3 + bx2十cx+dを

f(x) =α(x-α)3十p(x-α)+qと変形するαを求

め，g(X)ェαx3十pX+qに帰着させている‘ (下線
筆者)

このテキストのよい点は 下線の内容が書かれてい

ることである.

さて，これまでの3次関数のグラブの描画法では

欠陥があった.増減表の矢印のyに関する増加・減

少では，グラブの凹凸がわからない.

数学学習が論理的思考力の養成を調うなら，ここは

きちんとしたい.

極大点・ti小点・切片と yの増減だけでグラフの
概形を陥くのは無理である.そもそも， 3次関数の

極値を与える数が無理数の場合にその極大値・極小

値を求めることは易しくないし，それらを小数に産

してグラブを描くのも容易ではない.参考までに3

3次関数y= .r(x)は，次のような変身ができる:
y = .r(x) = k.r' (x)x.r' (x)+ mx十n このとき 3

y=mx十 11は3 極大点・変1i13点・憾ノト点の3点を通過

する直線である.これによって，極大値・極/川直を

1次式で求められる.この変身を知らないと，増減

表を作ることさえ簡単ではない. しかも，単調増加

には下に凸と上にI~の 2 つのタイプがあるが，それ

はx，y'，yの増減茨には如もていなし¥では数学麗J

の2次微分を持ち出さずに， I数学IIJの範屈でグラ

フの指導をすればよいのだろうか.

y=X3_X2_X+l のグラブを制御する関数

図D2.8.で，制御する関数のグラブは，yご -X2-X十]

である.また，これを制御する関数は，y =-x+1で

ある.これによって， y軸の左側は， 2次関数に制

御されているので¥ xI/i出方向へ開いた下に凸なグ、ラ

フになり得ない.では y軸の右側はどうなのか?

「数学IIJでの3次関数について，指導の根幹であ

るが，これまで事刷s警で蔑ろにされてきたことであ

る.

(3)調査問題

筑波大学附属駒場高校3年生 f数学謹j選択者 (84

名)に，次の調査問題を 1学期に鶏革

調揺古巣:正踏ま1害IJであった.これらの生徒は，

期末考査で、も高得点で、あった.他校の先生方と教育実

習生にもヒヤリングをしたが，即答正解者はいなかっ

た.生徒の多くは3

ぁで∞
 
+
 
y
 
n
同
-M
↓
 るからとする解答

が見られた.これ

によって yの十

∞によって，グラ

ブが下に凸で上昇

するイメージを生

徒がもっているこ

とが感じられた

出凸は学習していなくとも， 2次関数が理解できて

いれば，いろいろな発見があるはずであり，指導も可

能である. (具体的には，後述D2.10.グラフからグラ

フを描くを参照のこと)

駒野県教員t腕試験2008(6題 150分の1番)

[ 1 ] 高校 2年のA さんは r3次関数
3 2 

y=x -x -x十 I のグラフの概形を描くj問題で，

下に示すような点対手本なグラフを描きました.正し

いグラフが描けるようになるために，あなたはAさ

んにどのような説明をしますか.ただし「数学豆J

の範Jiljですので y" とグラフの凹凸の関係は学冒
していません.ここではグラフの凹凸を用いずに説

明して下さい.

【Aさんの解答】

3 2 可

例2)y=x -x -x十 i

y' = 3x2 -2x -1 = (3x + 1 Xx-1) 

33 

極/Jイ直ニ 27 極大値ニ0，y切片ニ 1

y 

-2 
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図02.9.

02.10.グラフからグラフを措く

。2.10.1.Y = f'(x)のグラフからy= f(x)のグラフ
を描く

導関数y= f'(x)のグラフを与えて，元の関数

y = f(x)を考えさせる問題.初期条件に気付かせる

ことも大切である.

元の関数を捜させるわけで，数学的には積分である

が数学IIJの積分導入までは伏せておいてもよい.
課題図D2.10.のようなグラフ (y=f'(x))を与

え y切片が1であるy= f(x)を描いて見ょう x

軸との交点は -iJである.
3 -

これに対して，

3次関数のグラ

フを描くのであ

るが，与えられ

たグラフが接線

の傾き具合を表

していることを

認識して描くこ

とになる.もち

ろん3 導関数，

つまり微分方程式であるから 3 初期条件として，あ

る点を通らなければグラフは決まらないことに気付

く.後の積分定数の布石でもある.

これによって，調査問題の一つの解答が得られる.

導関数のグラブを与えて，その元の関数のグラフ

を考えさせると，脳がフノレ回転し，導関数の役割を

認識出来ると考えている.

伊u)図 02.11.は，ある関数の導関数のグラブを}苗い
たものである.元の関数のグラフの概形を描け.

ただし x→土∞のときy二 Oであるとする.

A y 

¥ 5 

回 -1

図02.11. 
-¥ 5 

Y=.l(x) 

iy=f(ド 0.2)

F 

X 

、lFノ
一

一X
i

一

/
'
t
k

一

‘J-fJ
一

一
一
一ν/一 y= f(x+ O.2)-f(x) 

x軸の左では y'>Oであるから，単調増加.

x軸の右では y'<Oであるから，単調減少.

x→±∞で y'=Oであるから，グラフの漸芯線はx

軸である.よって 図D2.12.のようになる.

02.10.2.与えられたグラフから導関数のグラフを描

く

逆に，関数yご f(x)のグラフを与えておいて，

その導関数y= f'(x)のグラフを描かせる問題.

ここで，導関数の定義を振り返ると，

/(x+ h)-f(x) 
/1(x)=hh 

このhを極めて小さい数であるとすると，

f'(x)h対 f(x+ h) -f(x) 

であり，差点被分であ3ことがわかる.
つまり，描かれているy= f(x)のグラフと，それを

平行移動 (lz>Oとして，左に)したグラフを描き，

それらの‘差'を求め，縦軸のy方向に拡大すれば，

円

i円。



導関数の概形が次のようにして得られる(駒野

(2006) ) .描く要領を街単に説明するとp ままずy'=o

の極大・極小・停留点を与えている点を X軸上にと

り，グラフを額 02.12.のようにずらす. y 車IBに平行
に近くなるほど差は大きく X軸に平行に近し、ほど

差は小さいことを頭に入れながらグラフを措く.こ

れは，各点での接線の傾きを調べるコンピュータ的

(デジタノレ)思考ではない人間的(アナログ)思考であ

る.計算抜きで導関数のグラフの概形が描けるので

ある.

例)図 02.13.はある関数のグラフである.この導関
数のグラブの十郎杉を撒け.

導関数のグラフを考えさ

せることは微分すると

は微小な差を見つけるこ

と」であることを理解す

るに適していると考える.

引用 M 参考文献
図02.13.

(1) 駒堅持主 1995f2次関数のグラフの構造j

iヨ本数学教育学会I:i，品 13~f.地刊号(東京大会)

(2) 岩波警応解析概論改訂第三版高木貞治著

il理装版 p.19 

(3) 数研出版株式会社の数学Hの樹鴻 立104数

研数百010

(4)腕野記長(2006)f多角的な視点に立った教材倒発-微

分の代数化とデジタルイヒ-J長野大会

(5) MATHEMATIQUES PREMIERE C，D，E tomel 

02固有限世界の数学

関連分野:代数分野，幾何分野，他

高等数学:代数学

対象学年:高校

関連単元:式と計算，図形と方程式，平面幾何

教材名:f石限世界の数学j

《大学での学びへつながる高校での学び》

『無線の学』といわれるように，数学が対象として

しものは殆どが無線集合である。関数千微積分を扱

う解析では，極限の概念にしろ，連続性の概念にしろ，

無限でなければ意味がない。幾何学においても，線分

とか直線のような単純な図形ですら，点集合を考える

と無限集合である。無限的であることは数学の木質的

特徴であるとし1える。

そこで，逆手をとって有眼の条件で扱ってみるとど

のようなことになるか。これは有限体の理論にもつな

がるし実際的な統計学やゲームの理論にも関連して

いる。コンピューターの利用とあいまって， 20世紀に

はこのような分野が発展したことも事実である。現代

数学の入り 2を紹介する耕;オとして検討してみたい。

02.1.1元世界

要素がない集合，すなわち 0元の世界は意味がな

いので，まず1元のものから始める口

要素が 1つ oしかない集合~を考える。

q ={o} 

加法と乗法は

O十0=0，OxO=O 

としか決めようがない。加法の逆算としての減法を

考え

α十x=b の解を b-a 

と定義すると， 0-0 = 0 である。

~は加減乗の三良IJが出来る集合(環)である。

02.2.2元世界

異なる要素が2つ，つまり 0，1しかない集合qを

考える。

~ = {O， 1} 

これは2元的対立の世界，つまり f+と-Jとか「偶
と奇j とか「真と偽Jr有と無JroとXJなどの世界
である。
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加法ではOが零元つまちどんな数にOを加えても

変わらないとすると，

0+0 = O. 0 + 1 = 1 + 0ご 1

残りの l十1はlにすると

]十1=1=0+1

の両辺から lをとると1=0となってしまい)2つの要

素が一致してしまう。よって 1十 1=0となる。

この加法では交換法員IJ.結合法長Ijが成り立っている。

結合法則は

図のような白と黒の立方体を隣が見IJの色になるよう

に積んだ立体の対称性からも直観的にわかる。

加法の逆算としての減法を考え

。十Xニb の解を b-a 

と定義すると。

o 0ニ Oラ 1-0=1， 0-1=1， 1-1=0

その上) 0を除いて 1だけの部分集合Gを考えると，

G=(l)は単位元1だ、けからなる群になっているD

0之3.2元世界の多項式

まず 1次式ax+bであるが，係数a，bはOか1であ

るから，その組み合わせは22= 4通り。しかし l次式

なら a=lなので

x， x 十]

の2つしかない。

2次式ax2+bx +cではb，cがOか1なので

x
2， x
2 + 1， x2 + x， x2十X十l

の4つしかない。このうち，既約つまり 2つの1次式

の積にならないのは最後のものだけである。なぜなら

Jピxx=: x2 

x(x+1)こ x
2
十 X

(x+ ly = x2十X十X十1== x2十i

{伊j

(x十1)(x2 +x十1)こ x3十x2十X十x2十X十1:::: x3十]

例

3次式。x3十bx2+cx+dは8つ

3 
x ， x3 + 1， x3 +x， x' +XLラ

となり，表にまとめれば加法とまったく間じものにな x3 +x+1， x3 +x2 +1， x3 +が+X， x3 + x2 + x + 1 

る。

次に乗法であるが，零元Oにどんな数をかけてもO このうち既約なのは

になると考えれば，残りは1x 1だけである。 x3十X十L x3十x2+ 1 

1) 1x1=0とする場合 の2つで、ある。

02.4.2元世界の関数

集合q は要素が 2 つしかなし 1から，~からqへの写

像の組み合わせば22= 4通りしかない口

こう決めると，結合法員IJも分配法員IJも成り立つ。この

場合Qは2元をかけてもOになる環である。

2) 1x1=1とする場合

こう決めると， 1はどんな数にかけても変わらない単

位元の儲佐果たす。すなわちαxl=lxα=α。

つまり，~では関数はすべてたかだか 1 次関数J

なのである。 2次の多項式は存在しでも，例えば

/(x)コx
2
十x+1 については

/(0) = 0 + 0十 1=1， /(1)=1+1+1=1だから

定数関数になってしまう。

qで、はがこXが成り立つから幕関数といっても実

ハ可
uno 



はxしかない。多項式としてはいくらでも高次のもの

が考えられるが，多項式関数としては2次以上のもの

は意味がない。

分数関数としては

x x十l

x x+lラ X十 x

の4つが考えられる。

F (x) X X十l
一 一

x x+l x+] x 

x=O なし O なし

x=1 なし なし O 

02.5姐3元世界

阿茶に異なる要素が3つ， 0， 1， 2しかない集合Q

を考える。

~ = {O， 1， 2} 

力IJ法・乗法の表は次のようになる。

十 O 2 × 

O O 2 O 

2 O 

2 2 O 2 

O 1 2 

O O O 

O 2 

O 2 

qは3元的対立の世界3 つまり「十3 一、 OJとか

「賛成、反対、保留j とか「上、中、下Jr真，イ為、不
定Jなどの角科央をすることも出来る。

02.6. p元世界 (pは素数)

pを素数とするとき，異なる要素がp個しかない

集合Qpを考えることができる。その加法の表は，各

行各列の数字がきれいに巡回的に配置されているは

ずである。つまり，普通の自然数のように加えて，

pを法として最ノトの正のあまりをとればよい。

ればならない。したがって任意のyに対して未知数x

についての方程式

xX1ニ y

はただ1つの解をもっ。とくにy=Oとおくと

xX1ニ O

を満たす数xはただひとつしカ守新主しない。またとく

にy=lとすると

eX1=1 

を満たすeがただひとつ存在するはずで、ある。よって

すべてのXに対して

xXe=xXe=x 

が成り立つ。これは乗法の単位元である。

そこでeを1と書いてもよく， a *0をとると，

写像x→xXa はやはり QpからQpへの双射で

ある。つまり x=O，1， 2，・一、としたときにそ

の像 0， a， 2a， 3a，・ーは Qpの数を尽くし

ていなければならない。したがって任意のyに対して

未知数xの方程式

xXa=y 

はただひとつの解をもっ。

例

p=7の場合

Q7 =机 1，2ラ 3ぅ 4ラ 5ぅ 6}

加法の表

十 O 1 2 3 4 

O O 1 2 3 4 

1 1 2 3 4 5 

2 2 3 4 5 6 

3 3 4 戸υ 6 O 

4 4 5 6 O 1 

5 5 6 O 1 2 

6 6 O 1 2 3 

5 6 

5 6 

6 O 

O 1 

1 2 

2 3 

3 4 

4 5 

乗法については pニ 2の場合のように場合わけ 乗法の表

をする。

1 X 1ニ Oの場合3

どんな2数をかけてもOとなる。

1 X 1乎 Oの場合3

かりにlXl=aとすると，

OXlニ O

lXl=a 

2 X 1 = (1十 1)x 1ニ a十a

X O l 2 3 4 5 6 

O O O O O O O O 

l O 1 2 3 4 5 6 

2 O 2 4 6 1 3 υ 戸

3 O 3 6 2 5 1 4 

4 O 4 1 5 2 6 3 

5 O 5 3 1 6 4 2 

6 O 6 5 4 3 2 1 

加法の表が巡回的になるのは，すべての加法が1を加

これらの列は集合Q の要素をすべて尽くしていなけ えることの繰り返しによって得られることを意味してp 

し¥る。
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そこで乗法の表のOを抜いてJt慎番を

1. 3. 2. 6. 4. 5 

にしてみると次のように巡回的になる。

X 3 2 6 4 5 

1 3 2 6 4 5 

3 3 2 6 4 5 

2 2 6 4 5 l 3 

6 6 4 5 l 3 2 

4 4 5 3 2 6 

5 5 l 3 2 6 4 

これより乗法が3をかけることを繰り返して得られる

ということがわかる。また 1の次を5にしても同じ

である。

02.7. q元世界 (qは合成数)

合成数qについて異なる要素が q個しかない集合

nqを考える。

例えばq=6をみてみよう。

06 = {O， 1， 2， 3， 4， 5} 

として6以上となったら6で害IJった余りをとるように

すると，加法の表は次のようになる。

加法の表①

十 O 1 2 3 4 5 

O O 1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5 O 

2 2 3 4 5 O 1 

3 3 4 5 O 1 2 

4 4 5 O 1 2 tつJ 

5 5 O 1 2 3 4 

初の行が下に行くにつれて左へ1つずつ巡回的にずれ

ていくだけであることはp=7と同じである。

しかし，要素の並べ方を

0， 2， 4， 1. 3. 5 

にしてみるとおもしろい。

加法の表②

十 O 2 4 1 

O O 2 4 1 

2 2 4 O 3 

4 4 O 2 5 

1 1 リつ 5 2 

につJ 3 。r- 1 4 
5 5 1 3 O 

3 5 

につJ 5 

5 1 

1 3 

4 O 

O 2 

2 4 

この表では0，2， 4と1，3， 5が分離しており，

前者をA，後者をBとすると集合Qの加法に似た様相

を呈する。

A 

B ID 
乗法の場合は 1x 1の値によっていろいろ考えら
れる。

乗法の表① 1 x 1ニ 1の場合

X O 1 2 3 4 5 

O O O O O O 。
1 O 1 2 3 4 5 

2 O 2 4 O 2 4 

3 O 3 O 3 O 3 

4 O 4 2 O 4 2 

5 O 5 4 3 2 1 

乗法の表② 1X1=2の拶パ含

X O 1 2 3 4 5 

O O O O O 。O 
1 O 2 4 O 2 4 

2 。4 2 。4 2 
3 O O 。O 。O 
4 O 2 4 O 2 4 

5 O 4 2 O 4 2 

02.8.有限の幾何学

有~1討屈しか数がないときの幾何学は，純粋な数学的

な方面からと，実験計画法に関する方面の再古から生

まれてきた。実験計画については、有~E討悶のものをい

くつかのブロックに配置する必要が起こってくるが、

その可能性や構成法は、そっくり点と直線や平面の所

属関係に焼きなおして幾何学的問題に直せるのである。

02.9.2元の直線

点の座標としてはx=O，1しかない。したがって

直線上の点もそれらを座標とする2点O，Eしかない。

もちろんOが原点， Eが単位点である。

O E 
~ x 

座標に1を加える操作は、点OとEを交換すると言

う幾何学的操作を表す。

02.10.3元の直線

点の)観察としてはx=O，1， 2しかない。したが

って度線上の点もそれらを座標とする 3点しかないの

で，これらを円形lゴ並べた方が克やすい。座標に1を

加える操作は、 120
0

回転と言う幾{砕学的操作を表す。
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2 

O 

02.11.2元の平菌

点の)坐擦としては次の4点しかない。

(0， 0)， (0， 1)(1，ω， (1， 1) 

1 • 

O 1 

ここに直線は何本あるだろうか。

まとめると次の6木になる。

方程式 通る点

x=O (0， 0)と (0、1) 

xニ] (1， 0)と(1、1) 

)1=0 (0， 0)と(1、0)

y=l (0， 1)と(1、1)

x十y=l (0， 1)と (1、0)

」一X一ー=y (0， 0)と(1、1) 

これらが異なっていることは明らかである。もし一

致するものがあればその直線上には3偲の異なる点

があることになるからである。一方これで尽くされて

いるかと言えば， 1次方程式ax十by十c=Oの係

数人 bを同時にOにする組み合わせ

(3， b， c) (0， 0、0)、(1，1， 0)を除

いた20- 2 =6通りだけが可能なので確認できる。

02.12. 3元の平面

数として 1) 0， -1だけを考える。点の座標とし

ては9点しかない。

• 1 • 

O I 

• • 

ここに邑線は何本あるだろうか。軸に平行な6本と原

点を通る斜めの2本x土y=Oはすぐわかる。

しかし1次方程式ax十by+c=Oの係数を考え

ると， 32十3ニ 12通り可能なはずである。つまりさ

らに4本

x土 y土 1ニ O

が考えられる。

例えばx+y-1=0は3点 (1) 0)， 

(0， 1)， (-1， -1)を通るものである。

合計12本の直線があることになる。これらはすべ

て異なっており，どの直線上にも 3個の点があり、ど

の点をとっても 4本の直線がひける。

02.13. q元の平面

一般化すると q元の平面解析幾何学では次のことが

。
る、ぇ一一一一口

点はq21固ある
直線は q (q十 1)本

どの車線上にも q個点がある

どの点を通っても q十 1本の串線が引ける

与えられた2点(xぃ川 (X2'Y2)をあ直線を求め
たければ、直諌の方程式をax十by十c=Oと仮定

して

I aX1十bYl+ c = 0 
連立方程式J を解し1て係数の比を
l ax2 + bY2十c=o

つ中Q
U
 



X2 Y2 

によ

x Y 1 

だせばよい。あるいは行列式Ix] Y] 

って

行了異なる 2点を通る醜はただひとつ存在する

ことがわかる。

また2誌線

α)x十b]y+ c] = 0， 02X + b2y + c2 = 0の交点

を求めたければ，連立方程式

(円山0
02X十b2y+ c2コ O

属しているj ような構造のうち「どの2つのものもち

ょうどλ個のブロックに属するj配置をブロックデザ

インと言う。この概念はもともと実験計画法からきて

し1る。

例えば，比較試験のようなケースで、比較した試料

の数をv，討験官の人数をb，1人が比較できる試料

の数をkとする。公平にやるには、 1つの試料の検査

回数rl士一定で， しかもどの静剤も向一人にj司じ回数

λでテストされたほうがよい。つまりブロックデザイ

ンのような配置が長お菌なのである。

{9iJ題 16人の人が l人5自ずつ計延べ20卓を臨むマ

ージャン大会をやりたいが、公平にどの2人もちょう

どl@]だけ照じ車で、顔を合わせるようにするには、ど

うすればよいか。

を解けばよい。これは係数の比が等しくない限り、

7~ I 解答・研究

言い換えればa] ~ll :;t: o である限り、ただひとつ解 この問題比人同，卓を酬に言い換えると
町 内| ①どの点を通っても 5本の直線がヲ|ける

を持つ。 ② どの2点を通ってもただl本の直線が引ける

7 I ③ どの直線にも 4点がのっている

一方 a) 0]1 =0の粧品、この2酬は交わ ④点の数は 16倒で、ある
O2 021 とし¥うふうに有限幾何の問題と見ることができる。い

らないか、一致するかどちらかである。このとき 2本 の場合， 1i副議m上にない i点Pを通って 111にTj7{j"-な

は平行であると書くことにする。 直線、はただiつで、あるから，ユークグッド幾何学に対

直線L ax十 by十 c=Oとその上にない点 応する。

(XpYl)が与えられると，これを通ってLに平行な直

線、はax十by+dニ Oとし寸形をしているから、 d

ロ-axj-bYlとなりただひとつに決定で、きる。

2)直線L外の1点を通ってLに平行な匹線がただひ

とつ引ける

ことがわかる。これは『平行線の公理』である。

また，

13)同一献上lこなし、3，献納する

ことは明らか。これは三角形の存在といってもよい。

02.14.ブロックデザイン

有限平面幾何をみていくと次のような特徴に気づく。

「有~]計四の点が有限本のi査線にのっており， どの畠線

上にも同数の点がのり、どの点を通っても同数のi直線

がヲjけるj

一般lこ

IV個のものをb個のブロックに配置し、どのブロッ
クもk偲のものを含み、どのものも r錨のブロックに

16個の点を図02.1.のように配置すると

思02.1. は 14 15 lG 

ー-11ーセ
9付Yド;12
5iCJ17jiS 
1-一一骨一一惜一一・
2 3 4 

求める 20本の直線は図02.2.のようになる。

図02.2.

つdQJ
 



02.15.教材化へ向けて

有限の数学というと期的卒な現代!芯用数学とし 1うイメ

ージがあるかもしれないが，通常の学校教育の過程に

なぞらえて展関すれば，計算自体は具体的な扱いやす

いものになり、面白い教材になるのではないかと考え

た。

f点，直線、平面のかわりにテーブノレ、イス、ビー

ノレコップを使っても幾何学がで、きるはずだJとヒノレベ

ルトが行ったと言う逸話があるが、特に幾何学では、

高校と大学をつなぐ教材がし1ろいろ考えられる。

なお2007年度，高校2年生の少人数講座「ゼミ

ナーノレjはj二の例題 f16人のマージャンJからスター

トしてこの教材に取り組んでいる。この前査に特別に

参加している筑波大学数学科の大学院生からは、関連

して2元の場合の角平和?についての考察がでた。

また，発展事項として『ガ、ロア理論』について外部

論調?として銀4村告(明治大学名誉教授)を招いて特別
請すゑを開講した。内容は難解に感じる生徒もいたよう

だが、現代数学の一端に触れることはできた。

【参考文献】

1. 銀林浩(1972)~有限世界の数学(上・下)j]国土社

2. 銀材守告『かぞえる幾何学』東京図書

3. 都筑俊虫1)~有限群と有限幾{可J 岩波書j苫
4. 永尾汎(1974)~群とデザインJ 岩波書j苫
5. アルティン〔寺田文行訳J(1974) 
『ガロア理論入門』東京図書

Of.4元数を高校数学へ

関連分野:代数分野，幾何分野，他

高等数学:線形代数

対象学年:高校生

関連単元:複素数，ベクトノレ，三角関数

教材名:f4元数一複素数からの発展，あるいはベク

トノレ，三角関数の応用として-J

SSHの数学科研修として， 2007年8月30日""'9月

1 13のE程で¥秋田工業高等専門学校を訪問した。研

修の2日目の8月31日には，訪問先の吉井洋二(自然

科学系，准総勢先生による講演がおこなわれた。

講演の内容は，ペリー来航の 10年前の 1843年にハ

ミノレトンが発見した4元数を，高等学校用の耕オとす

ることをねらいとしたものである。本稿は，その講演

資料である。

実数を係数に持つiとjの文字式に

「づi，P=/=-1 
としづ関係式を入れた式を数とみなし， 4元数と呼ぶ0

19lJえば，
3fーが+7ij・-iケーが一年i+ (ij・i
-3i十2十7ず+j+i十4グ-i72

= 1-2i十j+l1tj

向様の簡約化により， 4元数はし、つも

α+ bi+ cj+dk (α， b， c， d巴R，k:= ij) 

と書ける。ここで，kは，iやjと同様の関係式を持

Jコ・
ぷ口(tj)(グ)=ーi722-l

ik= i(グ)口-iji=-ki

jk=j(tj) =-ijj=-!g 

4元数の集合を誼で表す。

IHI = {α十bi+cj・十dklQ， b， c， dER} 

4元数日が複素数

c= {α十biIα， b巴良}
を部分集合として含むことは明らかであろう。

4元数日は複素数と違って積の交換法良IJが成り立

たないが，いろいろな面白い性質を持つ。例えば，

(i + ji = i・2+ ij + ji十j2zi2+j2=-2

従って，

ほト-1
同様に

(bi+ザ十dki= b2i・2十C72÷dt=-d-J-d

が成り立つので¥
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(につ卜
が成り立つ。従って，

U= {bi十cj十dklb2十C2十J=1 } 
とおけば，任意の uEUに対して i=-Iが成り立

つ。ここで，

!:= {bi+cj+dkl b， c， dιR} 
を通常の λ~ 空間と同一視すれば(x 軸を i 軸， y 軸を

j軸， z車告をk軸と考える)， Uは通常の空間/応R3に

おける，涼点中心の半径:の球面となる。即ち，

UおA53={(x，Y32)ix2十Y2十三ニ1} 

また，

{α 十eula，eER} 

は C と同一視できる。即ち， M は無~問題の C のコピ

ーを含んでし1る。さらに，

M={α+eul a， eεR， UEU} 

と書けることに注意すれば，

x2=-1 

とし¥う方程式の解は無ド問題あり，その解集合は Uで

あることが分かる。

4元数日は4次元の数と考えてよいが， 4次元は

未だ人間にはよく晃えない。ところが，廷の部分集

合fは3次元であり，そこでの筏はとても興味深い。

実際，

α= bji+ Cd+ djk，戸=b2i+ C-j十品kEl 

に対-して，

α戸=(bji + CJj + djk)(b2i・十c-j+d2k)

ヱ-bjb2-CjC2-djd2

十(cjd2-djC2)i + (b2dj-bjd2)j + (bjC2-b2C])k 

となる。ここで、，i信喪3により， α=(bj，Cj， dj)， 

s= (b2， C2， d2)と考えれば，前半は一α.sになって

いる。では後半は?

グ=k，戸=i， ki・=jとし1う関係があり，これはんj，

kを基本ベクトルと考えたときの外積が満たす関係

式に等しい。従って，後半部分はαXsになっている!

即ち，

afJ=-α.s+αXs 

である。実は，内積や外積は 4元数から生まれたの

である

(的 α， sE!に対して，(Js 1 !であり，これはりサ

ランドールが提唱する 5次元の世界に対応してない

か?邸に時間軸を加えて5次元!) 

さて，複素数と同様， α二 α十bi十り「十6赴任回に対し

て，

!α1=.Ja2+b2十 C2十d2

と定義すると，sEHに対して，

I afJ I寸αIIsI (1) 

が成り立つ。(これは自明ではなく，大きな発見だっ

た。)複素数の部分集合

S:= {αECIIα1= l} 

は積について閉じていて，この集合は複素平面の原

点を中心とした半径1の円と間一視できた。では

S:={αEHIIα1= 1} 

は{可か?

これも(1)より積について閉じていて， 4次元の中

の3次元球と考えられる。(吋三年のフィールズ賞はこ

の球がもっ幾何学的性質を証明した数学者に与えら

れた。)

複素数と αESとの積はI53J転を与える。実際，α=cos 

D+ i sin Dと書けるから，戸工 G十biECぉに対してs

afJ口(∞sD + i sin DXa + bi) 

2αcos D-b sin D + i(b cos D十asin D) 

¥
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となるから， σ{Jの位置は戸の{立控をj原点の照りに 0

だけ回転した位置にある。(品交後の起はx十 yiECを

の点(x，y)と間一視したということ)

同様に4元数と αεぷとの積は4元数の回転を与

える。ところが， 4元数の回転はこれまた人間の自で

はほとんど見ることができない。(数学的記述は簡単

だが，どのような動きかは分からない。物理学では

tをユニタジ一群 SU(2)と同一視して，素粒子モデ
ルに応用している。この理論では，4元数を数と見ず，

複素数成分の2X2行列と見ている。)

そこで， α巴sを3次元(空間R3)の回転を表すのに
使えないか?としづ疑問が起きる。

実はこれも可能なのである

まず，準備として， Cにおける共役としづ概念を拡

張する。即ち， α二 G十bi+ c;j-トdkεH'こ対して，共

役4元数

G十bi+cj十dk=α-bi-cj-dk

を定義する。次に，ある uE三Uがあって， α=α+仰

と書けたわけだから，Iα1=1ならば a
2
+i=1であ
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ることがわかる。従って， α=cos8十usinθと書ける。

このとき，sE!おぜに対して， αβaεIが言えて，

α戸αの位援は戸の位援を μ軸のj司りに

28だけ回転した位誼にある

ことが証明できる。従って，。を動かしたり， μを動

かすことにより， α=cos8十usin8 は空間のすべて

の回転を表現することができる

E三

(例) u=kの場J合， JiIJち α=cos8十ksin8ならば，
ß=bi 十 ~j に対して，

αβα= (cos 8+ ksin 8)(bi+q)(cos 8-ksinめ

= bi cos2θ-bikcosθsin 8+ cj cos28 

-~jk cos 8 sin 8十bkicos8 sin 8-bkiksin28 
十ckjcos 8 sin θ-c1cjk sin28 

= bi(cos28-sin28)-2ci cos θsin θ 

十 2~jcos8 sin 8-トザ(cos28-sI1l8)
= i(b cos28-c sin 28) +j(b sin 28十ccos 28) 

ぐos28 -s叶b
sin2θcos28 Jl c 

(注)α(dk)α=(cos 8十ksin8)(dk)(cos 8-ksinめ

= (cos 8+ ksin 8)(cos 8-ksin 8)(dk) 

=dk 

従って， *騎手写壊。(・)手を表すfJ311Hま，

山川 ~J
[∞s 28 -sin 28。
o 0 

である。

一般の uEUに対しては，うまく ν，wEUを取っ

て， {ν， w，μ}がIの正規直交基底になるようにする

と，なんと ν，w， uは 1，j， kと同じ関係を持つ!

例えば，

ν，2 = W2 = U2 = 1 

また vw=-v. w十v>くw=u

Mャ=-w・v十wXv=-uより

νw=-wv等々 。

従って，上と全く同じ計算から， σcos 8 + U 

sin 8に対して，この基底に関する 3線形写像α(・)α

を表す一行手IJは上と全く問じ

ハU
n

o

ウ

ム

今

中

|

日

m

n

(

r‘
、
・
1
A

Pし
V

円、d

/
/
i
l
'
l
1
1
1
1
1
1
1
¥
 

-sin 2θOi 

cos 28 0 I 

o 1 ) 

になる!

もちろん3α=COSZ+usin互にとっておけば，
2 2 

α(・)αを表す行列は，

( ∞ s θ 一寸寸S計i
S111θcos θ0  

o 0 

である。

4元数などは使わず，初めから線形代数を使えば，

空間の回転は上記行列で表せることが分かるわけだ

が，座標変換3 固有値，直交行列の理論が!駆使され

るわけである。 4元数のかけ算にさえ慣れておけば，

4元数による回転の表現はより直接的で分かり易い

と言える。

さらに，空間の回転を表すのにオイラ一角，ある

いはローノレヒ。ッチヨ一法が有名だが， これらはし1く

つか欠点があり(例えばシンバノレロックの問題，最近

の工学者あるいはコンビュータ・プログラマーは3

回転の表現に4元数を使うようになっている。

国空間上の点Aが点Bへ原点中心の回転で、移った

とする。この呂転車虫，回転角度，そしてこの回転

を表す4元数を求めよ。また，ある点C(Cj，C2，ゆ

がこの回転で移る先を求めよ。

(苓〉原点、をOとすると，回転軸はパラメータ tを使

って，炉xO言)1 @]転角度を θ とすれば
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OAxOB 
cosθ i=一一一i で計算できる。ここで，
IOAxOBI 

OA.OB 「ij-j=(判的的)として，ーji十十uj+U3kと
OAIIOB 

おけば，回転を表す 4 元数 α は

←s出
できる。 (0話。話πとしてよいので， COSEミ0，sin三

2 2 

~O としてよい。)

また，点Cの行き先は α(CII十c-j+C3k)α を計算す

ればよい。(部ち， α(c1i+ C-j十C3k)α=d1i十dj'十d3kな

ら，移る先は点 (d1，d2， d3)である。)
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1. J.H.コンウェイ・D.A.スミス[著]山田修司{翻

訳](1993) ~四元数と八元数-幾何，算術，そして

対称i叫培副官。

- 97 

4.おわりに

まず， 3年計画の数学科研究フoロジェクト「創造的

な耕2・指導法及びカリキュラムの開発Jについて振
り返る。 l年次(平成 17年却は， f統計j と[微分方

桂式jの教材開発ならびに開発した教材の実践を中心

におこなった。 2年次(平成18年jおは3 これまでに開

発した教材と 1年次に開発した教科についてカリキュ

ラムへの位置づけに着手した。これらは3 平成 14年

度に指定を受けた SSH事業「先駆的な科学者・技術

者を育成するための中高一貫カリキュラム研究と教材

開発Jど連動する形で、取り組んで、きた。そして， 3年

次にあたる本年度は統音むと f微分方1主主U以外の
内容についても粉祁階きをおこない，カリキュラムへ

の位置づけをおこなったo fA.代数JfAn.解析JrG. 
幾何Jfp確率JfS.統計JfO.その他Jの?項目を

整理の視点として，本年度の「年I~J指導計画J にもと

づき単元と関与を教材を配置したが，今後更なる議論を

重ねて整合していく必要がある。

次lこ，本年度より始まった取り組みを見てし、く O

1点目は3 新SSH事業で、ある。数学科は3 これまで

の SSH事業にヲiき続き，教材開発とカジキュラムの
整備を進めていくことになる。また，キーワードの 1

っとなっているサイエンスコミュニケーション能力の

青成を目指した取り組みも模索している。今寺三度は，

近隣の自黒足立駒場ノト学校の fサマースクーノレ」にお

いてワークショッフ。を開いた。また， SSH 研11~ として，

秋田工業高等専門学校を訪問した。研修中に講演をし

て下さった吉升二先生の講演資料をOf.として掲載した。
紙面の関係上，詳細を記載していないが，高専の取り

組みには，本校の目指す f大学への学びにつながるJ

内容が数多く見られ，大変実りのある研修で、あった。

2点呂は3 教員養成 GPである。従来の大学生のお

こなう教育実習とは異なり，教科教育に特化した大学

院生の実習に相当する。高校2年生の数学Eの単元「微

分と積分J につながるトヒ'/ク初寸をI~'拐さした。料交

は，教育実習生の受入推進校でもあり，筑波大学の学

生ならびに卒業生を受け入れてきた。今後，この取り

組みが説針売するのであれば，大学生の実習生のチュー

ターj的役割を担うような実践も試してみたい。

3点目は，大学説生インターンシッフoで、ある。大学

続生が参加している「ゼミナーノレJの前半は，講義中

心に授業が進められた。後半は3 ノトグループ。によるデ

イスカッションを通じて，研究テーマ設定をおこなっ

てして。数学を専門に研究している大学院生との話し

合いを通じて，テーマの深化を期待している。
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